= = ’ - Uni rsidad MNaci |
Universidad Publica de General Sarmiento

Instituto del Desarrollo Humano

EL NUMERO : METODOS APROXIMATIVOS EN SU EVOLUCION
HISTORICA Y SU APLICACION COMO RECURSO
DIDACTICO

Ada Maria Balladore

Trabajo Integrador
Para optar al Grado Académico de
Especialista en Didactica de las Ciencias
Orientacion Matemaética

Director
Doctor Ruperto Pedro BONET CHAPLE

Co-Directora
Doctora Sara SCAGLIA

Buenos Aires 2014



INDICE

RESUMEN ..ottt
INTRODUGCCION ...
1. EVOLUCION HISTORICA DE =«
1.1. ANTIGUO EGIPTO ...oeeieeiee e,
1.2. BABILONIA ..o
1.3. REFERENCIAS BIBLICAS .. .ouienee e
L CHINA oo e ettt ettt ettt
L5 INDIA e,
1.6. GRECIA ...,
L7 IS AM .
1.8. EUROPA SIGLO XV A XV oot
1.9. EN EL MUNDO A PARTIR DEL SIGLO XIX ..ceuvvniiiiieaennnn.
2. FUNDAMENTOS MATEMATICOS SOBRE 7
2.1. METODOS MAS IMPORTANTES DE ESTIMACIONES DE =
2.1.1. ARQUIMEDES ... oottt
202 VIETE .o e,
213  WALLIS et
214 LEIBNIZ ..o
2.1.5. MACHIN Lo
2.1.6. EULER ..ot
2.1.7. SINTESIS CRONOLOGICA DE LAS ESTIMACIONES DE
/e
2.2. TESTRRACIONAL ..ottt e,
2.3. T ES TRASCENDENTE ....ouiuiinii e,

3. IDEAS PARA LA CLASE DE MATEMATICAS

3.1

3.2.

ALGUNOS ELEMENTOS TEORICOS DE EDUCACION

MATEMATICA ..o e e e e e ee e e e te e e e e e e er et

ACTIVIDADES QUE SE FUNDAMENTAN EN LOS

ELEMENTOS TEORICOS .....cooeviriiiieeeiesceiee e

4. CONCLUSIONES ... e

5. REFERENCIAS........cooi i

B. APENDICE. ... .o oeeeeeee oo e e e et eeee et e e e erareer e e e ee et e s e

Pag.

10
10
10
10
11
13

15

15
17
18
19
20
20

22

25
28

33
35
44

45

47



RESUMEN

En este trabajo presentamos un recorrido en la historia del nimero my sus
aproximaciones realizadas desde la época del algebra geométrica de los griegos,
atravesando la etapa del surgimiento del calculo infinitesimal con los desarrollos en
serie, los productos infinitos y las fracciones continuas como herramientas hasta la
actualidad con el uso de algoritmos computacionales para obtener un nimero cada vez
mayor de cifras decimales de 7 correctas.

Esperamos mostrar los hallazgos sobre el nimero m desde el punto de vista tedrico y la
necesidad de conocer el contexto histérico, socio cultural y biografico de los
conocimientos a desarrollar para darle un sentido y de esta manera abordar su ensefianza
desde un enfoque constructivista. Estos desarrollos proporcionan la posibilidad de
elaborar situaciones didacticas en base a la historia y, en este sentido, proponemos
actividades basadas en la Teoria de Situaciones Didacticas para las clases de
matematicas que esperamos resulten adecuadas para la ensefianza del nimero 7.

Palabras clave: namero m, historia, aprendizaje constructivo, fundamentos tedricos.
ABSTRACT

In the present work an historical evolution of number m and its approximations is
presented, which arises from the Greek mathematic, with the contributions of algebra
and the geometry, and had its later development since the Infinitesimal Calculus based
on the usage of the series development, the infinity products and the continuous
fractions as tools, until now, with the using of the computational algorithms. A main
aspect observed on this evolution is the design of algorithms each time with more
accuracy to compute the number 7.

Here we show the principal results obtained relative to the number m, from the point of
view historical, cultural, social and chronological, which allow getting the full
knowledge, and by consequence, address their teaching from a constructivist approach.
This strategy allow the building of pedagogical situations based on the history, and in
this way, we propose activities in the mathematical courses based on the Didactical
Situation Theory, in which, we hope a deep understanding in the learning of the number
1.

Key words: m number, history, constructive learning , theoretical basis.



INTRODUCCION

Diversos autores refieren, y desde diversas posiciones, al rol de la historia en la
didéctica de la matematica. Entre otras justificaciones, se alude a que el conocimiento
de la historia de los conceptos matematicos permite al docente encontrar un medio para
la comprensién profunda de los mismos y de sus dificultades de aprendizaje, lo que
permitird mejorar su ensefianza y el aprendizaje por parte de los alumnos (Gonzélez
Urbaneja, 2004).

También se afirma que el recorrido por la historia de la matematica nos brinda un
mundo de ideas y problemas no solo para el enriquecimiento personal y profesional sino
también para motivar la labor de la transferencia del conocimiento, permite conocer las
razones que dieron lugar a los diversos conceptos, las intuiciones e ideas de donde
surgieron, el origen de los términos, lenguajes y notaciones en que se expresaban, las
dificultades que involucraban, los problemas que resolvian, el &mbito en que se
aplicaban, los métodos y técnicas que desarrollaban, como se ideaban definiciones,
teoremas y demostraciones, el nexo entre ellos para forjar teorias, los fendmenos que
explicaban y cémo fueron evolucionando hasta la actualidad (Gonzalez Urbaneja,
2004).

De Guzman, respecto a la importancia de saber la historia de la matematica afirma:

La historia nos proporciona una magnifica guia para enmarcar los diferentes
temas, los problemas de los que han surgido los conceptos importantes de la
materia, nos da luces para entender la razén que ha conducido al hombre
para ocuparse de ellos con interés. Si conocemos la evolucion de las ideas
de las que pretendemos ocuparnos, sabremos perfectamente el lugar que
ocupan en las distintas consecuencias, aplicaciones interesantes que de ellas
han podido surgir, la situacion reciente de las teorias que de ellas han
derivado, etc. (Guzman, 1992, citado por Gonzélez Urbaneja, 2004, p.18).

y Kline sostiene:

Las cuidadas y ordenadas exposiciones que se hacen en los cursos
habituales no muestran en absoluto los conflictos del proceso creativo, las
frustraciones, y el largo y arduo camino que los matematicos han tenido que
recorrer para llegar a construir una estructura importante. [...], el
conocimiento de como han avanzado los matematicos dando traspies, a
veces en la oscuridad mas absoluta, hasta llegar a reunir las piezas
individuales de sus resultados, deberia animar a cualquier principiante en la
investigacion (Kline, 1992, citado por Gonzélez Urbaneja, 2004, p.18).

Algunos autores reivindican la aplicacion del método genético en la ensefianza,
mediante el cual se pretende demostrar que para la de comprension de un concepto, el
alumno debe repetir, a grandes rasgos, el proceso historico que se ha desarrollado hasta
la formulacion actual del concepto. Respecto de la importancia de la aplicacién del
método genético se mencionan palabras de Poincaré (1963, citado por Gonzalez
Urbaneja, 2004, p.22):

Reflexionar sobre la mejor manera de hacer penetrar las nociones nuevas en
los cerebros virgenes, es al mismo tiempo reflexionar sobre la manera en que
estas nociones han sido adquiridas por nuestros antepasados y por



consiguiente sobre su verdadero origen, es decir, en el fondo, sobre su
verdadera naturaleza.

y de F. Klein (1927, citado por Gonzalez Urbaneja, 2004, p.22):

[...] Este principio (biogenético), creo yo, debiera ser seguido también, al
menos en sus lineas generales, en la ensefianza de la Matematica lo mismo que
en cualquiera otra ensefianza; se deberia conducir a la juventud, teniendo en
cuenta su natural capacidad y disposicion, lentamente hasta llegar a las
materias elevadas y, finalmente, a las formulaciones abstractas, siguiendo el
mismo camino por el que la humanidad ha ascendido desde su estado
primitivo a las altas cumbres del conocimiento cientifico [..]. Un
inconveniente fundamental para la propagacion de tal método de ensefianza,
adecuado al alumno y verdaderamente cientifico es, seguramente, la falta de
conocimientos historicos que se nota con sobrada frecuencia. Para combatirlo
gustosamente me he detenido en consideraciones histéricas [...]; asi ha podido
verse cudn lentamente han ido forméandose todas las ideas matematicas, como
han surgido en forma confusa, pudiera decirse que de procedimientos, y sélo
después de un largo desarrollo han llegado a tomar la fuerza rigida y
cristalizada de la exposicion sistematica.

Segun este enfoque, entender las dificultades con las que se encontraron los
matematicos en la historia ayudard a comprender las dificultades que se les presentan a
los alumnos, ya que estan en la misma situacion de encontrar estrategias que se adapten
a cada caso.

Es necesario aclarar que esta postura debe ser tomada con cautela. Se debe tener en
cuenta que si se pretende la construccion del conocimiento como una construccion
social es imposible reproducir las condiciones historicas por lo que no es viable lograr
una correlacion entre la génesis histérica del concepto y el recorrido del alumno que
aprende (Sessa, 2005).

Cantoral (1995) sostiene que para lograr secuencias didacticas apropiadas para los
alumnos se tiene que reconocer la complejidad de una teoria moderna y descifrarla
desde el punto de vista histdrico-epistemoldgico.

También el estudio de la historia de la matematica es importante en la autoformacion
permanente del profesor y al respecto se mencionan palabras de Malet (1983, citado por
Gonzalez Urbaneja, 2004, p.24) “bien sabemos que la actitud del profesor hacia la
materia que explica es una de las ensefianzas mas importantes que transmitimos al
alumno”. Conocer el devenir histérico modifica la actitud para ensefiar matematica, nos
presenta una vision de creacidn continua y un accionar intuitivo que pueden inducir un
clima de investigacion y aprendizaje activo en el aula y asi lograr desarrollar el espiritu
creativo del alumno. Generalmente la postura del docente es suponer que el aprendizaje
de los conceptos debe ser trivial para los alumnos. El docente que conoce la historia
comprendera las dificultades de los contenidos y buscara estrategias que faciliten la
introduccion de nuevos conceptos.

En este trabajo se presenta la evolucion histdrica de las estimaciones del namero m, se
ofrece como una alternativa de instrumento didactico, destacando los matematicos a los
que se debe la introduccién de nuevos conceptos, la demostracion de teoremas y la
resolucién de problemas.



Se ponen de manifiesto las épocas donde los problemas todavia eran abordados con una
vision geométrico-euclidiana para luego avanzar a través del calculo de Newton y de
Leibniz donde se tratan cantidades variables.

El nimero m forma parte de un largo repertorio de importantes temas que se prestan
especialmente para ser tratadas siguiendo su evolucion historica.

La busqueda de aproximaciones de 7 ha generado un buen nimero de hallazgos en la
historia de la matematica y permitio resolver el problema griego de la cuadratura del
circulo probando que era imposible al demostrar Lindemann que & es trascendente.

En este contexto, este trabajo se organiza en tres secciones. La primera incluye un
recorrido historico a través de las aproximaciones realizadas de m mas destacadas por
las estrategias geométricas utilizadas y, a partir de la algebrizacién de la geometria, por
las nuevas herramientas desarrolladas. En la segunda se presentan las fundamentaciones
matematicas de los métodos mas importantes para estimar 7 a lo largo de la historia que
fueron descriptos en la primera seccion y de la naturaleza de = como nimero real: es
irracional y trascendente concluyendo la seccion con una tabla resumen cronolégico de
las estimaciones obtenidas hasta la actualidad. La tercera seccion esta dedicada a ideas
para una clase de matematica para la ensefianza de m fundamentada por elementos
teoricos de educacion matematica. Por ultimo, se describen las conclusiones y las
perspectivas que se abren tras la realizacion de este trabajo.



SECCION 1
EVOLUCION HISTORICADE &

A continuacion se describen algunas de las aproximaciones de m que sobresalen a lo
largo de la historia.

1. ANTIGUO EGIPTO

Los egipcios debieron desarrollar la base de los calculos necesarios para sus
monumentales construcciones y, segun se desprende del Papiro de Ahmes o Papiro
Rhind ‘que data de aproximadamente del siglo 20 a.C., posefan una especie de algebra
con la que obtenian las formulas geométricas de superficies y volumenes.

En él se puede leer "Corta 1/9 del didmetro y construye un cuadrado sobre la longitud

restante. Este cuadrado tiene la misma érea que el circulo”.

256 . -z
De esta manera m = = = 3,1605, una aproximacion con error menor a los dos

centésimos.

También se traduce del Papiro de Ahmes o Papiro Rhind' que posteriormente usaron
una aproximacion con menor error mediante el célculo del area de un circulo con
diametro de nueve unidades y que con la solucion obtenida resulta rr igual a 3,1405. [4].
Lo que pone de manifiesto que ya manejaban relaciones entre el diametro de una
circunferencia y su longitud, como también relaciones entre el area del circulo
(conocido su diametro) y el area del cuadrado.

Foto 1. Papiro de Ahmes o Papiro Rhind'

! Papiro Ahmes o Papiro Rhind http://es.wikipedia.org/wiki/Papiro_Rhind
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Foto 2. Ampliacién del Papiro Ahmes o Papiro Rhind?

2. BABILONIA

Por la misma época los babilonios eran capaces de calcular las raices positivas de una
ecuacion cuadratica y ya conocian las relaciones pitagéricas en un tridngulo rectangulo.
Segun aparece en tablillas halladas en la ciudad de Susa® utilizaban para 7 el valor

3 + £ = 3,125, (“El nimero Pi (11): Babilonia”, s.f.).

Foto 3. Tablilla de Susa®

2 Ampliacidon del Papiro Ahmes o Papiro Rhind http://es.wikipedia.org/wiki/Papiro_Rhind
® Tablilla de Susa http://lapalmera.blogspot.com.ar/2006/12/el-nmero-pi-ii-babilonia.html
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http://www.egyptorigins.org/susadiag.gif

Foto 4. Tablilla Babilonica con 17 Problemas Matematicos”
3. REFERENCIAS BIBLICAS

En la Biblia, en el Libro Primero de Los Reyes, capitulo 7, en las especificaciones para
construir el templo de Salomon, aparece una cita del namero 7 que data de alrededor del
950 a.C. haciendo referencia a “E1 Mar de Bronce ”, nombre dado a una gran fuente de
bronce en el templo de Salomoén, “El hizo ademas el Mar de metal fundido, que media
cinco metros de diametro y tenia forma circular; su altura era de dos metros y medio, y
una cuerda de quince metros media su circunferencia” de donde se deduce que para los
hebreos el valor de r era igual a 3, que es una aproximacién muy burda comparada con
las realizadas por los egipcios y babilonios siete siglos antes. (“EI namero Pi (I11): La
Biblia”, s.f.).

* Tablilla Babil6nica con 17 Problemas Matematicos,
http://platea.pntic.mec.es/aperez4/html/babiegipt/babiegipto.html



http://platea.pntic.mec.es/aperez4/html/babiegipt/babiegipto.html

Foto 5. Referencia en la Biblia®

> Referencia en la Biblia http://lapalmera.blogspot.com.ar/search/label/pi
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4. CHINA

En la primitiva civilizacién China, en el “Chiu Chang Suan Ching”, (“Nueve Capitulos
sobre el Arte Matematico), del siglo Il a.C., se utiliza = = 3, valor que permanecid
en uso durante mucho tiempo.

Alrededor del 130, Zhang Heng calculé w = 3,1724 y posteriormente, usando v/10 ,

calculé m = 3,162 y en su libro “Xian Ling” también calculd m = ;2—2 = 3,1466. Enel

siglo tercero, Liu Hui hizo un célculo més preciso® y con su algoritmo obtuvo el valor
de 3,14159. Mas tarde, Zu Chongzhi aproximé =m a % = 3,141592 siendo el célculo
mas exacto de 7 entre los antiguos chinos. (“EIl nimero =”, s.f.; Pellini, s.f.).

5. INDIA

Indiano tiene una continuidad en las contribuciones matematicas importantes.
Referencias al nimero m aparecen en los documentos llamados Siddhantas del 380 en
los cuales los historiadores occidentales ven una clara influencia griega. Son sistemas

;. 177
astrondémicos en los que se daa m el valor 3 + 250 = 3,1416.

Posteriormente, Aryabhata autor de varios tratados sobre matematica y astronomia, en
su obra principal, Aryabhatiya, da una regla con la que se obtiene ese mismo valor
“Suma 4 a 100, multiplica por 8 y sumale 62.000. El resultado da aproximadamente la
circunferencia de un circulo cuyo didmetro es 20.000" (“El nimero =”, s.f.).

6. GRECIA

Los griegos tenian clara la diferencia entre el calculo aproximado de m y su
construccion teorica exacta. Arquimedes, alrededor del 250 a.C., hizo grandes aportes
concibiendo como método de aproximacion a la circunferencia el inscribir vy
circunscribir poligonos regulares de un niumero cada vez mayor de lados y con ello

logré la acotacion 3% <m< 3% , el valor de m aproximadamente entre 3,14085 y

3,142857 (Pérez Fernandez, 2001). El enfoque tedrico se orientd hacia la cuestion de si
era 0 no posible la construccion de m con regla y compas. Todos los intentos fueron
infructuosos.

En el siglo 11, Ptolomeo proporciona el valor % = 3,1416. (“NUmero =, s.f.).

7. ISLAM

Durante su primer siglo el imperio musulman no se destaca por su desarrollo cientifico
y su interés por el conocimiento y la cultura. Recién después de su expansion por
Europa y Africa se dedicaron a estudiar los resultados de las otras culturas traduciendo
sus obras al arabe. Las obras que mas influenciaron en ellos fueron “El Almagesto” de
Ptolomeo y “Los Elementos” de Euclides.

Un matematico importante fue Al-Khashi quien fue considerado como el inventor de
las fracciones decimales. Entre sus escritos sobre &lgebra y geometria se destaca “El
Tratado del Circulo”, escrito en arabe en 1424, donde realiza una estimacion de m con
16 decimales correctos (“El namero =", s.f.).

6 - . .
Teniendo en cuenta el valor de 7 conocido en la actualidad.
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El descubrimiento de férmulas que aportan métodos de célculo muchos méas potentes
permitié mejorar considerablemente la estimacion de m pero separdndose de su origen
geomeétrico.

8. EUROPA SIGLO XVI A XVIlII

En 1579 el matematico francés Francois Viete uso la siguiente formula para obtener una
expresion de m (Bagazgoitia, 2007):

o e f et e

Los europeos dominaron el desarrollo de la matematica después del renacimiento.
Durante el siglo XVII tuvieron lugar los mas importantes avances en la matematica
desde la era de Arquimedes y Apolonio.

En 1655 John Wallis descubre una notable expresién de = como producto infinito al
igual que Viete pero donde solo aparecen operaciones racionales lo cual mejora el
calculo respecto del procedimiento de Arquimedes o de Viéte (Pérez Fernandez, 2001):

N|H
N|H
N =

(1.1)

w _(@mEn) _ 2 2 446688 7
n=lon-1)2n+1) 1 3 3 55 7 7 9 2 (1.2)

En 1665 Brounker encuentra un desarrollo en fraccion continua (Goyanes, 2007):

4 _ 12
;-— 14————f;—— (13)

2+—72—
24y

En 1682 Leibniz encuentra el desarrollo en serie de 7 usando los resultados de Gregory

1 1 1 1
para el desarrollo de arctanx = x — §x3 + ExS — ;x7 + 5x9 -+ (Goyanes, 2007):

=4(1-3+1-2+) (1.4)

y de esta manera expresa su conocida formula para la estimacion de m:

n=o(=D"— =17 (1.5)

2n+1 4

En sus trabajos publicados en 1736 y escritos en 1665, Newton propone el desarrollo en
serie de  (Pérez Fernandez, 2001):

_3\_7 _5 _r .t .
m= +24(12 525 2827 7229 ) (1.6)

y con 22 términos obtiene 16 cifras decimales correctas.
Usando la serie de Gregory-Leibniz, en 1699 Sharp obtiene (Goyanes, 2007):

= wl-stmm—amt) (L7)

6 V3 5-32  7.33
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que le permite calcular 71 cifras decimales correctas; y en 1706 John Machin obtiene
(Bagazgoitia, 2007; Pérez Fernandez, 2001):

77_4 " 1 ; 1

7 = darctang — arc tan o
n 11 1 1 1 1
1_4(§_ﬁ+ﬁ_"')_(ﬁ_3-2393+5-2395_m) (1.8)

que le permite calcular 100 cifras decimales correctas.

En esta época ya se usaba el simbolo 7 para representar la razon entre la longitud de una
circunferencia y su didmetro. En 1706, el matematico inglés William Jones en su libro
"Introduccion a la matematica" propuso usarlo, por ser la inicial de la palabra griega
periphereia que, por ser griega, empieza con la letra r y que significa circunferencia (la
periferia del circulo), pero su uso se generalizd con el matematico suizo Euler en 1748
con su obra "Introduccion al célculo infinitesimal” (“EIl nimero =, s.f.).

Durante el siglo XVIII Euler no s6lo mejora las aproximaciones de 77 sino que las
obtiene mediante distintas expresiones, usando:

2
Series (Goyanes, 2007; “El niimero =, s.f.): = = (1.9)
1 3 T
5 arctan + 2 arctan_- = — (1.10)
Fracciones continuas (Courant y Robbins, 1971):
T + (1.11)
2+—72—
2+m
Productos infinitos (Goyanes, 2007):
2 2
% = Hp primo 5—_1 (112)

P

Euler y los demas matematicos lograron en estas expresiones, mediante series y
productos infinitos, establecer un lazo de unién entre los nimeros enteros y .

Durante el siglo XVIII se descubrieron mas formulas del estilo de la de Machin. Se
destacan la de Hermann (“EIl namero =, s.f.),

I = 2arctan- — arctan- (1.13)
4 2 7
y la de Hutton (“El nimero =”, s.f.),

T

= 2 arctan% + arctan% (1.14)

7 . . - . .
Logrando mayor cantidad de decimales correctos teniendo en cuenta el valor de 7 conocido en la actualidad.

12



utilizada por Vega en 1794 para calcular 137 decimales correctos.
9. EN EL MUNDO A PARTIR DEL SIGLO XIX
Para obtener una mayor cantidad de decimales correctos en el desarrollo del nimero =«

se siguieron utilizando férmulas que usan el arco tangente, destacando (“El nimero n”,
s.f.):

Strassnitzky % = arctan% + arctané + arc tan% (1.15)
Gauss I = 12arctan— + 8arctan— — 5arc tan — (1.16)
4 18 57 239
; ™ 1 1 1
Stormer = 6arctan§ + 2arctan -+ arctan - (1.17)

El inglés William Shanks calculé a mano 707 decimales (527 correctos) utilizando la
formula de Machin. El céalculo le insumio 15 afios y termind en 1874 (Bagazgoitia,
2007).

Ya en el siglo XX, para superar esta marca hubo que esperar hasta 1946, cuando
Ferguson detecta el error de Shanks en el decimal 528. El calculo lo realiz6 con la
ayuda de una calculadora de la época llegando, en 1947, a los 808 decimales correctos.
En 1949 llegaron a calcularse 1.120 decimales correctos y a partir de esta fecha empieza
la era de la computadora (“El nimero =”, s.f.).

Usando el ENIAC®, en 1949 y a sugerencia de Von Neumann, Wrench y Smith
calcularon 2.037 decimales y en 1958, Genuys, usando una IBM 704° calcula 10.000
decimales correctos. En ambos casos se usé la formula de Machin y en las estimaciones
posteriores se usaron las formulas de Gauss y Stérmer para calcular y comprobar (“El
namero =, s.f.).

Se siguieron utilizando estas formulas del arco tangente hasta la mitad de la década de
los 80 pero, debido a la lentitud de los procesos para lograr mayor cantidad de cifras
decimales correctas, surge la necesidad de crear algoritmos més eficaces.

Una solucion fue crear un algoritmo usando la serie descubierta por Ramanujan en 1914
(“El nimero =, s.f.):

1 _ 22 v (4n)! (1103 +26390n)
© 9801 &n=0 (nD*43964n (1.18)

En 1800 Pfaff ya estudié y formalizé el algoritmo de Arquimedes usando una sucesion
de convergencia lineal (“EIl nimero =”, s.f.).

En 1976 el algoritmo de Brent-Salamin, o también llamado de Gauss-Legendre usa una
sucesion similar a la de Pfaff pero que converge de forma cuadratica. (“El namero =”,
s.f).

En 1984 el algoritmo de los hermanos Borwein también usa una convergencia
cuadréatica y en 1985 crean otros dos algoritmos de convergencias clUbica y cuéartica
respectivamente (“El nimero =, s.f.).

® ENIAC es un acrénimo de Electronic Numerical Integrator And Computer (Computador e Integrador Numérico
Electrdnico), utilizada por el Laboratorio de Investigacion Balistica del Ejército de los Estados Unidos.

® IBM 704, fue la primera computadora producida en masa con hardware basado en aritmética de punto flotante, fue
introducida por IBM en abril de 1954.
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Estos algoritmos se fueron perfeccionando y fue avanzando la tecnologia permitiendo
calcular cada vez mayor cantidad de decimales correctos y en menos tiempo, ya en el
siglo XXI, las computadoras son capaces de obtener nimeros que poseen una inmensa
cantidad de decimales correctos, en 2009 se hallaron més de dos billones y medio de
decimales de = mediante el uso de una computadora T2K Tsukuba System™ siendo el
tiempo empleado por el CPU de 73 horas y 36 minutos para calcular 2.576.980.370.000
decimales (“Numero =", s.f.).

10| a supercomputadora T2K Tsukuba System pertenece al Centro de Ciencias de la Computacion de la Universidad
de Tsukuba (Japon) y puede realizar 95 billones de céalculos por segundo.
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SECCION 2
FUNDAMENTOS MATEMATICOS SOBRE

1. METODOS MAS IMPORTANTES DE ESTIMACIONES DE &

Los siguientes procedimientos para la estimacion de m, comentados en la seccion
anterior, son los mas sobresalientes ejemplos de métodos que utilizan para los célculos
un algebra geométrica (en el siglo I11 a.C.) y desarrollos en series y productos infinitos
(durante los siglos XVI, XVII y XVIII).

2.1.1. ARQUIMEDES

La Proposicion XII.2 de “Los Elementos” dice que la razon entre el area de un circulo
y su diametro al cuadrado es siempre la misma, introduciendo una constante vinculada
a los circulos, la cual Euclides no pens6 en cuantificar debido a su proceder
estrictamente geométrico. En cambio Arquimedes obtiene una magnifica acotacion de
m, publicada en su libro “Sobre la medida del circulo”, algoritmo que a posteriori Se
Ilamo el Algoritmo de Arquimedes.

El algoritmo demostrado por Arquimedes unos 250 a.C. fue durante casi 1.800 afios la
forma mas eficiente para estimar .

Para calcular el nimero 7, Arquimedes inscribe y circunscribe poligonos regulares de
n lados en una circunferencia de radio uno y calcula el perimetro de dichos poligonos.
Su objetivo es aproximar la longitud de la circunferencia por defecto y por exceso™.

Fig. 1- Aproximaciones de la circunferencia mediante poligonos™
Segun la traduccién de Heath (1921, citado por Echeverry, 2009, p.29), Arquimedes

uso las razones trigonométricas para sus calculos, quedando los perimetros expresados
como:

p, =N tan% para los poligonos circunscriptos (2.1)

1 Arquimedes usa el método de exhausion: en una circunferencia de radio uno, se inscribe un poligono regular de
3x2"1 lados, cuyo perimetro es y; se circunscribe otro poligono regular de 3x2™! lados, cuyo perimetro es p,.
Resultan dos sucesiones de nimeros, {pn} ¥ {0.}, que convergen a .

12 poligonos (hexagonos) inscriptos y circunscriptos a una circunferencia unitaria: N= 6, n=2 (N = 3.2"1).

15



qn =N sin% para los poligonos inscriptos (2.2)

donde N = 3.2 ! es el nimero de lados (n € N,n > 2).
Del trabajo de Arquimedes se deduce una férmula de recurrencia para estimar
(Echeverry, s.f.)**:

2 n4n
Pn+1 = ﬁ ) n+1 = 1/ Prn+19n (23)

De las férmulas (2.1) y (2.2) se cumple que p,q = 2N tano— ¥ qy41 = 2N sin—

Por lo tanto:**

T
1 1 1 1 1 1 1 1|cosy 1
on T Nt E TN E Nl | TN | T
n n an Sin 37 any  siny sinpy Siny
1 cos—+1 2 2 24
_N sm— singy 2N tan Dt y (2.4)
cosN+1
Pn+1qn = 2N tanﬁ N smﬁ =
= 2Ntan2— Ntan—(l + cosN)
T 2 . T 2
= 2N (tan2 ) 2N (cosﬁ) = (ZN sin ﬁ) =
— 42
= qn+1 (25)
Despejando de (2.4) y (2.5) queda:
2 nHn
Pn+1 = ﬁ y qn+1 = \/pn+1qn (26)

Comenzando con p; = 2v/3 = 3,4641 y q; = 3 cuando el nimero de lados de los
poligonos es N= 6, se obtienen:

pp = U =32153  y g = [pq; =3,1058.

r1tq1

Asi sucesivamente se construyen las dos sucesiones:

1351
780

a 1—cos a a 1+4cos a a sin a
* ldentidades trigonométricas usadas: sin— = + ; coOS—=+ |——; tan—=
2 2 2 2 2 1+cos a

*Usala acotamon = < V3 <
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P1; P2; P3 - = 3,4641; 3,2154; 3,1597; 3,1409; 3,1427; 3,1419; 3,1417; ---

q1; 92 g3 -+ = 3,0000; 3,1058; 3,1326; 3,1394; 3,1410; 3,1415; 3,1416; -
y ambas convergen a rr. La convergencia del algoritmo es lineal, cada cinco iteraciones
se obtienen tres cifras correctas den. Para n = 7 este algoritmo proporciona la
acotacion 3,1415 < i < 3,1417 usando fracciones que era la Unica expresion conocida.
Durante un periodo de aproximadamente 1.800 afios todas las férmulas que se
obtuvieron para m se basaron en la idea de aproximar la circunferencia mediante
poligonos regulares y tienen la forma de algoritmos iterativos. En 1579 Viéte
comienza a obtener expresiones diferentes para aproximar .

2.1.2. VIETE

La formula de Viete se basa en un producto infinito y la obtiene por métodos
geométricos. También calcula , usando poligonos de 6 - 21® = 393.216 lados, con 9

cifras decimales.

T=2X—= 2 2 X 2 X oo (2.7)

ﬁx\/ X
B2 24+V2+V2 J2+ /2+ 242

Demostracion (“Vieta's Formula for Pi”, s.f.):

T

Vs . [ 7
2T Z) = sin (Z'Z) y usando la formula
del seno del angulo doble n — 1 veces

. Vs . T .
1 =sin-— sm—=51n(
2 2

. Vs Vs
= 2sin—cos—
4 4

. Vs Vs T
=2 (2 sin—cos —) coSs—
8 8 4

. Vs Vs T T
=2 (2 (2 sin— cos —) cos—) cos—
16 16 8 4

n—1 .: Vs Vs T Y Y
= 2" ' sin—c0S —C0S—— *** COS ~ COS —
2n 2n 2n 8 4
Asi:
! = COS=COS= COS— "+ COS—— COS —
2nlsinm 4 8 16 2n-1 2n

Entonces, multiplicando y dividiendo por 7 el miembro de la izquierda:

2 > T T T T T

— X = COS—COS—COS— *** COS CcoS—

T sinl 4 8 16 2n-1 AL
2n

y usando las formulas del coseno del angulo mitad se reemplaza en la Gltima igualdad
cada coseno por su expansion en raices cuadradas:

m 24 24 242 cos ——
/2_'_2 cos zkn—l 2+ ,2+2 €0S 13 \/ ’ \I 2k=3
2 - 2 - 2

T
cos—p = = .-+ quedando
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T 2 2 2 2
2 &7 2443 24z j*xj V242
e L2 2 2 % 2 X

T sin Z_n

si

. 6
Usando que limg_,g =— = 1y como — — 0 cuando n — oo resulta:
6 2n

2 sinl V3 J2ivz 24242 \[ZJ’\J“V“‘E
—c =X N X X e
2 2 2 2

— X lim

T
n—-oo Z_n
2 2++2 2
2 VZ J24v2 J2H+V2+42 \[JW V22
—X1=7X 5 X 5 X 5 X oo
/i1

La formula proporciona una representacion de = como un producto infinito.

Hacia 1650 los métodos analiticos de Descartes y Fermat, precursores del calculo
infinitesimal, comenzaron a sustituir a los métodos geométricos obteniéndose
resultados usando productos infinitos.

2.1.3. WALLIS

T_ o 20 2n _ 22 4466 88 (2.8)
2 Mn=loy 1 2n+1~ 1 3 3 55 7 7 9 '

Demostracion (“Producto de Wallis”, s.f.):
Como las raices de sinx son nm, donde n € Z, el sinx se puede expresar como
un producto infinito de factores lineales de sus raices.'

Por lo tanto:
Sizx — K (1 _ g) (1 n g) (1 _ Zx_n) (1 + 2x_n) .- con k constante

Para encontrar la constante k, se toma el limite en ambos miembros para x — 0:

i = (- 0+ D (-5 (7))

sin x
lim =k
_ x-0 X
Como lim,_ % = 1 resulta k = 1 por lo que:
sin x X X X X . . .
— = (1 — ;) (1 + ;) (1 — g) (1 + Z) aplicando diferencia de cuadrados

15 A . . .
Si a es raiz de un polinomio entonces (1 - g) es un factor.
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2 2 x2 - x? . :
= (1 - —2) (1 — —) (1 - %—2) =10 (1 — W) (formula de Euler-Wallis
para el seno)
Realizando la sustitucion x = =, como sinZ = 1, queda:

2 T 1 T T( 4n? T 1 (nEen
%=n(1_4_112>=>§=1_[<4n2—1>:§=n=1(zn—1)(zn+1)

n=1 n=1

Entre 1665 y 1680 Newton y Leibniz desarrollaron de forma independiente los
principios basicos del calculo infinitesimal que proporcionaron una poderosa
herramienta de calculo no sélo para la matematica sino también para la fisica y otras
ciencias. Estos métodos tienen también su repercusion en la obtencion de nuevas
formulas para 7 usando series infinitas con cierto orden de convergencia.

2.1.4. LEIBNIZ

A pesar de los avances Leibniz descubre su serie utilizando técnicas fundamentalmente
geomeétricas (“Serie de Leibniz: Formula para Pi”, s.f.).

T 0 n 1
R ey (2.9)

Demostracion (“Serie de Leibniz”, s.f.):

Sea la serie geométrica infinita:

1
1—x?+xt—x0+x8—. =
1+ x2

Integrando los dos miembros de la igualdad, se obtiene una serie de potencias para
la funcion arcotangente:

convergente para |x| <1

x3 x> x7 x°
X —?+?—7+?— -~=arctanx  convergente para|x| <1

Haciendo x = 1 se obtiene la formula de Leibniz (el arcotangente de 1 es w/4). El
problema de este razonamiento es que 1 no esta en el dominio de convergencia de esta
serie de potencias, por lo que hace falta un argumento mas sélido para mostrar que la
serie converge aarctan1 parax = 1.

Considérese el siguiente desarrollo en serie:

1 (_1)n+1x2n+2
=1—x?+x*—x®+x®— 4 (D)2 +
14 x2 =D 14+ x2

Para |x| < 1 la fraccién del miembro derecho es el resto de la serie geométrica. Esta
ecuacion no utiliza series infinitas, y se cumple para cualquier valor real de x.
Integrando los dos miembros de 0 a 1, se obtiene:

1 .,.2n42
dx

1 1 —1)"
:1—§+——...+( )

_1\n+1
5 2n+1+( 2 fo

1+ x2

N
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A medida que n — oo la suma de los términos de la ecuacion, excepto la integral, tiende
a la serie de Leibniz, y la integral tiende a O dado que:

1 x2n+2 .
Como x2>0=1<1+x%= 5 <1 T —5< x**2 'y por propiedad de la
integral
1
x2n+2 1
jm dx < fo”” dx = ST 3 — 0 cuandon — o
0 0
2.1.5. MACHIN

Machin obtiene formulas que numéricamente dan mejores resultados que la formula de
Leibniz porque convergen mas rapidamente, por ejemplo, la siguiente:

T 1 1 1 1 1 1 1 1
—=4arctan——arctan—=4(——— ——---)—(—— —)
4 5 239 5 353 + 555 239 3-2393 + 5:2395

(2.10)

Para obtener la formula de Machin (Bagazgoitia, 2007) se parte de un angulo a tal que

1 2tan a .
tana =y usando que tan 2a = Tan o se obtiene que

5 1
tanZa—E y tan4a—1+m

tan a—tan

resulta
1+tan a tan 8

Por lo tanto, usando que tan(a — B) =

T tan 4a—1
tan (4a - Z)

1
= = — entonces
1+tan 4a 239

1 1
= 4 arctan 5 arctan—

1 b4
arctan —=4a —- =
4 239

239

N

2.1.6. EULER

Euler obtuvo una coleccidn de formulas que involucran a m, por ejemplo, las dos dadas
a continuacion:

1 T

2
a) % =1 = (211 b) ; = arctan %+ arctan% (2.12)

Demostracion de Euler (Goyanes, 2007):

a) Parti6 del desarrollo en serie de la funcion ==
sin x x? N x*  x® N
x 31 5 7
- 3 e xz x4 x6
y considero la ecuacion 1 — STt t = 0
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Las soluciones de esta ecuacion son las soluciones de sinx = 0 con x # 0, es decir:
+m, +2m, +3m,---. Imagind la serie infinita como si se tratase de un polinomio y
procedié a descomponerlo en factores:

=g = (=) (1) (-0 () (1-5) (15 =

(25

Realizando los productos y agrupando los términos en x?2, el coeficiente de x? para la

funcion = es
x (0]
(1 4 1 4 1 4 ) 1 1
w2  4m?  9m? w2 lan?
n=1
. i .. 1 1
y del desarrollo en serie de % el coeficiente de x2 es —5 = g ypor el teorema de

unicidad de desarrollo en serie los dos coeficientes deben ser iguales, por lo tanto
[ee]

1 1 Z 1
6  m? 1n2
n=
y multiplicando por —m? ambos miembros de la igualdad se obtiene el resultado
buscado.
b) Formula “tipo Machin” cuya demostracion geométrica es simple.

Demostracion (“El nimero =", s.f.):

, 1 1
ademas a = arctang y B = arctan§ (por

C construccién)

T 1 1
Entonces a+pB= , = arctanz + arctan

B
El triangulo ABC es rectanguloen B e
- isdsceles. Por lo tanto el angulo a+pB= %,

Figura 2'°

16 - - -z Lo -z z
Visualizacion geométrica para la demostracion de la formula de Euler.
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2.1.7. SINTESIS CRONOLOGICA DE LAS ESTIMACIONES DE &

| Fecha | ¢Quién? || Valor estimado de m
Siglo 26 || Egipto Gran Piramide de Giza 'y 3+1/7 = 22/7 = 3,143
a.C. la Pirdmide de Meidum
Siglo 20 || Papiro Rhind (16/9) * = 3,160493 ...
a.C.
Siglo 19 || Matematicos babildnicos 25/8 = 3,125
a.C.
Siglo 9 || Shatapatha Brahmana, India 339/108 = 3,138888 ...
a.C.
434 a.C. Anaxagoras intentd la cuadratura del
circulo con regla y compas
250 a.C. Arquimedes 223/71< w <22/7
(3,140845...<  <3,142857...)
[ 20a.C. || Vitruvio || 25/8 =3,125 |
| 5 || Liu Xin || 3,1457 |
130 Zhang Heng V10 = 3,162277...
730/232 = 3,146551 ...
| 150 || Ptolomeo || 377/120 = 3,141666 ... |
| 250 || Wang Fan || 142/45 = 3,155555 ... |
263 Liu Hui 3,141024< 1<3,142074
3927/1250 = 3,1416
| 400 || EI Chengtian | 111035/35329 = 3,142885 ... |
| 480 || Zu Chongzhi | 3,1415926 < 7 <3,1415927 |
| 499 | Aryabhata | 62832/20000 = 3,1416 |
| 640 | Brahmagupta | V10 =3,162277 ... |
| 800 | Al Khwarizmi | 3,1416 |
| 1150 || Bhaskara Il || 3,14156 |
| 1220 || Fibonacci || 3,141818 |
Todos los registros de 1400 en adelante se dan como el nimero de posiciones decimales
correctas.
1400 Madhava de Sangamagrama probablemente
descubrid la expansion en serie infinita de .
potencias de 7, ahora conocida como 10 decimales
la formula de Leibniz para
| 1424 || Jamshid al-Kashi || 16 decimales |
| 1573 || Valentino Otho || 6 decimales |
| 1579 || Francois Viéte || 9 decimales |
| 1593 || Adriaan van Roomen || 15 decimales |
1596 Ludolfo van Ceulen | 20 decimales |
1615 | 32 decimales |
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SINTESIS CRONOLOGICA DE LAS ESTIMACIONES DE m (continuacion)

1621 w:]l%)éﬁlrsn Snell (Snellius), discipulo de 35 decimales
| 1630 || Christoph Grienberger || 38 decimales |
| 1665 || 1saac Newton || 16 decimales |
| 1681 || Takakazu Seki || 11 decimales - 16 decimales |
| 1699 || Abraham Sharp || 71 decimales |
| 1706 || John Machin || 100 decimales |
[ 1706 || William Jones introdujo la letra griega "r" || |
1719 Thomas Fantet de Lagny calculd 127
posiciones decimales, pero no todas eran || 112 decimales
correctas
| 1722 || Toshikiyo Kamata || 24 decimales |
| 1722 || Katahiro Takebe || 41 decimales |
| 1739 || Yoshisuke Matsunaga || 51 decimales |
1748 Leonhard Euler utiliza la letra griega m en
su libro “Introduccion al analisis
infinitesimal” y asegur6 su popularidad.
1761 Johann Heinrich Lambert demostr6 que =
es irracional
1775 Euler apunt6 a la posibilidad de
que  pudiera ser trascendente
Ho élézlijmale\s/,GSSrgarI]%utlgdas sloilocorrgcgsalsclones 137 decimales
1794 Adrien-Marie Legendre demostr6 que m2(y
por lo tanto ) es irracional, y menciond la
posibilidad de que m pudiera ser
trascendente.
1841 William Rutherford calcul6 208 decimales, .
pero no todos eran correctos 152 decimales
1844 Zacarias Dasey Strassnitzky calculd 205
posiciones decimales, pero no todas eran || 200 decimales
correctas
1847 Tho_mas Clausen calculé 250 posiciones 248 decimales
decimales, pero no todas eran correctas
| 1853 || Lehmann || 261 decimales |
| 1853 || William Rutherford || 440 decimales |
| 1855 || Richter || 500 decimales |
1874 William Shanks tomd 15 afios para calcular
707 decimales, pero no todos eran correctos .
(el error fue encontrado por Ferguson en 527 decimales
1946)
| 1882 || Ferdinand von Lindemann demostrd I
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SINTESIS CRONOLOGICA DE LAS ESTIMACIONES DE m (continuacion)

|| que m es transcendente

[

1897

El estado de Indiana de EE.UU. estuvo a
punto de legislar el valor de 3,2 para &

1910

Srinivasa Ramanujan encuentra varias
series infinitas rapidamente convergente

de m, que pueden calcular 8 decimales

de 7t con cada término en la serie. Desde
1980, las series se han convertido en la base
de los algoritmos mas rapidos actualmente
utilizados por Yasumasa Kanada y los
hermanos Chudnovsky para estimar 7.

| 1946

D.F.Ferguson

| 620 decimales

1947

Ivan Niven dio una muy elemental prueba
de que 7 es irracional

| 01- 1947

|| D.F. Ferguson

|| 710 decimales

| 09- 1947

|| D.F. Ferguson

|| 808 decimales

| Todos los registros de 1949 en adelante se han calculado con computadoras electrénicas.

| 1949 || D.F. Ferguson y John Wrench || 1.120 decimales
1949 John Wrench y Smith L.R. fueron los 2.037 decimales

primeros en utilizar una computadora

electronica, el ENIAC, para estimar m

(tardo 70 horas)

1953 Kurt  Mahler demostr6 quem no es

un namero de Liouville
| 1954 || S.C. Nicholson y Jeenel J. | 3.092 decimales |
| 1957 | G.E. Felton | 7.480 decimales |
| 01-1958 || Francois Genuys || 10.000 decimales |
| 05-1958 || G.E. Felton || 10.020 decimales |
| 1959 || Francois Genuys || 16.167 decimales |
| 1961 | 1BM 7090 || 20.000 decimales
| 1961 || Daniel Shanks y John Wrench || 100.265 decimales |
| 1966 || Jean Guilloud y Filliatre J. || 250.000 decimales |
| 1967 || Jean Guilloud y Dichampt M. || 500.000 decimales |
| 1973 || Jean Bouyer Guilloud y Martin Bouyer || 1.001.250 decimales |
| 1981 || Kazunori Miyoshi y Yasumasa Kanada || 2.000.036 decimales |
| 1981 || Jean Guilloud || 2.000.050 decimales |
| 1982 || Yoshiaki Tamura || 2.097.144 decimales |
| 1982 || Yoshiaki Tamura y Yasumasa Kanada || 4.194.288 decimales |
| 1982 || Yoshiaki Tamura y Yasumasa Kanada || 8.388.576 decimales |
| 1983 || 'Yasumasa Kanada , Yoshino Sayaka || 16.777.206 decimales |
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SINTESIS CRONOLOGICA DE LAS ESTIMACIONES DE m (continuacion)

| || y Yoshiaki Tamura , HITAC M-280H I

|
| 10-1983 || Yasunori Ushiro y Yasumasa Kanada || 10.013.395 decimales |
| 10-1985 || Bill Gosper || 17.526.200 decimales |
| 01-1986 || David H. Bailey || 29.360.111 decimales |
| 09-1986 || Yasumasa Kanada , Yoshiaki Tamura || 33.554.414 decimales |
| 10-1986 || Yasumasa Kanada , Yoshiaki Tamura || 67.108.839 decimales |
01-1987 || Yasumasa Kanada , Yoshiaki Tamura , Kubo || 134.214.700 decimales
Yoshinobu y otros
| 01-1988 || Yasumasa Kanada y Yoshiaki Tamura || 201.326.551 decimales |
| 05-1989 || Gregory V. y David V. Chudnovsky || 480.000.000 decimales |
06-1989 || Gregory V. Chudnovsky y David V. 535.339.270 decimales
Chudnovsky
| 07-1989 || Yasumasa Kanada y Yoshiaki Tamura || 536.870.898 decimales |
08-1989 || Gregory V. Chudnovsky y David V. 1.011.196.691 decimales
Chudnovsky
| 19/11/89 || Yasumasa Kanada y Yoshiaki Tamura || 1.073.740.799 decimales |
08-1991 || Gregory V. Chudnovsky y David V. 2.260.000.000 decimales
Chudnovsky
18/05/94 || Gregory V. Chudnovsky y David V. 4.044.000.000 decimales
Chudnovsky
| 26/06/95 || Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi || 3.221.220.000 decimales |
| 28/08/95 || Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi || 4.294.960.000 decimales |
| 11/10/95 || Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi || 6.442.450.000 decimales |
| 06/07/97 || Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi || 51.539.600.000 decimales |
| 05/04/99 || Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi || 68.719.470.000 decimales |
| 20/09/99 || Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi || 206.158.430.000 decimales |
| 24/11/02 || Yasumasa Kanada || 1.241.100.000.000 decimales |
| 29/04/09 || Daisuke Takahashi || 2.576.980.377.524 decimales |

Todos los registros desde diciembre de 2009 en adelante se calculan en los ordenadores
personales con las piezas disponibles en el mercado.

| 31/12/09 || Fabrice Bellard — Tiempo total: 131 dias || 2.699.999.990.000 decimales |
| 02/08/10 || Shigeru Kondo — Tiempo total: 90 dias || 5.000.000.000.000 decimales |
| 17/10/11 || Shigeru Kondo — Tiempo total: 371 dias || 10.000.000.000.050 decimales |

Tabla 2.1'" Cronologfa de las estimaciones de «
2. T ES IRRACIONAL

En 1761 Lambert demuestra que mes irracional (Bagazgoitia, 2007) y en
1794 Legendre demuestra que 2 también es irracional (Pérez Fernandez, 2001).

Teorema (Lambert): El nimero  es irracional.
Demostracion: Se seguiran las ideas de la demostracion que presentd Ivan Niven en
1947 (Niven, 1947).

v Cronologia de las estimaciones de 7 http://en.wikipedia.org/wiki/Chronology of computation_of %CF%80.
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Supdngase que 7 es racional, es decir,
= % con a, b € Z*(sin pérdida de generalidad).

Dado cualquier nimero natural n se definen la funcion f y la suma alternada de f y
sus derivadas pares hasta el orden 2n denotada por F. Se tiene:

fo) =220 reRr (2.13)

y FO)=fC)+ 4+ A+ -+ (D" (x) (2.14)

Lemal. F(0) = F(m)
Demostracion.

Como f(x) = M = f(——x), x €R y dado que se supone m = % por la
regla de la cadena y eI principio de induccion se obtiene que:

fO)= (1Y fPD(r—x), x€R paratodas las derivadas (2.15)
En particular:  £%(0) = f?) () paratodoj = 1,2,--,n (2.16)

Lema 2. F(0) es un entero
Demostracion.

Usando el binomio de Newton'® para expandir (a —bx)" y llamando j =k +n
resulta:

fG) = w3, (2,) @ (=by (2.17)

Dado que los coeficientes de x%, x?, -+, x™~1 son cero y el grado del polinomio f es a
lo sumo 2n se tiene que f92(0) = 0 paraj <nyj > 2ny que:

fOWO) =L(")) a?" (=bY " paran <j < 2n (2.18)

Comoj=>nla fraccion £ es un entero y también lo es el coeficiente binomial. Por lo
tanto f y cualquier derlvada de f en cero es un entero por lo cual F(0) es un entero.

1 .
Lema3. - Jy f(X)sinxdx = F(0)
Demostracion.

Como f@n+2) es el polinomio cero entonces: F' (x) + F(x) = f(x). (2.19)
Aplicando la derivacion de las funciones seno y coseno Y las reglas de derivacion a la
expresion F'(x) - sinx — F(x) - cos x se obtiene:

(F'(x)-sinx — F(x) - cosx) = [F'(x) + F(x)]-sinx = f(x)-sinx (2.20)

18 ! —
(x+y)" = Zzzomx" fyk
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Por el teorema fundamental del calculo:
%foﬂ f(x)sinxdx = % (F'(x)-sinx — F(x) - cosx)|% (2.21)

Como sin0 =sinmt =0 y cos0 = —cosm = 1, aplicando el Lema 1 se obtiene que
1 .
Efo f(x) sinx dx = F(0).

Demostracion del teorema

Por el Lema 2: F(0) es un entero

Por el Lema 3: %fonf(x) sinx dx = F(0)

Y como f(x) >0y sinx >0 para 0 < x < m resulta que

F(0) es un entero positivo.

De la igualdad: x(m—x) = (%)2 - (x - %)2 se concluye que
x(r—x) < (%)2, x ER (2.22)
de donde e < nl(g) (2.23)

ycomo m = % se llega a que

Fla) = Kbt () (2.24)

De la desigualdad (2.24) y del hecho de que 0 <sinx <1 para 0 <x <, Se
concluye que

1 (m . pr (m\2ntl

Efo fO)sinxdx < — (5) (2.25)
El miembro derecho de la desigualdad (2.25) es menor que 1 para un entero n
suficientemente grande por lo que, por el Lema 3 para ese n, también F(0) <1 lo
cual contradice el hecho de que F(0) es un entero positivo, absurdo que proviene de
suponer que 7 es racional.

3.1 ES TRASCENDENTE

Ya en el siglo XIX Cantor demuestra que el conjunto de los nimeros algebraicos es
numerable y como el conjunto de los numeros reales no es numerable resulta la
existencia de numeros reales no algebraicos que son los nUmeros trascendentes (Courant
y Robbins, 1971; Gray, 1994).

En 1882, nueve afios después de que Hermite presentara su demostracion de la
trascendencia de e, Lindemann demuestra que m es trascendente, lo cual supone que la
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cuadratura del circulo es imposible, problema geométrico que habia permanecido sin
resolver durante mas de 2000 afios.

La idea de Lindemann es, en esencia, una generalizacion de la idea de Hermite que esta
basada en las propiedades analiticas de la funcion exponencial.

Previo a la demostracion del teorema de Lindemann se presentan la siguiente notacion y
resultados que hacen a la misma.

Notacion. Sea p(x) =[I/_;(x —B;), donde B; son todas las posibles sumas de
ai, az, -, a, € C con subindices distintos y ay,a,,:-,a,, son las raices de un
polinomio con coeficientes racionales. (Apéndice A.2).

Observacion.
Si¢; (1, B2+, Br), j = 1i,--,7 son los coeficientes del desarrollo de p(x) en potencias

de x: p(x) = Xi_ic; (By, Bz, -+, B)x' entonces ¢;(By, Bo,+,By), i=1,++,7, son
polinomios simétricos elementales salvo el signo. (Apéndice A3).

Lemal. p(x) € Q[x].
Demostracion. Es inmediata usando el Corolario 2 del Apéendice A3.3

Lema 2. bp(x) € Z[x].
Demostracion. Multiplicando por un entero adecuado b se obtiene el polinomio de
grado r con coeficientes enteros y raices Sy, B2, -+, By

Lema 3. Sean q(x) = b x" [p(x)]" yp(x) € Z[x],b € Zyn € N,n primo, r
el grado de p entonces:

i) ¢q®©0)=0 parat=0,,n—2 (2.26)

i) g™ D(0) = (n— D™ [p(0)]" (2.27)
(aplicando la regla de derivacion del producto y evaluando en x=0)

i) gP(0) =n!-A, conA, € Zparat >n (2.28)
(ya que en cada derivada aparece n! multiplicado por nimeros enteros)

Demostracion. Usando la proposicion 3 del Apéendice Ad3conm=n—1yc =20 se
obtiene directamente i), ii) y iii).

Consecuencia del Lema 3

SiQ(x) =q(x)+q (x) + -+ g™+ (x) entonces

Q)= (m - pO)]"+n!-4, A€L (2.29)
Lema 4. Sean q(x) = b™ x" p(x)]"* y p(x) € Z[x],b € Zyn € N,n primo, se
cumple que:

a)q®(B,) =0,paracadai =1,2,--,r, sit=01,--,n—1 (2.30)

b) ¢ (x) € Z[x],t = n y sus coeficientes son miltiplos de n!b™ !
(2.31)
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Demostracion.

a) Como By,B2, -, B son raices de q(x) de multiplicidad n o mas, el resultado es
inmediato.

b) Se obtiene directamente por las hipétesis y la Proposicion 1 (Apendice A4.1)

Consecuencia del Lema 4

m+n—1

Y aO@ =nb g

t=n

para cierto polinomio g, (x) € Z[x] de grado rn — 1. Por lo tanto:

Q(B) = X 1q®W(B) =nlb™ g, (B) (2.32)

Lema5.SibeZ B;,€Q coni=1,2,:,r entonces

existe B € Z talque b1 Y!_,q:(B) =B (2.33)
Demostracion. Es inmediata por la Proposicion 2 con d = rn — 1 (Apéndice A4.2).
Consecuencia del Lema 5

Sumando en (2.32), Q(B;), i = 1,2,---,r se tiene:

2 Q) =n! brn-liql(m
i=1 i=1

"1Q(B)=n!B conB €L (2.34)
Lema 6. Parak € Z, tal que k = 2™ — r, entonces

(n— D! < |-kQ(0) - ) Q(ﬁi)‘
i=1

Demostracion.
Por (2.29) y (2.34):
—kQ() = ) Q(B) = —k(n— DIb™ [p(O)]" — ! (kA + B)
i=1
donde k, b, A, B,p(0) € Z. Si bien Ay B dependen de n, lo importante es que k, b, p(0)
no y asi, tomando n grande, suficiente con elegirlo mayor que |k|, |b], |p(0)|, para que

no pueda dividir a ninguno de los tres, se deduce que —kQ(0) — X.7_; Q(B;) es multiplo
de (n — 1)! pero no de n!, por lo tanto no es cero, luego
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(n- D! < |[-kQ(O) - )’ Q(ﬁi)‘
i=1
Lema 7. Sean M = max{|p,|,--, 18-} y C = méx,<u|p(y)|, entonces, para cada

i=1,2,-,r, setiene®

2M

Iy eP [ e q(dy| < wpt con @ =r5s y = b MC.

Demostracion.
Paracadai = 1,2,---,r se tiene

Bi Bi
eﬁif e_yq(y)dy = |eﬂi| je_Yq(y)dy
0 0
Bi

|e#| j e qy)dy| < eMMsup,epp,le ™ q(y)l
0
eMMsupy,ciopile™qW)| = eMMsup,cople ™ b™ Ty p(y)]"|
eMMsupyepop,ile?b™ Ly p(W]' < e2MMsupyepop, 0™ Ty ()]
eZMMsupye[o,[;i]|br"_1y"_1 [p(y)]nl < eZMMnlblrn—lcn

Sumandoeni = 1,2,---,r y aplicando la desigualdad triangular, resulta

. B

eZM
Dot | erquay| <o blrmoy
i=1 0

2M

Es decir |X7_, e foﬁi e‘yq(y)dy| < wu®™ con w = relTl y u=|b|"MC.

Teorema (Lindemann): El nimero = es trascendente.

La demostracion del teorema se basa en los trabajos de Lindemann (Varona Malumbres,
2012) usando el método de reduccién al absurdo.

Suposicién: m es algebraico
Contradiccién: (n — 1)! < wu™ sin esun nimero primo suficientemente grande

** Denotando con [0, B:] al segmento del plano complejo que une 0 con B; y aplicando que si f: U — C es una
funcion continua de variable compleja y I' es una curva regular contenida en U entonces

|/ . fO)dy| < L@D).supyerlf )I)
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Esquema de la demostracion.

1) Demostrar que im es algebraico.

2) Demostrar que ef1 + -+ efr +k=YT_ efi+ k=0
(k = 2™ —r, numero de exponentes que se anulan)

3) Introducir la Identidad de Hermite

4) Demostrar que (n — 1)! < wu™ para ciertas constantes w y u que no dependen de n
primo, lo cual no puede ser cierto cuando n es suficientemente grande

1) Dado que un namero algebraico es cualquier namero, real o complejo, que es raiz de
un polinomio no nulo con coeficientes racionales resulta que, como i es algebraico por
ser raiz del polinomio x2? + 1 y el conjunto de nimeros algebraicos constituye un
cuerpo, imr también es algebraico. Por lo tanto existe un polinomio no nulo con
coeficientes racionales del cual @; = i es raiz. Sea m el grado de este polinomio y
sean ay = im,a, -+, @, las m raices complejas de dicho polinomio con coeficientes en

Q.

2) Como e™ +1 = 0 entonces (e + 1)(e®> + 1) - (e + 1) =0 (2.35)
Realizando los productos, se obtiene:

(et +e%2 4 o4 e%n) 4 (e™1+92 4 ®1+%3 4 o f eTn-1Fn) 4o 4
Flemtarttan) 4 1= (2.36)
donde algunos de los exponentes pueden ser nulos. Si k es la cantidad de exponentes
que se anulan entonces la cantidad de exponentes que no se anulan serd r = 2™ — k.

Llamando B;,::-,B, a los exponentes distintos de cero la ecuacion (2.36) puede
escribirse:

P+ tefr+k=Y_efi+k=0 (2.37)
donde los g;, algunos de los cuales pueden ser iguales, son todos diferentes de cero.

3) Usando la identidad de Hermite (Apéndice A5) con q(x) = b™ 1x™ 1[p(x)]* y
Q(x) = q(x) + q (x) + - + ¢ (x), realizando la suma en i y teniendo en cuenta

que Y efi + k = 0, se llega a lo siguiente:?°
r Bi

Q) = Y 0B = Y e [ evatay
i=1 i=1 0
Por el Lema 6 (n—1)!'<—kQ(0)— X, 0(B)

Por el Lema 7

2% Como B; € C la integral entre 0 y f; hay que entenderla como una integral sobre un camino: por ejemplo el
segmento que une 0 y B; ya que el integrando es una funcion holomorfa y por lo tanto el valor de la integral es
independiente del camino.
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r Bi
Z eﬁl‘f e q(y)dy < wu"

i=1 0

4) En consecuencia, (n — 1)! < wu™ lo cual no puede ser cierto si n es suficientemente
grande, ya que u"/(n— 1)! - 0 cuando n — oo, llegando a la contradiccién deseada
que surge de considerar que 7 es un nimero algebraico.
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SECCION 3
IDEAS PARA LA CLASE DE MATEMATICA
3.1. ALGUNOS ELEMENTOS TEORICOS DE EDUCACION MATEMATICA

El recorrido histérico realizado en la seccién 1 proporciona perspectiva para analizar el
conocimiento del namero = al comprender el proceso constructivo, social y cultural que
lo rodea.

7 aparece dentro de un campo operatorio que es Util para comenzar su exploracion
vinculado al contexto proporcionado por el calculo de areas de poligonos inscriptos y
circunscriptos en una circunferencia. Esta exploracion de la aproximacion de @ no
requiere en principio, de una definicion formal del concepto ya que éste se va
construyendo. La historia muestra como la actividad matematica progresa y asi el
concepto original adquiere un nivel superior de organizacion, se vuelve més abstracto y
se independiza del contexto del cual surgid.

A continuacién se mencionan algunos elementos teéricos en las siguientes direcciones:
a) Utilidad del conocimiento de la historia como herramienta de ensefianza.

b) Significado de las nociones de situacion didactica y situacion a-didactica y su disefio
en la ensefianza.

a) Respecto de la utilidad de conocer la historia y usarla como herramienta de
ensefianza, se menciona:

Al comentar sobre sus experiencias, a veces los maestros sefialan que la
construccion que hacen sus estudiantes de los objetos matematicos sigue el
mismo camino de la evolucion historica y por lo tanto, su confianza en la
eficacia del uso de la Historia se basa en este hecho. Los testimonios y
descripciones de experiencias que realizan los profesores sobre sus clases
muestran que, en general, el docente no utiliza la Historia para guiar a sus
estudiantes en la construccion de los objetos matematicos siguiendo
exactamente el camino de sus antepasados, sino discutiendo y confrontando
puntos de vista modernos y antiguos (la reinvencion guiada de Freudenthal).
(Néapoles Valdés, 2012, p.253).

La secuencia didactica propuesta se fundamenta en la Teoria de Situaciones y la
hipdtesis epistemoldgica que emerge de dicha teoria tiene semejanzas con la idea de
Piaget sobre el conocimiento, por lo que es importante tener en cuenta su postura sobre
la significacién epistemoldgica de un item de conocimiento (Sierpinska y Lerman,
1996).

Piaget enfoca al conocimiento, no como un estado, un hecho, sino como un proceso,
desde dos perspectivas: sincronica o diacronica, para definir la “significacion
epistemologica” de una herramienta conceptual dada. En este proceso estan implicados
mecanismos, que son los objetos de la epistemologia, los cuales pueden ser estudiados
usando un analisis légico-matematico (perspectiva sincronica) o bien construyendo una
génesis historica y psicogenética de un area de pensamiento cientifico (perspectiva
diacrénica) (Sierpinska y Lerman, 1996).

Piaget destacd las caracteristicas comunes de la psicogénesis e historia de la ciencia; el
conocimiento va pasando por niveles, desde los inferiores mas generales y menos
diferenciados hacia otros superiores mas diferenciados y menos generales, esto es, va
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evolucionando. El paso de una determinada construccion a otra de nivel superior la
explica Piaget mediante un proceso activo de construccién, por medio de un mecanismo
de autorregulacion a partir de las estructuras de nivel inferior a las que se agregan
nuevos conocimientos. (Sierpinska y Lerman, 1996).

La hipdtesis epistemoldgica de la Teoria de Situaciones tiene semejanzas con la idea de
Piaget sobre el conocimiento como una actividad adaptativa; por lo tanto el aprendizaje
ocurre cuando el sujeto esta obligado a hacer adaptaciones o incluso rechazos; si el
alumno no tiene necesidad del concepto éste nunca se desarrollara.

Brousseau (1981, citado en Sierpinska y Lerman, 1996) sugiere realizar un estudio
epistemoldgico del concepto a ensefiar y de las investigaciones que indica este estudio
se puede colegir que el fin de una situacion adaptada para la ensefianza de un concepto
no es recapitular el proceso histérico-cultural de su desarrollo sino equilibrar esta
aproximacion historica, que obliga al alumno a retomar conceptos ya desarrollados, con
su ensefianza directa tal como aparece actualmente.

En general los conceptos matematicos se ensefian como carentes de historia, de un
proceso de creacion y el alumno no visualiza la actividad humana que hay detras de
ellos; son conocimientos que transmite el docente, que es quien decide cuando una
respuesta es correcta o no. Si bien algunos libros de textos han comenzado a incluir una
breve resefia historica antes de desarrollar los temas, se pretende que la Historia de la
Matematica trascienda ese papel de simple coleccion de anécdotas curiosas, datos
antiguos y sucesos acumulados. Ante la tradicional ensefianza del nUmero © como igual
a 3,14 se propone el uso de la Historia de la Matematica como un instrumento didactico
alternativo que permita plantear activamente el aprendizaje como un redescubrimiento
dado que de la incorporacion de elementos de la Historia de la Matematica en los
procesos de ensefianza aprendizaje de la Matematica, se pueden obtener algunos
beneficios educativos como: ayudar a incrementar la motivacion para el aprendizaje;
facilitar la comprension de los conceptos; cambiar la percepcion de los alumnos; valorar
las técnicas modernas comparando lo antiguo con lo actual; ayudar a explicar y superar
obstaculos epistemoldgicos (Fauvel, 1991).

b) Respecto al significado de una situacién didactica, esta se define como:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un
alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende
eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado
por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de
un saber constituido o en vias de construccion. (Brousseau, 1982, citado por
Galvez, 1994, p.4).

Si bien la mayor parte de la responsabilidad en la construccion del conocimiento reside
en el alumno, el docente no deja de participar y su labor es decisiva. Disefia problemas
en los cuales se garantiza la interaccion del alumno con los problemas y con otros
alumnos.

En el disefio de la situacion (Panizza, 2003), el docente debe tener en cuenta que ésta se
organice de modo de promover la interaccion del alumno con un medio que le ofrezca
informacion sobre su produccion. Ademas, el alumno debe tener la posibilidad de
establecer relaciones entre sus elecciones y el resultado que obtiene. Para ello, es
preciso que pueda juzgar por si mismo sobre los resultados de su accion y que pueda
intentar nuevas resoluciones (Panizza, 2003).
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El docente debe establecer e iniciar la situacion didactica monitoreando la actividad de
los alumnos y el aprendizaje asociado mediante el manejo de la evolucion de la
situacion.

El momento que el alumno necesita para construir el conocimiento es fundamental, es el
momento en el que se enfrenta al problema sin intervencion del docente y lo resuelve; la
necesidad de este momento de aprendizaje da lugar a la fase de la situacion didactica
Ilamada situacién a-didactica.

Respecto de la importancia de la situacion a-didéctica, Panizza (2003) sostiene que:

La situacién didactica es aquella que contiene intrinsecamente la intencién de
que alguien aprenda algo. Esta intencién no desaparece en la situacién o fase a-
didéctica: la no intencionalidad contenida en este concepto se refiere a que el
alumno debe relacionarse con el problema a partir de sus conocimientos,
motivado por el problema y no por satisfacer un deseo del docente, y sin que el
docente intervenga directamente ayudandolo a encontrar una solucion. (p.5)

Toda situacion didactica debe tener como objetivo generar una situacion a-didactica.
La teoria distingue tres tipos de situaciones didacticas:

e Situaciones de accion: los alumnos deben tomar las decisiones para resolver el
problema al que se enfrentan, requiere de conocimientos implicitos.

e Situaciones de formulacion: el objetivo es la comunicacion entre los alumnos o
grupos de alumnos para lo cual deberan adecuar el lenguaje al conocimiento que
deben transmitir.

e Situaciones de validacidn: se realizan aseveraciones sobre la verdad y la eficacia
de la solucion entre grupos de alumnos o entre los alumnos y el docente que
deben convencer a los interlocutores, para lo cual los alumnos deben elaborar
pruebas o demostraciones que demuestren sus afirmaciones, es condicion
necesaria la argumentacion.

No necesariamente hay que pasar por cada una de estas situaciones para cada saber que
se quiera ensefiar.

Por altimo el concepto de institucionalizacién dentro de la teoria supone establecer
relaciones entre las producciones de los alumnos y el saber cultural y cientifico, el
docente ubica la produccion del alumno en contexto. Segin Brousseau (2007, p.98) el
objeto de la institucionalizacién implica un doble reconocimiento: “Tomar en cuenta
“oficialmente” el objeto de conocimiento por parte del alumno y el aprendizaje del
alumno por parte del docente”.

La institucionalizacion se da en cualquiera de las tres situaciones mencionadas
anteriormente (Brousseau, 2007). En la situacion de accion, “cuando se reconoce el
valor de un procedimiento que va a convertirse en un medio de referencia” (p. 98); en la
situacion de formulacién, cuando se reconocen algunas formulaciones que es necesario
conservar (“esto se dice asi”); finalmente, en las situaciones de validacién, cuando se
identifican las propiedades que se van reservar, entre las que se fueron conjeturando.

3.2. ACTIVIDADES QUE SE FUNDAMENTAN EN LOS ELEMENTOS
TEORICOS

Con base en los elementos tedricos mencionados en el paragrafo anterior se propone

que los alumnos, para el aprendizaje del nimero m, hagan un recorrido tomando como
referencia los aspectos historicos, mediante el disefio de actividades que proporcionen
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un camino de aprendizaje mediante el cual los jovenes pongan en practica ciertos tipos
de interacciones sociales y hagan uso de un repertorio cultural determinado (Brousseau,
2007). Las actividades presentadas mas adelante vinculan los elementos antes
mencionados y aportan las nociones previas para que los alumnos puedan transitar de
una etapa a otra hasta lograr los habitos de trabajo independiente y de descubrimiento en
esta tematica particular de la ensefianza del nimero 7.

Se proponen actividades para recrear aproximaciones del nimero  que pueden servir
como herramientas para el aula. Las actividades estan fundamentadas en la Teoria de las
Situaciones Didacticas, dado que se espera que “el alumno acepte la responsabilidad de
tratar de resolver los problemas o los ejercicios cuya respuesta desconoce” (Brousseau,
2007; p. 87) y es la premisa de esta seccidon. Se conoce como “devolucion” el acto
mediante el cual el docente transfiere al alumno la responsabilidad de una situacion de
aprendizaje o de un problema, y la aceptacion de este Gltimo implica hacerse cargo de
las consecuencias de esta transferencia (Brousseau, 2007).

Secuencia didactica

La ensefianza y el aprendizaje del nimero = forman parte de los contenidos de 3° afio de
la Trayectoria Formativa Técnico en Informatica Profesional y Personal. Las
actividades que se proponen esperan promover su aprendizaje usando la historia de © y
reforzando su significado cuando el alumno experimente, reflexione y contextualice.

La institucion donde se trabajara es la Escuela Técnica N° 7 de la ciudad de San Luis
que brinda a los alumnos una formacion de nivel secundario de siete afios y egresan con
el titulo de Técnico en Informética Profesional y Personal.

La provincia de San Luis no cuenta por el momento con un Disefio Curricular para las
Escuelas Técnicas, se esta elaborando un borrador. Por Ley N° 11-0572-2007 se adhiere
a la Ley Nacional N° 26.058 de Educacién Técnico Profesional.

Especificamente, respecto a la Formacion Cientifico Tecnoldgica y Matematica, el
Ministerio de Educacion (a traves del Programa Escuelas Técnicas Profesional y de

Oficios de la provincia de San Luis) establece lo siguiente:
Este campo otorga sostén a los conocimientos, habilidades, destrezas, valores y
actitudes propios del campo profesional en cuestion. Comprende, integra y
profundiza los contenidos disciplinares imprescindibles que estan a la base de la
practica profesional del técnico, resguardan la perspectiva critica y ética, e
introducen a la comprension de los aspectos especificos de la formacion técnico
profesional.

En relacion con estos objetivos, se espera que la secuencia didactica propuesta permita a
los alumnos profundizar sus conocimientos en torno a los numeros en general, y en
particular al nimero =. En lo que respecta a la formacion técnica, las actividades
promueven la oportunidad de evidenciar la utilidad de las herramientas informaticas
para obtener aproximaciones de este nimero mediante el uso de relaciones geométricas.
Las actividades de la secuencia didactica tienen un nivel de complejidad progresivo y
pretenden que los alumnos participen de una manera reflexiva y critica; se propone para
desarrollar con alumnos de 3° afio. El aula se organizara en grupos de a lo sumo cuatro
personas, los alumnos de cada grupo cotejaran sus resultados y estrategias empleadas
para elegir la mas adecuada, con el fin de obtener una produccion grupal. Cada clase
tendré una duracion de 40 minutos.
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Actividad N°1 - (2 clases)

Esta actividad tiene como objetivo que los alumnos, sin un conocimiento sistematico de
la geometria plana y basados en la observacién de objetos de la realidad que tienen
forma circular aproximadamente perfectas (como ciertas monedas, el borde de los vasos
0 de las copas, entre otros) consigan, usando sus conocimientos de fracciones, construir
una sucesion finita de medidas aproximantes de m. Con esta actividad se comienza a
formar el concepto de sucesion y se motiva a los alumnos para que en cursos
superiores, con mayor conocimiento de la geometria plana, estén preparados para
entender los primeros caminos historicos en la formalizacion del nimero 7.

Cada grupo aportard diversos objetos con forma circular (monedas de distinto valor,
vasos, tapas de distintos tamafios, platos, latas), una cinta métrica o una cuerda y un
metro.

Consigna

a) Enrollar la cinta métrica o la cuerda alrededor de cada objeto para medir su
circunferencia.

b) Medir el diametro de cada objeto. Tomar todas las medidas redondeando al
milimetro mas proximo.

c¢) Confeccionar una tabla con las medidas obtenidas y calcular la razén
longitud circunferencia

ara cada objeto.
longitud diametro P )

d) Analizar los resultados obtenidos y conjeturar hacia qué nimero se aproximan.
e) Comparar los resultados producidos entre los distintos grupos.

Una posible intervencion docente se puede presentar para la determinacion del didmetro
del objeto circular:
e (Qué te parece si pasas la imagen de tu objeto redondo al papel y pensas como
dibujar el diametro?
Esta pregunta del docente habilita la posibilidad de pasar de la situacion concreta
al problema geométrico de trazar el didmetro de una circunferencia cualquiera
cuando no se conoce el centro.
e En el caso de que el alumno no pueda avanzar, ¢Si trazas una cuerda de la
circunferencia, te ayudaria a determinar el diametro? {Qué se debe cumplir
entre esa cuerda y el didametro?

Actividad N° 2 - (3 clases)

Esta actividad tiene como finalidad mostrar el método exhaustivo para calcular el
nimero m basado en los conocimientos sistematicos de geometria plana que ya tienen
los alumnos. De esta manera, y tomando como referencia la actividad anterior, se
consolida el concepto de sucesion y de aproximacién y también se puede introducir el
concepto de nimero de cifras correctas de una aproximacion.

Se usara el software GeoGebra como medio para que el alumno interactie y logre el
aprendizaje. Dicho software de geometria dinamica permite realizar construcciones
geométricas por medio de la manipulacion directa de objetos en la pantalla, como
también transformacién y el desplazamiento de objetos ya construidos, redibujandolos
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en tiempo real. Debido a la orientacion de la escuela los alumnos ya saben utilizarlo y
apoya la transversalidad del Disefio Curricular.

Objetivos

Se espera que el alumno:

e Reconozca ventajas y desventajas de la aplicacion del método exhaustivo para
obtener aproximaciones de .

e Utilice los procedimientos de geometria plana para las construcciones
necesarias.

e Interprete sucesiones finitas de aproximacion.

e Utilice el concepto de aproximacién por defecto de un nimero.

e Proponga procedimientos para la construccién de poligonos regulares cuya
cantidad de lados sea mayor que seis.

e Explique y argumente respuestas e interpretaciones.

El docente inicia la clase diciendo que trabajaran en grupos alrededor de una consigna.
Consigna 1

Arquimedes aproximo el valor de © comenzando con el hecho de que un hexagono
regular inscripto en una circunferencia de radio una unidad tiene un perimetro de seis
unidades (ver Figura 3).

Figura 3

Teniendo en cuenta esta idea propongan un método para obtener una sucesion de
ndimeros que se aproxime por defecto al numero 7.

La consigna se considera que es propicia para generar una situacion didactica que
habilite un funcionamiento a-didactico en el sentido planteado por la Teoria de
Situaciones Didécticas. En la situacion de accion, cuando el alumno es confrontado con
la situacién que le plantea el problema para buscar una solucién, se intenta que emerja
una férmula para la construccion de poligonos regulares a partir del hexagono y cuya
cantidad de lados sea el doble de la anterior. Se entiende que emerge esta construccion
por la necesidad de aproximarse a la longitud de la circunferencia.
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Analisis de posibles estrategias de resolucién e intervenciones del docente
Se espera que los alumnos, en el momento de accion, intenten dibujar poligonos
inscriptos de mayor nimero de lados, relacionando necesariamente la idea de perimetro
del poligono inscripto con la longitud de la circunferencia.
Si el grupo no puede comenzar, un modo de intervencidn podria ser el siguiente:
e (Tesirve la conclusion de la actividad anterior?
Se los deja pensar, es probable que los alumnos reproduzcan la situacién usando
GeoGebra y traten de encontrar la longitud de la circunferencia usando este
recurso; en ese caso, se los invita a proponer una explicacion para el resultado
obtenido y su relacién con el perimetro del hexagono.
e (Te parece que podrias usar el perimetro del hexagono?

Se los deja explorar sobre esta situacion y al rato se los invita a volver a la actividad
dada.
El enunciado de la consigna no conduce necesariamente a la consideracién de poligonos
cuyo numero de lados sea el doble del poligono de partida. Por esa razon, en la
discusion que sigue respecto a las posibles intervenciones del docente, se piensan dos
escenarios posibles:
a) Que los alumnos consideren nuevos poligonos duplicando el nimero de lados de
cada poligono obtenido, o
b) Que los alumnos aumenten el nimero de lados de los poligonos sin duplicar el
de cada poligono.
Cabe mencionar también la posibilidad de que los alumnos alternen los dos
procedimientos anteriores, lo cual supondria alternar también las intervenciones del
docente en uno u otro sentido.

a) Escenario 1: los alumnos duplican el namero de lados del poligono inicial.

Se espera que traten de encontrar la medida del lado del dodecagono sin usar el
GeoGebra y que la dificultad para hallar ese valor los invite a reflexionar sobre
propiedades de su construccion para lograr una formula.

La consigna apunta a trabajar la aproximacion de la longitud de la circunferencia
comenzando a usar los perimetros de los poligonos regulares de 6 y 12 lados. Entre los
procedimientos de resolucion esperados se menciona la intencion de que los alumnos
encuentren una formula que permita calcular dichos perimetros basandose en
propiedades de los tridngulos en que quedan particionados los poligonos y las medidas
de los lados del hexagono y del radio de la circunferencia (ver Figura 4). Esta idea luego
se puede generalizar para el calculo de perimetros de poligonos regulares cuya
cantidad de lados sea el doble del anterior sin necesidad de dibujarlos. Se espera algin
tipo de validacion aunque sea basada en los dibujos.
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Figura 4

Continuando el proceso anterior, se obtendran poligonos regulares tales que el nimero
de lados de cada uno es el doble al del poligono que le precede. Al calcular sus
perimetros se obtiene una sucesion finita que se aproxima al perimetro de la
circunferencia. El docente puede plantear algunas preguntas para reflexionar sobre esta
cuestion, como la siguiente:

Si se continla con el proceso, équé caracteristicas tienen los nuevos poligonos
obtenidos?

Por ultimo, se espera que emerja la idea de sucesion finita, como secuencia de nimeros
relacionada con el concepto de aproximacion por defecto, que aproxima a = para lo cual
pueden valerse de programas de célculo.

En esta etapa se pueden ayudar con Excel (ver Tabla 3.2.1) por ejemplo para obtener los
valores usando las formulas que después también les serviran para el poligono de 24,
48 lados, etc. Para ello, el docente puede proponer lo siguiente:

Construyan una tabla de Excel en la que resuman los resultados obtenidos en cada
paso del proceso.

Cantidad lados | Longitud lado: L L/2 b z Nuevo lado Perimetro | Perimetro/Didmetro
6 1,00000000 0,50000000 0,86602540 0,13397460 | 0,51763809 | 6,00000000 [ 3,00000000000000
12 0,51763809 | 0,25881905 | 0,96592583 | 0,03407417 | 0,26105238 | 6,21165708 | 3,10582854123025
24 0,26105238 | 0,13052619 | 0,99144486 | 0,00855514 | 0,13080626 | 6,26525723 | 3,13262861328124
48 0,13080626 | 0,06540313 | 0,99785892 | 0,00214108 | 0,06543817 | 6,27870041 | 3,13935020304687
96 0,06543817 0,03271908 0,99946459 0,00053541 | 0,03272346 | 6,28206390 | 3,14103195089051
192 0,03272346 0,01636173 0,99986614 0,00013386 | 0,01636228 | 6,28290494 | 3,14145247228546

384 0,01636228 | 0,00818114 | 0,99996653 | 0,00003347 | 0,00818121 | 6,28311522 | 3,14155760791186
768 0,00818121 | 0,00409060 | 0,99999163 | 0,00000837 | 0,00409061 | 6,28316778 | 3,14158389214832
1536 0,00409061 | 0,00204531 | 0,99999791 | 0,00000209 | 0,00204531 | 6,28318093 | 3,14159046322805
3072 0,00204531 0,00102265 0,99999948 0,00000052 | 0,00102265 | 6,28318421 | 3,14159210599927
6144 0,00102265 0,00051133 0,99999987 0,00000013 | 0,00051133 | 6,28318503 | 3,14159251669216
12288 0,00051133 | 0,00025566 | 0,99999997 | 0,00000003 | 0,00025566 | 6,28318524 | 3,14159261936538
24576 0,00025566 | 0,00012783 | 0,99999999 | 0,00000001 | 0,00012783 | 6,28318529 | 3,14159264503369
49152 0,00012783 | 0,00006392 | 1,00000000 | 0,00000000 | 0,00006392 | 6,28318530 | 3,14159265145077
98304 0,00006392 0,00003196 1,00000000 0,00000000 [ 0,00003196 | 6,28318531 | 3,14159265305504
196608 0,00003196 | 0,00001598 | 1,00000000 | 0,00000000 | 0,00001598 | 6,28318531 | 3,14159265345610
Tabla 3.2.1

b) Escenario 2: los alumnos no duplican el nimero de lados del poligono inicial.
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En este segundo escenario, los alumnos se proponen construir poligonos cuyo nimero
de lados es superior a 6 sin tener en cuenta la posibilidad de duplicar el namero de
lados. Nuevamente se espera que acudan al GeoGebra para realizar las construcciones
(el docente se ocupara de fomentar su uso). Aqui las posibles resoluciones estaran
ligadas a las opciones de construccién ofrecidas por el menu del software.

Una estrategia posible es la construccién de poligonos regulares utilizando la opcion del
menu del programa “poligono regular”. En este caso, los alumnos deberan retomar la
tarea de obtener el centro de la circunferencia circunscripta al poligono regular
(trazando las mediatrices de dos lados del poligono, como se observa en la Figura 5).

Figura 5

Otra estrategia es la de inscribir poligonos regulares de n lados (donde n es mayor que
6) en una circunferencia, considerando la amplitud que debe tener el angulo central
correspondiente (es decir, 360°/n. Ver Figura 6, en la cual n=8). Se pueden plantear aqui
dificultades en el caso de que el valor de n considerado no sea divisor de 360 (por
ejemplo, n=7 u 11). En este caso, el docente puede recomendar la consideracion de
nameros de lados (es decir, de valores de n) para el poligono inscripto que sean
divisores de 360 (como 8, 9, 10, entre otros).

Figura 6
A partir de estas construcciones, la tarea que prosigue es la de construir una tabla en

Excel, como se ha sugerido en el caso anterior, para volcar las medidas, como por
ejemplo la siguiente:
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N° de lados Perimetro Diametro Perimetro/diametro
6

Tabla 3.2.2

La Tabla 3.2.2 resulta de volcar los resultados de las medidas obtenidas a partir del uso
del comando “medir” del software. Una resolucion alternativa, mas interesante desde el
punto de vista del tipo de conocimiento geométrico que se pone en juego, es la que se
obtiene a partir del uso de alguna férmula adecuada que resulte de utilizar los datos que
se tienen en cuenta en esta estrategia de resolucion, como el valor de n y la amplitud del
angulo central correspondiente, entre otros.

Sin embargo los alumnos ain no disponen de los conocimientos trigonométricos que se
necesitan por lo que pueden resolver a partir de las medidas de perimetro que obtienen
directamente del GeoGebra.

En la consigna se invita al alumno a reflexionar sobre lo actuado y justificar los
procedimientos usados. Se espera que el alumno pueda comunicar verbalmente o por
escrito a sus compafieros sus conjeturas y procedimientos. Al intercambiar las
informaciones obtenidas y creando un lenguaje adecuado, simple y coherente para
explicar los procedimientos que se realizaron de una manera entendible, se esta
transitando por la situacion de formulacion; durante la cual se intercambian los
conocimientos y aprendizajes obtenidos durante la etapa de accion.

Hasta aqui se ha preparado la situacion a-didactica seleccionando cuidadosamente el
medio y el problema planteado a los alumnos. El proceso hace referencia a la
interaccion de los alumnos con el medio, a la exploracion del problema, a la
movilizacion de conocimientos previos y su reorganizacion para plantear alguna
estrategia de resolucion.

Durante la situacion a-didactica, el docente interviene limitandose a animar al alumno a
resolver el problema haciendole tomar conciencia de las acciones que puede realizar y
de las retroacciones del medio y haciendo que sea el alumno el que decida si resolvio el
problema o no; estas intervenciones docentes forman parte del proceso de devolucion.

Posteriormente el docente gestiona la puesta en comun. Un alumno por grupo pasa al
frente de la clase para plasmar la propuesta de su grupo en cuanto a los procedimientos
usados y las conclusiones apoyandose en las imagenes que se proyectan de las
construcciones logradas con GeoGebra y Excel. EI docente interviene promoviendo la
interaccion entre los alumnos, de modo de que el resto de la clase opine sobre la
produccidn de cada grupo. La puesta en comun se realiza segun la siguiente consigna.

Consigna 2

En cada grupo, se elige un representante que debe informar al resto de la clase:

e Larespuesta acompafiada de una argumentacién que la sostiene.

e Algun intento fallido y explicar por qué esa estrategia o resultado pensado no
resulté adecuado.

e Alguna pregunta que haya quedado pendiente.

e (Cada grupo debe revisar las respuestas de los demas y las preguntas y debe
pensar si estd de acuerdo o no justificando sus opiniones. Asimismo, deben
intentar responder las preguntas planteadas por los restantes grupos.
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Cada alumno deberé exponer ante la clase las razones que justifican lo que su grupo ha
formulado; deberd probar lo que se afirma, no por acciones, sino dando razones
apoyadas en los datos, definiciones, propiedades y teoremas; se los invita a analizar
resoluciones ajenas, considerar si son o no validas y argumentar.

Probar lo que se afirma significa fundamentar el contenido matematico de las
construcciones y de una sucesion basandose en las etapas de accion y formulacion.
Estas razones, al ser sometidas a la valoracion de la clase y pudiendo ser modificadas
con el aporte de todos los alumnos, dan lugar a la situacion de validacion.

Es importante que el docente trate de que los alumnos realicen una reflexion sobre sus
propios saberes y la forma en que se producen, no solo los conocimientos, sino también
el aprendizaje.

El docente retoma lo expresado hasta aqui y plantea:

e ¢Hay alguna cuestion matematica que se advierta como clave para resolver la
tarea?

Cabe considerar, finalmente, algunos asuntos a partir de las tareas resueltas. En
particular, resulta de interés reflexionar con los alumnos acerca de que la generacion de
las formulas permite calcular los perimetros trascendiendo la construccion de los
mismos. Otras cuestiones interesantes para discutir son las siguientes (entre otras):

e La consigna se basd en una circunferencia de radio 1. {Se reconoce alguna
ventaja de esta eleccién? ¢Se podria haber comenzado con otro radio y llegar a
los mismos resultados?

e Comparar los valores de la sucesion con el valor de ® que devuelve la
computadora.

Cierre de la clase

Una vez validadas las estrategias de solucién se comienza a transitar la situacion de
institucionalizacion. EIl docente retoma los aspectos centrales de la clase:
e pregunta qué nociones matematicas resultaron Utiles para la resolucion de las
actividades y porqué.
e seanaliza la idea de aproximacion.
e se formaliza el concepto de sucesion finita.
e se retoma la caracterizacion de m como un numero irracional que expresa la
razon entre la longitud de una circunferencia y su didmetro, que se puede
aproximar a partir de la aplicacion de conocimientos geometricos.

En esta etapa el docente debe conocer acerca del saber cientifico en cuestion para no
distorsionar los conceptos matematicos que se transmitiran a los alumnos.

La lectura que el docente hizo de los errores cometidos por los alumnos durante el
desarrollo de la actividad le permitira posicionarse mejor en el momento de la
institucionalizacion.
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SECCION 4
CONCLUSIONES

7 €s la razon entre la circunferencia de un circulo y su didmetro y aparece en formulas
de calculo en geometria, probabilidad, analisis matematico, trigonometria, teoria de
nameros, fisica, estadistica por lo cual se ha realizado un recorrido histérico resaltando
algunos métodos para aproximar con mayor cantidad de nimeros decimales el valor real
de m: 3,141592653589... pero, ¢cudl es el sentido de seguir buscando mas decimales
correctos? Con los treinta y cinco decimales de Snell (discipulo de Van Ceulen) habia
mas que suficiente para cualquier calculo. Por ejemplo, si se conociera el diametro
exacto del sistema solar (que nunca se conocerd porque es variable) y se quisiera
calcular la longitud de la circunferencia que lo rodea (que ni existe ni serviria para nada
el dato), los treinta y cinco decimales de Snell darian una precisién millones de veces
mas pequefia que un aomo, por lo cual el calculo de méas cantidad de cifras decimales
correctas de 7 no parece un trabajo demasiado Util si bien puede emplearse como campo
de aprendizaje en el desarrollo de algoritmos computacionales.

Por otro lado hay que destacar la importancia de la historia de la matematica para la
ensefianza del nimero , la gran cantidad de aplicaciones de los resultados historicos,
de ideas y problemas como herramientas didacticas como también la importancia de los
resultados obtenidos para el enriquecimiento personal y profesional del docente
necesario para la motivacion de la ensefianza pues le permite comprender las
dificultades de transmision de los conocimientos y puede seleccionar actividades con
fundamento matematico.

Se espera que este trabajo contribuya a que se impartan clases significativas sobre el
namero 7 y que sea Util para los docentes interesados en reflexionar sobre su propia
practica.
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SECCION 6
APENDICE
Al.- Formulas de Cardano - Viéte

Dado un polinomio f(x) = a,x" + a,_1x* 1 + -+ a;x + ay (a, # 0) cuyas raices
en C, repetidas segun su multiplicidad, son y4,y2,**, ¥, S€ puede expresar como

f(x) =a,(x—y)x—yy) - (x — Vo) (X — ¥2). (1)

Multiplicando e igualando coeficientes se obtienen las relaciones habitualmente
Ilamadas férmulas de Cardano - Viete:

ay_1=—a,(y1 +y2 + -+ )
Ay = (=D%a,(11y2 + Vivs + -+ VYno1¥n)
ap = (=D"a,v1¥2 " ¥a 2

Supongase ahora un polinomio f(x) = bx™ + --- € Z[x] con sus raices, repetidas segln
su multiplicidad, y4,v2,:, 7, € C. De las formulas de Cardano - Viete se deduce que

b(yy +y, ++1v,) EL
b(y1va +iyvzs + -+ Vu—1¥n) €L

by\ys - vn EL (3)
Analogamente sucede si f(x) € Q[x].

A2.- Expresion de los B,

Se toma el conjunto de todas las combinaciones de indices desde 1a n: {1,---,n} en
subconjuntos de m elementos que se denotan B]" , donde lestalque 1 < < (T’:l)
Usando esta notacion se puede escribir:

— n
B = {Zieglm ai} cont<i< (),
donde ay,a,,--,a,, son las raices de un polinomio con coeficientes racionales.

Ejemplo: Sin = 3 resulta:
param=1;1<1<3:B} ={1},B} = {2},B} = {3} entonces
B = Z a; ¢ = {ay, a3, a3}
i€B}

param =2;1<1<3:B?=1{1,2},B% = {1,3}, B = {2,3} entonces
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B2 = z a; r ={ag + ay, a1 + as,a, + as}

i€B?

param=3;1<1<1:B}=1{1,2,3} entonces

Bz = Za’i ={oy + a; + as}

: 3
l€EB;]

Por lo tanto a1, Ay, a3;a1 + oy, aq + asz;, ) + as; aq + (24)) + as son todas las
posibles sumas de a;, a,, a; con subindices distintos que se pueden formar.

A3.- Polinomios simétricos
Un polinomio en n variables P(xq, x5, -+, x,,) €S simétrico si, al intercambiar alguna de
las variables, el polinomio no cambia.

Ejemplos de polinomios simétricos en n variables x,x;,:--,x, son los Illamados
polinomios simétricos elementales, que surgen como los coeficientes de las potencias de
x en la expansion de [[iL;(x —x;en los cuales es evidente la similitud con las
expresiones de las formulas de Cardano - Viete:

01=x1+x2+“'+xn
02 =X1Xy + X1 X3+ -+ Xxx3 + -+ X1 %X,

0;
= suma de todos los productos distintos de i factores con subindices distintos

Op = X1X3 " Xp

Se puede afirmar entonces que: los coeficientes de un polinomio monico, en n variables,
son, salvo el signo, los polinomios simétricos elementales en sus raices.

El resultado basico en el campo de los polinomios simétricos es el llamado teorema
fundamental de los polinomios simétricos: cualquier polinomio simétrico se puede
escribir como combinacion de los polinomios simétricos elementales.

Ejemplo: Si n=3,

X2+ x2 +x2 = (g + x5 +x3)% — 2(x1%5 + x1x3 + X%3) = 0 — 20,

. . A1 A A
Dado un monomio en n variables ax;"'x5? - x

2" cona # 0,4 € NU{0}Vj, sugrado
es A4 + A, + - +41,. El grado de un polinomio P(xy,x,,::+,x,) €S el mayor de los
grados de los monomios que lo forman. Un polinomio se Ilama homogéneo cuando
todos sus monomios tienen el mismo grado. Cualquier polinomio se puede escribir
como suma de polinomios homogéneos de distinto grado. Si el polinomio es simétrico
sus componentes homogéneas también lo son porque las permutaciones de las variables

no cambian el grado.

A3.1.- Teorema 1: Si P(xq,x3,:+,x,) €S un polinomio simétrico en n variables
X1,X2,*, X, con coeficientes en Z (o en Q), entonces se puede escribir como
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P(x1'x2""an) = Q(O-lJO-ZJ"'JO-n)

para cierto polinomio Q con coeficientes en Z (o en Q) usando los polinomios
simétricos elementales, es decir que
01 =x1+x2+"'+xn
0y = X1X3y + X1X3 + -+ XyX3 + -+ Xn—1Xp

Op = X1Xp " Xy

El grado de Q es menor o igual que el grado de P.

Demostracion. Como cada polinomio es suma de polinomios homogéneos se puede
suponer que P(xq,x,,+,x,) €s un polinomio homogéneo. Entre monomios no nulos,
en particular entre los monomios que forman el polinomio homogéneo P, se puede
definir el siguiente orden

A .
axflxgz x> bxy ey ey St A = Ay = pay e, Ak = i Asr > Hien
p A -
para algin 0 < k <n. Sea axf1x§2 ~-x," el monomio de mayor orden de los que
forman P.

Debe ser A; =4, = -+ = 4,, (porque si hubiera un j con 4 < A;,4, el polinomio

P(xq1,%9,+++,x,), por  ser  simétrico, debe contener el  monomio

A1, A+1 4y
Xy xyt e ]

; 1 xi" que se obtiene con la permutacion que intercambia 4; y 4; 4
y en este caso este término seria el monomio de mayor orden, lo cual es una
contradiccion).

Sea ahora el producto de polinomios simétricos elementales

Ql (0—11 02, Un) = ao—llll_/lz 0—2/12_/13 0—7/11211_/111 0-7’/Lln

cuyos exponentes son todos no negativos, que es un polinomio de grado menor o igual
al de P y simétrico por ser cada o; simétrico. Si para cada a; Se sustituye su expresion
en xq,x,,:+, X, Y se expande se obtiene un polinomio homogéneo en las x; de grado
menor o igual que el de Py cuyo monomio de mayor orden es el mismo de P:

axf]-_lz (xlxz)AZ_AS oo (xl ...xn_l)ln—l_ln (x1 ...xn)ln — axfllez cee xTAln .

Por lo tanto el nuevo polinomio simétrico

A=Ay _Ay—2 Ap—1—An _A
0.11 20.22 3”.0. n—1 n n

n—1 o

Pl(xl'xZ'""xn):P(xlixZJ'"ixn)_ a n

sigue siendo homogéneo y al restar se cancela el monomio de mayor orden. Es decir
que el monomio de mayor orden de P; tiene orden estrictamente menor que el de P.
Este proceso se puede volver a aplicar a P;. Como en cada paso se disminuye el orden,
en un numero finito de pasos se llegara al polinomio nulo. Reuniendo todos los
sumandos del tipo Q;(ogy,0,,:-,0,) que aparecen, se obtiene el polinomio
Q(ay, 0y, -+, a,) buscado.

Debido a su construccion @Q; tiene el mismo grado que P como polinomio en las
variables x; y su grado en las variables g , que es 4;, puede ser menor pero no mayor,
por lo tanto el grado de Q es menor o igual que el grado de P.

Ejemplo. Sea el polinomio

49



P(x1,%5,%3) = a + bxy + bx, + bxs + cx? + cx? + cx? + dxyxy + dxyx3 +
+ dx,x3 + X1XX3

que es simétrico. Se puede escribir
P(x1,x5,%3) = a+ b(x; + x5 + x3) + c(x1 + x5 + x3)?
+ (d — 2¢)(x1x5 + x1x3 + x3x3) + X1X2X3

= Q(x1 + X3 + X3,X1X7 + X1X3 + X2X3, X1 X2X3)

con Q(u,v,w) =a+bu+cu®+ (d—2c)v+w. En este caso el grado de Q es
estrictamente menor que el de P.

De la relacién entre los polinomios simétricos elementales y las formulas de Cardano -
Viete se desprende el siguiente corolario del teorema fundamental de los polinomios
simétricos.

A3.2.- Corolario 1: Si P(xy,x5,+,%,) €S un polinomio simétrico en n variables con
coeficientes racionales y ay, a5, -, @, € C son raices de un polinomio monico f(x)
con coeficientes racionales entonces P(ay, ay, -, a,) € Q.

Demostracion. Sea f(x) € Q[x] el polinomio cuyas raices son a4, a,, -*-, a, . Usando el
teorema 1, se definen y; a partir de las a;:

V1 =a1+a2+"'+an
Y2 =1 a3+t a0y

Yn = Q103 - 0y

Los y; coinciden, salvo el signo, con los coeficientes de f por lo tanto son racionales y
por el teorema 11 P(all az, -, an) = Q(YLYZJ JYn) € Q

A3.3.- Corolario 2: Sea P un polinomio de grado n con coeficientes en Q con raices

r, ..., . Sea R fijo, IS R < n. Sean s3, . . ., Sy el conjunto de todas las sumas
r, +1,+--+mr, donde los R subindices son todos distintos. Entonces hay un
polinomio sobre @ cuyas raices son precisamente Sy, . . ., Sm

Demostracion. El polinomio candidato es []/%, (x — s;), se tiene solo que mostrar que al
expandirlo los coeficientes de cada potencia de x son elementos de Q. Puesto que los
coeficientes son, salvo signo, las funciones simétricas elementales de m variables
evaluadas en los s;, bastard mostrar que cualquier polinomio simétrico sobre Q en m
variables, evaluado en las s;, es un elemento de Q.

Sea P(xy x5, , xp,) Un polinomio simetrico. Considérense n nuevas variables

U, ..., Uy y reemplacese en P cada x; por una suma de R diferentes u;, cada x; es
reemplazado por sumas diferentes. Entonces se afirma que P se convierte en un
polinomio simétrico sobre Q en las variables uy, . . ., u,. Primero se hace notar que
cualquier permutacién de las u; puede ser acompafiada por una secuencia de
transposiciones (intercambio simple entre dos u;), queda probar que P es invariante bajo
estas transposiciones, intercambiando, por ejemplo, u; y u;. En este caso las xi que
contienen a alguna o ambas como sumandos, permanecen sin cambios y el resto son
permutadas. Asi, por la simetria de P en las x;, P queda sin cambios. Vinculando los r;
con los u; obtenemos P(sl,sz, ~--,sm) que es, por el corolario 1, un elemento de Q.
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Ejemplo. Dado el polinomio con coeficientes enteros 3x3 + 14x2 + 12x — 9 cuyas
raices son:

_54VET 56T _
ay =— v G2 =T y a3=-3

se desea construir un polinomio de coeficientes enteros que tenga como raices a

a; + a,, a; + as, a, + as, ésto es, todas las sumas posibles de raices tomadas de dos en
dos. Empleando el resultado de que cualquier polinomio se puede escribir de la
siguiente manera usando sus raices, se obtiene:

( —23+\/6_1)< —23—\/6_1> 5\ , 28 . 232 65
X———(——— |\ X ——(——— (x 3)=x

6 6 IR

Y multiplicando por 9 se consigue el polinomio buscado.
Qué sucede: si se divide 3x3 + 14x% + 12x — 9 por 3 se logra el polinomio ménico

x3+%x2+3x—3 (4)
que tiene como raices a a4, a,, as. Se construye el polinomio
3
ij=1 (x —(ai + aj)) (%)
i#]

y si ahora se considera x como constante y a aq, a,,az como variables se tiene un
polinomio simétrico en el sistema de variables ay,a,,a; que, segun el teorema
fundamental de los polinomios simétricos, (5) se puede expresar como un polinomio en
los polinomios simétricos elementales de a;,a, y a; que toman como valores, salvo el
signo, los coeficientes de (4) y por lo tanto son nimeros racionales. Multiplicando por el
minimo comun mdaltiplo de los denominadores de obtiene la expresién deseada, un
polinomio de coeficientes enteros cuyas raices son todas las posibles sumas tomadas de
dos en dos; de manera similar se puede construir un polinomio cuyas raices sean todas
las sumas posibles de tres en tres, etc.

A4.- Algunas propiedades de los polinomios

A4.1.- Proposicion 1: Sean f(x) € Z[x],j = 0. Entonces todos los coeficientes de
£ (x) son maltiplos de j!.

Demostracion. Por linealidad basta realizarla para f(x) = x®cons € N U {0}
cualquiera. Se distinguen dos casos:

a) Sij > s, fU)(x) es el polinomio nulo y el resultado es trivialmente cierto.

b) Sij < s, entonces

fO)=s(s—1)(s—j+1Dx57 =] (j) xS~
y COMo (f) € N se obtiene el resultado buscado.

A4.2.- Proposicion 2: Sean a4, a5, -+, a,, € C tales que

oo=a;+tay++a, EQ
0, =10y +taaz+ -+ a,_1a, €EQ

Om = Q10" Qpy € Q
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y sea b € Z tal que bay, ba,, -+, bo,, € Z. Entonces, para cualquier polinomio P € Z[x]
de grado < d, cond € N, se cumple
b® Y7 P(oy) € Z.

Demostracion. Sea T (x4, -+, Xn,) = Xj=1 P(x) un polinomio en m variables xy, -+, x,,
y con coeficientes enteros, T (xq, -+, x,, ) €s un polinomio simétrico de grado < d. Sean

Y1 =X +XZ++xm
Y2 = X1X2 T X1X3 + 0+ X1 X

Ym = X1X2 =" Xy

Segun el teorema 1 se puede escribir

Z P(xk) = Q(YLyZI"'lym)
k=1

para cierto polinomio Q con coeficientes en Z y grado < d. Luego

bao; bo, bo,,
b'b’' " b

bdzP(ak) = b4Q(01, 02, 0w) = b2 Q( ez
k=1

ya que bay, bay, -+, bo,, €.

A4.3.- Proposicion 3: Sean f(x) €Z[x],meN,c€Zy f(x) = (x — )" f(x).
Entonces las derivadas de f cumplen

fAO()=0sij<m
£ (c) multiplode j! sij>m
En particular, m! divide a fY)(c) para todo j > 0.
Demostracion. El polinomio f(x) se puede escribir como una suma finita
f(x) =Yysock(x —c) conc, €T

(si f(x) = Xy b x* basta usar el desarrollo de Taylor en el punto x = c¢). Entonces

fo) =) alr=a)tm = g (x—c)

k=0 j=m

(las sumas son finitas). Comparando con la formula del desarrollo de Taylor de £ en el

B - oo D)

(x — ¢)/, resulta que
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fPO@)=0 sij<m
FOW@=jlgm sijzm
Ab5.- Identidad de Hermite

Proposicion: Dado R un polinomio con coeficientes reales, sean
1(x) = fox e 'R(t)dt y F(x) = X;5 RY)(x) (que es una suma finita). Entonces
X

I(x) = f e*R(t)dt = e*F(0) — F(x)

0
Demostracion. Como F =R+ R +R + - resultaque F =R +R +--

tanto R = F — F' y en consecuencia,

X X

1) = j e*tR(E)dt = e f (e~tF () — e~ F' (©))dt =
0

0
= e*(—e t'F(t))|}2, (integrando por partes)

= —F(x) + e*F(0)

por lo
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