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Resumen

En este trabajo abordaremos tres problemas deueaEidn Matematica. Haremos
el andlisis de los mismos desde el punto de vistdod obstaculos epistemoldgicos.
Involucraremos, también, la importancia de la inmgenceptual y de los sistemas y
registros de representacion.

Palabras clavesobstaculos, obstaculos epistemoldgicos, sisten@srepresentacion,
registros de representaciéon, imagen conceptuategbos y objetos matemaéticos.

Abstract

In this paper, we approach three problems abouhéfaatical Education, analyzing
them from the standpoint of epistemological obs&scWe also involve the importance of
the conceptual image and the systems and représarggstems.

Key words obstacles, epistemological obstacles, representatystems, representation
records, conceptual image, mathematical concept®ljects.
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1. Introduccion

“Al infinito y mas alld”: una frase muy conocida rptbs mas chicos. Desde
pequefios escuchamos la palabra infinito y la asmwsaal concepto de que algo no se
termina: como el universo. Sin embargo, uno de paacipales inconvenientes que
encuentran los alumnos de matematica cuando coamesizs estudios en célculo, es la
dificultad en el desarrollo de la nocion mencionaglainfinito. Cabe destacar que estas
dificultades no son especificas de un alumno eticplar, sino que todos los que
estudiamos matematica, en nuestro proceso de agagndufrimos esta crisis.

Es objetivo de este trabajo integrar elementosde®del analisis del conocimiento
con algunos objetos matematicos particulares, Ipag proponer preguntas simples, pero
gue sean anticipadoras de posibles errores poreptog con definiciones incompletas o
erradas. Se espera que las respuestas a estastgsegromuevan el aprendizaje de los
alumnos. Las propuestas suponen inspiracion eoldaién de problemas comunes y en la
construccion de conceptos. Es deseado lograr questros alumnos alcancen un
aprendizaje adecuado para eliminar posibles cantiades en sus respuestas, causadas
por malinterpretaciones o asimilacién incompletinémlecuada) de objetos matematicos.

Vamos a citar y opinar acerca de algunos concegol® educacion matematica
para tratar de entender el por qué los alumnoseilei respuestas que pueden ser erradas.
Hay situaciones en las que los errores no surgefafta de conocimiento de un concepto
matematico, sino que tal vez el conocimiento sobse concepto esté incompleto.
Rescataremos en esta instancia la idea que se genaomgen conceptual

Otro andlisis que consideramos pertinente hace, reéerido al por qué podemos
concebir nociones de un cierto concepto matemdaicdorma incompleta o pasible de
generar errores esperables. En esta instanciargstatar la nocion que se denomind
obstaculo epistemolégico

Resulta ademas interesante pensar como se podha@atrgpara conseguir una
definicion adecuada de los conceptos, que no etreu@ontradicciones en diversos
contextos de trabajo, y para ello vamos a desticajue se denominasistemas de
representacion

Con la lectura de este trabajo, se espera quenfesesados se vean motivados a
revisar su propia practica docente, tanto parandlisass didactico de los ejercicios
propuestos, como también para observar los erdaasis alumnos -desde una perspectiva
superadora- que evidencien patrones comunes esz@hamiento de los mismos; y asi
analizar posibles obstaculos en la construcciora®bcimiento.



2. Contexto del trabajo

Vamos a concentrar este trabajo principalmenteuastiones que se observan en
alumnos que cursan sus primeras materias en la@midad, los cuales ya tuvieron un
trayecto con trabajo matematico y tienen constsimhinceptos particulares. Se presentaran
tres afirmaciones puntuales que en general logliesties asumen intuitivamente por sus

experiencias previas:
v' 0,9 es un valor menor que 1

v" Una funcién es continua si y solo si su graficaies curva “arco-conexa”
(sin interrupcionep

v Las asintotas son rectas a las cuales las gralecks funciones “se acercan,
pero nunca las tocan”

Estas tres afirmaciones las podemos apreciar epréasicas aulicas en clases de
matematica. Intentaremos encontrar explicacionsantotivos por los cuales surge este
problema, sosteniéndonos en constructos tedriaseptrados en articulos de autores que
coinciden en estas observaciones.

Nuestros alumnos pueden traer consigo conocingemoompletos, intuitivos o
bien contextualizados en casos particulares que lpagden crear contradicciones en una
generalizacion. En ocasiones, cuando se les dmeaumnos que definan un determinado
concepto, lo hacen justamente con ejemplos o mamtgunos atributos particulares. Por
ejemplo: la repuesta a la pregunta: ¢qué es untot@&l podria ser “un valor al cual la
funcién se acerca, pero que no lo toma”



3. Consideraciones teodricas

3.1.0bstaculos en la educacion matematica

Una de las aspiraciones que tenemos los docentegieedos alumnos puedan
aprehender los objetos matematicos y todos suscasaen el trabajo matematico.
Lamentablemente vemos que, muchas veces, estoun g¢ tanto en la practica de los
alumnos como en las propias, descubrimos que iones la idea que tenemos de algun
concepto puede generar errores y contradiccionesgd-debemos mejorar la nocidén que
tenemos de ese concepto. Los errores que surgenadeonstruccion incompleta de un
conocimiento, no son imprevisibles, sino que sestituyen en lo que se denominan
obstaculos Brousseau (1983) comenta que el error no deheirsd simplemente a la idea
de ignorancia o de una incerteza, sino que esoeflecin conocimiento anterior que, ahora,
se revela falso o inadecuado.

Podria existir entonces una multiplicidad de ohdt& en la construccion de los
conceptos. Bachelard (1972) propuso reflexionesdiicas identificando varias clases de
obstaculos en el pensamiento cientifico, sostepieque no se trata de considerar los
obstaculos externos, como la complejidad y la fitzatde los fendmenos, ni de incriminar
la debilidad de los sentidos y del espiritu huma®en el acto mismo de conocer que
aparecen, por una suerte de necesidad funciosdgnéitudes y las dudas. Agrega ademas
gue es ahi donde aparecen las causas de estartcagniadn de regresion. Es ahi que
desaceleran las causas de inercia y los denoafistaculos epistemoldgicofn nuestro
proceso de aprendizaje, buscamos la generalizaaidrartir de casos particulares para
desarrollar un conocimiento, y este método puederear que dicho conocimiento quede
incompleto. Bachelard (1972) aclara que en el daléardel pensamiento cientifico, los
obstaculos epistemolédgicos pueden darse por laeter a confiar en experiencias
intuitivas engafnosas, tendencias a generalizatayzld la particularidad de situaciones u
obstaculos generados por el lenguaje general.

Las teorias en educacion matematica, en su getadaliplantean que el
conocimiento se construye, y es a partir de situeas y problemas particulares en los que
cobra sentido apoderarse de un cierto concept@résable que cuando desarrollamos
nuestras practicas para que los alumnos genererera aprendizaje, podamos fomentar
que los alumnos construyan conocimientos trunca@ch8ard (1972) destacé que se
podian observar obstaculos en la educacion quendedmbstaculos didacticos Sostuvo
que profesores de ciencias, mas que los de otems,ano comprendian que no se
comprendiera. Bachelard (1972) destaca que logswods tienen poca reflexion del hecho
que el adolescente llega a una clase de ciencias conocimientos empiricos ya
constituidos: se trata entonces no de adquiriraulra experimental, sino mas bien de
cambiar de cultura experimental, de reconvertirdbstaculos ya asimilados por la vida
cotidiana. Propone un ejemplo: el equilibrio derpos flotantes -hecho que es objeto de
una intuicion familiar- es un tejido de erroress8iensaya con la mano hundir un trozo de
madera en el agua, éste resiste. No se atribugdmémte, a la resistencia del agua. Es
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entonces dificil hacer comprender el principio dequAmedes en su simplicidad
matematica si primero no se ha criticado y desdzgdo el complejo impuro de las
primeras intuiciones. En particular, sin este amlide errores iniciales, no se hara
comprender jamas que el cuerpo que emerge y eba@uesmpletamente sumergido
obedecen a la misma ley.

Diferentes obstaculos destacables en la educac&iermmatica

Como mencionamos anteriormente, los principales o@aorientos se van
construyendo a través del contacto que tenemosla®robjetos propiciados por la
experiencia. Bachelard (1972) defilos obstaculos en conocimientos previaomolos
generados por el primer acercamiento a los objendsienciado por las experiencias
concretas y el entorno. Asevera también que earfadcion del espiritu cientifico, éste es
el primer obsticulo que aparece en la experieresic®d. Es un ejemplo de esto cuando
consultamos: ¢Qué es la recta tangente?, y lagsispas: “la recta que toca solo en un
punto a la curva”’. Aqui no se hace referencia akcepto, sino a un atributo que tiene el
objeto en un contexto particular como es, por ejempa recta tangente a una
circunferencia, que tal vez sea el primer acercaimial concepto.

En la introduccidén comenzamos con la frase “ahitdi y mas alla”. Esta famosa
frase que se hizo conocida a partir de una pelintdatil, podria lograr que incorporemos
la palabra “infinito” en nuestras mentes, y queadipde alli generemos una concepcién
primitiva de este concepto. Bachelard (1972) prepamla clasificacion de obstaculokma
obstaculos en las concepciones espontaneastos obstaculos son aquellos que se forman
por las percepciones sensoriales que determinaonecimiento marcado por un contexto.
Por ejemplo si se pregunta: ¢Qué es el limiteZjgpodurrir que la respuesta tenga que ver
con un lugar del que no se pueda pasar, o biefromizra. Esta es una definicion que poco
tiene que ver con la definicion de limite funciorflieden existir obstaculos generados por
un conocimiento general, en donde las concepcidee®bjeto son vagas y carecen de
exactitud. Si se pregunta qué es un cuadradosfuesta rapida podria ser: es una figura
que tiene cuatro lados iguales. Pueden existiraobkis generados por un conocimiento
pragmatico o utilitario, que reduce la explicacitinun concepto a su utilidad. Por ejemplo,
si preguntamos: ¢,Qué es el seno de un angulo@spaeasta podria ser que es el cociente
entre el cateto opuesto y la hipotenusa de ungmiérrectangulo.

En las practicas especificamente en matematicayegen encontrar una variedad
de obstaculos que se evidencian a través de camti@tes. Brousseau (1983) comunica
que identificé diversas manifestaciones de losamsbs cognitivos a través de los errores.
Estos estan ligados por una fuente comin, una mafeconocimiento, una concepcion
caracteristica, antigua y que ha sido exitosa do su dominio de acciones. Suelen ser
persistentes y resistentes a modificaciones y gesua pesar de que el sujeto perciba un
modelo defectuoso. Brousseau (1983) propone elpdjesiguiente: “si el término general
de una serie tiende a cero, entonces la serie mgeivee se pregunta si acaso es producto de
una distraccion, si es una mala recitacion de laci@n antecedente-consecuente, Si
comprendid mal la nocidn de limite (o bien de sgrie si es que acaso existe un error
referido a las situaciones de condiciones sufieend necesarias. Sostiene que el
razonamiento falaz se puede remontar a un errl@ mpresentacion de los nimeros reales
acarreado de una educacion anterior.



Brousseau (1983) profundiz6 el concepto de los &ohsts en la educacion
matematica y supone que se podran encontrar sgenes en alguna de las siguientes
categorias: de origeantogenéticodidacticoo epistemoldgico

Los obstaculos de origen ontogenéticosurgen por las limitaciones del sujeto en
un momento de su desarrollo. Brousseau (1983)es@stijue, segun la epistemologia
genética, se evidencian etapas, acomodamientamiyaasones, que, a la vez, se asemejan
a las etapas del desarrollo de los conceptos potelges de regulacion que los hacen
aparecer, y difieren de ellas por la naturalezatexd@e las limitaciones que determinan esas
regulaciones. Para un nifio, las figuras rectangslae las clasifica como cuadrados. No
asimila aun la relaciéon de las longitudes de Idsda

Los obstaculos de origen didacticocomo mencionamos con anterioridad, estos
obstaculos suelen surgir en las practicas docefesisseau (1983) piensa que los
obstaculos de origen didactico dependen solo deel@taion o de un proyecto de sistema
educativo. Un ejemplo de esto puede ser el sigelienando se presenta la nocion de limite
de funciones reales en un punto, se suele pedisgummplete una tabla de manera de
obtener imagenes de valores cada vez mas cercamos/alor determinado. Luego este
acercamiento intuitivo puede generar conflictoglesiesarrollo de la definicién.

Los obstaculos de origen propiamente epistemoldgicgon aquellos que surgen
del rol constitutivo en el conocimiento a que sem@. Brousseau (1983) propone que
pueden ser encontrados en la historia de los ctre@pismos, aunque esto no significa
gue se deba amplificar su efecto ni que deban depise en el medio escolar las
condiciones historicas en las que han sido vencidosejemplo puede ser la nocion de
continuidad de una funcién, que se desarrollaricodarmente en un apartado de este
trabajo.

Entendiendo la nocién de obstaculos, podemos cameaztener una mirada
diferente de los errores de nuestros alumnos, pddianaginar una anticipacion a ellos e
imaginar propuestas que, justamente, los aprovgudy@mejorar los conocimientos.

3.2.Sistemas y registros de representacion semiotica

Los sistemas de representacién son aquellos guebamgal conjunto de imagenes
y concepciones que tenemos de un objeto, situgcidda relacion asociada a ellos. Las
representaciones se las denominan a aquellas tfe @mstituidas con un significado
especifico. Por ejemplo, el simbolo: 3,5 es unaesgmtacion semiotica de un namero
racional, sin embargo el simbolo 3,50,1 no lo esgpe carece de significado. Duval
(1996) sostiene que las representaciones mentalbesrcal conjunto de imagenes y a las
concepciones que un individuo puede tener sobmbjeto, sobre una situacién y sobre lo
que les esta asociado. Agrega que no se puededpramm las representaciones semioticas
como simples representaciones mentales, ya quersesponden con ciertas funciones
cognitivas esenciales, como por ejemplo el tratatoieque se le da a los objetos
matematicos y a uso que de ellos se hace.



Para que un sistema de representacion semiétiga lamcategoria degistro, debe
permitir: la formacion de una representacion idiexible dada por la formacion de un
registro semiotico, el tratamiento de la represgdtadentro del mismo registro mediante
reglas y por ultimo, la conversion de un registmtra. Por ejemplo, un registro puede ser
la notacién decimal de un numero racional, queetigma formacién semiética especifica
por el sistema posicional, admite sus reglas plarakeajo con distintos nimeros. Ademas
admite el pasaje a otros registros de representaci@dmo por ejemplo a expresiones
fraccionarias o notacion cientifica, etc. Duval9d@pdestaca la necesidad del uso de varios
registros de representacion por las caracteristiwsirales del funcionamiento del
pensamiento humano. El hecho de que existan regide representacion se justifican por
tres razones:

v cada uno de ellos aporta procedimientos posiblesmplican economia de
tratamiento,

v los registros se complementan, en el sentido qda oao de ellos marca
una representacion parcial del objeto que reprasgnt

v’ encapsular un concepto implica la coordinacién dmgistros de
representacion.

Duval (1996) comenta que en general no existettagede conversion entre
registros, es por eso que se suele evitar unacagfgn detallada y una ensefianza explicita
de la coordinacion entre distintos registros deresgntacion. Luego propone que se
deberian disefiar tareas promovedoras de ello gddapoencuadrar en alguno de los
siguientes tipos:

* Aprehensidon de representaciones semioticas, obslrvael impacto que tendrian
variaciones de un registro en el otro.

* Conexién y desconexion entre tratamientos semmtycno semidticos: en general
se tiende a utilizar registros simbolicos que faail el calculo, y se atiende muy
poco al tratamiento en registros figurales o pict&.

e Produccion doble para representaciones semidticesplejas: destaca como
negativa la idea derganizacion semiodtica linealPor ejemplo en analisis de
funciones, es usual que siempre se recorra el misENWNO: Se propone una
férmula, se elabora una tabla de valores y lueggafeca.

3.3.La imagen conceptual

A medida que construimos nuestro conocimiento y hasemos de distintos
conceptos, los seres humanos creamos una imades desmos en nuestras mentes. Esta
imagen es subjetiva y responde a la intuicion.réblema es que el conocimiento intuitivo
y el formal de los objetos suele diferir. En prpici puede ocurrir porque, generalmente,
construimos el concepto en forma contextualizada.



Los conceptos matematicos requieren de una definrdgurosa, sin embargo, en el
proceso cognitivo que se atraviesa para la corfmice ellos, existen chances de que se
cometan errores y los conceptos pueden quedar prahendidos. Muchos de los
conceptos que utilizamos en nuestros comienzos estuoliantes no tienen una definicion
formal en su totalidad, pero en el transcurso destnos estudios se van puliendo y
mejorando a medida que los manipulamos en divemuextos.

Tall & Vinner (1981) proponen usar el término degen conceptual para describir
la total estructura cognitiva que se asocia conamtepto, que incluyen todas las imagenes
mentales y asocia las propiedades y los procesgsegAn ademas que la imagen
conceptual se construye a medida que pasan los @iobiando la individualidad de los
elementos y madurando el concepto.

Tall & Vinner (1981) introducen el término d@®agen conceptual evocadaes la
parte de la imagen conceptual que se utiliza. Betore en diferentes tiempos y suelen
causar conflictos cuando se evocan simultaneandifetentes de estas partes de la imagen
conceptual.

Es probable que desde pequefios tengamos la idéa glee es un cuadrado y
seguramente todos lo imaginaremos de la misma rraner

Esta es la imagen conceptual evocada en este momiemtgo se genera un
conflicto cuando se quiere clasificar la siguidigara:

Seguramente nuestra mente nos enviara como prigsgaesta: es un rombo.

El conflicto que se genera va superandose cuan@gga@amos mas informacion del
concepto a nuestra imagen conceptual y se condioge.cuadrado es un rombo.

Si pensamos en otra representacion, una verbabiéampueden ocurrir conflictos.
Si a los estudiantes que estan dando sus primasos gn geometria les preguntamos: ¢,qué
es un cuadrado? quizas contesten: “es una figwraigoe sus cuatro lados iguales”. Esto
puede ocurrir porque trata de dar la definicionlamp a su imagen conceptual evocada.
Sin embargo el conflicto ocurre cuando se evidequmesta definicion no es rigurosa, ya
que la figura siguiente también se ajusta a lauestp:



Es aqui donde seguimos puliendo el concepto deradadincluyendo a nuestra
imagen conceptual la afirmacion “todo cuadradoreseatangulo”.

Podria surgir un nuevo problema: esta Ultima pricgns quiza no se ajuste a la
imagen conceptual que teniamos sobre qué clasguita &€s un rectangulo.

Este breve ejemplo intenta ilustrar, de algun madono nuestras mentes hacen
referencia a nuestra imagen conceptual en el mangmtprecisar un concepto. Todos
sabemos lo que es un cuadrado, pero como resud@amiestro proceso cognitivo de la
construccion del mismo, se gener6 una imagen ctualemue evoca informacion
insuficiente:

Un cuadrado es: (forma pictady

O bien: “una figura que tiene cuatro lados igaalforma verbal)

A medida que seguimos estudiando, la imagen ctunalepa evolucionando hasta
completar con rigurosidad el concepto.

Tall & Vinner (1981) sugieren que, siguiendo eseino, una definicién personal
de un concepto puede diferir de la definicion fdroeun concepto, el cual se refiere a la
definicion que acepta la comunidad matemética. &allinner (1981) sostienen ademas
que para cada definicidbn de un concepto, nosoéreentos una imagen de la definicién del
concepto que es, en definitiva, una parte de rmiesaagen conceptual del concepto.



4. El problema 0,9=1

Vamos a considerar “el problenfg9= 1" no como un problema matemaético en si,
sino como un conflicto que hay que superar. ennlagen conceptual de muchos
estudiantes, esta instalado qOe9 representa a umimero menor que 1 Cuando
pensamos en el orden de los numeros reales, podsonwnzar con la comparacion de
ellos, y asi podemos decidir si dos nimeros soaléguo distintos. Los que ensefiamos
Matematica podemos observar, con cierta facilidage la comparacion de numeros
racionales resulta mas sencilla si los nimeros egédritos en su forma decimal que si se
los escribiera como fraccion. La explicacion seedabla nocidon del sistema posicional. Si
por ejemplo queremos comparar los numeros 351 y @&8mos que 351 es mayor que
326, porque el “5” es mayor que el “2” (qQue estanla posicion de las decenas), sin
importarnos que en la posicion de las unidades lpasantrario: el 1 es menor que el 6.
Luego trabajamos con nameros con un desarrollon@cno nulo: si por ejemplo
comparamos los nameros 2,45231 y 2,4616, resuka2gd616 es mayor que 2,45231
porque el 6 que ocupa la segunda posicion decimal primero de los niUmeros es mayor
que el 5, y lo que “sigue después” no importa. Edbagble que quede en nuestra imagen
conceptual que “dos numeros son iguales si poseermismos digitos en todas sus
posiciones, y son distintos si en alguna (o vam@sellas difieren”. Es mas, si hay varios
digitos que difieren, “el que nos indica qué numesomayor es el que posee el digito
mayor en la primera posicion diferente”. Cuandorgum®s comparar los nlimer6s9 y el
1, si evocamos a la imagen conceptual comenta@dsi@miente, la respuesta deberia ser
que 1 es mayor que,9, pues “el 1 es mayor que el 0 y lo demas no irapoEstamos
aqui ante el problema que hay que superar y gaeeestelacion con el conocimiento del
sistema posicional, puesto que los nimé @y 1 son iguales, aunque “difieren todos los

digitos en todas sus posiciones”. Vamos a reflexisobre este problema (problema en el
sentido antes mencionado), que también fue abongaddall y Vinner en algun trabajo de
investigacion, que oportunamente citaremos.

Este es un conflicto que presenta el sistema positde los nimeros cuando se los
expresan con infinitas cifras decimales. Me atri@vardecir que se podria proponer este
problema desde muy temprana edad vy, sin embargoltaga muy dificil de sortear. A

pesar de diversas pruebas formales que se noswoqara probar que el nime@9 es
igual a 1, habr& gente que no quedaréa convencida.

Ya desde la educacion primaria se plantean prolsleenalos cuales los nimeros
naturales no resultan suficientes para encontraramtucién. Es por ello que debemos
considerar, por ejemplo, nUmeros que sean mas @gague 1 y mas chicos que 2. Ese
namero sera, entonces, de la forma “1 calgw’, donde eseaalgo se representa como
alguna sucesion de digitos, que seran los decimalgsrtir de esta observacion, queda
instalada en el estudiante la imagen de que un mideela forma 1,. (indicando con los
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puntos suspensivos alguna sucesion de decimales) @dmeranayor que ly menor que
2... pero ¢esto ocurre con cualquier sucesion de mm@&rgre propongamos detras de la
coma? Parece muy sencillo convencer que si esaiénoesta constituida Unicamente por
ceros, el numero 1,000... no serd mayor a uno siraepresentaxactamenteal nimero

1. Lo que si resulta complicado (jjjy mucho!'Noesivencer a los estudiantes (y a los otros
también...) de que si luego de la coma, la sucestinfermada Unicamente por nueves, es
decir, el nimero se escribe 1,999..., ese nimeres menor que 2Esto podria ocurrir
porque, en la imagen conceptual de la mayoria siedtudiantes pareceria estar instalado
el hecho que “los niumeroson comano son entero& A partir de esta idea, suele

sostenerse que, por ejemp®9 no puede ser enterg/, como ademas es de la forma “0

comaalga’, el nimero debe ser mas chico que 1. Estos estigdi estan convencidos de
que la respuesta correcta deberia ser, continueonida I6gica de la imagen conceptual

evocada0,9 es menor que 1.

En una experiencia desarrollada con estudiantesyda@imer afo universitario de
Inglaterra, se realizaron preguntas relacionadasste tema, a partir de las cuales se pudo
recabar informacién muy importante. Al respectoseiala que se les pidié a los alumnos

que respondieran y justificaran 6i9 es igual a ones menor que uno. Segun los

resultados observados, la mayoria de los alumrioaadfan que0,9 es menor que uno
independientemente del método que utilizaran pacardgrar su respuesta. (Tall, 1977).

Tall & Vinner (1981) publicaron que a un grupo dignanos de cursos avanzados de
universidad les dieron a responder un cuestior@riel que, entre otras preguntas, pedian

calcular limites  de diferentes  series, entre los alesu  figuraba:
lim 1+3+i+___+_9 . También se les pidi6 que escribieran, en el cdso
n- e 10 100 10

conocerla, la definicién formal del concepto deiténmpara luego preguntarles 8j9 es

igual a 1 o si es menor, fundamentando adecuadariersd autores destacaron que catorce
alumnos, de un total de treinta y seis, contestaroorrectamente que:

lim 1+3+i+...+i
n- e 10 100 10
Sefialaron, también, que las respuestas dadas weedanpa sobre la relacion entre los

nimeros 0,9 y 1 fueron contestadas en términos dénitiesimales” afirmando, por

j: 2 aunque sefalaron, a la vez, oﬂh,@ €S menor que uno.

ejemplo, que: 0,9 es un poco menor que 1 porque la diferencia efy@ y 1 es

infinitamente pequefia”, o bien, porque “inclusoetinfinito 0,9 aunque esta cerca de 1,
técnicamente no es igual a 1”.

Los numeros racionales pueden ser escritos deeditss maneras: con su desarrollo
decimal o como fraccion. De alli, hay actividadesMatematica en las que se propone
escribir una fraccion como un numero decimal owecga: un numero decimal, escribirlo
en su notacion fraccionaria. Justamente este UkjE@icio permite ver que si escribimos
el nimero0,9 con su desarrollo decimal, éste resulta exactamenSin embargo, esta
prueba puede no convencer al alumno. Tall & Vi(&®B1) destacaron algunas respuestas
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de los estudiantes al solicitar que escribieran acdraccién los nimero9,3  ,9
Algunas de estas respuestas fueron:

A) 0,E>,=E
3

0,9=3.0,3 3% = absurdc
B) O,333...=% no es fraccior (esta respuesta fue anulada)

C) 0,3=

D) o,é:E
3

0,9= 0,99¢
E) 0,3=1
3
0,9=1

En estas respuestas se evidencia el conflicto xjgeon la afirmacién®,9 = 17,
a partir de que soOlo en una de ellas aparece fer@meia a esa igualdad, aunque también
se deja ver la duda sobre esa decision, al plalagarsibilidad de que,9 no exista Esto
podria estar asociado a la imagen conceptual quedtudiantes tienen del concepto del
limite de una sucesiorns; - s ”. Tall & Vinner (1981) élzén la respuesta que uno de sus
alumnos propuso, la cual expresa qge & s significa ‘tg) se acerca apara valores

de n grandes, pero en realidad no llega asseasta el infinito” a partir de la cual, puede
interpretarse que la imagen conceptual sobre eteliobe una sucesion que poseen los
estudiantes ess,  sa@proxima as, peronunca llega a tomar el valors’ Teniendo en

cuenta esto, los autores hacen notar que en el delsaimero periédica0,9 no lo

consideran igual a uno porque, justamente, y ecitgl con lo afirmado anteriormente, los
estudiantes observan que “el proceso de acerdaus®’ano queda completo pues nunca
se llega a alcanzarlo, lo que los conduce a lssaiecincorrecta de que ambos nameros (el

0,9 el 1) no coinciden.

La imagen conceptual del concepto de convergendi® @ina sucesids, y su
limite s, es decir, de la relaciors - s " se hace presente @chos de los conflictos a los

cuales se enfrentan los alumnos. Un ejemplo qu@aesze importante destacar, puede ser

12



la concepcién que los estudiantes tienen dadastotas que detallaremos en el préximo
apartado de este trabajo.

Dada la importancia del tema, es una inquietudel&sensefanza de la Matematica
generar actividades que promuevan acciones quatentesuperar estos conflictos que
hemos sefalado en relacion con los numeros pesgdéobre todo aquellos que tienen
desarrollos decimales que cuentan al 9 como umi@aperiodica. Lograr que los alumnos

reconozcan la igualda®,9 =1 permite ver de una raamgs amplia a los nimeros
racionales y su expresion decimal, a partir de ein@ouna “doble escritura” para muchos
nameros como, por ejempl@,9 =3, 539=54 6 3129 = 3126entre otros. Presentamos

a continuacion algunas actividades que muestratipende trabajo con el que podria
abordarse el tema, en distintos niveles de esdaldriy que tienen la intencién de hacer
reflexionar a los estudiantes sobre:

- la necesidad de contar con la herramienta de lblédescritura” ante la imposibilidad de
operar con numeros expresados en forma decimal msmoencionados,

- la importancia de recuperar el trabajo sobre kEn&itlad del conjunto de los numeros
racionales”, entendida desde el hecho de que dagenimeros racionales distintos existe
otro nimero racional.

En este sentido, observando previamente la propiddadensidad de los niumeros
reales, proponemos la siguiente actividad:

Actividad 1

“Determinar, si es posible, un nimero racional mayoe 0,999... y, a la vez,
menor que 1”.

Con esta actividad, se espera que los estudiantes]a imposibilidad de encontrar
un namero como el pedido, se planteen la inquiduthvestigar cual es la causa. Lo que
se espera es que la conclusion a la que arribgretesta observar que no pueden hallar tal
namero porque los niameros dadasson distintos

Actividad 2. Resolver las siguientes operaciones:

1,245
) _0,737
1,000
) _0,777
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1,00000..

W _o.77777.
~1,00000..
V) _ 0 99999..

Se proponen los primeros tres ejercicios para taskzaresta de nimeros decimales,
con la necesidad de “reescribir el minuendo” pardep realizarla (con lo que vulgarmente
se le dice “pedir al comparfiero”), haciendo usoadepropiedades del sistema posicional.
Luego se deberia observar que al “reescribir elienido”, éste no se modifica.

Se espera que los alumnos terminen determinandoes@eresta no puede ser
distinta de 0, ya que el minuendo queda exactane®899... Asi, se concluye qe9 es
igual a 1.

De esta manera, se puede rescatar la posibilidathaeloble escritura del nUmero
decimal con el objetivo de resolver operacionesinfinitos decimales. Por ejemplo, para
resolver 2,6 — 1,455555..., podemos escribir el Brfiac2,599999. De este modo resultan
equivalentes las operaciones:

2,6 2,599999..
-1,455555.. y -0,455555..

Aunque la practica dird que lo mas conveniente sgrérar estos numeros
expresados en su forma fraccionaria.

Actividad 3
Propongan un namero que verifique:

0,99999999..

1,00000000...

Se espera que los alumnos determinen que si sen@am namero distinto de cero
en el desarrollo decimal del sumando buscadosalteslo sera seguro mayor que uno.
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5. El problema de las asintotas

En general, la primera vez que un estudiante necesercarse al concepto de
asintota es en el contexto del estudio de las funcionesomates, logaritmicas y
exponenciales. También es probable que antes aleeellla escuela media algun profesor
haya presentado un grafico para realizar un agditsialitativo” de una funcion, a partir
del cual se pretende determinar, entre otras cosasimos, minimos, dominio, imagen,
etc. Alli podrian haberse observado, representatasliversos gréaficos, las asintotas
verticales u horizontales como “lineas punteadagiyna de las cuales podrian indicar que
habria elementos (que podrian ser del dominiola deagen) que no se debian considerar.

A medida que se avanza enestudio de funcioneg ya desde una mirada mas
“analitica”, comienzan a aparecer nuevamente sdoaes en las que se requiere del
concepto de asintotas, como dijimos, en contextio addlisis de algunas funciones
particulares como las funciones racionales, expdakss y logaritmicas que antes hemos
mencionado. En muchas de estas funciones ocuerdageurva (grafica de la funcién) en
el planono corta a la asintota Esto podria provocar que la imagen conceptutbmem del
concepto dasintotade una funcidrse asocie a las siguientes situaciones:

obien o _____ | _____________

v
v

/

A partir de ello, suele observarse que en el estiese generaina “definicién” de
asintota que podria sintetizarse como “la recta eubl la curva se acerca todo lo que se
quiera pero sin tocarla ni cruzarla”. Esta frasedau corresponderse con la imagen
conceptual que el estudiante posee de ese congepbtmno tal, es muy probable que sea
esa la frase que se “le venga a la mente” cuandesite operar con él. Luego de ese
primer acercamiento al estudio de las asintotam)dmse comienza a trabajar con limites,
surge el conflicto al proponerse estudiar el congmiento de las curvas “en el infinito” y

se considera el caso de la funcién {0} - [ ,f(x):ser(lj . la gréficaesta
X

funcién se “acerca” a la recta horizongat 0 “tanto como se quiera”, pero, en este &so

“la toca” (es deciry = 0 pertenece a la imagen de la funcion). Entance&s esta recta

una asintota?

Esto podria tomarse como un disparador de algureggiptas, por ejemplo ¢Qué
significa etimolégicamente la palabra asintota?
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De acuerdo al diccionario de la Real Academia Eslpafdobtenemos la siguiente
definicion:

Asintota. (Del gr.acountmtog, que no coincide).

f. Geom.Linea recta que, prolongada indefinidamente, secaade continuo
a una curva, sin llegar nunca a encontrarla. (Reatlemia Espafiola).

Por otro lado, un analisis de la palabra nos perrabservar que asintota se
conforma como a-sintota, donde: “a” significa “siyn™sintota” significa “coincidencia”
(sintesis), lo que nos permite observar que el merdbl concepto se define a partir de un
“atributo” del elemento al que hace referencia.

Otro caso particular:

n
- . . 1
Pensemos en la siguiente sucesion de nimeros leatwa= (1+—
n

Se puede probar que esta sucesion es estrictamreaiente. Ademas es acotada
(en particular sus términos estan todos entre 0).yA3partir de propiedades de las
sucesiones de numeros reales podemos, entoncegradjue esta sucesion es convergente.
Puede verse que su limite es el nimero llamafatie entre sus caracteristicas tiene la de
ser un numero irracional, cuyas primeras cifras 3011.828182845904... Conmes el
limite de la sucesién, resulta ser un punto de atagion (aglomeracion) de la sucesion.
En este caso ocurre, ademas, que el numemes un elemento de la sucesion, por lo que
representa un nimero que nunca podra ser “alcahpadéa sucesion.

A proposito de esto, consideremos ahora la fungion ., — [, f (x) = (1+1J
X

A partir de un andlisis de esta funcion, podremesfigcar que es una funcién
estrictamente creciente que posee a la recta daciéouy = € como una asintota
horizontal, ya quee es un punto de acumulacién y, ademas, satisfaceflaicion de
asintota con la que, usualmente, se trabaja ercuosos de Calculo. En este caso,
nuevamente ocurre que las imagenet danca toman el vala; lo que refuerza la imagen
conceptual que, sobre el concepto, esta en el ¢ttt de los estudiantes, tal como
mencionamos.

Retomando el caso de la funcidn(] —{0} - [], f(® = ser{lj, es esperable que
X

los estudiantes se planteen la pregunta ¢ Podemtosgde la recta de ecuacigr= 0 no
corresponde a una asintota horizontal de la funpgdqueno verifica lo observado en las
situaciones anteriores, en las quela cumna toca la recta asintot&? Evidentemente, no
alcanza con mirar si una recta “toca” o no a ldigméde una funcién para determinar si es
0 no asintota de la misma. Evidentemente, hay goernir a la definicion del concepto
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para verificarlo, mas alla de que esto se opontmimagen conceptual del estudiante.
Como paso previo, y para continuar con el trabelgcionado con la condicion de que “una
recta sea tocada o no por la grafica de la fungx@ma ser una de sus asintotas (en caso de
tenerla), podria preguntarse ¢Por qué la rgcta3 no es asintota de la funcion

fil,,-0,f (x):(1+1j ? iSi cada vez me acerco mas y ambas curvas nucae! t
X
¢En qué se diferencian, en el contexto del estud® la funcidn,

Fils -0 ,f(X)=(1+1J ,larectay =ey la rectay = 3?
X

Al pensar en esta diferencia podria estar unaslelaves: La recta= 3 esta “mas
lejos” de la grafica de la funcidn que la regtae. Es decir que la “diferencia” entre la
gréfica de la funciér y la rectay = e no solo cada vez emas pequefia a medida qu
aumenta mas y masino que, ademas, la funcion se acerca a ella tammho quisiéramos.
En otras palabras, si “en el infinito” quisiéranagsoximar a nuestra funcién con una recta,
ésta seria justamente la de ecuacgiéne, pero para ello, deberiamos acudir a alguna
definicion formal de asintota, expresada en térmdw concepto de limite de una funcion.

Expresado en simbolos, lo que se verifica es que:

Oe>0,h>0/x> n:>| f(X)— ¢<£, que representa la definicion de que el
nameroe sea el limite, en el infinito, de la funciéres decir :lim f(x) = e

X - +00

En conclusion, debemos acudir a la definicionadelcepto de “asintota horizontal”
para una funcionf:D OO0 - 0 que expresa que dicha funcién tendrd una asintota

horizontal de ecuaciéy=k para valores positivos del domino ( 0 “a dereahd&n mas
infinito”) si y solo si lim f(x) =k De modo analogo se defiggie una funcion

— +o0

f:DO0 - O tendra una asintota horizontal de ecuagiérk para valores negativos del
domino (o “a izquierda” o “en menos infinito”) sisylo si lim f(x) = k

¢, Cual sera entonces el concepto de asintota aBlicu

La idea es analizar si para una cierta fundidob 00 - [J existe una recta de

ecuaciony = m.x+b a la cual “podamos acercarnos todo lo que queranyassea para
valores positivos 0 negativos del domino. Si estsé posible, podremos decir que una
funcién f:D OO0 - 0 tendra una asintota oblicua de ecuagiGnm.x+b para valores

positivos del domino (0 “a derecha” o “en mas infif) si y solo si
lim [f(x) —(mx+ lﬂ =0. De manera analoga podriamos definir el compogataicon

X — +00

elementos negativos.

Aparentemente este concepto tiene que ver conni@sno acotados, es decir con
el infinito... ¢ Se podria pensar en la existenciagiatotas de una funcioh: (a,b) - 0 ?
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Seguramente que no si las rectas son de la fgrmen.x+b. Pero ¢son éstas las Unicas
rectas que se pueden definir en el plano? La retpues que no... También pueden
definirse rectas verticales, no contempladas emdagsciones de la forma= m.x-b: son
las rectas dadas por ecuaciones de la formk, dondek es un nimero real. Un ejemplo
de esta situacion se tiene redefiniendo algunaidnn@on asintota vertical, a un “dominio
acotado”, como puede ser el caso de la funtida1,0) - [ , definida por la expresion

1 1A 13 ” 1A o 3 A H ”
f(x) == . Esta funcion es un “recorte” de la funcion raailo“mas conocida” que posee
X

una asintota vertical en= 0, que esta definida comb: ] —{0} - [, f( % :1.
X

Podemos ver en este ultimo ejemplo, que si turiéseque elegir la recigue mas
se parezca a la funcién finalizando elementos cercanox a0, encontramos que es
justamente la recta de ecuacion 0.

Evidentemente ahora el pensamiento del “infinite™@ara arriba” (o “para abajo”),
es decir, quef(x) tiene asintota vertical ern=0, pueslim f(X) =+c y también, si
x-0"

analizamos elementos negativos del dominio, obsswsaquelim f(X) = -, con lo que
X-0"

decimos, entonces, qut'rng f(X) =0 . A partir de este analsisuncion “recortada”

mencionada,f : (-1,0) - [1 , definida comof (x) = i tiene asintota vertical de ecuacion

x = 0, pero sélo para valores negativos, porquestaidefinida la funcién, es decir, sélo se
da la situacionlim f(x) = —oco
X-0"

Finalmente ¢se puede concluir que una funtitfene asintota vertical en un cierto
valorx =asiy solo silim f(x) =c ?
X-a

Si la respuesta fuera afirmativa: ¢Tiene asintagioal enx=0 la funcion
1

f:0-{0} -, f(X =2*? Por supuesto que si, pero el comportamientodisimno se
da a ambos ladodel valorx =0, sino solo “por la derecha” puésn f(X) =+, pero
x-0"

lim f(x) =0.
x-0"

Evidentemente las asintotas verticales estan akscelos limites laterales. Es mas,
considerando el disparador del problema que plardsa&n este apartado, que es la imagen
conceptual generada a partir de la expresion “taacge acerca a la asintota pero no la
toca”, puede también darse ejemplos de funcionestigmen asintotas verticales en un
cierto valorx =ay sin embargo estar definida en ese valor, es,daciciones para las que
también existd(a) aunque erx =a tenga una asintota vertical. Un caso que verdgtas

1
condiciones podria ser el de la funcich:1 - [, f(x)={2" SIX#0, Esta definida en
0 six=0
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x=0 y sin embargo tiene una asintota horizontal eeuacion x=0, pues
1

lim f(X) = lim 2% = +o0 .
x-0" X0

En definitiva, queda definido que una funcidn D O - [J tiene una asintota
vertical de ecuacidér= a si y solo si se verificalgunade las siguientes situaciones:

) lim f(X) = +oo iii) lim f(X) = +oo
i) lim f(X) =-o0 iv) lim f(x) =—oo

y esto, mas alla de gxe= a sea 0 no un punto del dominio de la funcién.

Queda en evidencia que el conceptasdimtotano queda definidodiciendo que es
la recta con la propiedad de qlee curva se acerca a ella y no la corfaues esta
caracteristica se basa en un “atributo irrelevamfgé solo existe en algunos casos
particulares. Hay que tener en cuenta que estatedsdica puede estar en la imagen
conceptual del concepto que posee el estudiantes yustamente sobre esta imagen
conceptual que hay que apuntar, desde la enseffmrada evolucién del concepto.
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6. El problema de las funciones continuas

Cuando se comienza con el estudio de funciones,pmisamente al estudiar el
concepto de continuidad, suele quedar en nuesaigamconceptual la siguiente situacion:

En la figura 1) hay un grafico de una funcién quees continua. En la figura Il) hay
otro de una funcién que si lo es:

Figura I) Figura Il)

Si nos preguntamos por qué esto es asi, la respegsen la figura I) la curva que
describe la funcidén esta “cortada” er=a y en la figura Il) no. En este contexto, la
respuesta es correcta, porques un elemento del dominio de estas funciones.ogaan
considerar como un problema al hecho de que endgen conceptual quede instalado que
“toda funcion cuya grafica esta cortada es disooati.

Este es un obstaculo que se puede observar caivadkcilidad. Supongamos que
a nuestros alumnos les presentamos el siguierfie@ra

v

7

Luego les preguntamos sobre continuidad de la dumcseguramente la respuesta
sera que no es continua, y el argumento posiblesa# que la curva se corta en el punto
a. En este contexto la respuesta es incorrecta, argeimento es falso, dado que para
entender la continuidad, nosotros proponemos coefmiciéon que: una funcion es
continua en un puntoa de su dominiosi y sélo silxima f(x) = f(a. Luegof es continua

si y sOlo si es continua en todo punto de su damign este ejemplo, los alumnos podrian
no tener en cuenta qaeno perteneceal dominio de la funcién. Aqui podria considerarse
como otro obstaculo el hecho de que, por lo genlrslestudiantes no consideran a los
conjuntos “dominio y codominio” como elementos celats en la definicion de funcion.

El disparador para este estudio tiene que ver aodefinicion del concepto de
continuidad observado en un libro de Célculo de Via@able. Este introducia el tema con
el siguiente parrafo:
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En el andlisis de la seccion 1.1 sobre funciongsaficas se uso la frase
estos puntos se unen con una curva sulast frase invoca la imagen que es curva
continua agradable; en otras palabras una curveuptaras ni huecos (Zikt al,
2011, p. 81).

Es usual comenzar con frases de este tenor pavdutr el tema de continuidad de
funciones, pero debemos estar atentos de no creatoncepto equivocado. Cuando
pensamos en funciones continuas, generalmenté@ianaridea que se nos viene a la mente
son aquellas funciones que tienen como graficoasugue “no producen un salto”, que “no
se cortan”, que “son suaves”, etc. Es asi querta da la presentacion del tema ya sea en
los libros de texto o en el tratamiento en unae;lae puede crear en el estudiante una
imagen conceptual que puede generar obstaculosipgrasterior entendimiento.

Hasta lo que hemos mencionado aqui, estamos smplonima condicion suficiente,
aungue no necesaria, para la continuidad de un@dfury eso es lo que genera nuestro
interés en desarrollar este apartado

En el tratamiento que posteriormente se le da débrelde texto antes mencionado
al desarrollo del concepto, se presentaron ejent@@nciones discontinuaa partir de los
siguientes graficos:

¥ ) T
/r, | /
I /
/ /.
[ ‘
\
_t 4 »
X — X T X
a 4] ]
7) lim f(x) no existe b) lim f(x) no existe c) lim f(x) existe d)lim f(x) existe,
y fla) no estd pero f(a) estd pero f(a) no estd f(a) estd definida,
defimda definida definida pero lim f(x) = f(a)
FIGURA 2.3.1 Cuatro ejemplos de f no continua en a

(Zill et al, 2011, p. 81)

Este ejemplo genera una posible imagen conceptuavarada del concepto. En
los casod) y d) estamos ante gréficas de funciones que, efectivi@nson discontinuas,
sin embargo en los case3 y c) las funciones propuestas serian continuas en sado
dominio, sin embargo la bibliografia propone qudmson erx = a, siendo que er=a no
se espera que se analice la continuidad por spunto que no pertenece al dominio de la
funcion.

En este texto se trabaja el tema de continuidddri@ones de una variable a partir
de dos (por lo menos dos) ideas centrales pocauadas para el concepto que podrian
desencadenar en un obstaculo didactico: una edagugraficas de las funciones continuas
son siempre curvas suaves” y, también que unadarfaio es continua en un punto cuando
en él no esta definida”.
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A patrtir de la lectura que se puede hacer en etioeado texto, el autor utiliza el
concepto de curva suave como una curva “que pudxlgatse sin levantar el lapiz del
papel”. Este criterio para analizar la continuidkeduna funcién de una variable real tiene
sentido cuando su dominio de definicion es un watler de la recta real (que en otros
contextos equivale a “dominios conexos”), perol sia@ninio no fuera un conjunto conexo
(por ejemplo una unién de intervalos disjuntosjulacion puede ser continua en todo su
dominio y, naturalmente, su grafico necesitara sgidevante el lapiz del papel para ser
trazado. Es cierto que en este caso, el grafiotada uno de los intervalos que conforman
el dominio tendran la caracteristica de ser “unavacisuave” en el sentido usado por el
autor.

Observando otros textos existentes en la bibliegra$pecifica de introduccion al
calculo y muchos sitios de internet, algunos dettiseexclusivamente a la divulgacion de
contenidos matematicos, a menudo se reiteran iktas de continuidad como funciones
no definidas en un punto o bien con graficos gesenmtan saltos, a pesar de no ajustarse al
concepto. Tall & Vinner (1981) encontraron en su@i® que la mayoria de los alumnos de
un primer afio de una escuela de Inglaterra tienesue@magen conceptual de continuidad
la idea de que la funcién es continua si la graficdiene saltos o bien si la grafica tiene un
solo tramo.

Cuando pensamos en funciones, es muy probableagom&agen conceptual evocada
devuelva una formula o expresion algebraica quenp@roperar de algin modo, y no se
recurre al dominio (y codominio) como parte de ddirdcion de la funcion. Esto tal vez
pueda ocurrir porque en las practicas de la edtieazcundaria se pondera, sobre todo, el
trabajo con expresiones algebraicas. Por otro lealme sefialar también que muchas veces
se presenta una funcion a partir de un graficesyalumnos dan sus respuestas con cierto
temor, por no poder contar con una expresion adgedrque relacione las variables
involucradas. Tall & Vinner (1981) destacan qudaeimagen conceptual de los estudiantes
puede estar instalada la idea de que una funciéorggua si puede expresarse en una sola
férmula. En un cuestionario que realizaron los @goalgunos alumnos contestaron que la

funcién f :0 —{0} - [, f(x) -1 es continua pues se encuadra en estaaliiiea. Otras
X

fundamentaciones que encontraron en respuestacatimuidad de la funcion, fueron que:
ésta no esté definida en el origen o bien queraifu tiende a infinito en el origen. Tall &
Vinner (1981) destacan que a pesar de que algwstadiantes hayan contestado que la
funcion es continua, encontraron que la imagen eto@l no coincide con la definicién
formal aceptada.

Ademas puede ocurrir que contemos con funcione#par Estas también suelen
traer complicaciones, ya que muchos alumnos vémal$ de una funcion. Tall & Vinner
(1981) lograron encontrar otra idea erronea enokiom de continuidad en la imagen
conceptual, al recibir respuestas equivocadas sddrecontinuidad de la funcion

0 six<O0
f:0 -0,f(x)= _

X six=0
el gréfico existia un cambio en el gradiente o ljee no tiene una Unica férmula. Por
ualtimo, cuando consultaron a los estudiantes firlaion

. Comentaron que fundamentaron que no lo era yaeque
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0 si xesracional
X SiXxesirraciona

f:0 qD,f(x):{
es continua, hubo muchas dificultades a tal pun®muchos no contestaron, pero los que
contestaron negativamente, sostuvieron que erardiaca por ser imposible realizar su
grafico.

Si analizamos nuestras practicas, es probable mpe#emos obstaculos de origen
didactico que generen la construccion de estas idgaivocadas en la imagen conceptual
de los alumnos. De igual modo, estos obstaculastezxy son comunes. Podria ocurrir que
hayan existido en la construccidén historica delcepto de continuidad. Esto motiva a
repasar su historia, encontrando lo siguiente:

La concepcion de funciones como sinébnimos de esxpmnes algebraicas y su
analisis de continuidad, esta muy arraigada desdectmienzos del estudio de este
concepto. Mufioz Lencada y Roman Roy (1999) pulditajue durante el siglo XVIII se
consideraba una funcion continua a tadgresion analitica en la que interviniesen la
variable, constantes y las funciones elementaeslecir, continuidad significalbaner la
misma expresion formal en todo el domiria nocién intuitiva que se tenia de continuidad
era la de conexién del grafico de la funcion (uneva que se podia dibujar sin levantar el
lapiz del papel).

La idea de considerar la continuidad por las carésticas de sus graficas también
es un aspecto que posee gran rigidez en la noeidcodcepto. Ademas de la conexion del
dominio Mufioz Lencada y Roman Roy (1999) rescatam lg idea de continuidad para
Descartes (1596-1650) tenia un aspecto geoméig@add a las curvas. Con Newton (1643-
1727) se incorporaba el concepto de tiempo y cabniz (1646-1716) tomaba un caracter
espacial.

Una breve resefia de coémo se llega al conceptorzdio

Un problema importante que encontramos en el d#kade la nocion de funcion, es la
asimilacion del concepto de variables. Mufioz LeacaiRoman Roy (1999) comentan que
a principios del Siglo XIX no estaba aun bien definel concepto devariables El
problema es que no se contaba con un conceptoodel dlaro sobre el cuerpo de los
nameros reales. Los autores, ademas, recuerdarCguehy, en 1821, anuncia: “una
variable es una magnitud que va tomando sucesiiemanchos valores diferentes”.
Cauchy dice: “dadas varias variables tales quep@do el valor de una de ellas, se puede
obtener el valor de las demas, entonces esassatraspresan por medio de la primera que
se denomina variable independiente; mientras quasdédemas se dice que son funcion de
esa variable”. La evolucion del concepto de funcigplicaba que ya no debia ser
necesario el uso de una expresion para referitsgaduncion. Mufioz Lencada y Roman
Roy (1999) afirman que fue Dirichlet en 1837 quigm la siguiente definicion: “la variable

y es funcion de la variabbe cuando a cada valor deen un intervalo le corresponde un
valor dey”.
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La concepcién del concepto

Con respecto a la continuidad, Mufioz Lencada y &oRwoy (1999) describen que
en 1817 Bolzano ya habia propuesto “la funcib(x)  cedicua en un intervalo si, para

cada valor de& en ese intervalo, la diferenci(x+w)~ f(x)  se puede haocepeguefia

como se quiera, tomand@  suficientemente pequd&aZano reveld las ideas necesarias
para el desarrollo del calculo y llegé a admitireldastencia de los nimeros infinitamente
grandes y de los infinitamente pequefios, el axidelaxtremo superior y el hoy llamado

criterio de Cauchy para la convergencia de unassutele niumeros reales.

Mufioz Lencada y Roman Roy (1999) agregan tamhiénGauchy publicé en 1821
con precision el concepto de limite y de contindjdaalvo que aun consideraba los
nameros infinitamente pequefios como variables ptemar “los infinitamente pequefios
como las variables con limite cero y los infinitartee grandes como las variables cuyo
valor crece indefinidamente, mas alla de toda c@afialan que esta nocion dinamica de
los nameros infinitesimales se debe al legado qgja Newton considerando al tiempo
como una variable (de alli la expresion “tiende. &)ego, su definicion de continuidad

fue: “ f (x) es continua en un punkcsi un incremento infinitesimal de la variable prod
un incremento infinitesimal de la funcion"; esto es

f escontinuaea - linfi(x)= f &.

X—a

Segun Mufioz Lencada y Roman Roy (1999), fue Wesss quien luego desterrd
la imagen de “movimiento” de los infinitesimaleslos nimeros infinitamente grandes,
cuando introdujo a las definiciones de limite ytomndad los términos que hoy se conocen
como ‘€-0".

Por todo esto, quedaria en evidencia que los @mdd en torno al concepto de
continuidad existieron histéricamente, lo cual iitglque en la creacion de nuestros
propios conceptos la dificultad esta presente pturaleza. Si en el devenir de la historia
costo llegar a la creacion de un concepto, es dogice también a nosotros nos cueste
asimilarlo. Por otro lado, pensemos que Bolzanopg@ponia: T es continua en un
intervald’ por lo tanto su idea ya era considerar “domintosiexos” para hablar de la
continuidad.

Con respecto a no considerar al dominio como umalicn necesaria para la
definicion de funcion y sélo centrar el estudiosenexpresion algebraica, podemos sefialar
que es un inconveniente que a lo largo de la lgsttwbid ser sorteado ya que, por ejemplo,
en el siglo XVIII fue asi como se consideraba ehaspto de funcién. Es por esas
complicaciones que se plantean en torno a la defimide este concepto que, desde la
ensefianza, los docentes debemos apuntar a estéigre que destaquen la importancia
del dominio de una funcién (a la vez que tambiéndivos elementos que entran en juego
en su definicion, comoodominioy laley de asignacidnpara que nuestros alumnos logren
sortear posibles obstaculos como, por ejemplgplEsteados en este apartado.
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Un problema concreto

Para graficar mejor la situacion planteada presepgda siguiente funcion:

f:0-{0} >0, f(¥ :1. Esta es una funcion que resulta ser continua@én $u
X

dominio y, sin embargo, se puede observar que ies® “salto” en el valor de la
abscisax =0 , consecuencia de estar definida sobremmpb no conexo.

41

14

¢Por qué es una “funcién continua”™ En primer dugarque esta funcion es
continua en cada uno de los puntos de su domirgarta de la definicibn que sostenemos.
La continuidad es una propiedad local y se ref@epensar qué le ocurre a una funcién en

puntos individuales de su dominio (y en sus ceasgniEs claro que la expresiéh no
X

admite resultado alguno para el valoe=0  , con loegte valor es el que “incomoda” en
la definicion y, por lo tanto, es el que generalteese quiere estudiar y, de manera
incorrecta, se lo sefiala como un punto de “disnaidad” de la funcién.

Una propuesta para el aula

Algunas preguntas que les podemos hacer a los aekinpara estudiar la
continuidad de una funcion aunque la curva de &fiogrno sea arco-conexa podria ser

Actividad I:

a) ¢Esf:(1,2) - 0 ,f(x)== continua en su dominio? Justificar

X | =
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b) ¢Esf :(0,1) - [ ,f (x)== continua en todo su dominio?

X |~

Es muy posible que en ambas preguntas los alunespemdan que si porque el 0
no es parte del dominio de la funcién.

Actividad Il

1) Es la funcién f:(-1,5)0 (7,12)- [1 f & = X+ . continua en todo su
dominio?

Se espera que la respuesta sea que si. El hegltomtmer una funcién polinémica
se fundamenta en que los alumnos que dan sus psrpasos en calculo conocen que éstas
no generan problemas de discontinuidad. Esto lievme el foco del analisis se ponga
estrictamente sobre el dominio no conexo y no \aresda expresion que define a la
funcién.

2) £:(0,)0(3,6 -0 ,f(x) _ ¢ Lo es? Justificar.
X
Actividad IlI
Decidir si f :0 {0} - [0, f(X) =1 es continua en todo su dominio. Justifi
X

Se espera que los alumnos incorporen en su imageegtual la continuidad en un
punto como una propiedad local de elementos delirdomy concluyan que la funcion
efectivamente es continua y que, en definitivagstudio de la continuidad eR=0  no
tiene sentido puesto que éntees un valor del dominio.

Otro argumento que fundamenta la continuidad de fesicion en todo su dominio
surge de observar que para todo subconjunto abiede la imagen (en nuestro caso el
conjunto IR-{0}), se verifica quef ‘1(V) es un conjuntoeato del dominio. Lo que es
importante destacar, es que este argumento posibtenno esté al alcance de los
estudiantes del nivel medio, pero que si podriaiseresante mencionarlo como un
resultado valido, que requiere del conocimiento egadrollo de otros temas que son
abordados en cursos de Matematica de niveles superiA modo de ejemplo de esta
opcion, podrian presentarse graficos como los quawugestran a continuacion, en donde se
observa lo que represenfa’(V) en los casos en que los abiertos seam (1, 3) y
Vo=(-1,0)1 (0, 3), en los cuales resulta:

f(vy) = (%, 1) yf Vo) = (-0, - 1) O (§' +00) respectivamente. Estas Ultimas
afirmaciones podran verificarse o no dependiendaisiel de desarrollo que se haya
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alcanzado en el curso en lo que respecta a detgibinde imagenes y preimagenes de
distintos conjuntos y funciones.
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7. A modo de cierre

Un aspecto fundamental de nuestras tareas doantasanticipacion a las posibles
respuestas y a los errores conceptuales que pteakenlos alumnos. Cuando preparamos
nuestra planificacion de actividades 4aulicas, tewnen cuenta aquellos objetos
matematicos que esperamos que nuestros alumnaslapreEs nuestra experiencia como
docentes la que nos invita a reformular las acnde$ propuestas, porque observamos en
nuestros alumnos errores que podriamos denomimenuices”. Es justamente esto que
motiva a indagar el “por qué” de la reiteraciorrgsistencia” de estos errores.

Es mi esperanza que la lectura de este trabajapuetivar a:

v Analizar los obstaculos epistemolégicos, considesazh el sentido de la definicion
Bachelard y retomado por Brousseau, presentes rallonnos, y los propios
docentes.

v' Lograr una anticipacion de estos obstaculos y otlifisultades y propiciar
actividades superadoras que generen, en el alumm@ogvolucién en su imagen
conceptual, para que puedan pulir los objetos natieas como entes abstractos y
para comprender los ajustes a diferentes contexiéss que éstos tengan alcance.
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