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INTRODUCCION

La toxoplasmosis es una zoonosis parasitaria de amplia distribucién mun-
dial, que infecta una gran proporcion de poblaciones humanas y animales,
producida por el parasito Toxoplasma gondii. Algunos individuos corren un
alto riesgo de enfermedad grave o fatal debido a éste parasito; se incluyen los
fetos y recién nacidos con infeccién congénita y las personas con deterioro in-
munologico. La toxoplasmosis congénita es el resultado de la infeccion mater-
na adquirida durante la gestacion; puede provocar abortos, malformaciones
congénitas, retardo mental y ceguera. De otro lado, los individuos inmuno-
suprimidos, como ocurre con los enfermos del Sindrome de Inmunodeficiencia
Adquirida (SIDA), desarrollan encefalitis plasmética 6 toxoplasmosis ocular
(Mandell et al., 2000).

Algunos estudios epidemiolégicos han mostrado que en la mayor parte del
mundo, la presencia de gatos, y en general de felinos, que son los hospederos
definitivos del parasito, es de importancia fundamental para diferentes ani-
males de sangre caliente, que son los hospederos intermediarios; los felinos
esparcen ooquistes de T. gondii después de consumir ratones, pajaros 6 carne
y agua contaminados. Los felinos infectados pueden excretar millones de
ooquistes por dia, y esta eliminacién puede mantenerse cerca de 10 dias du-
rante la primera infeccién, y pueden eliminar ooquistes posteriormente como
consecuencia de una reactivacién 6 de una reinfeccién. Las presas se infectan
cuando toman sus alimentos del suelo; asi, la tasa de infeccion depende de la
concentracién del parésito y de las condiciones climéticas; a 25°C, en presen-
cia de oxigeno y humedad, el parédsito puede permanecer viable hasta aproxi-
madamente 18 meses. Los humanos se infectan con T. gondii principalmente
cuando ingieren carne mal cocida que contiene quistes tisulares viables o por
la ingesta de alimentos o agua contaminados con ooquistes expulsados por
los felinos en las heces (Frenkel y Dubey, 1972; Mandell et al., 2000; Jones y
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Dubey, 2010).

Hasta hace poco tiempo la toxoplasmosis no se consideré una enfermedad
transmitida por el agua; sin embargo, un importante brote de toxoplasmosis
en humanos en Canadd, fue asociado a la contaminacién de un reservorio
de agua municipal, por felinos salvajes (Bowie et al., 1997; Isaac-Renton et
al., 1998; Eng et al. 1999); en Santa Isabel do Ivai, Brasil, el transporte por
agua fue tomado como responsable por un brote que envolvié 155 personas
servidas por un reservorio de agua no filtrada, se postulé que una escorrentia
de agua contaminada con ooquistes de T. gondii entrd al reservorio porque
una gata con una camada de crias vivia en la parte superior del depdsito
subterréneo, el cual no fue sellado adecuadamente (de Moura et al., 2006);
ademas, recientemente T. gondit ha sido reportado en muchos mamiferos
marinos (Conrad et al., 2005; Dubey y Jones, 2008), lo que sugiere que el
transporte por agua tiene mas importancia de la que se crefa.

El Centro de Investigaciones Biomédicas de la Universidad del Quindio,
Colombia, viene adelantando estudios sobre la toxoplasmosis desde hace va-
rios anos y la Escuela de Investigacién en Biomatematica, grupo adscrito a la
Maestria en Biomatematicas de esta Universidad, ha realizado diversos tra-
bajos de modelamiento matematico de algunos fenémenos asociados con esta
infeccién (Trejos y Duarte, 2005; Trejos et al., 2006; Ocampo y Duarte, 2010;
Leén, 2010), en un intento por ayudar a la descripcién y entendimiento de la
dinamica de transmision de esta enfermedad, que conlleven a la contribucién
en la toma de decisiones sobre medidas de control y prevencion.

En reunién realizada en el ano 2007 con el director de dicho Centro, el doctor
Jorge Enrique Gémez Marin y con el doctor Joao Frederico Da Costa Azeve-
do Meyer, del grupo de Biomatematica de la Universidade de Campinas,
Brasil, se planteo la necesidad de establecer el transporte por agua como un
mecanismo de transmisién importante de la toxoplasmosis. Surgié de alli la
idea de realizar este trabajo, modelando la propagacion del parasito 1. gondii
a través de gatos, por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales, siendo la ecuacién correspondiente a la poblacién de parasitos, de tipo
difusion-adveccion. La regién de referencia es el departamento del Quindio,
Colombia, que esta situado en una regién montanosa de gran riqueza fluvial.

El trabajo estd estructurado en 5 capitulos. El primero presenta la biologia
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del parasito Tozoplasma gondii y la epidemiologia y clinica de la toxoplasmo-
sis. El segundo capitulo contiene la construccion del modelo matematico. El
tercero, describe el modelo aproximado por medio de un esquema de diferen-
cias finitas centradas para las variables espaciales, y de Crank-Nicolson para
la variable temporal. Los resultados de las simulaciones estédn presentados en
el cuarto capitulo y, finalmente, el quinto capitulo presenta las conclusiones
del trabajo.



Capitulo 1

La toxoplasmosis

La toxoplasmosis es la infeccién producida por el parasito Tozoplama gondii,
un protozoario de vida intracelular obligada, ampliamente difundido; los
gatos y algunos felinos son los huéspedes definitivos y el hombre y otros
animales de sangre caliente, son hospederos intermediarios. El Tozoplasma
fue descubierto en 1908 por Charles Nicolle y Louis Hubert Manceaux, dos
investigadores franceses que trabajaban en el Instituto Pasteur de Tinez, en
un roedor denominado Gondi y, casi simultaneamente, por Alfonso Splen-
dore, un investigador italiano que trabajaba en el Instituto Oswaldo Cruz en
Brasil, quien lo aislé en el conejo. El nombre Toxoplasma se derivé de la for-
ma en arco o semiluna del taquizoito. Posteriormente, en 1970, también casi
de manera simultdnea y de forma independiente, el inglés Hutchinson y el
estadounidense de origen alemén Jakob Frenkel con el veterinario hindu J. P.
Dubey, describieron las caracteristicas del ciclo vital y establecieron el ciclo
sexuado y la transmisién por el gato (Gémez-Marin, 2010).

En caso de infeccién, las personas saludables son usualmente asintomaticas,
solo en algunos casos pueden presentar nodos linfaticos alargados, dolor
muscular, fiebre y malestar general, pero puede causar enfermedad severa
cuando el organismo es contraido congénitamente o cuando es reactivado
en personas inmuno-suprimidas. Cuando la madre adquiere la infeccién du-
rante la gestacion, ésta puede ser transmitida al feto y causar retardo men-
tal, ceguera, epilepsia o muerte. T. gondii también puede causar encefalitis
severa a través de infeccion aguda o reactivacion de infeccion latente en-
tre personas inmuno-suprimidas, incluyendo aquellas con SIDA, aquellas con
cancer inmuno-supresivo, y receptores de transplantes de farmacos inmuno-



supresores. La toxoplasmosis es la mas frecuente infeccion neuroldgica severa
entre personas con SIDA (Frenkel y Dubey, 1972; Mandell et al., 2000).

1.1. Biologia del parasito Toxoplasma gondit

El Toxoplasma es un organismo parasito unicelular con un ciclo de vida com-
plejo. El Tozxoplasma pertenece al supergrupo Chromalveolata, primer rango
Alveolata y en el segundo rango a los Apicompleza, se caracteriza por la es-
quizogonia y la esporogonia que tienen lugar en el epitelio intestinal de un
hospedero y por una reproducciéon asexuada que puede ocurrir en cualquier
tejido y en un espectro amplio de hospederos. Toxoplama gondii es hasta
ahora la tnica especie del género; es inusual en el sentido de que la infeccién
puede propagarse tanto en sus estadios sexuales como asexuales (Gomez-
Marin, 2010).

Los Apicomplexa se caracterizan por un desarrollo intracelular de todos los
estadios de su ciclo evolutivo. En el caso del Toroplama, su extraordinaria
prevalencia depende de varias adaptaciones evolutivas que le han permitido
una transmisién eficiente. El ciclo vital del pardsito ocurre en tres etapas:
En el intestino delgado del gato como hospedero definitivo, donde ocurre la
etapa sexuada y que lleva a la produccion de ooquistes que son expulsados y
esporulan en el medio ambiente; posteriormente, dentro del hospedero inter-
mediario, en el cual se lleva a cabo una fase asexuada en fase aguda con los
taquizoitos (esquizontes de replicacién rapida); y finalmente, la fase crénica
con bradizoitos (esquizontes de replicacién lenta). En el gato ocurre tanto
el ciclo sexuado como el asexuado. La transmisién en la naturaleza ocurre a
través de los roedores y aves, como fuentes de infeccién principales para los
gatos. Estos hospederos intermediarios contienen quistes tisulares en cuyo
interior hay cientos de bradizoitos que se encuentran dentro de un quiste
tisular (Gémez-Marin, 2010).

Los taquizoitos miden aproximadamente 2x64 y tienen forma ovoide en media
luna. Se multiplican por endodiogenia y parasitan la mayoria de los tejidos de
las aves y los mamiferos. El tamano de los bradizoitos es de 7x15u también
en forma de luna creciente de pared elastica y fina. A pesar de que se pueden
encontrar en érganos viscerales como pulmon e higado, son mucho méas abun-



dantes en tejido muscular y nervioso. Son resistentes a la accién de la pepsina
y la tripsina lo cual explica la infeccion por via oral y son importantes en
la transmisién de la infecciéon por encontrarse en muchos tejidos ingeridos
por los carnivoros. Los ooquistes se originan en el felino luego de ingerir los
quistes tisulares, cuya pared quistica es disuelta por las enzimas digestivas.
Los ooquistes no esporulados miden 10x124. La esporulaciéon ocurre 1 a 5 dias
después de excretado el ooquiste. Los felinos expulsan los ooquistes después
de infectarse con cualquier estadio, pero los periodos prepatentes (el tiempo
para excretar ooquistes luego de ocurrida la infeccién) varfan, de 3 a 10 dias
después de consumir quistes tisulares, de 13 dias luego de ingerir taquizoitos
y de 18 dias luego de ingerir ooquistes. Menos de 30 % de los felinos expulsan
ooquistes después de ingerir taquizoitos u ooquistes, mientras que casi todos
lo hacen después de ingerir quistes tisulares con bradizoitos. Los ooquistes
son infectantes para los felinos y los hospederos intermediarios, incluyendo el
humano. Esta forma desempena un papel importante en la transmisién por
via oral, luego de ingerir agua, o vegetales, o tierra contaminados. Los felinos
pueden excretar 1x107 ooquistes por dia durante la infeccién aguda, los cuales
luego pueden contaminar tanto los alimentos como el agua (Gémez-Marin,
2010).

1.2. Epidemiologia y clinica

Se estima que el 25% de la poblacién humana se encuentra infectada por
Toxoplama (Tenter et al., 2000). Segin el Estudio Nacional de Salud realiza-
do en 1982 en Colombia, la prevalencia en la poblacién general es de 47 %
(Juliao et al., 1988). La prevalencia aumenta con la edad y existen variaciones
importantes entre las regiones. Asi, la prevalencia més alta fue encontrada en
la regién de la costa Atldntica con el 63 %, mientras que en la regién central
esta fue de 36 %. En Brasil se han encontrado prevalencias en poblacién gene-
ral de 50 a 76 % y la frecuencia de toxoplasmosis congénita varfa de 0,2 a 2%
(Tenter et al., 2000). En Colombia, segin estudios realizados en diferentes re-
giones, las frecuencias en el embarazo van de 0,6 a 3 % (Gdémez-Marin, 2007).
En cuanto al impacto sobre la poblacion de inmunosuprimidos, la toxoplas-
mosis cerebral es la causa mas frecuente de lesiones cerebrales focales en los
pacientes con infeccion por VIH. En el Hospital San Juan de Dios en Bogot4,
se encontrd que el 63 % de los pacientes con VIH poseen anticuerpos séricos



anti- Toroplasma y la toxoplasmosis cerebral fue la primera manifestacion de
la infeccién por VIH en el 66 % (Gémez et al., 2001).

En estudios realizados en el departamento del Quindio, Colombia, entre 1988
y 1997 se hallaron 21 casos de toxoplasmosis congénita, 72 casos de ninos con
infeccién perinatal y, en la Unidad de Parasitologia de la Universidad Na-
cional de Colombia, entre 1998 y 1999, 6 casos de toxoplasmosis congénita. Se
encontraron, como manifestaciones clinicas iniciales, prematurez en 5 casos,
sindrome visceral en 16 casos, coriorretinitis en 11 casos y compromiso del
sistema nervioso central en 12 casos (Gémez et al., 2000).

Las principales formas clinicas de acuerdo al origen de la infeccion son:

» La toxoplasmosis adquirida en el joven o adulto inmunocompetente que
produce formas ganglionares (frecuente) y oculares adquiridas, sélo el
15 % son sintomadticos.

= La forma congénita que lleva a secuelas neuroldgicas y oculares.

= La reactivacién que se observa en el inmunosuprimido por SIDA o por
terapia inmunosupresora (trasplante, cancer).

Sélo la toxoplasmosis que se adquiere por primera vez en el embarazo puede
producir toxoplasmosis congénita, a excepcién de la reactivacién en madres
con inmunosupresion. El riesgo de transmision sin tratamiento varia desde el
6 % si la madre se infectd en la semana 13, al 72 % si se infecté en la semana
36; en cambio, si el nino es infectado en las primeras semanas del embarazo
los signos clinicos al nacimiento son mas frecuentes y severos que en aquellos
que se infectaron al final de la gestacion.

La toxoplasmosis cerebral se presenta en los pacientes con VIH como al-
teracion en el estado mental en 60 % de los casos, o sintomas de focalizacién
también en 60 %, de los cuales la hemiparesia es el mas frecuente (Gémez-
Marin, 2007). También hay parélisis de pares craneales, ataxia y dismetria.
La infeccion por Tozoplasma es la principal causa de masa cerebral en pa-
cientes con SIDA.

La toxoplasmosis ocular es una de las causas mas frecuentes de uveitis. Exis-
te evidencia de acuerdo con reporte de brotes, un estudio longitudinal de



varios anos en Brasil, y de estimaciones de prevalencia en la poblacién, de
que entre el 2% y el 19% de las infecciones postnatales pueden terminar
en retinocoroiditis. Esta amplia variacién del riesgo puede ser influida por
factores como la dosis del indculo, la cepa del parasito o la susceptibilidad
del hospedero. Segin estimaciones en Colombia, esto ocurre en 5% de las
personas infectadas y de ellas, el 20% tiene alteracién de la funcién visual
en el ojo afectado (De la Torre et al., 2007).

Metaandlisis recientes de estudios descriptivos de tipo casos y controles, han
llamado la atencién sobre una posible asociacién entre toxoplasmosis y es-
quizofrenia (Torrey et al., 2007). Estudios previos habian encontrado mo-
dificaciones en el comportamiento de ratones con infeccién croénica, que los
hacian mas lentos o de respuesta retardada, haciéndolos presa facil para los
gatos, lo cual seria una ventaja evolutiva para perpetuar la transmisién del
parasito. Otros estudios en humanos de tipo descriptivo, han encontrado
asociacion entre infeccion cronica y cierto tipo de personalidad o reactividad
motora retardada y aumento en la probabilidad de accidentes de transito.
Todos estos son estudios descriptivos y por ahora no se cuenta con datos
definitivos que permitan establecer causalidad. Algunos estudios in vitro con
células nerviosas apoyan la existencia de desequilibrios en citoquinas. Esto
podria ser generado por una respuesta cronica inflamatoria de baja inten-
sidad provocada por la presencia persistente del parasito en tejido nervioso
central. La consecuencia de esto seria un desequilibrio en neurotransmisores,
notable disminucién en la dopamina, lo cual da apoyo tedrico a este tipo de
asociacién (Demar et al., 2007).

La toxoplasmosis ganglionar es una forma frecuente de infeccién, usualmente
benigna y que se presenta en el 15% de quienes adquieren la infeccion. La
intensidad de sus manifestaciones probablemente depende de la dosis y vi-
rulencia de la cepa. En ocasiones se pueden observar casos de miositis y
miocarditis. Otra forma de presentacién es la neumonitis. Los casos més
severos de toxoplasmosis en adultos en el mundo se han descrito en Guyana
Francesa, localizada en el norte de Suramérica. Alli se han descrito casos de
toxoplasmosis pulmonar fatal en inmunocompetentes (Demar et al., 2007).
En Colombia se han descrito formas similares en pacientes de la Amazonia.
Se ha postulado que las cepas de la region amazonica serian mas virulentas
dado su contacto inusual con humanos, lo que haria que el sistema inmune
no esté preparado para su control (Gémez-Marin, 2010).



Capitulo 2

Modelo matematico

2.1. Modelos matematicos en epidemiologia

En términos histéricos, las enfermedades infecciosas han constituido una ame-
naza muy grave para la sociedad. Durante la mayor parte del siglo XX, las
pandemias (epidemias que se propagan por dreas y poblaciones de enorme
tamano) se habian ya considerado amenazas del pasado; la medicina moderna
se habia ocupado para siempre de la peste, la viruela y otras catastrofes de
caracter contagioso. No obstante, los cambios ambientales actuales han propi-
ciado cambios en las distribuciones geograficas de organismos; la resistencia
a los agentes antimicrobianos también se ha convertido en un grave pro-
blema mundial. Algunas infecciones, antes faciles de tratar con antibidticos,
representan ahora una grave amenaza para la salud en todas partes. Es asi co-
mo en anos recientes, enfermedades infecciosas como malaria, tuberculosis,
VIH/SIDA, SRAG, la gripe aviar, la influenza A(HIN1) y la posibilidad del
bioterrorismo, han provocado de nuevo un gran efecto econémico y de salud,
lo cual indica que esta amenaza sigue presente. Por ello, el uso de métodos
cuantitativos basados en modelos matematicos para estudiar la dinamica de
transmisién y control de las enfermedades infecciosas ha ganado importan-
cia de forma notoria entre los cientificos y profesionales de la salud para
idear programas efectivos de control e interpretar patrones epidemiolégicos
(Montesinos-Lépez y Hernandez-Suérez, 2007).

D’Alembert fue el primero en describir la propagacién de enfermedades infec-
ciosas mediante un modelo matematico en el siglo XVIII (Dietz y Heester-
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beek, 2002). Sin embargo, el primer articulo conocido que incluye un mo-
delo explicito para una enfermedad infecciosa aparecié en 1760. El docu-
mento lo publicé Daniel Bernoulli (1700-82), de nacionalidad suiza, quien
tenia conocimientos médicos y matematicos. Bernoulli propuso varios mo-
delos matematicos en ecuaciones diferenciales para modelar algunas enfer-
medades infecciosas. Sus resultados parecen validos atn y el principio de
utilizar una técnica matematica de investigacion para evaluar medidas alter-
nativas de salud piblica es tan aplicable hoy como hace 200 afios (Bailey,
1985).

El segundo desarrollo se debe al famoso epidemidlogo y malariélogo Ronald
Ross, quien explico el ciclo completo de la malaria humana, con la inclusién
del mosquito como vector y el pardsito Plasmodium; esto le valio la obtencion
del premio Nobel en 1902. Ross fue un competente matematico aficionado y
estaba convencido de la necesidad de usar las matematicas para apoyar las
investigaciones epidemiolégicas (Bailey, 1985).

El siguiente gran avance fue el trabajo matematico de Kermack y McKen-
drick, realizado durante el periodo de 1927 a 1939. En su trabajo se con-
sideraron las enfermedades endémicas y diversos hallazgos interesantes se
relacionaron en datos experimentales con ratones. Ellos lograron establecer
un resultado segin el cual la introduccion de individuos infecciosos dentro
de una poblacién de susceptibles puede originar una epidemia sélo si la den-
sidad de susceptibles rebasa un cierto valor critico o umbral. Si el umbral se

excede, entonces sobreviene el brote y, de lo contrario, desaparece (Kermack
y Mckendrick, 1927).

En los modelos epidemioldgicos estandar se parte del supuesto de que los
individuos se encuentran en uno de varios estados posibles. En funcion de
dichos estados, la poblacién puede incluirse en algunas categorias: indivi-
duos susceptibles (5), infectados (I) 6 removidos (recuperados 6 resistentes)
(R), estudiando, por ejemplo, con un sistema de ecuaciones diferenciales no
lineal, el paso de individuos de un compartimento a otro, describiendo, de
ese modo, el transcurso social de la enfermedad en andlisis; se evalian los
pasos de un compartimento a otro, a través de parametros de contagio y de
retirada de infectados, respectivamente. Los modelos méas importantes son:
SI, SIS, SIR y SIRS, y en todos ellos se asume que la interaccién entre los
individuos es aleatoria (Anderson y May, 1991). La mejor manera de modelar



algunas enfermedades infantiles que llevan a una inmunidad vitalicia consiste
en emplear un modelo tipo SIR. Para la mayor parte de las enfermedades de
transmision sexual resulta mas util el modelo SIS, toda vez que tan sélo un
nimero reducido de estas enfermedades confiere inmunidad tras la infeccién.
El VIH es una excepcion clara y todavia puede describirse de forma mini-
mamente adecuada, al menos en el mundo occidental, mediante el modelo SI.

Algunos modelos posteriores han considerado, en lugar de individuos, otros
objetos de estudio. En estos modelos no se localizan geograficamente focos
de infeccion, o los viajes de una epidemia, sino sus tasas de crecimiento a
lo largo de los periodos estudiados. Es evidente que para una gran mayoria
de enfermedades estas tasas son informacién fundamental en la definicion de
estrategias de control y prevencion.

El modelo clasico tipo SIR tiene la forma:

dsS

2 aST

7 asS

dl

M ST Bl 2.1.1
510 2.11)
dR

el Y

dt g

Este modelo considera que todos los individuos estan distribuidos en los tres
compartimentos mencionados y que, una vez removidos de ese compartimien-
to, nunca mas vuelven a él, y ademds que la enfermedad es de corta duracion
y, por tanto, no figuran en el sistema términos de dinamicas poblacionales,
crecimiento 6 decrecimiento, manteniéndose constante, por tanto, el niimero
de individuos de la poblacion:

N=St)+1(t)+R(t)

La transmision es indirecta (Anderson y May, 1991), y sigue el principio de
accion de masas, es decir, « es la tasa de contacto efectivo entre un suscepti-
ble y un infeccioso, de modo que a.ST es el nimero de individuos que pasan
a ser infecciosos; 3 es la tasa de transicién del estado infeccioso al estado de
removido, de modo «//f3 es la fraccion de la poblacién que llega a tener con-
tacto efectivo con un individuo infeccioso durante su periodo de infecciosidad



1/6 (Murray, 1993; Edelstein-Keshet, 1988; Brauer y Castillo-Chéavez, 2001).

aN /[ es el numero reproductivo basico 6 tasa béasica de reproduccién (Ry),
que representa el nimero de casos secundarios causados por la introduccién
de un individuo infeccioso é un agente patogeno dentro de la poblacién hos-
pedera de susceptibles (Anderson y May, 1991).

El comportamiento de la enfermedad a través del tiempo, depende por lo
general de la naturaleza de Ry:

Si Ry < 1 entonces el patdgeno se extingue.

Si Ry > 1 entonces el patogeno se establece en la poblacion de una manera
estable 6 inestable.

Si N(t) = N es constante, entonces R (t) = N — (S (¢t) + I(t)) y el sistema
(2.1.1) puede ser considerado como

s

— = —afSl

gfj (2.1.2)
&~ aSI- I

o aSI -

con S(0), I(0) conocidos y, ademds, si R (0) = 0, entonces S (0) + 1 (0) = N.

Este modelo se ha empleado para describir y predecir epidemias con trans-
misién directa (influenza, tuberculosis), enfermedades de transmisién sexual
y con transmisién indirecta (malaria, dengue) y para programas de vacu-
nacién (Bailey, 1985; Murray, 1993).

En los modelos llamados SIRS, puede ocurrir el paso de resistentes a suscep-
tibles (indicando una inmunidad temporal), como también de estos a infec-
tados y el modelo 2.1.1 se transforma (haciendo uso todavia de pardmetros
constantes) en:

dsS
_— = — ]
o aSI+R
dl

—aSI — 31 2.1.3
U asr—p 2.1
ﬁ:m_ﬂz

dt
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La utilidad relativa de estos modelos se manifiesta de modo muy especial para
la salud ptblica, a pesar de que dejen de considerarse muchos otros factores
de relevancia muy significativa en el area de estudio e investigacién. En estos
sistemas se estudia el comportamiento social evolutivo de cada enfermedad
a lo largo del tiempo, incorporando muchas de las caracteristicas presentes
en los parametros, permitiendo a sistemas que no consideran explicitamente
todos los fenémenos presentes, modelar un comportamiento general.

Okubo (1980), ademés de Murray (2003) y Edelstein-Keshet (1988), entre
otros, citando a Skellam en su trabajo pionero publicado en 1951, presentan
una serie de desventajas del uso de modelos de variacion solamente temporal,
observando la necesidad de incluir las variaciones espaciales en ese modelaje.
En casos como el del estudio del comportamiento evolutivo de una enfer-
medad en una comunidad, la variacién espacial puede ser dejada de lado,
y politicas de vacunacion, por ejemplo, se pueden escoger con la ayuda de
las simulaciones que se obtienen con los modelos SIR 6 SIRS. Lo mismo se
puede decir sobre el estudio y el modelado de la dinamica de determinadas
poblaciones, en las que el conocimiento de las cantidades totales es suficiente
para muchos resultados relevantes. Sin embargo, hay casos en los que la local-
izacién fisica 6 la posicion geografica intervienen de modo determinante en el
resultado de aquello que se estudia y entonces también se necesita considerar
variables espaciales en el estudio de variaciones poblacionales.

Si se considera que las poblaciones de susceptibles y de infecciosos tienen
movilidad aleatoria dentro de un hébitat unidimensional limitado de longitud
L, de modo que la variable espacial x estda en el intervalo [0, L], y no se
considera inmunidad, un modelo que describe esta situacion esta dado por el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales, el cual es una variacion

del modelo (2.1.2):

oS %S
E = —OéSI + Dl@
ol 0*1

donde S(z,t), I(x,t) representan el nimero de individuos susceptibles e in-
fectados, respectivamente, en un punto x y en un tiempo t.
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Los términos en las ecuaciones con segundas derivadas parciales represen-
tan la dispersién de las poblaciones con tasas Dy y Dy (longitud® /tiempo),
respectivamente; estos términos indican la velocidad con la cual las pobla-
ciones van ocupando regiones donde antes no estaban presentes (Skellam,
1951; Kareiva, 1983; Fisher, 1937).

El modelo espacial de una epidemia se utilizé para describir la velocidad
geografica de la Peste Bubdnica que atacé la poblaciéon humana en Europa
durante los anos 1347 a 1350. También en la transmision de la rabia entre
zorros en Inglaterra en el ano 1885 (Murray, 1993).

En estos ultimos casos, diversos autores defienden el uso de ecuaciones de
difusion-advecciéon 6 de difusién-conveccion con dos variables espaciales, en
el estudio de fenomenos de dispersion y movimiento de poblaciones. Es éste el
caso de Skellam que, en su trabajo de 1951, adopt6 una forma de la ecuacion
en derivadas parciales:

Ip
ot
para modelar la dispersion de determinada especie, donde « es el pardmetro

que describe la dispersién en términos de drea por tiempo, V., denota el
gradiente y div denota la divergencia.

—divgy (- Vay p) +dive, (V- p) = f(p) p,

En lo que sigue, se utilizaran los operadores V y div en z,y, por lo que no
se especificaran las variables. Lo mismo vale para el laplaciano A.

En las conclusiones del trabajo citado, Skellam afirma que, para la gran
mayoria de animales terrestres y plantas, no obstante la necesidad de la
introduccién de un término de transporte, se puede asumir una dispersién
aleatoria. Esto, segin el mismo Skellam, vale para aquellos animales que
se pueden clasificar como “los mas inteligentes”, porque su dispersion se
dé en términos significativamente mas amplios de lo que es su percepcién del
medio. Las expresiones aleatorio y browniano, son las que este autor usa para
ese movimiento. Muchos afos después, el entomélogo Kareiva (1983), usé la
ecuacion evolutiva de difusion para clasificar la dispersion de 14 tipos de in-
sectos, ajustando datos de marca-recaptura a la citada ecuacién. Cantrell y
Cosner (1996) afirman que el uso de ecuaciones diferenciales parciales puede
incorporar al modelo un tratamiento en el que no se desprecian diversos efec-
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tos de variabilidad temporal, estocasticidad ambiental u otros factores mas
complejos. Entre aquellos autores para los que el uso de ecuaciones diferen-
ciales parciales es fundamental, se deben incluir los articulos clasicos de los
autores ya mencionados, y también trabajos de Gurtin (1973), Gurney y Nis-
bet (1974), ademas de los més recientes por Cantrell y Cosner (1996, 1998,
1999, 2003, 2006), Pregnolatto (2002), Sossae (2003) y Lacaz (1999).

Sanchez-Garduo y Maini (1997) estudiaban, con técnicas analiticas en domi-
nios ilimitados, una formulacién no lineal para procesos de dispersion, usando
al mismo tiempo, como modelo de la dindmica, una expresiéon con umbrales
de tipo Allee.

En 2000 fue publicado un trabajo de Feltham y Chaplain, en el cual una solu-
cién analitica para un problema de dispersién-migracién (con quimiotaxis)
es comparada con resultados numéricos sugiriendo este camino en el esfuerzo
de mejorar los modelos, perdiendo caracteristicas que proporcionan las solu-
ciones analiticas, pero confiando en el analisis numérico para poder construir
un buen sentido en la evaluacion critica de los modelos. Ilustra esto la posi-
bilidad de explorar las caracteristicas modeladas en regiones espacialmente
limitadas, permitiendo la presencia de esquemas numéricos para simulaciones
computacionales.

Esta lista solo pretende ilustrar cémo las ecuaciones diferenciales parciales
de difusion-reaccién con componentes convectivos 6 advectivos vienen siendo
utilizados, en muchos casos, en el estudio de diversos fenémenos de dispersion,
migracién y ocupacion de territorio.

2.2. El modelo difusion-adveccion

El modelo propuesto es una adaptacion de un modelo clasico compartimental
tipo SIR (Hethcote, 2000), al que se le ha agregado dispersion del parasito
Tozxoplasma gondii y, adicionalmente, un término advectivo que representa
la contribucion del transporte por agua del parasito, simulando el hipotético
caso de que un felino infectado deposite formas infectantes en el suelo 6 agua
y éstas sean transportadas a través del agua, por la lluvia y/6 los rios.

El modelo fue construido bajo los siguientes supuestos:
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. Tasas de natalidad y mortalidad naturales para la poblacién de felinos.

. No se consideran tasas de emigracién ni de inmigracién de felinos

(aunque hacerlo tanto para el modelo como para el algoritmo desa-
rrollado, sea inmediato).

La transmisién es indirecta (Anderson y May, 1991), se da por con-
tacto adquirido (consumo de agua, presas o carnes infectadas) entre la
concentracion del parasito T. gondii y los felinos susceptibles.

. El modelo describe la probabilidad de que un felino se infecte, como

lineal a partir de un umbral minimo, y constante, igual a 1, cuando la
poblacién sobrepasa una cota superior.

. El tiempo transcurrido entre el consumo del parasito y la expulsion del

ooquiste al suelo no se tiene en cuenta.
La infeccién no induce muerte en los hospederos.

Las concentraciones del parasito y de la poblacién del hospedero son
variables en el espacio y en el tiempo.

No se tiene en cuenta la forma infectante del parasito (bradizoito,
taquizoito u ooquiste).

Los gatos infectados, por medio de sus excrementos, contribuyen a la
tasa de incremento del parasito en el medio ambiente.

Se considera una tasa de decaimiento natural del patégeno.

Se tiene en cuenta la inmunidad natural de los gatos, adquirida cuando
el gato se infecta.

El modelo considera la poblacién de gatos dividida en susceptibles S =
S (x,y,t), infectados I = I (z,y,t) y recuperados 6 inmunes R = R (z,y,t),y
la poblacién de parasitos P = P (x,y,t), en el punto (x,y), con x, y, medidos
en kilémetros, y en el tiempo ¢, medido en dias.
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Los parametros usados en el modelo son:

~: Tasa de natalidad de felinos.

w: Tasa de mortalidad de felinos.

1/n: Periodo de infecciosidad.

(: Ntumero de parasitos que excreta un felino infeccioso al medio, por dia.
0: Decaimiento natural del parésito.

D: Coeficiente de dispersiéon del parasito.

A(P) es la medida de la transmision eficiente del parasito al felino susceptible,
de modo que A(P)S es la proporcién de felinos susceptibles que se infectan
al ingerir P(z,y,t) parasitos. Como no se tiene en cuenta la forma infectante
del parasito, de la cual depende el grado de infeccion del felino, como se
indicé en la seccion 1.1, se considera una distribucién uniforme, es decir, la
probabilidad de que un felino se infecte estd dada por la siguiente funcién,
que de manera innovadora usaron Trejos y Duarte (2005):

07 siP < Pminu
A(P> = (P_szn)/(Pmam_szn)a Sl szn SPS Pmax;
1, si P> P
APl4
1_
F 1N >

Figura 2.2.1. Grafica de la funcién A\(P), que representa la proba-
bilidad de que un felino se infecte cuando tiene contacto con los
parasitos
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donde P, es la cantidad minima de parésitos que debe ingerir un felino
susceptible para que haya infeccion y P4« es tal que, por encima de ésta can-
tidad, hay infeccion segura. Esta funcion es una aproximacion de la logistica
con la ventaja algoritmica de que es lineal é constante (0 6 1).

Asi, 1/A(P) es el periodo promedio del estado susceptible del felino, 1/ es
el promedio de vida de los felinos, 1/ es el tiempo promedio de excrecién
de ooquistes de un felino infectado y 1/6 es el periodo de vida del pardsito
en el suelo.

V denota un campo vectorial de velocidades, que representa el fenémeno del
transporte a través del agua, de los parasitos. El célculo de éste campo sobre
el mapa hidrolégico del departamento del Quindio, Colombia, esta descrito
en la proxima seccion.

Asi, el modelo correspondiente a estos supuestos y variables es el siguiente:

Para S = S(z,y,t), I = I(z,y,t), R = R(z,y,t) y P = P(z,y,t), (z,y) €
Q C R% Q un dominio, t € J = (0,71,

oS

E:’Y(SJFIJFR)—()\(P)JFM)S,

ol

= AMP)S — (p+n)l,

ot (2.2.1)
oR _ . . a
5—77 — M,

%—f:m—ePJrDAP—v.VP,

con P(:B7y70) :PO 9 S(l’,y,O) :SO ’ [(l’,y,O) :IO 9 R($7y70) :RO-

La frontera 0f) es considerada con dos condiciones: Geograficamente, algin
obstaculo impide el paso de parasitos en una de las partes, denotada por I'y;
en la otra parte, denotada por I'y, el paso de parasitos es linealmente pro-
porcional a su propia poblacién. Asi tenemos, respectivamente, condiciones
de von Neumann y Robin homogéneas:

oP oP ° °
—1| =0, —-D—| = /fP\FQ , Uy =09Q, Ny =9,
on r, on Iy
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donde I'; denota el interior de I';, n es el vector unitario normal exterior a la
frontera y k es una constante de proporcionalidad positiva.

En el ejemplo tratado como aplicacién, se considera el dominio {2 como un
rectangulo, y no con los limites que determinan politicamente el departamen-
to. Estas fronteras geopoliticas no imponen restricciones para los movimien-
tos ni de los felinos, ni de los parasitos, ni, tampoco, del agua. Es decir, se
considera

Q= {(z,y) € [0,{]x[0,h]}.

2.3. Calculo del campo de velocidades sobre
el mapa hidrolégico del departamento del
Quindio, Colombia

Como se indicé antes, el transporte por agua es un factor determinante en
la propagacion de T. gondii, por lo que se quiere definir en esta seccién un
campo de velocidades que pueda describir este transporte en el dominio €2.

En sus trabajos, Cantao (1998), Pregnolatto (2002), Sossae (2003), han uti-
lizado como campo de velocidades, o el viento predominante de la regién, o
la aproximacién numérica de las ecuaciones de Stokes 6 de Navier-Stokes. En
este trabajo, se presenta un abordaje original.

Para la construccién del campo de velocidades bidimensional, se tomé el ma-
pa hidrolégico del departamento del Quindio, Colombia (figura 2.3.1), elabo-
rado por la Corporacion Auténoma Regional del Quindio. Es de anotar que el
departamento del Quindio, Colombia, esta ubicado en una regiéon montanosa
y de gran riqueza hidrica, en el mapa estan incluidas todas las corrientes
hidricas del departamento y, ademas, las curvas de nivel. Sobre este mapa se
consideré una malla de 12 por 16 y se calculd el vector velocidad V en cada
nodo, como se describira en esta seccién.

Se tomaron datos del informe final del proyecto “Modelacién de corrientes
hidricas superficiales en el departamento del Quindio” realizado por la Cor-
poracién Autonoma Regional del Quindio en convenio con la Universidad del
Quindio, presentado en el anio 2002, donde estan calculadas las magnitudes
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de las velocidades en diferentes fechas, en algunos puntos de determinados
rios, principales, aquellos que proporcionan agua potable a las cabeceras
municipales. Se deduce del mapa que las aguas corren preferencialmente en
sentido norte-sur, este-oeste.

En cada nodo, V = (Va, V) = (V cos 0, Vsend), donde V,, V,, son las compo-
7]
es su magnitud y € su direccion. Este vector velocidad se estimé de acuerdo

con las mediciones descritas a continuacion, realizadas en el rectangulo de la
malla del que el nodo correspondiente es el vértice superior izquierdo.

nentes horizontal y vertical, respectivamente, del vector velocidad ‘7, V=

La direccién 6 del vector velocidad V' en cada nodo se calculd asi:

= Si en el rectdngulo hay rio principal, a 6 se le asigné el angulo, medido
con la horizontal, del segmento que une los puntos de entrada y de
salida del rio al cuadro.

= Si en el rectangulo no hay rio principal, a 6 se le asigné el promedio
de los dngulos de todos los afluentes, medidos con la horizontal, que
cruzan la salida vertical izquierda del cuadro.

La magnitud de la velocidad V' = “7

, se calculé asi:

= Si en el rectdngulo hay rio principal, se interpolaron las velocidades
medidas en diferentes fechas, en el mismo punto, en el proyecto citado
antes.

= Si en el rectangulo no hay rio principal, la magnitud de la velocidad V/,
en km/dia, se calculé por medio de la férmula

V = 864kS°?,

donde k es una funcion adimensionalizada que depende del tipo de cobertura
de la tierra y S es la pendiente (km/km) (McCuen et al., 2002).

A la pendiente S se le asigné el valor de 2.5, cuando en el rectangulo no
hay curvas de nivel; éste valor fue sugerido por el Grupo de Investigacion,
Desarrollo y Estudio del Recurso Hidrico y el Ambiente, CIDERA, de la Uni-

versidad del Quindio, de acuerdo a la experiencia que se tiene en estos casos
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y por conocimiento de las zonas en cuestion, y revela el hecho de que las
aguas corren en una zona donde no hay desniveles, es decir, en una regién
llana.

Si en el rectdngulo hay curvas de nivel, se calcul6 la pendiente S como el
cociente entre el desnivel (diferencia de curvas de nivel) y la distancia hori-
zontal. Esta distancia horizontal est4 dada por la longitud del rio principal
en el rectangulo, desde su entrada hasta su salida, si lo hay; en el caso en que
no hay rio principal en el rectangulo, es el promedio de las longitudes de los
afluentes dentro del rectangulo, desde su entrada hasta su salida.



Figura 2.3.1. El dominio rectangular (2, conteniendo el mapa hidrolégi-
co del departamento del Quindio (Corporacién Auténoma Regional
del Quindio)
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La figura 2.3.2 corresponde a la grafica del campo de velocidades obtenido
con esta metodologia. En esta figura, los nodos fuera del departamento del
Quindio tienen velocidad cero, para identificar los contornos geograficos, pero
en los ensayos computacionales, a los nodos que estan por fuera de los limites
politicos del departamento del Quindio, se les asigné la velocidad del nodo
mas cercano en la horizontal.

15 T T T T T
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Figura 2.3.2. Campo de velocidades calculado experimentalmente
sobre el mapa hidrolégico del departamento del Quindio, Colombia.



Capitulo 3

El modelo aproximado

Aunque hay resultados sobre existencia y unicidad (Cantrell y Cosner, 2003),
no se conocen, por las dificultades técnicas, métodos para obtener soluciones
analiticas para este tipo de sistemas no lineales. Lo que se puede hacer es
buscar aproximaciones con las cuales se obtengan algoritmos numéricos y
simulaciones computacionales que lleven a indicaciones confiables para re-
solver el sistema.

Se considera una malla rectangular de dimensiones [ x h sobre el dominio €2
y, con una aproximacién numérica, se obtienen los valores de las soluciones
buscadas, en sus nodos.

Se consideran nx subdivisiones en la horizontal y ny subdivisiones en la verti-
cal, obteniendo un conjunto de(nz 4 1) X (ny + 1) nodos espaciales, de modo
que se incluyan los nodos del borde, ya que ahi hay incognitas; los subin-
tervalos horizontales tienen longitudAx = [/nz y los subintervalos verticales
tienen longitud Ay = h/ny. En las aproximaciones temporales, se divide el
intervalo (0,7 en nt subintervalos, cada uno de longitud At = T'/nt.

Para la aproximacién espacial, se usa el método de diferencias finitas cen-
tradas y para la aproximacion temporal, se usa el método de Crank-Nicolson
(Burden y Faires, 2005; Isaacson y Keller, 1994). Estas herramientas se uti-
lizan para todas las ecuaciones del sistema.

21
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3.1. Discretizacion espacial por diferencias fini-
tas centradas de orden 2
El método de diferencias finitas centradas (Burden y Faires, 2005; Isaacson

y Keller, 1994), consiste en reemplazar cada una de las derivadas de una
funcién f = f(x) por una aproximacion en cociente de diferencias.

Expandiendo la funcién f alrededor de un punto x;, evaluando en x; 1 y z;_1,
y asumiendo f € C* ([z;_1,x;11]), se tiene:

Ax? Ax3 Azt
[ (@) = f(zi+ Ax) = [ (z)+ Dz f (v:)+ 5 /" (in)JrTfm (Ii)JrﬂfM) (&)
para algin & € (z;_1,241) y

Ax? YAV % At
f(@ioa) = f (2 — Dx) = f(2)-Axf (%)+Tf" (fﬁi)—Tfm (fﬂi)JFﬂfM) (&)

para algin & € (21, Tit1).
Sumando estas ecuaciones, se obtiene:
2 1 Az (4) [+ (4) (¢—
f(@ig1) + f(wim1) = 2f (1) + Da f7 (23) + -1 (fYE) + (&)

Asi, por el Teorema del Valor Intermedio,

[ () = AL;U? (f (@ipa) = 2f (i) + f (25-1)) = Alg

f(4) (51) )
para algin & € (21, Tiy1) -
Esta es llamada formula de diferencias centradas.

Similarmente se obtiene una férmula de diferencias centradas para f’ (x;):

ﬁ (f (Tig1) = f (1)) — oo

filzi) = 5

para algin 7; € (7,_1, Tiy1).
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Asi, las aproximaciones

f/ (l’z) _ / (xz+1)2;xf (l’i—1> y f” (ch) _ f ($¢+1) — QfA(;;) +f (%’-1)

tienen error de truncamiento O (Az?).

Las funciones consideradas en (2.2.1) no son sélo dependientes de z, sino
también de y y de t, para ellas se mantienen estas aproximaciones con res-
pecto a cada variable.

Se considera inicialmente la ecuacion para los parésitos, por sus caracteristi-
cas analiticas,

oP
Ezﬁ[—@PjLDAP—V-VP,
que se puede escribir como
oP PP 0°P oP oP
— D=+ = Voe—+V,— + 0P =pI.
ot (6x2+8y2)+ vop TV, TOP=0
Como una exigencia de los métodos de aproximacién aqui utilizados, en ésta
ecuacion se considera que el campo de velocidades que describe los procesos
advectivos tiene divergencia nula.

Seusannr=nr+1, nny=ny+1ynn=nnr X nny.

Se aproxima P (z,y,t) por P (zy,y;,t,), el cual es identificado con Pi(n),

i=1,...,nn, donde i = (k—1)nny + j, para cada k = 1,... ,nnx y cada
=1,...,nny

Por el método de diferencias finitas, los valores de las derivadas son

(n) (n) n n
apz ~ PiJrnny B Pifnny aPz ~ PZ(JF% - ]D@(fi
oz |, 20z © Oy, 2y
OB Bl —2P"+ P, &R PY-2P" + P
or? |, Az? T Ay? '




24

A
1y ..
i+]
L
[-nnyve . & nny
Y
.I-
1-}
1 1 L
I I &
| 111X

Figura 3.1.1. Nodos involucrados en las aproximaciones de las
derivadas en el punto .

La figura 3.1.1 muestra la porcién de la malla donde estan localizados los
puntos involucrados en estas aproximaciones.

Con la presencia del término advectivo, los métodos de aproximacién exigen
que sea satisfecha la condicion de Péclet (Strikwerda, 1989):

Ve A VA
Tﬂfgg nyySQ'

Cuando no se respetan estas condiciones que le ponen limites a Az y Ay, en
general surgen oscilaciones como resultado de las estrategias de aproximacién
por el método elegido, que también estan presentes en otros métodos, como
en Elementos Finitos, por ejemplo; particularmente, surge otra difusibilidad
que muchas veces lleva la solucién aproximada a tener oscilaciones que la
solucion no tiene.

3.2. Discretizacién temporal y espacial

El método de Diferencias Finitas usado aqui para la discretizaciéon espacial,
requiere que el paso en el tiempo At sea necesariamente muy pequeno porque
el proceso es valido solamente para At < %AmQ y At < %Agf y Az debe ser
mantenido pequeno para alcanzar una precision razonable. Una opcion es
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entonces agregarle mas nodos a la variable ¢ con consecuentes dificultades
tanto algoritmicas como computacionales o, lo que aqui se eligio, el método
de Crank-Nicolson (Burden y Faires, 2005).

Crank y Nicolson (1947) propusieron y usaron un método que reduce el volu-

men total de calculos y es convergente y estable para todos los valores finitos

At
de 55

Ellos consideraron que la ecuacién diferencial parcial

9l
Il

Q

o

[~

era satisfecha en el punto medio (iAz, ( J+ %At) y reemplazaron 227’; por el
promedio de sus aproximaciones en los niveles de tiempo 7 y 7 + 1.

En otras palabras, aproximaron la ecuacion

(ﬂ) — (2
ot)ij+3 Ox? i+

por

Jig+1i—fig _ 1| firrg1—2fij1+fim1,i41 + fiv1,5—2fi+fi—1,5
At 2 Ax? Ax?

Aplicando este método, en (2.2.1) se usan las aproximaciones:

P‘("‘H) + P}(”)

5 : (3.2.1)

P (xka Yi, ZSTLJr1/2) ~

OP (v yj tasiy) _ P = B (3.2.2)
s S 2.

donde i = (k — 1) nny + j identifica el nodo (zy y;).

Las dos aproximaciones tienen error de orden /At?, compatible con las apro-
ximaciones espaciales, que también son de orden 2 (Burden y Faires, 2005).
Consecuentemente, para puntos en el interior de 2, y de acuerdo con (3.2.1)
y (3.2.2), se tiene:
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At 2A$2 2Ay
(n+1) (n+1) n+1 n+1 n

Vo (Pt = Plany | | Vs (P =PIV oY
2 2A\x 2 2/\y 2

(n) (n) (n) n n n (n) (n)
_ D (Pz—i-nny - ZP +Paz nny + PIS_% - 2P7,( )+Pz(—i>_‘/xl <Pz+nny +Pz nny)

2\ x? 2y 2 2Ax
V,, (PT+P™\ 0 10 )

_ i (Dl T i) P ple i T4 ) (393
2 ( 20y 2 '+ 0 2 (3:2:3)

Reagrupando los términos para separar el correspondiente al n-ésimo paso
en el tiempo, se obtiene:

TR 2022 4AAx i 2Ay%2 4Ay
DAt DAt  OAt DAt V, At
P‘(nJrl) 1 P(nJrl) . Yi
! + Ax? i Ay? * 2 e 2/\y? * 4Ny *

P (_ DAt inAt)

i+nny 2N x? ANz
DAt V.. /At DAt V., /At
— P‘(") Ti P(" Yi
mnny <2Ax2 + VAN ) <2Ay + 4/\y ) +

P(n) 1 DAt DAt §AL ) DAt VAt
Ax? Ay? 2 L\ 28?2 4Ny

DAt V.. At BAt

(n) T
Finny (4A:B2 4Ax ) * 2

(I + 1) (3.2.4)

Ahora, para las ecuaciones de susceptibles, infectados y recuperados del sis-
tema (2.2.1) se tiene, respectivamente:

G+ _ gln) _ Wﬁ (Sgn+1) 4§ D) ) plet)) R@)
(] 2 K3 (3 1 (] (3 1



At
n—

5 (15”“@[}“) (3.2.6)

n n At (o n At [ (n .
RE +1)_R§): 2 (Iz +1)+[i( ))_M > (R +1) —|—R )) (327)

De nuevo, separando en cada ecuacion el término correspondiente al n-ésimo
paso en el tiempo, se obtiene, respectivamente:

(n+1)
s (1—7% —u%+k (P 2+P ) At)

At At P(”+1)+P At
S 1442t 2 =
At n n n
15 (Il 04 ™ 4 RIHD 4 R )) (3.2.8)

At At At At
I (1=t =2 ) =™ (1 — =2

p+Y 4 pln ) At

>

5 - (5" 4+ 5) (32.9)

At At At
RO (1 +u7> _ g <1 _ ”7) s (1 4 1) (320

Es importante observar aqui que las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.9) son no linea-
les.
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3.3. Adaptacién de las condiciones de fron-
tera para aproximar la poblacién de parasitos
P(z,y,t)

Dada la geometria del dominio elegido, se tiene una frontera formada por seg-

mentos horizontales y verticales, denotados por I'4g, ['ag, I'1z, I'pE, identifi-
cando asi las fronteras de arriba, abajo, izquierda y derecha, respectivamente.

Si en cada caso, P*™ denota el punto que interviene en la aproximacién
) 9
pero que esta por fuera de las fronteras, numéricamente se tiene,

8Pi(n) Piq:i—P*(") *(n) (n)
Ay =0= 20y » O P Pi-‘rl?
Tas
aPi(n) =0 = P*(”)—P,E:”l P*(n) _ P(”)
Oy Y 2Ny ’ T
Car
aPz‘(n) Pz'(-:;ny_P*(n) *(n) (n)
Ox =0= 20z ; O P - Pi—i—’rmy’
Irz

y, en I'pg,

(9Pi(n) api(n) . (n) P*(n),Pi(jZlny *(n) WAz (n)
o Az __(B)Pi ~ 2Az ;o P __DPi +
n) I'pe I'pe
n

‘Pi—nny :

Para puntos en la frontera de abajo (I'45), donde P*(™ = Pz(ﬂ, la ecuacion
(3.2.4) se transforma en:
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(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
P,(n+1) _ DAt Pi—i—nny - 2Pz + Pi—nny + 213@'—}-1 - 2Pz
! 2N\ x? 2/\y?
Vo, At ONt
z; pntl) _ P.(n-i-l)) (n+1)
4A$ < 1+nny 1—nny + 2 P’L
() _ 9pn) (n) (n) (n)
_ P(n) + DAt Pi+nny 2Pz + Pifnny 2Pi+l T 2'PZ
! 2\ x? 2/\y?
‘/;.At (n) (n) QAtP(n) ﬁAt (n+1) (n)
= (P = P0y) i (1 M) (331
4AI ( i+nny —nny 2 + 2 7 + 7 (3 3 )

Andlogamente, para puntos en la frontera de arriba (I'4g), donde pn) =

71—

Py %_1;% =0, la ecuacién (3.2.4) se transforma en:

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n41)
P‘(n+1) _ DAt Pi—i—nny B QPZ + Pi—nny + —ZR + 2Pi—1 n

' 20272 YN
\VAWAN 0/t
Va0 P‘(n+1) _ P~(n+1)> (n+1)
VAN ( itnny ~ Limnny | T 5 b

= P + DA Fonny =285+ Fiony + 2P 2P
' 2N\ 12 2Ny?
Ve, A n n ONE )y BAE [ (n .

Para puntos en la frontera de la izquierda (I';z), donde P*™ = Pi(fzmy, la
ecuacion (3.2.4) se transforma en:
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P(’H-l) DAt 2P§ij;rlzg; - 2P(n+1) Pz(j:fl) B 2P(n+1) + Pz(frl)
‘ 2\ x? 2/\y?

Vi At At
(n+1) (n+1) (n+1)
STl G R R R
P( n) o 2P(n) N P(”) o 2P(n) + Pffi)

2
= P" + DAt | o8
it 2\ x? 2/\y?

W o\ 0N BAE
P} - P = 2P 4 bos (104 1) (3.33)

Lt
2 ! 2

Para puntos en la frontera de la derecha (I'pg), donde P* = —%Pi(n) +

R(”nny, la ecuacién (3.2.4) se transforma en:

P‘(nJrl) _

A 1 QHAIEP W), plo) 2Pi(n+1) Pl(f;r;; Pi(flﬂ) _ 2Pi(n+1) + Pi(izlﬂ)
2N\ x? D ’ iy 2N\ x? 2N\ x? 2/\y?

(n+1 n+1
_ Vet psy V,. At ( (1) plnd >) MRS P

2D ¢ 2 20y 2

2P") 1 At P —2pP™ 4+ P
= P DAL ( NEER <__ - —x) P 4 il Tl

2\ x? ‘ 2/\y?

Vx./ﬁAt (n ) V At (n) (n) ONt ﬁAt +1) (n
S () - e S ()
2D 7 4A 2 P’ Ty 2 L

(3.3.4)

Reorganizando los términos, las ecuaciones (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) y (3.3.4)
se pueden escribir, respectivamente, como:
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. DAt Vi, A\ . DAt DAt OAt
pmy (— — )+P§f”(0)+P} = (1+ + + )+

i—nny 2Ax? 4Nz Ax?  Ay? 2
DAt DAt V. At
P(n+1) _ p‘("+1) _ T
ol Ax? T Litnny 2\ 12 * 4 \x

DAt V. At DAt DAt OAt
_ P( n) Zi P}(") P‘(”) 1 — _ —
iy (2Ax2 N VAV ) FELO+P Ax? Ay? 2 N

(n) DAt (n) DAt B V;UZAt ﬁAt (n+1) (n)
31(—m2>+3+m@/(2m2 )+ (I 4T ) (3.3.5)

P (— QDAA;; _ ‘fﬁt) P ( i§t>+ pl+ (1 . iﬁzt . iﬁ; . 9§t> .
PO 0+ P (<35 + )
_ P ( QDAAxi fﬁt) <DAt) P (1 _ iﬁf - iﬁf - Hﬁt) )
P (0) + P, (fﬁ; Zxﬁf) + ﬁQAt (1 ) ](n)) (33.6)

V., /\t
P(nlﬂ) < DAt » ) L pln) (1 N DAt DAt QAt> N

202 Aly : Ax? + Ay? * 2

DAt V,.At DAt
P(n+1) . Y P(n+1)
i+1 2Ay2 + 4Ay + i+nny A.TQ
pm (1 _
(ZAyQ + 4/\y o Aﬂ Ay? 2 *

DAt V, At DAt
() Yy () 7D )
o (2Ay2 4Ay) PZ*”’W(A ) ﬁ ( 1 ) (3.3.7)

1—
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DAt DAt V, At
P‘(n—l-l) <_ > _'_P(nis—l) ( e >+

nny Ax? " 202 4y
(n+1) DAt DAt kAt ‘/ZgiI{At VAN’ (n+1) DAt V;/ZAt
P, 1 — P, —
! ( * Ax? * Ay? * AV 2D * 2 B 2/\y? * 4/\y

DAt DAt VAt
_ pm p i
%my<am2)+’“4 nE T ang )T

P (1 DAt DAt 0Nt n | A A ) ( DAL Vi, At
Ax? Ay? 2 2D Az HL\248y2 4y
(3.3.8)

3.4. Modelo discretizado

De acuerdo con la estrategia de aproximacion, los sistemas para S, I, Ry P,
respectivamente, llevan a la resolucion a cada paso en el tiempo, de sistemas
de la forma:

MSS(”H) — QSS(") + Bs
MI" ) = QuI™ + By
MRR("H) _ QRR(H) + Bg
I\\/JIPIP(nH) — QP]}D(”) + Bp

(3.4.1)

donde las B representan vectores de nn componentes y M y @Q son matrices
de orden nn x nn. Estas matrices tienen una gran cantidad de elementos
nulos (son llamadas, en la bibliografia clasica, sparse).

Las entradas de Mg, Qs, Bg estan dadas por (3.2.8), las de My, Qp, By estdn
dadas por (3.2.9), y las de Mg, Qg, Br estan dadas por (3.2.10).

Algunos de estos vectores y matrices dependen de las variables dependientes,
por ejemplo, Ms y Qs dependen de P, lo que le da al sistema un fuerte
caracter de no linealidad. Asi,

n+1

(n) pr+1))y gD _ p™ pr+0) g™ L g (1™ 1) g™ e+
M (]P) 7]P) ) S QS ( ) ) ST+ S ( ) ) ) )
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ML) = QI™ + B; (]p(n)’ P+ s, S(n+1))
M R (n+1) Q R( +BR (]I(n) ]I(n-‘rl))
MpPU" ) = QpP™ + By (I™, 10TV

La matriz Mp, ademas de la diagonal principal tiene 4 subdiagonales. Fuera
de las fronteras, es decir, en nodos interiores de la malla, se tiene que:

dp des 0 --- 0 dls0 ---0
dci :
0 0
: dls
Mp = 0 0 ,
dli :
0 0
: dcs
0---0 dli 0---0 dca dp

donde los elementos de las diagonales principal, cercana superior, cercana
inferior, lejana superior y lejana inferior, son constantes y estan dados, res-

pectivamente, por:

dp=1+ Zﬁ; + iﬁ; + 2 (diagonal principal),

dcs = 2%@2 + ‘E’AA; (diagonal secundaria cercana superior),
dci = 2&&; — ‘Zfﬁt (diagonal secundaria cercana inferior),
dls = Q%Axt? + ‘f&it (diagonal secundaria lejana superior),
dli = QDAA;Q — ‘Zzét (diagonal secundaria lejana inferior),

que son los coeficientes de los términos del lado izquierdo de (3.2.4).

Las componentes de las diagonales principal, cercana superior, cercana in-
ferior, cercana lejana superior y lejana inferior de Qp, estdn dadas, res-
pectivamente, por los coeficientes de los términos del lado derecho de (3.2.4).

Las entradas correspondientes a las fronteras estan determinadas por (3.3.5),
(3.3.6), (3.3.7) y (3.3.8). Las componentes de Bp estdn dadas por

).
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3.5. Meétodo de resolucion del sistema resul-
tante no lineal

De la discretizacién (3.4.1) hecha anteriormente, se obtiene un sistema con
el siguiente esquema:

Pt = gp (P, 10 (1)

§n+1) — O (p(n) G(n ](n R(”), ]D(er)7 ](n+1)7 R(n+1)) 7
Jnt) — 0, (p S ] p(n-ﬂ-l)7 S(n+1)) :

ROD = ¢, (](n)’ R™. ](n+1)) :

(3.5.1)

con la condicidn inicial

PO =p, SO=5, 19=1, RY=R,

Un modo de resolver la dificultad de aproximar la solucién de (3.5.1) es linea-
lizar el sistema segun Rachford (1973); Douglas et al. (1979); Meyer (1988);
Pregnolatto (2002); Sossae (2003).

Los procesos iterativos son obtenidos mediante el siguiente algoritmo:
1. Se obtiene P™ de:

P =0, ( PO 10 I(o>) _

2. Se obtiene S™ de:

S = g <p<o>75<o>, [0 RO pt) 0O R(m)

3. Se obtiene I™ de:

14 — g, ( PO 5O 10 pe) 5<*>> .

4. Finalmente se obtiene R® de:

R =0, ( 10 RO ]<*>> '
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Se obtiene ahora P**) de:

P — 6, ( PO 10 I(*)) _

Se obtiene S**) de:

S04 — g ( PO 5O [0 RO pt=) pt) R(*)) ‘

Se obtiene I**) de:

1) — g, ( PO 5O [0 pl=) 5<**>> _

Finalmente se obtiene R** de:

R = 6, ( 10, RO [(**)) '

Procediendo de forma andloga, se obtienen sucesivamente P**) | S0+)
169 v RGO hasta que se definen las aproximaciones de los vectores
PO s 1) v RO

Los pasos 1. a 9. se repiten con P™, 8™ 1) v R en lugar de P©),
S 10) v RO) respectivamente, para obtenerse, después de las sucesi-

vas iteraciones internas, el (n + 1)-ésimo paso en la iteracién temporal,
P(n-ﬁ—l)’ S(n-i—l)7 ](n+1) y R(n-&-l)'

Generalmente no hay ganancias cuando se repiten muchas veces estas itera-
ciones internas en cada paso del tiempo, siendo suficientes 4 veces (Rach-
ford (1973); Douglas et al. (1979); Meyer (1988); Pregnolatto (2002); Sossae
(2003)).

Este método de tipo predictor-corrector, definido en el ambito de una dis-
cretizacin Crank-Nicolson, mejora las aproximaciones, pero no indefinida-
mente: €l tiende a la mejor aproximaciéon de orden (At)2 en cada iteracion
temporal (resultados de convergencia se pueden encontrar en los trabajos
citados: Rachford (1973); Douglas et al., (1979); Meyer (1988); Pregnolatto
(2002); Sossae (2003)).
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Este esquema de orden cuadratico desde el punto de vista espacial global,
es de orden también cuadratico temporalmente, pero desde el punto de vista
local.

Las ecuaciones 3.2.4, 3.2.8 a 3.2.10 y 3.3.5 a 3.3.8 indican, con este méto-
do, un algoritmo de aproximacién. En el préximo capitulo se mostraran los
resultados de las simulaciones computacionales correspondientes.



Capitulo 4

Simulaciones numeéricas

En este capitulo se presentan algunos ensayos numéricos para simular el efec-
to del transporte por agua, sea por lluvia 6 a través de rios, en la propagacion
de la infeccion por el parasito Tozoplasma gondii a través de felinos.

Se incluyen resultados con campos de velocidades hipotéticos, y con el campo
de velocidades calculado sobre el mapa hidrolégico del Quindio.

Las velocidades han sido ajustadas para mantener la desigualdad de Péclet.
Esto ha sido hecho de forma global, de modo que se respeten las soluciones
cualitativas. Otra posibilidad seria la reduccién de Az y de Ay, con valores
mayores de nx y de ny, lo que llevaria a resolver sistemas de dimensiones
mayores, con consecuentes dificultades computacionales.

Las variables espaciales x, y estdn medidas en kilémetros, y la variables tem-
poral ¢t en dias. Las poblaciones de gatos en nimero de individuos, y la de
parasitos en unidades de millén.

Los parametros usados en las simulaciones son:

Tasa de natalidad de felinos y= 0, 024.

Tasa de mortalidad de felinos u= 0, 02.

Tasa de recuperacién de gatos infectados n =0, 1.

Constante de proporcionalidad x = 0,6.

37
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= Numero de pardsitos que excreta un felino infeccioso al medio, por
dia, se calcul6 teniendo en cuenta el nimero de ooquistes que expulsa
un gato infecciosos durante su periodo de infecciosidad, § = 10 (en
unidades de millén).

» Decaimiento natural del parasito § = 0, 05.

» Coeficiente de dispersién del parésito (km?/dfa) D = 5x 1072 x 0, 0864.

(v, p, 1, K, 6 tienen unidades dfa™").
La cantidad de parasitos minima que debe consumir un gato susceptible para
infectarse es de P,,;,= 0,01 y por encima de P,,,,= 1 hay infecciéon segura.

Inicialmente, en cada nodo de la malla, hay un gato infectado, 10 gatos sus-
ceptibles, cero recuperados y cero parasitos.

Las simulaciones estan hechas en una malla que define Az, Ay, At, res-
pectivamente, como Ax = 0,0244 y Ay = 0,0263, At = 0,02. El nimero
total de nodos donde hay incégnitas por calcular es de nn = 2436, lo que de-
fine los tamanos de los sistemas no lineales de 3.5.1, para los que el algoritmo
deberd iterarse nt = 100 veces. Esto significa alrededor de 1600 resoluciones
de sistemas lineales de orden 2436z 2436.

El algoritmo fue programado en ambiente Matlab. En el apéndice se presenta
uno de los programas.

4.1. Campos de velocidades hipotéticos

En esta seccion se presentan los resultados de las simulaciones numéricas con
campos de velocidades hipotéticos.

Las figuras 4.1.1 a 4.1.4 presentan el comportamiento de las poblaciones con
4 campos de velocidades hipotéticos diferentes. Las figuras a presentan el
campo de velocidades, indicando el lugar donde se coloca el gato infectado
inicial (GI) y otro punto de referencia (S); éste punto de referencia permite
hacer una comparacion de la evolucién de la infecciéon en puntos “cerca” y
“lejos” del indculo; es escogido de modo que el parasito, por efecto de la
dispersién y el campo de velocidades del agua, alcance a llegar hasta alli,
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en las 100 iteraciones. Las figuras b representan los comportamientos de las
poblaciones después de 100 iteraciones, correspondientes al campo de las fi-
guras a. Las figuras ¢ presentan el comportamiento a través del tiempo, de
las poblaciones de susceptibles e infectados en los puntos donde esta el gato
infectado inicial (GI) y en el punto de referencia (S).

En los 4 casos se observa claramente la propagacién de las poblaciones en la
direccion del campo de velocidades. Los parasitos se diseminan como conse-
cuencia de la difusién y, adicionalmente, del transporte a través del agua.

El campo de velocidades mostrado en la figura 4.1.1.a tiene velocidad positiva
en x, 0.3365 km/dia, y cero en y. Correspondientemente, las poblaciones au-
mentan en ésta direccién (figura 4.1.1.b). Se observa que en el lado izquierdo
del lugar donde se coloca el gato infectado (GI) no hay cambios en las pobla-
ciones, exceptuando los gatos susceptibles, cuya poblacién disminuye leve y
uniformemente. La figura 4.1.1.c muestra como la poblacion de infectados es
mayor en el lugar del inéculo (GI), que en el punto de referencia (S); esto,
debido al tiempo que tardan las corrientes de agua en llevar los pardsitos
a tal punto. Correspondientemente, la poblacién de susceptibles disminuye
mas lentamente en el lugar del inéculo que en el punto de referencia.
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20 ~

Figura 4.1.1.a. Campo de velocidades con direcciéon positiva en z
y cero en y . GI indica el lugar donde se coloca el tinico felino
infectado inicialmente y S es un punto de referencia.
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Gatos Susceptibles Gatos Infectados

0.5

Gats Recuperms Farsites fen milones)

0.8 25

Figura 4.1.1.b. Comportamiento de las poblaciones,
correspondiente al campo de velocidades de la figura 4.1.1.a,
después de 100 iteraciones.



42

Figura 4.1.1.c. Comportamiento de las poblaciones de felinos
susceptibles e infectados a través del tiempo, cuando el campo de
velocidades es del tipo de la figura 4.1.1.a: En el lugar del in6culo

GI (grafica superior) y en un lugar S en el medio de la frontera
derecha de la regién (grafica inferior).

El campo de velocidades mostrado en la figura 4.1.2.a tiene velocidad cero
en x y positiva en y, 0.3222 km/dia. Correspondientemente, la figura 4.1.2.b
muestra el desplazamiento de las poblaciones en ésta direccion, observandose
un comportamiento similar al del caso anterior. Notese en la figura 4.1.2.c,
que la poblacién de infectados en el punto de referencia S, comienza a crecer
a los 80 dias aproximadamente, mientras que en el caso anterior comenzaba
a crecer antes de los 60 dias; esto, debido a que la velocidad en éste caso es
mayor.
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Gl

Figura 4.1.2.a. Campo de velocidades con velocidad cero en =z,
positiva en y. GI indica el lugar donde se coloca el tnico felino
infectado inicialmente, y S es un punto de referencia.
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Gafns Recuperdls Farsits [en milones)

0s a0

Figura 4.1.2.b. Comportamiento de las poblaciones,
correspondiente al campo de velocidades de la figura 4.1.2.a,
después de 100 iteraciones.
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Figura 4.1.2.c. Comportamiento de las poblaciones de felinos
susceptibles e infectados a través del tiempo, cuando el campo de
velocidades es del tipo de la figura 4.1.2.a., en el lugar del in6culo

GI (grafica superior) y en el lugar S en el centro de la regién

(grafica inferior).

El campo de velocidades mostrado en la figura 4.1.3.a tiene velocidades ne-
gativa en z, 0.3365 km/dia y negativa en y, 0.3222 km/dia. Correspondien-
temente, las poblaciones se desplazan en esa direccién, hacia el origen (figura
4.1.3.b).
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Figura 4.1.3.a. Campo de velocidades con velocidad negativa en x
y negativa en y. GI indica el lugar donde se colocé el tinico felino
infectado inicialmente y S es un punto de referencia.
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Gatos Susceptibles Gatos Infectados

Gats Recuperms Faristos (2n milones)
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-“

Figura 4.1.3.b. Comportamiento de las poblaciones,
correspondiente al campo de velocidades de la figura 4.1.3.a,
después de 100 iteraciones.
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Figura 4.1.3.c. Comportamiento de las poblaciones de felinos
susceptibles e infectados a través del tiempo, cuando el campo de
velocidades es del tipo de la figura 4.1.3.a., en el lugar del in6culo

GI (grafica superior) y en un lugar S en el centro de la regién

(grafica inferior).

El campo de velocidades mostrado en la figura 4.1.4.a tiene velocidades dife-
rentes en 4 subregiones. Consecuentemente, las poblaciones se mueven en las
direcciones correspondientes y se observa el cambio cuando las poblaciones
pasan de una subregién a otra, (figura 4.1.4.b).
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1
8 10 16 20 26 an 36 40 45

Figura 4.1.4.a. Campo de velocidades con velocidades diferentes
en 4 subregiones. GI indica el lugar donde se coloca el tinico
felino infectado inicialmente y S es un punto de referencia.
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Galos Susceptibles Gatos Infectados
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Figura 4.1.4.b. Comportamiento de las poblaciones,
correspondiente al campo de velocidades de la figura 4.1.4.a,
después de 100 iteraciones.
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Figura 4.1.4.c. Comportamiento de las poblaciones de felinos
susceptibles e infectados a través del tiempo, cuando el campo es
del tipo de la figura 4.1.4.a., en el lugar del inéculo GI (grafica
superior) y en un lugar S en la frontera inferior de la regién
(grafica inferior).

4.2. Campo de velocidades calculado en el
mapa hidrolégico del departamento del
Quindio, Colombia

En esta seccion se presentan los resultados de las simulaciones numéricas

con el campo de velocidades calculado en el mapa hidrolégico del Quindio,
Colombia, como se describié en la seccion 2.3.

Aunque originalmente el campo fue calculado en una malla de 11 x 15, para
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las simulaciones se hicieron 2 refinaciones de la malla. La primera refinacion
de la malla se hizo asi: Cada rectangulo de la malla original se dividié en
4 subrectdngulos iguales y se obtuvo una nueva malla de 21 x 29. Las ve-
locidades horizontal y vertical en los nuevos nodos situados en los lados del
nuevo rectangulo, se calcularon como el promedio de las velocidades corres-
pondientes de los nodos més cercanos de la malla anterior; las velocidades
de los puntos centrales de estos nuevos rectangulos, se calcularon como el
promedio de las velocidades de los 4 nodos mas cercanos calculadas anteri-
ormente.

Usando el procedimiento descrito antes se hizo una nueva refinacién, obteniéndose
ahora una malla de 41 x 57 y se obtuvo el campo de velocidades que se uti-
liz6 en las simulaciones que describimos a continuacién.

La figura 4.2.1 muestra el campo de velocidades usado para las simulaciones
correspondientes a las figuras 4.2.2 a 4.2.6. Alli estan sealados 5 puntos: GI1,
GI2, GI3, GI4 y GI5, donde sucesivamente se puso el gato infectado inicial.
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Figura 4.2.1. Campo de velocidades Quindio en malla refinada,
mostrando 5 puntos diferentes correspondientes a los puntos
donde se colocé el gato inicial para las simulaciones
correspondientes a las figuras 4.2.2 a 4.2.6, respectivamente: GI1
(Derecha), GI2 (Arriba), GI3 (Izquierda), GI4 (Abajo), GI5
(Centro).

La figura 4.2.2.a muestra el comportamiento de las poblaciones después de
100 iteraciones, cuando el gato infectado inicial estd en el punto GI1, en
la parte derecha del dominio. Se observa el desplazamiento de las pobla-
ciones en la direccién del campo de velocidades, ademas del efecto de la
dispersion del parasito. Correspondientemente, la figura 4.2.2.b representa el
comportamiento, a través del tiempo, en el punto GI1, de las poblaciones
de felinos susceptibles e infectados. Obsérvese el decrecimiento persistente de
la poblacién de susceptibles, hasta casi desaparecer, y el aumento lento de
infectados.
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Figura 4.2.2.a. Comportamiento de las poblaciones cuando el gato
infectado estd a la derecha (GI1)



95

o

Figura 4.2.2.b. Comportamiento de las poblaciones de gatos
susceptibles e infectados a través del tiempo, en el punto GI1
(derecha)

La figura 4.2.3.a muestra el comportamiento de las poblaciones después de
100 iteraciones, cuando el gato infectado inicial estd en el punto GI2, en la
parte de arriba del dominio. Obsérvese que la maxima cantidad de parasitos
es mayor que en la situacin anterior (figura 4.2.2.a). El correspondiente com-
portamiento de la poblacién de susceptibles a través del tiempo, mostrado en
la figura 4.2.3.b, es similar al de la figura 4.2.2.b, mientras que la poblacion
de infectados alcanza su nivel maximo mas rapidamente que alli.
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Figura 4.2.3.a. Comportamiento de las poblaciones cuando el gato
infectado esta arriba (GI2)
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Figura 4.2.3.b. Comportamiento de las poblaciones de gatos
susceptibles e infectados a través del tiempo, en el punto GI2
(arriba)

En la figura 4.2.4.a se observa que, cuando el gato infectado inicial esta a
la izquierda del dominio (GI3), el maximo numero de infectados es osten-
siblemente mas pequeo que en las dos situaciones anteriores, debido a la
direccion que a partir de este punto tiene el campo de velocidades. Los com-
portamientos correspondientes de susceptibles e infectados mostrados en la
figura 4.2.4.b son similares a los de la situacin anterior (figura 4.2.3.b).
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Figura 4.2.4.b. Comportamiento de las poblaciones de gatos
susceptibles e infectados a través del tiempo, en el punto GI3
(izquierda)

La figura 4.2.5.a corresponde al comportamiento de las poblaciones cuando el
gato infectado estd en el punto GI4 (abajo). Se observa claramente el efecto
del transporte del parasito por el campo de velocidades, el cual, en la region
donde esta GI4 sufre un cambio abrupto de direccién. Los comportamientos
correspondientes de las poblaciones de susceptibles e infectados a través del
tiempo, mostrados en la figura 4.2.5.b, son similares a los de las situaciones
anteriores.
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Figura 4.2.5.a. Comportamiento de las poblaciones cuando el gato
infectado esta abajo (GI4)
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Figura 4.2.5.b. Comportamiento de las poblaciones de gatos
susceptibles e infectados a través del tiempo, en el punto GI4
(abajo)

Finalmente, la figura 4.2.6.a muestra el comportamiento de las poblaciones
cuando el gato infectado inicial se coloca en el centro de la regién (GI5). Se
observa en éste caso una poblacion maxima de parasitos menor que la co-
rrespondiente a la de las situaciones mostradas en las figuras 4.2.2.a y 4.2.3.a.
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Figura 4.2.6.a. Comportamiento de las poblaciones cuando el gato
infectado estd en el centro (GI5)
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Figura 4.2.6.b. Comportamiento de las poblaciones de gatos
susceptibles e infectados a través del tiempo, en el punto GI5
(centro)
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Capitulo 5

Conclusiones

La distribucién espacial de la poblacién del parasito Toxoplasma gondii no
es uniforme, no todos los individuos estan expuestos a las mismas condi-
ciones ambientales y, ademads, existe un movimiento continuo del parasito
ocasionado por animales que lo ingieren y trasladan a otros lugares, donde
son consumidos por su hospedero definitivo, el felino, quien deposita formas
infectantes al suelo; éstas formas infectantes son entonces ingeridas y llevadas
a otros lugares por diferentes presas o a través del agua, es decir, la variabil-
idad espacial desempena un papel relevante en este caso.

Para capturar estos fendmenos y hacer una descripcién lo més cercana posi-
ble a la realidad, se construyé un modelo difusién-adveccion que describe
la propagacién del parasito por medio de dos mecanismos, el transporte
mecanico por medio de presas, y el transporte a través del agua, por rios, que-
bradas y lluvias. Se establecié el hecho de que un solo gato infectado puede
llevar el parasito a lugares aledanos donde antes no existia, corroborando la
importancia de los felinos en la diseminacién de la infeccién por T. gondii. El
modelo permite predecir los lugares hacia los que se desplazara el parasito,
cuando se incorpora un campo de velocidades de agua, permitiendo de esta
forma anticipar comportamientos endémicos y tomar las medidas de control
efectivas.

Lo que se propuso en este trabajo fue crear una herramienta que pudiera ser
relevante en el andlisis de escenarios de riesgo de infeccion en la presencia
de un transporte advectivo para el parasito Tozoplasma gondii, lo cual fue
logrado ya que el modelo, de modo original:
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= Incorpora la situacién geomorfologica de la region en cuestion, en el
calculo del campo de velocidades.

= Considera el contagio indirecto entre los gatos infectados y los sus-
ceptibles, méas adecuado que el contacto directo y, ademads, con una
caracteristica no lineal mas cercana a la realidad de la naturaleza.

= Incluye, en el clasico modelaje SIR, no soélo la dispersion efectiva de los
parasitos, sino también su transporte.

Asi, esta direccion de la investigacion contribuye grandemente a la deseable
cooperacion entre la epidemiologia, la salud publica, la matematica y el es-
tablecimiento de politicas piblicas de prevencion y control: las regiones mas
afectadas por los gatos identificadas por las autoridades locales, van a de-
terminar, por medio de trabajos como este, puntos mas criticos, que exijan
acciones profilacticas o de control.

Tantos los resultados como el método constituyen una herramienta relevante
para establecer estrategias de contingencia y de combate a la dispersion del
parasito, aplicable a cualquier enfermedad trasmitida por un vector que ex-
perimente dispersion, difusion 6 sea transportado por algiin medio como agua
o viento.

Como futuros trabajos, se pueden mencionar:

Mejorar el calculo del campo de velocidades.

Evaluar hipoétesis distintas de dispersion.

Evaluar los resultados de acciones directas de interferencia a los felinos.

Mejorar el algoritmo numérico.
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Apéndice. Esquema numeérico

% Programa propagacion de la infeccién por toxoplasma en gatos con di-
fusién y transporte por agua

% y vacunacién

%Diferencias finitas y Crank-Nicolson

clear all

%Campo de velocidades Toxo

%VX(*,*): Velocidad horizontal en el nodo (*,*)

%VY (*,*): Velocidad vertical en el nodo (*,*)

%vx(*,1): Vector velocidad horizontal

%vy(*,1): Vector velocidad vertical

% Descripcién de pardmetros

% gam: Natalidad de gatos - teta: Decaimiento natural de pardsitos

% mu: Mortalidad de gatos - dif: Difusién de parasitos

% 1/eta: Periodo de infecciosidad - beta: No. pardsitos que excreta gato
infeccioso

%ktrns: Constante de proporcionalidad para el paso de parasitos frontera
izquierda

Y%umbmax: Nimero de pardsitos por encima de los cuales hay infeccién se-
gura

Y%umbmin: Niumero de parasitos por debajo de los cuales no hay infeccién
Y%Parametros del problema

gam=0.024; teta=0.05; mu=0.02; dif=(5*(10"(-2)))*0.0864; eta=0.1;
ktrns=0.6; beta=10; %10e6 millones

umbmin=0.01; umbmax=1; %10e6 millones

coef=1/(umbmax-umbmin);

Y%Pardmetros del dominio

1=1; h=1.5; tfin=2;

Y%Parametros de la discretizacion

VII



VIII

nx=11; ny=15; dx=I/nx; dy=h/ny;

nt=100; dt=tfin/nt; d2t=dt/2;

nnx=nx+1; nny=ny+1; nn=nnx*nny;

ddx = 1/(dx"2); ddy = 1/(dy"2);

gdt2=gam*dt/2;

%Campo de velocidades Toxo

%VX(*,*): Velocidad horizontal en el nodo (*,*)

%VY (*,*): Velocidad vertical en el nodo (*,*)

%vx(*,1): Vector velocidad horizontal

%vy(*,1): Vector velocidad vertical

load Velof

% % % % % % % %Refinando malla
Nx=2*nx-1;Ny=2*ny-1;NNx=Nx+1;NNy=Ny-+1;
VelX=zeros(NNx,NNy); Vel Y =zeros(NNx,NNy);

%Trasladando los nodos

for i=2:nx

for j=2:ny

VelX (2%i-1,2%j-1)=VX (1,j); Vel Y (2%i-1,2%j-1)=VY (i.);

end

end

for j=1:ny

VelX(1,2%j-1)=VX(1,j); Vel Y(1,2%j-1)=VY(1,j);

end

for i=2:nx

VelX(2%i-1,1)=VX(i,1); VelY(2%-1,1)=VY(i,1);

end

%Puntos intermedios horizontales: Promedio de horizontales préximos
for i=2:2:Nx-1

for j=1:2:Ny

VelX(1,j)=(VelX(i-1,j)+ Vel X (i+1,j)) /2; Vel Y (i,j)=(Vel Y (i-1,j)+ Vel Y (i+1,j)) /2;
end

end

Y%Puntos intermedios verticales: Promedio de verticales préximos
for j=2:2:Ny-1

for i=1:2:Nx

VelX(1,j)=(VelX(i,j-1)+VelX(i,j+1)) /2; Vel Y (i,j)=(Vel Y (i,j-1)+ Vel Y (i,j+1))/2;
end

end



%Centros de cuadrados: Promedio de los 4 vertices mas cercanos
for i=2:2:Nx-1

for j=2:2:Ny-1
VelX(i,j)=(VelX(i-1,j)+ Vel X (i+1,j)+ Vel X (i,j-1)+ Vel X (i,j+1)) /4;
VelY(i,j)=(VelY(i-1,j)+Vel Y (i+1,j)+ Vel Y (i,j-1)+ Vel Y (i,j+1)) /4;
end

end

%Volviendo a VX, VY
VX=zeros(NNx,NNy);VY=zeros(NNx,NNy);

for i=1:NNx

for j=1:NNy

VX(i,j)=VelX(i,j); VY (i,j)=Vel Y (i,j);

end

end

% Recalculando los parametros de la discretizacién
nx=Nx;ny=Ny;nnx=NNx;nny=NNy;nn=nnx*nny;
dx=1/nx; dy=h/ny;

ddx = 1/(dx"2); ddy = 1/(dy"2);

%Grafica del campo de velocidades con malla refinada
Yofigure(?7?)

% [Y,X] = meshgrid(1:nny,1:nnx);

% quiver(X,Y,VX,VY);

% % % % %Hasta aqui refinacién de la malla

% % % % % % % %Refinando malla por segunda vez
Nx=2*nx-1;Ny=2*ny-1;NNx=Nx+1;NNy=Ny-+1;
VelX=zeros(NNx,NNy);VelY=zeros(NNx,NNy);
%Trasladando los nodos

for i=2:nx

for j=2:ny

VelX (2#i-1,2%j-1)=VX (i,]); Vel Y (2%i-1,2%j-1)=VY (i,§);
end

end

for j=1:my
VelX(1,2%5-1)=VX(1,j); Vel Y(1,2%j-1)=VY(1,j);

end

for i=2:nx

VelX(2%i-1,1)=VX(i,1); VelY(2%i-1,1)=VY(i,1);

end

IX
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%Puntos intermedios horizontales: Promedio de horizontales préximos
for i=2:2:Nx-1

for j=1:2:Ny

VelX(1,j)=(VelX(i-1,j)+ Vel X (i+1,j)) /2; Vel Y (i,j)=(Vel Y (i-1,j)+ Vel Y (i+1,j)) /2;
end

end

Y%Puntos intermedios verticales: Promedio de verticales proximos
for j=2:2:Ny-1

for i=1:2:Nx

VelX(i,j)=(VelX(i,j-1)+VelX(i,j+1))/2; Vel Y (i,j)=(Vel Y (i,j-1)+ Vel Y (i,j+1)) /2;
end

end

%Centros de cuadrados: Promedio de los 4 vertices mas cercanos
for i=2:2:Nx-1

for j=2:2:Ny-1
VelX(i,j)=(VelX(i-1,j)+ Vel X (i+1,j)+ Vel X (i,j-1)+ Vel X (i,j+1)) /4;
VelY (i,j)=(VelY (i-1,j)+ Vel Y (i+1,j)+ Vel Y (i,j-1)+ Vel Y (i,j+1)) /4;
end

end

%Volviendo a VX,VY
VX=zeros(NNx,NNy);VY=zeros(NNx,NNy);

for i=1:NNx

for j=1:NNy

VX(i,j)=VelX(i,j); VY (i,j)=Vel Y (i,j);

end

end

% Recalculando los pardmetros de la discretizacién
nx=Nx;ny=Ny;nnx=NNx;nny=NNy:nn=nnx*nny;

dx=1/nx; dy=h/ny;

ddx = 1/(dx"2); ddy = 1/(dy"2);

%Gréfica del campo de velocidades con malla refinada

figure(?7)

[Y.X] = meshgrid(1:nny,1:nnx);

quiver(X,Y,VX,VY);

text(nnx,nny/2,’GI1’,’FontSize’,15); %Derecha
text(nnx/2,nny,’GI2’,’FontSize’,15); % Arriba
text(1,nny/2,’GI3’,’FontSize’,15); %lzquierda
text(nnx/2,1,’GI4’"FontSize’,15); % Abajo



text(nnx/2,nny/2,’GI5’,'"FontSize’,15); %Centro

% % % % %Hasta aqui refinacién de la malla, segunda vez
%Definiendo vector velocidad

vx=zeros(nn,1); vy=zeros(nn,1);

for i=1:nnx

for k=1:nny

=(-1) umy -+

wx(j)=VX(i,k);

wy())=VY(ik);

end

end

vx=wx; vy=wy; ilx=1; ily=1;

% Ajuste de velocidades

Lx=2*dif/dx; Ly=2*dif/dy;

nvx=2%dif*0.95/dx; nvy=2*dif*0.95/dy;

for i=1:nn

if (abs(wx(i)))>=Lx

vx(i)=sign(wx(i))*nvx;

ilx=ilx+1;

end

if (abs(wy(i)))>=Ly

vy(i)=sign(wy(i)) *nvy;

ily=ily+1;

end

end

%Condiciones iniciales

sz=12%ones(nn,1); iz=sparse(nn,1); pz=sparse(nn,1); rz=sparse(nn,1);
par=sparse(nn,1);sus=sparse(nn,1);inf=sparse(nn,1);rec=sparse(nn,1);
%Gato infeccioso

%Derecha nn-nny/2 (GI1),

%Arriba nny*(nnx/2) (GI2),

%lzquierda nny /2 (GI3),

%Abajo nny*(nnx/2)+1 (GI4),

%Centro nny*(nnx/2)+nny/2 (GI5)
nuinf=nny*(nnx/2)+nny/2;

iz(nuinf)=1;

% Inoculos

%pz(nuinf)=0.1; %10e6: 100 000 parasitos iniciales

XI
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%Definiendo matrices de susceptibles, infectados y recuperados
mSil=sparse(nn);mSdl=sparse(nn);
mlil=sparse(nn);mlIdl=sparse(nn);
mRil=sparse(nn);mRdl=sparse(nn);

for i=1:nn

mSil(i,i)=1-gam*dt/24+mu*dt/2; mSdl(i,i)=1+gam*dt/2-mu*dt/2;
mlil(i,i)=1+(mu+eta)*dt/2; mldl(i,i)=1-(mu+eta)*dt/2;
mRil(i,i)=14+mu*dt/2; mRdl(i,i)=1-mu*dt/2;

end

%Definiendo matrices de parasitos lineal

%Diagonales matriz izquierda lineal

dsiil=-dif*dt*ddx/2;

dsiic=-dif*dt*ddy/2;

dpi=1+((teta/2)+dif*ddx+dif*ddy)*dt;

dssic=-dif*dt*ddy /2;

dssil=-dif*dt*ddx/2;

%Diagonales matriz derecha lineal

dsidl=dif*dt*ddx/2;

dside=dif*dt*ddy/2;

dpd=1-((teta/2)+dif*ddx+dif*ddy)*dt;

dssde=dif*dt*ddy/2;

dssdl=dif*dt*ddx/2;

% y para simplificar calculos...

dtddy=2*dsidc; dtddx=2*dsidl; ddty=dt/(4*dy);d4tx=dt/(4*dx);
% Definicién de matrices de trabajo

mPil=sparse(nn); mPdl=sparse(nn);

%Diagonal principal

for i=1:nn

mPil(i,i)=dpi; mPdl(i,i)=dpd;

end

%Diagonales cercanas

for i=1:nn-1
mPil(i+1,i)=dsiic-vy(i+1)*d4ty;mPil(i,i+1)=dssic+vy(i) *d4ty;
mPdl(i+1,i)=dsidc+vy(i+1)*d4ty;mPdl(i,i4+1)=dssdc-vy (i) *d4ty;
end

%Diagonales lejanas

for i=1:nn-nny
mPil(i+nny,i)=dsiil-vx(i+nny)*d4tx;mPil(i,i+nny)=dssil+vx (i) *d4tx;
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mPdl(i4+nny,i)=dsidl+vx(i+nny)*d4tx;mPdl(i,i+nny)=dssdl-vx (i) *d4tx;
end

% Cambio de las partes referentes a los bordes que tienen: dp/dn=0
%Parte de arriba del dominio (En y=h: dp/dy=0)
for k=1:nnx-1

in=k*nny:;

mPil(in,in+1)=0;

mPil(in,in-1)=2*dsiic;

mPdl(in,in+1)=0;

mPdl(in,in-1)=2*dsidc;

end

mPil(nn,nn-1)=2*dsiic;

mPdl(nn,nn-1)=2*dsidc;

% Parte de abajo del dominio (En y=0: dp/dy=0)
for k=1:nnx-1

in=k*nny+1;

mPil(in,in-1)=0;

mPil(in,in+1)=2*dssic;

mPdl(in,in-1)=0;

mPdl(in,in+1)=2*dssdc;

end

mPil(1,2)=2*dssic;

mPdl(1,2)=2*dssdc;

% Parte de la izquierda (En x=0: dp/dx=0)

for k=1:nny

in=k;

mPil(in,in4+nny)=2*dssil;
mPdl(in,in+nny)=2*dssdl;

end

% Parte de la derecha (En x=l: -dif*dp/dx=ktrns*p)
for k=1:nny

in=nx*nny+k;

mPil(in,in-nny)=2*dsiil;

mPdl(in,in-nny)=2*dsidl;

end

dktx=ktrns*dt/dx;

for k=1:nny

in=nx*nny+k;
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mPil(in,in)=dpi+dktx-((vx(in)*dt*ktrns) /(2*dif ) );
mPdl(in,in)=dpd-dktx+((vx(in)*dt*ktrns) /(2*dif));
end

%Iteracion en el tiempo

Y%par,sus,inf,rec: corresponden a n+1

%pz,8z,iz,rz: corresponden a n

Ibd=sparse(nn,1);
vipar=zeros(nny,nnx);visus=zeros(nny,nnx);
viinf=zeros(nny,nnx);virec=zeros(nny,nnx);
par=pz;sus=sz;inf=iz;rec=rz;

for it=1:nt

%ltera 4 veces

for k=1:4

%Célculo del vector lambda

for j=1:nn

if (par(j)+pz(j))/2<umbmin 1bd(j)=0;

elseif (par(j)+pz(j))/2>umbmax lbd(j)=1;

else 1bd(j)=coef*((par(j)+pz(j))/2-umbmin);

end

end

%

% los promedios entre (n+1) y (n)

%

as=sus + sz; ai=inf + iz; ar=rec + rz;

%

% célculo de los parésitos

%

dbt=beta*dt/2;

tdr=mPdl*pz+dbt*ai;

par=mPil\ tdr;

%

% célculo de susc, infe, recu

%

for int=1:nn
sus(int)=(1/(1-gdt2+d2t*Ibd(int)+mu))*((1+gdt2-d2t*(Ibd (int)+mu))*sz(int)
+gdt2*(ai(int)+ar(int)));
inf(int)=(1/(14+d2t*(mu+eta)))*((1-d2t*(mu+eta))*iz(int)+d2t*as(int) *1bd (int));
rec(int)=(1/(14+d2t*mu))*(rz(int)*(1-mu*d2t)+eta*d2t*ai(int) );



end

end
pz=par;sz=sus;iz=inf;rz=rec;
x(it)=it;
vergsu(it)=sus(nuinf);
vergin(it)=inf(nuinf);

il=0;

for i=1:nnx;

for j=1:nny;
fl=il+1;
vipar(j,)) =pz(il);
visus(j,i)=sz(il);
virec(j,i)=rz(il);
viinf(j,i)=iz(il);
end

end

figure(?7)

subplot(2,2,1),surf(visus),grid,title(’Gatos Susceptibles’)
subplot(2,2,2),surf(viinf),grid,title(’Gatos Infectados’)
subplot(2,2,3),surf(virec),grid,title(’Gatos Recuperados’)
subplot(2,2,4),surf(vipar),grid,title(’Parasitos’)
pause(?7)

end

figure(?7)

plot(x,vergsu,’b’ x,vergin,’r’)

XV



