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0. Resumen en portugués: Estuda-se os fenomenos de transporte de um sistema
unidimensional de particulas que interagem. Este sistema é incorporado em um potencial
periddico assimétrico de esquerdadireita impulsionado por uma forga externa periodica no
tempo e no espaco. Descobrimos, por modificacdo de diversos parametros, diferentes
trajetrias estaciondrias. As propriedades de transporte destas orbitas sdo diferentes e é
possivel quantificar seus valores. Também foram estudadas as 6rbitas com e sem a presenca
de flutuacOes térmicas e encontradas inversoes de corrente devido a adicdo de ruido
Gaussiano branco. Quando a densidade (numero de particulas por local) é um numero inteiro,
a corrente direcional das particulas é coletiva. Por outro lado, quando o sistema apresenta um
defeito, uma nova corrente localizada ou nao coletiva aparece devido a migracdo dos defeitos
de um local para outro.
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p. Resumen en inglés: Transport phenomena in a one-dimensional system of interacting
particles is studied. This system is embedded in a periodic and left-right asymmetric potential
driven by a force periodic in time and space. We have found, by varying differents
parameters, several stationary trajectories. The transport properties of these orbits are quite
different and their values are quantified. The symmetries allow us to study the orbits with and
without the presence of thermal fluctuations and there is found current inversions due to the
addition of white Gaussian noise.When the density (number of particles per site) is an integer,
directional current of the particles is collective; that is, it involves the whole system since all
the sites are equivalents. On the other hand, when the system has a defect, a new localized or
noncollective current appears due to the migration of defects from one site to another.
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La presente tesis aporta resultados originales sobre el estudio de los fendmenos de
transporte en un sistema de ratchets acopladas. En el Capitulo 3, se presenta el modelo
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Capitulo 1

Introduccion

El efecto ratchet consiste en un conjunto de particulas, interactuantes o no,
lejos del equilibrio que pueden generar una corriente direccional atin cuando las
fuerzas que acttian sobre ellas tenga valor medio cero, esto se produce debido
a las asimetrias espacio-temporales que presenta el potencial [1, 2]. También se
lo suele definir como aquellos artefactos no lineales creados de tal manera que
favorecen el movimiento de una sefial, informacién, particulas, etc en un sentido
y no en el otro [3} 4].

Desde que se inici6 el estudio de las ratchets [5, 6], este tipo de sistemas fue
utilizado en distintos campos [7, 8,9, 10, 11] para desarrollar modelos de trans-
porte en sistemas biol6gicos. Por ejemplo, permite explicar como ciertas enzimas
exonucleasas acttian en la replicacion, reparaciéon y recombininacién del ADN si-
guiendo una direccién determinada: comienzan desde el extremo de la cadena
y van hacia en interior de la misma [12]. Cémo asi también, el modelo de rat-
chet acopladas permite disefiar micromdquinas que transportan ADN mediante
una ratchet Browniana que rectifica el movimiento browniano de las particulas
microscopicas; credndose asi Ratchet Brownianas experimentales mediante die-
lectroforesis, trampas Opticas o fuerzas electrocapilares [13].

En las tltimas décadas, el estudio del comportamiento de las biomoléculas ha
crecido enormemente y, en particular, las ratchets permiten modelizar la manera

en que se trasladan de una célula a otra. Estos fendmenos de transporte para este
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tipo de moléculas juegan un rol muy importante para el desarrollo y crecimiento
de las células [14}[15],116,17].

A su vez, el modelo de ratchets inspir6 el disefio de diferentes artefactos cla-
sicos (tales como el transporte de ﬂuxérﬂ en superconductores) o cudnticos (por
ejemplo ratchets de puntos cudnticos que son arreglos de rectificadores cudnticos
asimétricos que trabajan en una escala de algunos nanometros a micrones) [18].

En este trabajo se estudia la dindmica en ratchets acopladas deterministas ins-
piradas en el Modelo Frenkel-Kontorowa (FK) [19] . Mé&s precisamente, se trata
de un modelo FK impulsado y subamortiguado. Este tipo de modelizacién fue
extensamente utilizado para describir unos cuantos fenémenos y sistemas fisicos
[20].

El sistema determinista estd conformado por particulas interactuantes empla-
zadas en un potencial de ratchet afectadas por un forzante externo. Se variaron
diversos parametros del sistema tales como la densidad, la constante de acopla-
miento y la intensidad del forzante externo. La caracteristica principal de este
sistema es el gran niimero de orbitas estacionarias que presenta a medida que
los pardmetros varian. Estas 6rbitas pueden ser bastante diferentes entre si, y en
particular el flujo puede cambiar en su direccién. Cada 6rbita estacionaria define
regiones especificas en el espacio de pardmetros separadas por curvas bien de-
finidas (separatrices). Por otro lado, se encontraron condiciones necesarias para
poder determinar los posibles valores de las corrientes teniendo en cuenta sélo
argumentos de simetria sobre el potencial de ratchet sin considerar la interaccion
de las particulas.

La adicién de ruido en cantidades moderadas en el sistema determinista no
tiene un efecto de desorden como se espera, sino tiene un efecto constructivo
sobre el mismo, tal como se observé en los resonadores estocasticos [21] o en
las ratchets Brownianas [1]]. Vale la pena mencionar que bajo ciertas condiciones
apropiadas, por ejemplo de multiestabilidad, la inclusién de ruido lleva a dismi-
nuir el exponente de Lyapunov de una ratchet determinista [22] o puede realzar

la estabilidad de las 6rbitas [23]. A partir de esto, surge la inquietud acerca de si

1Es un cuanto de Flujo Magnético.
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es posible revertir la corriente en la ratchet determinista con la simple adicién de
ruido. Recientemente, se realizaron algunos trabajos en esta cuestion, utilizando
ruido coloreado o bien fuentes de ruido de correlacion cruzada. [24], 25, 26]

En este trabajo se muestra que la dindmica determinista de este sistema es ro-
busta bajo la presencia de una cantidad moderada de ruido no correlacionado, lo
que puede inducir transiciones entre los diferentes tipos de 6rbitas estacionarias.
Esto significa que, si el sistema determinista tiene una corriente direccional pa-
ra un cierto conjunto de pardmetros, la adicién de ruido blanco puede cambiar
o bien mezclar éstas 6rbitas con otras de una regién del espacio de pardmetros
diferente. Es importante sefialar que ciertos autores [27, 28, 29] sostienen que los
sistemas compuestos por ratchets acopladas tienen la capacidad de invertir la co-
rriente a través de la variacién de algunos de los pardmetros que modifican la
simetria del potencial y por lo tanto la direccién de la corriente.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera: para la comprensioén de los te-
mas, en el Capitulo [2| se presentan contenidos preliminares sobre Movimiento
Browniano, Ratchets, Ruido y el modelo de Frenkel-Kontorova ; en el Capitulo
se realiza una descripcién del modelo utilizado; en el Capitulo 4} se presenta un
anélisis analitico de las corrientes estacionarias; los Capitulos 5] y [6| se dedican a
realizar una descripcion de las 6rbitas estacionarias en el espacio de pardmetros
para un sistema perfecto y otro que no lo es, respectivamente; en el Capitulo m se
muestra el comportamiento del sistema en presencia de ruido Gaussiano blanco;

y por ultimo se presentan las conclusiones y futuros trabajos en el Capitulo






Capitulo 2

Preliminares

En este trabajo nos concentraremos en los fenémenos de transporte asociados
a sistemas en donde acttia un potencial especial, potencial de Ratchet. En parti-
cular, si estos sistemas estan conformados por particulas microscépiscas o nanos-
copicas, es decir, sistemas de pequefa escala, las fluctuaciones térmicas juegan
un importante rol (muchas veces dominante) en el movimiento de estas particu-
las [1]] (a este tipo de particulas se las suele llamar particulas Brownianas), por
lo que, ademads, se estudiard la evolucién y robustes del sistema en presencia de
ruido.

Esta modelizacién se la puede vincular con, por ejemplo, los motores brow-
nianos. Estos motores consisten particulas Brownianas que se mueven en un po-
tencial asimétrico, necesario para obtener movimiento sistematico, y estdn sujetos
a fluctuaciones no termales. [30, 31} [32] En las siguientes secciones, se ampliardn
algunos de estos conceptos y se mostrard el modelo que sirvié de inspiracién para

este trabajo.
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2.1. Movimiento browniano

En 1827, el botdnico Robert Brown al mirar particulas de polen suspendidas en
agua, not6 que las mismas, de manera individual, se movian de manera continua
pero irregular. Repiti6 varias veces el mismo experimento con distintos tipos de
particulas observando el mismo fenémeno. De esta manera, llegé a la conclusion
de que cualquier particula suspendida en cualquier medio fluido (aire o agua),
los 4&tomos o las moléculas que componen el fluido chocan aleatoriamente con la
particula desde diferentes direcciones, en diferentes momentos y cantidades. A
simple vista no se puede distinguir el efecto del choque una tinica molécula pero
si se puede notar el efecto causado por los impactos de varias moléculas en un
periodo de tiempo [33,34]. De alli surge el fenémeno conocido como Movimiento
Browniano.

Este fenémeno, en principio, no podria usarse para separar particulas; sin em-
bargo, si las propiedades del medio depende de la direccién (medio anisétropo)
este movimiento puede ser direccionado [13, 35]. Por ejemplo , si se tiene una
particula cargada que se puede mover en un arreglo de electrodos espaciados

periédicamente, tal como se muestra en la figura

Figura 2.1: Cuando se aplica una diferencia de Voltajes en los electrodos, se genera un

potencial peridédico pero anisotrépico.

Cuando se aplica el voltaje, la energia potencial se parece a una funcién diente
de sierra anisotrépica. El campo eléctrico en la direccién x es 0, por lo que una
fluctuacién de no equilibrio, que se puede generar al enceder y apagar el artefac-

to, generaria un flujo (ver figura[2.2).
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a)

b)

N

c)

Y

Figura 2.2: a) Esquema del modelo cuando los electrodos estan encendidos. b) al mo-
mento de apagar los electrodos, las particulas pueden difundir libremente. c¢) Al encen-
der nuevamente los electrodos, algunas particulas regresan a la misma posicion y otras

pueden avanzar hacia el siguiente electrodo.

A continuacién se presenta dos deducciones diferentes para el movimiento

Browniano: la de Einstein y la de Langevin.

2.1.1. Deducciéon de Einstein

En 1905, Albert Einstein centro su deduccién sobre el movimiento browniano
en una descripcién probabilistica de la distribucién de las particulas, como en-
samble, en el liquido y no en la trayectoria de una particula.

En su articulo titulado Sobre el movimiento requerido por la teoria cinética mo-
lecular del calor de pequefias particulas suspendidas en un liquido estacionario E| [36],
Einstein deduce una expresion para el coeficiente de difusién D que depende del

radio de las particulas suspendidas, de la temperatura y de la viscosidad,

1En alemén: Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Warme geforderte Bewegung von in

ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen.
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D— kgT
67tna

siendo kp la constante de Boltzmann, T la temperatura, 1 es la viscosidad y a el
radio de las particulas. Mayores detalles sobre como Einstein obtiene esta tiltima
expresion se encuentran en el Anexo

La idea primordial para comprender esta deducciéon sobre el Movimiento Brow-
niano consiste en tomar un intervalo de tiempo 7. Este tiempo es pequefio compa-
rado con el tiempo de observacioén, pero es lo suficientemente grande como para
asumir que los movimientos hechos por una particula en dos intervalos consecu-
tivos (de tiempo 7) son independientes. Sea n la cantidad de particulas suspendi-
das en el liquido y f (x, t) el nimero de particulas por unidad de volimen. Esta
altima funcion permite encontrar la distribucion de las particulas a t + 7 desde la
distribucién a tiempo t. Realizando diferentes expansiones y suposiciones, Eins-
tein llegd a una ecuacién diferencial para la difusién siendo D el coeficiente de
difusién:

of _ H%f @.1)

ot 0x2
Ahora bien, asumiendo que las particulas son independientes, se puede utili-
zar como origen de sistema de coordenadas a la posicion del centro de masa de
las mismas en ¢y = 0. De esta manera f (x,t) dx indica la cantidad de particulas
cuya coordenada x se ha incrementado entre los tiempos ty) = 0y f; = t por una
cantidad que esté entre x y x + dx.

Como f tiene que satisfacer (2.1, y, si x # 0, las condiciones

f(x,0)=0

+00
f(x,0)dx =n

conducen a que la funcion de densidad de probabilidad, soluciéon de[2.1} debe

ser:
—x2

n e 1Dt
47D

(2.2)

~
—~
5
=
I
=
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Pues bien, si se calcula el desplazamiento cuadratico medio en la direccién del

eje x se obtiene
<x2 (t)> — 2Dt (2.3)

De esta manera, el desplazamiento medio es proporcional a la raiz cuadrada

del tiempo.

2.1.2. Ecuacién de Langevin

En 1908, Paul Langevin present6 su version de una ecuaciéon que describe el
fenémeno del movimiento Browniano [37] . Langevin se basé en la trayectoria
de una tnica particula Browniana y escribi6 las ecuaciones de Newton para ella:
Fuerza igual la masa por la aceleracién. El conocia que la trayectoria de la parti-
cula Browniana era errdtica, consider6 que sobre la particula actuaban dos tipos
de fuerzas: una de friccién (seria porporcional a la velocidad segtin la Ley de Sto-
kesﬂ} y una fuerza fluctuante ? (t) que representaria la parte errédtica de la fuerza
proveniente de las moléculas del fluido.

De este modo, la ecuacién de movimiento de una particula es:

dv

donde 7 es el coeficiente de viscosidad, a es el radio de la particula Browniana
(se supone que es esférica).
Langevin asumi6 dos cuestiones sobre la fuerza erratica ? (t): tiene media 0

y no esté correlacionada con la posicién actual de la particula. Es decir,

) =0
T T m)=(TW)(Tm)=0

ZPara objetos pequefios, la fuerza de rozamiento que sufre una particula de radio a inmersa en un fluido

(2.5)

es

F, = 6manv

donde 7 es la viscosidad del fluido y v es la velocidad de la particula.
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Ahora bien, multiplicando la ecuacion (2.4) por X y tomando promedio sobre

todas las realizaciones de ? (t), se obtiene

m—— — 6mqaT + &
n® = TR+ X (2.6)
m <§?> - 6 (F7) +(T7)

llegando a

2.7)

md2<72> ) d<72>
27 an :m<7>_3m7” dt

puesto se considera las condiciones de y que los términos <7%> y

) 22
<7—d d§> se pueden reescribir como % <—d T > y % <%> — (0'?) respecti-
vamente.

Por otro lado, Langevin también asumi6 que la particula Browniana y el fluido

en el que estd inmersa estdn en equilibrio térmico. Lo que implica que la energia
mo2\  3kpT

2 /2
Boltzmann y T la temperatura del fluido.

cinética promedio de la particula es , siendo kp la constante de
Si se resuelve la ecuacion (2.7), se obtiene que la particula, en promedio, no se
mueve y que luego de cierto tiempo, el promedio de la posicién al cuadrado estd

dado por:

(¥ (1) =0

(7 07) = g -

Obteniendo asi una expresion para el coeficiente de difusién
kgT

= orna (2.9)

coincidente con el resultado de Einstein.

En esta tesis, teniendo en cuenta que se estudiaran los fenémenos de transpor-
te en un sistema particular, se trabaja con la ecuacién deducida por Langevin de-

bido a que ésta modeliza la posicion de la particula de manera individual lo que
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permite tener una mayor comprension del fenémeno al poder observar/simular

como se comportan las érbitas de las particulas.

2.2. Ratchet

Se llaman ratchet brownianas a aquellos sistemas que producen una corriente
en la red sin una fuerza externa, sélo utilizando las fluctuaciones de noequilibrio
[38]]. Un ejemplo de esto se puede observar en la figura2.3]en donde las colisiones
aleatorias de las moléculas de gas sobre las paletas provocan un moviento rota-

torio browniano, pero la traba rectifica este movimiento y permite elevar la carga

[1].

Figura 2.3: El sistema de Ratchet, dientes de sierra, estd unido mediante un eje a las pale-

tas y a una polea que puede elevar una carga. [1]

El artefacto estd rodeado por gas en equilibrio térmico. Por lo que el impacto
aleatorios de las moléculas de gas en las paletas podrian producir un movimien-
to browniano, pero esto implicaria tener un mévil perpetuo lo que contradice la
Segunda Ley de la Termodinémic Una ampliacién de este experimento es pre-

sentado por Feynman en uno de sus trabajos [6]: El gas alrededor de las paletas y

3El enunciado de Kelvin-Planck sobre la Segunda Ley de la Termodinamica dice lo siguiente: Es imposi-
ble construir un artefacto que opere ciclicamente, cuyo tnico efecto sea absorber el calor de una fuente de

temperatura y convertirlo en una cantidad equivalente de trabajo.
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del ratchet no deben estar a la misma temperatura, tal como se indica en la figura

'_i:}ﬁ-\llﬁ
&~
.'ll f |
/| 7
S
[ Tl
/ f-"'. | /"'I I | [
iy, |__»_||,1 / | _IL/
— LI&L
— T
T N ________________
o

Figura 2.4: Sistema idéntico al anterior pero en que la ratchet y la traba se encuentran a

una temperatura diferente que las paletas.[1]

Si T; > T, es decir, que las paletas se encuentran a mayor temperatura que la
ratchet, el movimiento que resultante coincide con la intuicién: la carga es eleva-

da. En cambio, si T < T, el moviento es el inverso: la carga desciende.

2.2.1. Efecto Ratchet

Se llama Efecto Ratchet a utilizar las fluctuaciones aleatorias en trabajo ttil.
Este efecto se lo ha aplicado en distintos tipos de fenémenos, tales como: para
establecer un mecanismo de separacion de particulas [15]; para remover voértices
de superconductores (estos tiltimos se usan, por ejemplo, como sensores para ins-
trumentos de medicién y los voértices disipan energia y generan ruido interno) y
suavizar superficies [39]; o bien simplemente para describir el transporte direc-

cional de gotas de agua en las alas de mariposa [40].
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2.2.2. Tipos de Rachets

Para tener un sistema en donde se considere el efecto de ratchet, se debe tener

las siguientes consideraciones:

i. Tener una periodicidad espacial y una periodicidad bajo la traslacién en el

tiempo.

ii. Todas las fuerzas tienen que desvanecerse al promediar sobre el tiempo,
sobre el espacio, y sobre ensambles estadisticos al tener fluctuaciones alea-

torias.

iii. El sistema tiene que ser permanentemente alejado del equilibrio termal pe-
ro no tiene que haber ninguna simetria que prohiba el efecto de ratchet de

antemano.
iv. Tener una cantidad finita de ruido termal

Teniendo en cuenta estas cuestiones, el modelo basico de una dindmica esto-

castica unidimensional sobreamortiguada es:

nx ==V (x(®),f () +y () +F+S (1)
(C(£),¢(s)) =2nkpTé (t—s)

donde 7 es el coeficiente de friccion; V' (x, f) = es un potencial peri6-

Vi(xf)
ox
dico para f (t), esdecir, V (x+ L, f (t)) = V (x, f (t)) Vx,Vt; ¢ (t) representa las
fluctuaciones termales modelado por ruido gaussiano blanco con media 0 e in-
tensidad 2y7kpT; F representa una fuerza de carga que no se considera parte del
sistema pero se lo entiende como una perturbacién externa para estudiar la res-
puesta del sistema a este estimulo; f (¢) e y (¢) son funciones o bien periédicas o

bien estocésticas dependientes del tiempo.
Principalmente existen dos tipos de clases fundamentales de modelos de rat-

chets:
» siy (t) = 0selas conoce como ratchets pulsadas (en inglés pulsating ratchets).

» si f (t) = 0 se las llama ratchets inclinadas (en inglés tilting ratchets).
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Un caso particular de ratchets pulsadas es cuando V (x, f (t)) es de la for-
ma V (x) [1+ f (t)], conocidas como ratchets fluctuantes (fluctuating potential rat-
chets). Supuesto esto, si f () s6lo puede tomar dos posibles valores (tales como,
por ejemplo, +1 y —1) se las conoce como ratchets encendidas-apagadas (on-off
ratchets)[1},35]. Estas tltimas se utilizan principalmente para separar particulas y
para disefiar artefactos que transportan ADN [13].

Pues bien, cuando f (t) = 0, el potencial V (x, f (t)) queda s6lo dependiendo
del valor de x, es decir, V (x, f (t)) = V (x). Ademds, si y (t) es un proceso esto-
céstico, se habla de fuerza fluctuante de ratchet (fluctuating force ratchet) [1,35] y
si y (t) es un forzante periédico se la conoce como rocking ratchet, debido a que
son sacudidas periédicamente [41].

Si V (x) es un potencial simétrico, la simetria rota de y (¢) resulta ser suficien-
te y necesaria para obtener una corriente finita (x). Cuando y (f) no es simétrico,
aun si V (x) lo es o no, se las conoce como ratchets asimétricas inclinadas (asym-
metrically tilting ratchet).

Otra clase de ratchets es cuando f (t) = 0y y(t) = 0, pero en este caso la
temperatura T depende del tiempo o del espacio. A este tipo de ratchets se los

conoce como ratchets de Seebeck y ratchets de temperatura.

2.3. Ruido

En la conciencia colectiva de la poblacién, al ruido siempre se lo asocia a cues-
tiones negativas, haciendo todo lo posible por eliminarlo o disminuirlo. Pero, a la
hora estudiar modelos que describen las dinamicas de situaciones reales (ya sean
fisicas, biologicas, quimicas, etc) hay que tener en cuenta que es imposible aislar
completamente un sistema [35], y, en particular, que todo sistema de pequefia es-
cala se ve afectado por fluctuaciones térmicas, generalmente de fuentes que no
pueden ser controladas, por lo que el ruido siempre estd presente en este tipo de
situaciones.

Ademds, cuando los elementos estudiados son muy pequefios, como por ejem-

plo los motores brownianos, las fluctuaciones termales son significativas com-
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paradas con la energia que mueve a los mismos [42]. Por lo que los motores
que operan en escala microscépica (nanoscopica) tienen que tolerar su ambiente
estocdstico.[43]]

Cabe sefialar que la literatura reinvidica la presencia del ruido en ciertos sis-
temas como ingredientes necesarios para que un determinado suceso ocurra. A

saber:

1. Como se mencioné anterioremente: El estudio del movimiento de pequefias
particulas en un fluido y se mueven bajo la influencia de fuerzas aleatorias
que son el resultado de las colisiones con las moléculas del fluido inducido

por las fluctuaciones térmicas.[44]

2. Un ejemplo del efecto del ruido se observa en neuronas sensoriales. Estas
son neuronas excitables que estan en silencio en ausencia de ruido y dispa-
ran un spike de un potencial de accién en respuesta a un fuerte estimulo.
Un estimulo débil mantiene a la neurona en silencio por lo que no transpor-
ta informacion acerca del estimulo. Con ruido presente, la neurona dispara
codificando el estimulo en una secuencia de intervalos de spikes [45]. El ori-
gen del ruido puede ser interno (las neuronas pueden ser muy ruidosas) o

externo (por ejemplo el ambiente) o una combinacién de ambos. [46]

3. El Ruido puede representar una fuente de excitacion del sistema tal como el

impulso de las moléculas en un gas diluido. [1]

4. Las fluctuaciones termales en los motores proteicos son necesarias para lo-
grar que la molécula esté en un estado de transicion para alcanzar rdpida-

mente niveles de alta energia.[47]

5. Una sefial se puede amplificar y optimizar mediante el ruido, o bien, con la
ayuda de una cantidad 6ptima de ruido es posible detectar la periodicidad
de una sefal que no supera cierta barrera de potencial (Resonancia Estocés-
tica). [48]]
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2.3.1. Resonancia estocdstica

Ahora bien, si no es posible eliminarlo, ;se lo podra utilizar en beneficio del
transporte? Diferentes trabajos indican que si. Un ejemplo en el cual la presencia
de ruido mejora la respuesta de un sistema ante una sefial externa es lo que se
conoce como Resonancia Estocéastica (de ahora en mas RE). Es decir, la RE es el
fenémeno por el cual el ruido provoca en un realce de una sefal[45) 149 46].

La RE es comunmente ejemplificada de la siguiente manera: consideremos
una particula sobreamortiguada de masa m, cuya posicion estd representada por

x (t) y estd afectada por un potencial de doble pozo de la forma

con a,b > 0 (representada en la figura2.5).

A

Vix}

+C

"'

Figura 2.5: Potencial de doble pozo, con minimos en +-cy —c con ¢ = v/a/b. Los minimos

estdn separados por una barrera de potencial de altura V.

En el sistema determinista, la particula se relajaria en uno de los pozos. Si se

considera que el sistema es afectado por un forzante externo de la forma

Fe* (t) = V; cos (wt)
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con V3 < V), este forzante no genera transiciones entre los dos pozos, es decir,
la particula permanece en el minimo inicial y no salta de un pozo al otro. Ahora
bien, si el sistema estd inmerso en un bafio térmico, la particula recibiria aleatoria-
mente golpes que permitirian que la particula salte hacia el otro pozo, superando
la barrera del potencial en x = 0. Al inspeccionar la Figura 2.6 se puede observar
que cuando el ruido es bajo, la particula permanece mas tiempo en uno de los
pozos y las transiciones se producen de manera aleatoria; a una intensidad ideal
de ruido, las transiciones entre minimos coinciden con el periédo del forzante; y
si el ruido es alto, se pierde el efecto cooperativo entre éste y el forzante externo.

En la figura se muestra las transiciones entre ambos minimos a un nivel
6ptimo de ruido.

Debido a esto, a la RE se la suele tomar como un fenémeno de barrera puesto
que si, por ejemplo, la sefial es lo suficientemente débil para no superar cierta
barrera para transmitir la informacioén, el ruido puede intensificar la sefial y que
ésta logre superar esa barrera. Sin embargo, una poca cantidad de ruido no ne-
cesariamente desencadena este fenémeno pero una cantidad excesiva destruye la
senal [38]].

El fenémeno de RE es posible encontrarlo en sistemas biol6gicos, magnéticos,
fisicos, etc [50]. Por ejemplo, la RE se observa en la periodicidad de las eras de
hielo de la Tierra:

Suponiendo que el clima de la Tierra tiene dos estados (uno a bajas temperaturas equi-
valente a la era del hielo y otro a altas temperaturas), los eventos geodidmicos (por ejemplo,
cambios en la 6rbita terrestre) producen fluctuaciones que pueden causar las transiciones
entre ambos estados. Si estas fluctuaciones son pequefias, los cambios de estado serian
muy poco frecuentes; pero si son muy grandes, los cambios serian extremadamente fre-
cuentes. Entonces, la RE aparece en el nivel éptimo de fluctuaciones. En diferentes tra-
bajos [51), 152, 153l], los autores encontraron que la fuerza periddica externa (por ejemplo,
la radiacién solar) no alcanzaba para generar un cambio de estado pero tampoco lo hacia
la fuerza estocdstica interna (desbalances en el intercamio de energia, circulacion atmos-
férica u ocednica). Sin embargo, la combinacion de ambos fendmenos amplifica la fuerza

externa causando el cambio de estado.
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Figura 2.6: Forzante externo (en linea punteada) y la érbita ruidosa de una particula para
diferentes intensidades de ruido: a) Cuando la intensidad del ruido es baja, las transi-
ciones entre ambos minimos son pocas por lo que la particula permanece mas tiempo en
alguno de ellos; b) Para una intensidad de ruido 6ptima, la transicién entre minimos esté
sincronizada con el forzante externo; ¢) si la intensidad del ruido es alta, las transiciones

son demasiadas perdiéndose la sincronizacién con el forzante externo.
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Figura 2.7: Secuencia del efecto cooperativo del forzante externo y de un nivel adecuado

de ruido sobre el potencial V (x).

Una posible vinculacion entre la RE y las ratchets es su capacidad de extraer
trabajo til de ambientes fluctuantes. Esto surge del hecho que las ratchets pue-
den producir una corriente sin una fuerza externa sélo usando fluctuaciones de

no equilibrio. [38]

2.3.2. Ruido Blanco

Teniendo en cuenta que practicamente es imposible conocer con precisién las
posiciones y las velocidades de las particulas para todo tiempo t, no es posible
conocer con certeza la accién del ruido sobre ellas. Por ese motivo, se lo puede
considerar como una fuerza que es la conjuncién de infinitas contribuciones y de

esa manera se la puede estudiar probabilisticamente.
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Recordando el Teorema Central del Limite ﬂ para poder aproximar una va-
riable aleatoria X mediante una distribucién normal (gaussiana) es necesario co-
nocer su media y su varianza (o en su defecto, la correlacién entre los valores de
X).

Ahora bien, teniendo en cuenta lo planteado en la seccién 2.1} la variable ¢ ()
representa el ruido y como éste no favorece ninguna direcciéon en particular, su

valor medio debe valor cero
(¢(t)=0

Por otro lado, teniendo en cuenta la invarianza temporal, la correlacién entre
los valores de la fuerza en dos tiempos debe depender de la diferencia entre ellos,

es decir,
(€ (t1) ¢ (t2)) = Cor (t2 — t1).

No obstante, a esta funcién de correlaciéon del ruido se la puede aproximar
como un decaimiento exponencial con respecto a 1y (tiempo caracteristico de una
colision)

tr — 1
B N
Cor(tp —t) = —e 0
T0
siendo B la intensidad del ruido.

Dado que el tiempo de observacion de una particula Browniana es mucho mas

grande que Ty y haciendo la asuncién que 1y — 0, se obtiene que la funcién de

correlacién termina resultado una Delta de Dirac:

Cor (t2 — tl) = B (tz — tl) .

Con esta definicién, a ¢ se lo llama Ruido Blanco y el coeficiente B es equiva-

lente a 217kpT, siendo 7 el coeficiente de friccién, kg la constante de Boltzmann

4Sean X1, ..., Xy variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con media E (X;) = pu y

varianza V (X;) = 02 Vi.Sea X = % YL, Xj, entonces
lim P (X;ﬂ <z> =¢(z)

donde ¢ es la funcién de distribucién acumulada de la distribucién normal con media 0 y varianza 1.
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y T la temperatura del bafio térmico. Bajo estas condiciones, a ¢ (¢) se lo define
COmMo un proceso gaussiano estacionario.

El nombre de ruido blanco hace referencia a que la fuerza estocéstica no tiene
una escala temporal caracteristica tal como la luz blanca no tiene una frecuencia
caracteristica (esta luz contiene todas las frecuencias del espectro visible unifor-
memente distribuidas).

Otra manera de analizar el ruido Blanco es mediante un proceso de Wiener.

Este estudio se encuentra en el Anexo

2.4. Modelo de Frenkel-Kontorowa

El punto de partida para este trabajo de tesis se basa en el modelo propuesto en
la década del 30 por Y. Frenkel y T. Kontorowa. Estos investigadores desarrollaron
un sencillo modelo que describe la evolucion de un sistema constituido por una
cadena de particulas que interacttian con sus vecinos mds cercanos afectados por
un potencial externo periédico [19], usualmente representado como en la figura
2.9.

- P —

Figura 2.8: Representacién tipica del modelo de Frenkel-Kontorova: Una cadena de parti-
culas que interacttian a través de resortes armonicos de constante eldstica k en presencia

de un potencial externo de periodo p.

El modelo de Frenkel-Kontorowa (F-K) es ampliamente utilizado para descri-

bir diferentes fenémenos tales como:

e Dindmica de Dislocacién (Kink): Este modelo fue uno de los primeros mo-
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delos que permitié explicar la dindmica de una discolacién a nivel atémico
en solidos. Estas dislocaciones definen la mayoria de las propiedades meca-

nicas en los s6lidos.[20]

Problemas de Crowdion: El Crowdion es una configuracion especial de los inter-
tisciales (espacios vacios entre espacios llenos) a baja temperatura en metales (de
configuracion ciibica centrada o bien en las caras o bien en el centro). Bdsicamente,
el problema surge cuando hay un dtomo extra insertado en una fila de dtomos en un
metal con una estructura cristalina ideal. Usualmente, debido al potencial crista-
lino, los dtomos sélo pueden moverse en una inica direccion por lo que la dindmica

de los dtomos de la fila puede describirse fiacilmente mediante el modelo F-K.

Dindmica del ADN: si bien la estructura del ADN es compleja por ser una
doble cadena en forma de hélice, se la puede modelar asumiendo que to-
das las bases de las cadenas son identicas. Estableciendo una analogia en-
tre el movimiento rotacional de las bases de las cadenas y los movimien-
tos rotacionales de los péndulos se puede notar que uno de los estados del
ADN se puede modelar mediante la solucién Kink del modelo de Frenkel-
Kontorowa. [20, 54]

Union de Arreglos de Josephson: Estos arreglos son dispositivos eléctricos
en el que dos metales superconductores estan separados por un capa fina
de aislante, mediante la cual una corriente eléctrica puede circular sin la
necesidad de una diferencia de potencial. El modelo de F-K permite modelar
el flujo de una cadena discreta de particulas efectivas en este tipo de arreglos
acoplados.[20, 55, 56, 57]

Superficies de Atomos Absorbidos: este modelo se lo utiliza para describir
la dindmica de dtomos y las capas de &tomos absorbidos en las superficioes
de los cristales. Para este caso, el potencial F-K del sistema se define por los
atomos absorvidos en la superficie del cristal, mientras que los d4tomos ab-

sorvidos en la superficie son modelados como particulas efectivas F-K.[20]

Para encontrar una ecuacién que describa el modelo de F-K se parte del La-
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grangiano del mismo. Este viene dado por
L=K-U
donde
» K esla Energia Cinética dada por

m dx, 2
’C:EZ(dt>

n

donde m es la masa de la particula y x, es la posicién de la n—ésima parti-

cula de la cadena.
» U esla Energia Potencial compuesta por
U = Usyp + Uint

* Ug,p representa la interaccion de la cadena con el potencial externo pe-
riédico, de periodo p
Usyp = ZVsub (xn) .
n

* Uj,; representa la interaccién a primeros vecinos de las particulas
Uiny = ZVint (Xng1 — Xn) .
n

En particular, si a Vj,;; se lo expande en la serie de Taylor y s6lo se con-

sidera la interaccién arménica, queda que Vi, = 5 (Xp41 — xn)2 y VI,

representa la constante del resorte.

De este modo, el lagrangiano para la n—ésima particula viene dado por

m (dx,\> k k
Lo =5 (5] = Vs () = § (s = 0 45 (5 = 00

Con lo que la ecuacién de movimiento para la n—ésima particula la obtene-
mos, como es usual, haciendo:

d (LN L _
dt \ox,) ~ oxu




24 Capitulo 2. Preliminares (/)

Por lo que la ecuacién de movimiento queda

d*x
0= m—z + Vi (Xn) =k (Xp41+ Xn1 — 22n) (2.10)
Teniendo en cuenta la ecuacién anterior, si las particulas estdn en presencia de
friccion viscosa, F,{ " = —mnx, (t) (donde 7 representa el coeficiente de friccién)
y de una fuerza estocéstica aditiva ¢, (t), la ecuacién de F-K queda
d%x,

T miin (£) =k (X1 + %01 — 20) + Vi (xn) = Gu (1) (211)

m

Resultando ser (2.11) una ecuacién de Langevin.



Capitulo 3

Modelo

Como se dijo anteriormente, el sistema estudiado en este trabajo esta inspira-
do en el modelo de Frenkel-Kontorowa. El modelo utilizado fue introducido por
Fendrik, et. al. en [22, 58| 59], el mismo consiste en un sistema compuesto por N
particulas en que interacttian entre si, a primeros vecinos, mediante un potencial
armonico V%, dispuestas en un anillo unidimensional de longitud L sujetas a un
potencial periédico V, y que son impulsadas por una fuerza externa F**! en un

regimen sobreamortiguado.

Ruido &;(t)

~ A ATV
PV VY
Y

Constante de
acoplamiento k

Figura 3.1: Las particulas se ubican a lo largo de un anillo de longitud L. Las mismas
interactian mediante un potencial armoénico V¢ a primeros vecinos y cada una esta
afectada por una fuente de ruido térmico &;(t).

La evolucién de la i-ésima paticula estd dada por la siguiente ecuacion:

25
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. oV, (x; oV (x;_1,x;,X;
pile) + o) LRI et son Ga)
1 1

donde:

e x;(t) representa la posicién de la particulai, i = 1,2,..., N conla convencién
XN+1 = X1 Y Xp = xN. Estdn medidos en sentido horario a lo largo de un
anillo de longitud L, por lo que verifica la condicién periddica x; + L = x;.

e 7 es el coeficiente de amortiguamiento.

e G es igual a \/2kpT, con kp es la constante de Boltzmann y T representa la

temperatura del bafio térmico en la que se encuentra el sistema.

3.1. Potencial de Ratchet

El potencial de Ratchet V,,(x) es un potencial unidimensional, periédico y con

una asimetria derecha-izquierda dada por:

#)]) para0 <3 < gty (3.2)
((a+1)F—a)]), para 455 < 5 <1

Va(x) = L%[ <

con la condicién perdiddica Vy(x +d) = V,(x) fuera del intervalo (0,d). D
este modo, la longitud total del anillo estd dada por L = sd, donde s es el ntimero
(par) de minimos y d es la distancia lineal entre minimos consecutivos del ratchet.

El parametro a (« > 0) controla la asimetria derecha-izquierda. Para a« > 1, el
minimo de la ratchet estd desplazado en sentido horario(ver figura[3.2a)).; para

a < 1, el minimo esta desplazado en sentido contrario (ver figura|3.2/b)).
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1
Figura 3.2: Potencial de Ratchet V,, vs. X (posicién en el anillo) paraa)a =3y b)a = 3

3.2. Forzante Externo
Para este trabajo, se consider6 un forzante externo F®*! (x;,t) cuyo gradiente
depende del tiempo y su periodicidad espacial es el doble de V,

aVEXt(xi, t)
8—
axi

dsin(7tx;/d)

5 (3.3)

F* (x;,t) = — = —esin(wt)

donde ¢ es la amplitud del forzante y w es su frecuencia. De esta manera, los
minimos alternan en el tiempo como minimo absoluto y estdn en fases opuestas
(ver figura [3.3). Por ello el nimero de minimos del ratchet debe ser par.

Cabe sefialar que, en el regimen sobreamotiguado, si s6lo se aplica en las parti-
culas la fuerza dada por la ecuacién[3.3)(esto es sin la fuerza dada por el potencial
de ratchet y sin las interacciones entre ellas), las particulas oscilaran alrededor de

su posicion inicial.
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b —

Figura 3.3: F*! vs. X (posicién en el anillo) parae = 10y a)t = Ly b)t = 3 con T = 2Z.
Por lo que si se tiene en cuenta el potencial total dado por la suma V, (x) y
Vet (x), este produce que los minimos consecutivos del ratchet alternen como

minimos absolutos. Para notar el efecto observar la figura

3.3. Potencial de interaccion

La interaccion entre particulas brownianas genera una variedad de efectos co-
lectivos. El comportamiento colectivo de las particulas acopladas eldsticamente
bajo ciertas condiciones lleva a la velocidad v sea mayor a que la de una séla
particula [60, 61]. Y si se considera ademds que la velocidad depende de la cons-
tante de acoplamiento [62] se llega a que es posible controlar la intensidad y la
direcciéon del movimiento teniendo en cuenta la interaccién entre las particulas
[63].
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Figura 3.4: Potencial total V (x,t) = V, (x) + V¢ (x,t) paraa)t = 0, b)t

I
el
S
o
N—
=4
I
N
<

_ 3T — 2z
d)t = cont = 7.

Debido a lo anterior, para este sistema se opt6 por trabajar con particulas in-
teractuantes y que el potencial de interaccién sea el utilizado en el modelo de

Frenkel-Kontorowa dado por:
1
VO (X1, X, Xig1) = Ek[(xi—l —x;)? + (xi — xi41)?]- (3.4)

En este caso, debido a que el anillo es unidimensional, las particulas no se
pueden interpenetrar, es decir, en todo momento se mantiene el orden relativo
entre ellas. En otras palabras, una vez posicionadas en el anillo, detras de la par-
ticula 1, se encuentra la niimero 2, luego la 3, y asi sucesivamente hasta llegar a

la particula N. Luego de la particula N, se encuentra la particula 1. Por lo que,
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teniendo en cuenta esto, se debe considerar la inclusién de un potencial de inter-
accion del tipo carozo duro que impide la interpenetracién. Para mayores detalles
ver el Apéndice

3.4. Ruido Térmico

El término ¢ ¢;(t) de la ecuaciéon (3.1) representa la fuente de ruido blanco

Gaussiano que satisface la condicién

(Gi(B)Gi(t')) = o(t = t).

El factor ¢ es igual a v/2kgT, donde kg es la constante de Boltzmann, por lo

que ese término corresponde a un bafio térmico de temperatura T.

3.5. Constantes Adimensionales

La evolucién de la dindmica del sistema esta dada por la siguiente ecuacion:

(1) + (1) 2 /) + K xi0) (31— 1)) =
gg(x/d,wt) +\/27kpT &(1), (3.5)

donde f(x;/d) representa la dependencia de las coordenadas de la fuerza del
ratchet, g(x/d, wt) representa la dependencia de las coordenadas y del tiempo de
la duerza externa 'y (&;(t)&;(¥)) = 6(t — ).

Esta ecuacion depende de 7 parametros: masa (m), el coeficiente de amorti-
guamiento (77), la amplitud del Potencial de Ratchet 2V, la distancia lineal entre
dos minimos del potencia del ratchet (d), la amplitud del forzante externo (¢), el
periodo del forzante externo (t = 271/ w), la constante eléstica (k) y la magnitud
del ruido blanco (\/W )-

Hay tres dimensiones independientes: longitud, tiempo y energia. Se toma a
d como unidad de longitud, a T como unidad de tiempo y a 2V, como unidad de

energia. De esta manera, se definen cinco pardmetros adimensionales:
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2
m, = M
2V, 12
nd?
1, =
T 2V, T
&
I, = ——
€ 2V,
2.2
m, — kd~s
kT
IIr =
T 2V,

y al reemplazar los pardmetros en la ecuacion [3.5/se obtiene:

T3 (t) + Ty (1) 4+ (1/2) f(x) + TI(N/8)[(x; — xi-1) + (x; — xi31)] =
Meg(x, ) + V2, /T, VIIr &i(t) (3.6)

donde las posiciones estdn medidas en unidades de d y el tiempo estd me-
dido en unidades de 7. Para dindmicas sobreamotiguadas I1,, <<< IT;, esto
es m <<< 1T, se descarta el término inercial. Para este estudio, se fija I, = 1
asumiendo una dindmica sobreamortiguada.

Coloquialmente, las cantidades adimensionales representan:

e 11, es una medida que compara la energia cinética de la particula con la

profundidad del potencial de ratchet.

e II; compara el promedio de energia disipada por la fuerza de amortiguacién

con la profundidad del potencial de ratchet.

e II. compara la energia provista por el forzante externo con la profundidad

del potencial de ratchet 2V,,.

e IT; que es una medida del potencial eldstico promedio en unidades de la

profundidad del potencial de ratchet.

e IIT compara la energia entregada por el bafio térmico con la profundidad

del potencial de ratchet.
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La falta de soluciones analiticas nos lleva a estudiar el modelo mediante simu-

laciones numéricas.



Capitulo 4

Las Posibles Corrientes

En este capitulo, se mostrara como la restriccién de continuidad, es decir la
conservacion de la cantidad de particulas, y las simetrias en el tiempo y en el

espacio de los potenciales caracterizan las posibles corrientes estacionarias .

La velocidad se define como:

5—s lim "elm) 4.1)

ne— 1,

donde s es el numero de sitios y 14(n,) es el namero de vueltas alrededor del
anillo luego de 7, oscilaciones del forzante externo F&*(x;, t).

La corriente se define por:

j = dp, (4.2)

donde N es el nimero de particulas y p = N/s es la densidad de particulas,
es decir, indica cuantas particulas hay por sitio.

Aqui analizaremos las posibles corrientes en dos casos: cuando la densidad de
particulas es entera (en esa situacion se dird que el sistema es perfecto) y cuando
el sistema tiene un defecto. En este trabajo, diremos que un sistema es defectuoso
cuando en s — 1 sitios haya la misma cantidad de particulas y en un tnico sitio
haya s6lo una particula extra. Es decir, N = (s x 1) 4+ 1, donde ! es entero y, de

esta manera, p no es entero.

33
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4.1. Densidad Entera

Para simplificar la descripcién, imaginemos que el pozo del potencial de rat-
chet es lo suficientemente profundo para que las particulas estén en el fondo del
potencial, es decir en los sitios, y la dindmica se reduce a la transiciéon entre “es-
tados", esto es, a contar cuantas particulas hay en cada sitio .

El potencial de Ratchet es invariante bajo traslaciéon en el doble de la distancia
entre sitios y el potencial externo también lo es bajo la traslacién de un periodo
en el tiempo.

Para distinguir y clasificar la dindmica, observando al sistema en cada mitad

de periodo en el momento exacto en el cual el potencial total dado por
V(x,t) = Vi (x) + V¥ (x, )

presenta dos minimos relativos consecutivos distintos (Ver figura 3.4/ b y d). Y,
teniendo en cuenta argumentos de simetria, se puede decir que una posible dis-

tribucioén de particulas sera
n,m,n,m,n,m,...,n,m.

De esto tultimo se deduce que, asumiendo que la cantidad de sitios s es par, en

la mitad de los sitios hay n particulas y en el resto hay m particulas.

“n+im = s
2T T P
n+m = 2p

En la siguiente mitad del periodo, la distribucién de particulas seréd

n',m' ,n,m' ,n,m, . .. n,m.

conn’ +m' = 2p.

Para determinar las corrientes se puede decir que, como consecuencia de asu-
mir sobreamortiguacion, en cada medio periodo las particulas migrardn desde
los sitios en los cuales el potencial externo es maximo a los sitios donde el poten-

cial es minimo (esto no seria asi si la inercia tuviese mayor importancia). De esta
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manera, si una cantidad r de las n — n’ particulas del sitio i que migran lo hacen

al sitioi — 1 y el resto, n — n’ — r, 1o hacen al sitio i 4 1, el flujo en 5 sitios sera:

¢ = (n—n"—r)—r

¢ = n—n —2r

con r < n —n'. Por otro lado, si una cantidad ' de las m — m' particulas del sitio
j que migran lo hacen hacia el sitio j — 1y el resto, m — m’ — t/, 1o hacen hacia el

sitio j 4 1, el flujo en los 5 sitios restantes sera:

i = (m—m'—+") -7

i = m—m'—2r

donder’ <m —m'.

Por lo que el flujo neto total de las particulas ¢,.

i(n—n’—Zr)—i—i(m—m’—Zr’)

o = = 52
%(n—n’—Zr—l—m—m’—Zr’)

Pp = S

oy = %(n—I—m—(n’—l—m’)—Z(r—kr’))

comon+m=n"+m’,

pp = —(r+7)

Para determinar los posibles valores de ¢y, si se considera el caso extremo en
elquen =20,m=0,n" =0y m' =2p,quedandon —n' =20y m—m' = —2p,
porloque 0 < r <20y —2p < " <0, quedando asi —2p < — (r+7+") < 2p.
Finalmente, —2p < ¢, < 2p.

Para ejemplificar esto, consideremos el sistema en donde cantidad de sitios es

4 y hay 20 particulas, es decir, p = 5. En este caso

=20 <¢p <2p
10 <¢, <10
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Por lo que los posibles valores de j son —10,—-9,-8,...,-1,0,1,...,8,9,10 y

de esta manera las posibles velocidades son:

- _ =5 = | _ -5

jlo=ig |7 |2=iy
-10 -2 1 0.2
9| 18 | 2| o4
8| -16 | 3| 06
-7 -14 4 0.8
6| 12 |5] 1

S50 1 6| 12
-4 -0.8 7 1.4
3| 06 |8 16
2| 04 |9 18
1| 02 10| 2

0| o

4.2. Densidad No Entera

Ahora bien, si trabajamos con un sistema defectuoso, es decir con un sistema
que tiene una particula extra en un tnico sitio, podemos tener dos situaciones:
que el defecto migre o no .

Para analizar esto suponemos una situacion similar al caso anterior: observan-
do al sistema cada medio periodo, justo cuando el potencial total presenta dos
minimos locales sucesivos distintos. Teniendo en cuenta argumentos de simetria,

para este sistema una posible distribucién de particulas seria
nmmn+1mmnm,..., nm.
Por lo que en el siguiente medio periodo habré dos posibilidades:

1. Si el defecto permanece en el sitio:

n',m' n+1,m n,m,. .. n,m.
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2. Si el defecto migra:

n',m"+1,n,m',n,m,. ..., n',m" o n,m,n,m+1,n,m,. .. n,m.
En el caso de que el defecto no migre, el anélisis es idéntico al caso de p entero
donde —2 (%) <¢p <2 (%) con N la cantidad total de paticulas.

Para el caso de que el defecto migre, el flujo sera:

5 o, . . P cpe
® para 5 — 1 sitios, si una cantidad r de las n — n’ particulas del sitio i que
migran lo hacen al sitio i — 1 y el resto, n — n’ — r, lo hacen al sitio i + 1, el
flujo es

(n—n'—r)—r=n—n"—2r

s , .
® para sitios, si una cantidad r’ de las m — m’ particulas del sitio j que migran
lo hacen hacia el sitio j — 1y el resto, m — m’ — 1/, 1o hacen hacia el sitio j + 1,

el flujo es

(m—m'—1") =" =m—m"—2¢

e para el sitio restante, cuando el defecto migre hacia el sitio siguiente (+1) o

bien hacia el sitio anterior (—1)

(m—n'"—(r£1))—(rxl)=n—-n"-2(r=£1)

De esta manera, el flujo total del sistema sera

5—-1)(n—n=2r+5m—m'=2r")+(n—n"—-2(r+1))

by = S
Sm—n"=2r)+5(m—m"-2r")£2
bp = S
,, _ AEme ) 20 ) 2
s s
comon+m=n"+m’,
e

Por lo que —2 (N_l) —% <¢p <2 (N_1> + %
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0

sidad p no es entera (en este caso p =
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Por ejemplo, si se tomas = 4y N = 20 + 1 particulas, se tiene que la den-

= 5.25). De esta manera las posibles
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Finalmente, cuando la densidad es entera o el defecto no migra, la corriente
total tiene una tinica contribucién: la corriente colectiva j. = I, donde ! es un valor

entero. Por lo tanto, las posibles velocidades son
9] = [I](s/N).

Pero si el defecto migra, la corriente total tiene dos contribuciones: j = J. + j;.
La brindada por la corriente colectiva (j. = I entero) y la dada por la migracién

del defecto (j; = +2/5s). De este modo, las posibles velocidades son
15| = [I£2/s|(s/N).

Cuando la corriente estd dada s6lo por la migracién del defecto (I = 0), j =
+2/sy o =+£2/N. En tal caso, hay una manera alternativa en determinar la co-
rriente. Ya que el defecto tiene velocidad 7; = +£2 y p; = 1/s, se deduce que
Ja = £2/s.

Por dltimo, tanto para el caso de la densidad entera como para no entera, este
andlisis s6lo permite establecer condiciones necesarias pero no suficientes que las
corrientes tienen que satisfacer. Esto se debe a que los argumento utilizados sélo
tienen en cuenta la forma del potencial de ratchet y no involucra la interaccién

entre las particulas.
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Figura 4.1: Cuando la densidad p es un entero, (Panel (a), p = 5) la configuracién del
equilibrio estatico (Il = 0) muestra el mismo nimero de particulas en cada sitio, es
decir, una red perfecta. Cuando p no es entero, la configuracion es defectuosa (Panel (b),

p = 5.25). La flecha indica la particula extra en el segundo sitio (un intersticial). En el

Panel (c) se muestra el potencial de ratchet estatico paraa = 1/3.



Capitulo 5

Las Orbitas estacionarias para el

sistema perfecto

Las ecuaciones de Langevin asociadas a la ecuacién [3.1| fueron integradas al
reducir las derivadas a diferencias finitas de primer orden (Método de Euler). El
tiempo de integracion numérica cambia entre t = 0 y 100 en unidades de T =
27t/ w. Como se dijo anteriormente, se permite la colision eldstica entre particulas
y éstas se asumen idénticas (ver Anexo|C).

En la figura se puede observar la dindmica en el plano I, vs. Iy con
II7 = 0, es decir, sin ruido para p = 2 (es decir, hay, en promedio, dos particulas

por sitio). En ella se puede notar que:

* para I = 0 hay s6lo dos separatrices: la primera que separa las regiones de

0= —1y70 = —2ylasegunda que divide las regiones v = 0y v = —1.
* a medida que aumenta I, la separatriz que divide las regiones de 7 = —1
de la regiéon ¥ = —2 es una curva creciente y alrededor del IT; ~ 0.30 se

quiebra convirtiéndose en una recta casi vertical.

* la separatriz que divide las regiones de v = 0 y ¥ = —1, es una recta decre-
ciente pero, alrededor Iy = 0.75, sale una recta casi vertical que divide las

regionesv = —1y v = 0.
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* esta ultima separatriz se bifurca alrededor de Iy = 1 generando dos sepa-

ratrices: una con pendiente casi vertical y otra con pendiente casi 0.

10: .
9= £
6= £
M st £
1_ v=0 F \M_____-_;
= PRI PR R N I L by vy T

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Figura 5.1: Diagrama de Fase de la dindmica en el plano I, vs. I; para Ilt = 0 para el

caso p = 2. El nimero en cada regién indica la velocidad promedio (temporal) v de [59].

En la figura se muestran las Orbitas caracteristicas para cada regién de
la figura Cabe sefialar que la separatriz creciente que se inicia en ITy = 0
separa distintas dindmicas para una misma velocidad. Un claro ejemplo de esto
se puede observar en los paneles (d), (e) y (f) de la figura[5.2|en la que cada una

las particulas tienen velocidad 0 pero distintas dindmicas:

e En el panel (d) cada particula pasa medio periodo en un minimo y medio
periodo en el minimo contiguo pero al siguiente medio periodo regresa al

primer minimo, dado asi v = 0.

e En el panel (e) la mitad de las particulas se comporta de manera similar a

lo descripto en el caso anterior pero la otra mitad de las particulas realiza
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pequefias oscilaciones alrededor del minimo en el que se encuentran. De

esta manera, v = 0.

e Enel panel (f), todas las particulas apenas oscilan alrededor de su posicion

de equilibrio.

De manera similar, los paneles (b) y (¢), por un lado, y (g) vy (h), por el otro,
permiten observar el mismo fenémeno pero parav = —1y v = 1, respectivamen-
te.

Para el caso p = 5, en la figura se puede observar la dindmica en el plano
IT; vs. ITx con IIr = 0. La gran diferencia que se puede notar con respecto a lo
observado en 5.1/ es la existencia de una gran variedad de velocidades. Como en
el caso anterior, las regiones estdn etiquetadas con los valores de ¥ de la corres-
pondiente 6rbita estacionaria. Las separatrices tienen una distribucién intrincada
que se pueden observar en las dreas ampliadas realizadas en las figuras[5.4,[5.5)y
5.6

Comenzando en Il = 0, las separatrices nacen de un mismo punto. Una
de ellas, que separa la region v = —2 de la regiéon © = —1.6, es creciente y en
[Ty ~ 0.05 se quiebra convirtiéndose en una recta casi vertical. El resto de las
separatrices son decrecientes con pendientes similares separando las regiones de
v=07=-020=—-0479=-067=-0870=-1,0=-1270= —-14,
v = —1.6 (observar figura[5.4).

También se puede notar que algunas regiones desaparecen al pegarse dos se-
paratrices y, en determinado punto, éstas lineas se quiebran conviertiéndose en
rectas de pendiente infinita.

A partir de Iy = 0.15, las regiones con o > 0 se ubican tanto en la parte
superior como en la inferior del diagrama (ver figura5.5). Excepto en la vecindad
del ITy = 0.15, las regiones con 7 > 0 y 7 < 0 estdn separadas por una region en
la cual no hay corriente (v =0, j = 0).

En definitiva, al observar la figura se puede notar que al controlar los pa-
rametros I; y Il; es posible variar la corriente. Por ejemplo, manteniendo cons-

tante II; = 0.05 y variar Il; de 1.9 a 1.96, la corriente toma diferentes valores
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(0,—-1,—-2,-3,—4,—5,—6,—7,—8). O bien fijando IT; = 0.19 y variando I1, de
0.7 a 1.1, se obtiene las corrientes opuestas (0,1,2,3,4,5,6,7,8). Otro ejemplo: si
IT¢ = 2 y variando Iy de 0.152 a 0.158, es posible variar la corriente de —2 a 2.
En la figura se muestran algunas 6rbitas del sistema. Alli se puede notar,
como en el caso de p = 2, que existen combinaciones de pardmetros que deter-
minan una misma velocidad pero distintas dindmicas. En los paneles (¢) y (d)
la velocidad de las particulas es © = 0.4 pero el sistema tiene comportamientos

diferentes; lo mismo para los paneles (¢) y (f) en donde v = 1.2.
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e
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™ 4 (d)

()

(h)

Figura 5.2: Caso p = 2: Orbitas deterministas para: (a) [T, = 5y [Ty = 0.25con 7 = —2;
(L) I, =5yIly =05conv = —1; (¢) I, =21yIly =05conv = -1, (d) I, =5y
I, =085con7v =0; (e) I, =21y Il =085conv = 0; (f) Il = 1y I = 0.5 con
0=0;(g) I, =5yl =125convo =1; (h) [I, =21y Il =125conv = 1.
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Figura 5.3: Diagrama de Fase de la dindmica en el plano I, vs. Il para IIr = 0 para
el caso p = 5. El nimero en cada regién indica la velocidad promedio (temporal) ©. Las

ventanas punteadas indican regiones ampliadas en las figuras[5.4y 5.5
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I,

1.9
0.04 0.03

Figura 5.4: Zoom al diagrama de fase de la dindmica en el plano II, vs. I} correspon-

diente al marco punteado indicado en la figura
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Figura 5.5: Zoom al diagrama de fase de la dindmica en el plano IT, vs. I'ly correspon-

diente al 2° marco indicado en la figura Las ventanas punteadas indican regiones

ampliadas en la figura
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Figura 5.6: a) Zoom al diagrama de fase de la dinamica en el plano IT; vs. I} correspon-
diente al marco punteado indicado en la figura b) Zoom al diagrama de fase de la

dindmica en el plano I, vs. IT; correspondiente al 2° marco indicado en la figura
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4IIIIIIIIIIIIIII
3

(b)

(d)

Figura 5.7: Caso p = 5: Orbitas deterministas de las particulas 1 (negro), 6 (rojo), 11

( )y 16 (azul) para: (a) IT, = 1.5y ITy = 0.1 conv = 0; (b) IT, = 1.6 y Il = 0.155 con
5= 04 (c) Il = 1.5 y [Ty = 0.17 con & = 0.4; (d) IT, = 0.96 y [Ty = 0.17 con & = 0.4;
()11, =147 y Iy =018 conv = 1.2; (f) [I, = 1.1 y II; = 0.18 con ¥ = 1.2.



Capitulo 6

Las Orbitas estacionarias para el

sistema defectuoso

Tal como se dijo en el capitulo {4} llamaremos sistema defectuoso a aquel que
en s — 1 sitios haya la misma cantidad de particulas y en un tnico sitio haya sélo
una particula extra. En otras palabras, N = (s x I) + 1, donde [ es entero y, de esta
manera, p no es entero. Esto difiere de lo planteado en [64] en donde el defecto
era incluido en el potencial de ratchet que no es comparable con los defectos que

pueden surgir en una red perfecta.

El primer caso que se estudio es en cual hay 9 particulas en 4 sitios por lo que
la densidad p vale 9/4. El diagrama de fase de la dindmica se puede observar en la
figura Los valores de las corrientes en cada region son 0, 0.5, £1.5, +2.5, 4.5.
Los valores 0.5 corresponden a sélo la migraciéon del defecto, mientras que los
otros valores tienen, ademads, la contribucién colectiva.

Analizando la figura la region en donde el sistema perfecto (N = 8, s = 4
ver figura[5.1]) tiene velocidad promedio nula ahora estd dividida en regiones con
diferentes velocidades, en particular dos regiones contigtias (0 = 2/9,9 = —2/9)
se deben a que sélo el defecto migra. En la figura se grafican algunas Orbitas.

Se observé el mismo fenémeno para el caso N = 21 y s = 4 (ver figura

. Alli se puede notar corrientes puramente colectivas (1, 2, 3, 4, 5, 6), corrien-

51
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Figura 6.1: Diagrama de fase de la dindmica en el plano Il vs. Il parallr =0y p = 9/4.

tes en donde estan presentes tanto la contribucién colectiva como la del defecto
(1.5, £2.5, 3.5, £4.5, 5.5, 6.5, 7.5, 8.5) y regiones j = j; = 0.5 que correspon-
den sélo a la migracién del defecto. Esto ultimo, nuevamente, aparece en donde
el sistema perfecto de 20 particulas muestra una regiéon de corriente nula. En la

figural6.4] se ejemplifican diversas 6rbitas.
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Figura 6.2: Caso p = 9/4: Orbitas deterministas para: (a) IT, = 1y IT; = 0.4 con 7 = 0;
(L)1l =3yIl =01cono = —2; (¢c) I, =2y Iy =0.75con® = 2/9; (d) Il =2y
Iy =0.65conv = —-2/9; (e) [I, =3y Iy =09 conv =10/9; (f) Il = 3y II; = 0.4 con
v = —10/9.
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Figura 6.3: Diagrama de fase de la dindmica en el plano ITj vs. Il parally = 0y p =

21/4.
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Figura 6.4: Caso p = 21/4: Orbitas deterministas de las particulas 1 (negro), 6 (rojo), 11
( ) y 16 (azul) para: (a) Il = 1.54 y IIy = 0.145con o = —4; (b) [I. = 154y
I, = 0153 con@ = &; (¢) I, = 152y Ily = 014 conv = —3%; (d) I, = 152y

Il = 0.155 con @ = 3¥; (e) I, = 1.12 y [Ty = 0.17 con @ = 3; (f) I, = 1.3y [T, = 0.17

T — 34
conv = 5.






Capitulo 7

El efecto del Ruido

Teniendo en cuenta los resultados de las secciones previas, surge la inquietud
si es posible revertir la corriente con la simple adicién de ruido en el sistema de-
terminista. Algunos trabajos estudiaron esta posibilidad usando ruido coloreado
o fuentes de ruido correlacionado [24, 25| 26].

El efecto de las fluctuaciones termales se pueden estudiar mediante la cone-
xién que existe entre la dindmica determinista y la ruidosa. En particular, en esta
seccion se estudia el efecto de agregar ruido Gaussiano blanco tanto al sistema
perfecto como al defectuoso.

Al inspeccionar la figura se puede esperar que, para ciertos valores de I
y 11, agregar una cantidad adecuada de ruido en el sistema determinista puede
generar diferentes valores de corrientes. Esta afirmacion puede confirmarse al
observar los graficos de la figura 7.1/ en donde se muestra el valor promedio (7)
sobre 20 realizaciones de ruido y condiciones iniciales en funcién de la intensidad
de ruido IT7.

Los paneles (a), (b) y (c) de la figura|7.1|corresponden a las érbitas determinis-
tascon =02, =17 =06, =3y 7 = 1,] = 5 respectivamente. En todos
los casos, la inversion de la corriente se obtienen claramente al adicionar ruido al
sistema.

Cabe sefialar que, en cada caso, la inversién de la corriente se produce por

una mezcla de trayectorias estacionarias de diferentes regiones. La figura [7.2| es
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un claro ejemplo de esto. Los paneles (a), (b), (c) y (d) muestran la posicién de
una particula en el anillo en funcién del tiempo t/T correspondientes a cuatro
trayectorias estacionarias determinitas diferentes: v = 1, ]_ =57 =04, ]_ = 2;
7=0,7=0y0 = —04,]= —2 respectivamente. A pesar de que el sistema tiene
mas de una particula, en particular tiene N = 20, todas son equivalentes por lo
que alcanza con estudiar la trayectoria de una sola.

De este modo, se pude decir que al agregar una determinada y adecuada can-
tidad de ruido es posible observar distintas velocidades y, en especial, invertir la
corriente. Este se puede notar en figuras|/.1|y /.2, en particular:

» la adicion de ruido en la 6rbita de la fig.[7.2|(a) lleva a la velocidad de la fig.
©.

» cuando la intensidad de ruido es la indicada por la flecha e, las trayecto-
rias tipicas son las mostradas en la figura|7.2| (e): que es una mezcla de las

trayectorias deterministas (b) y (c).

» el ruido indicado con la flecha (f) corresponde con al trayectoria de la figura

[7.2(f) que es muy similar a la 6rbita determinista (c).

» la 6rbita tipica cuando el ruido es el indicado por la flecha (g) se muestra en
la figura|7.2|(g), la cual es un mix de las 6rbitas deterministas (c) y (d) (aqui

se puede observar la inversion de la corriente).

» cuando el ruido es suficientemente intenso (flecha h), el movimiento se con-
vierte en browniano(Fig. [7.2] (h)).

En el sistema defectuoso, se tomaron los valores en el espacio de pardmetros
donde no hay corriente colectiva, es decir, en donde j. = 0. Para N = 9, se mues-
tran las orbitas en la figura (@) y (c) en donde los pardametros I, y II; co-
rresponden a las regiones de 0 = £2/9 respectivamente. La adiciéon de ruido
Gausiano blanco al sistema, manteniendo los valores de los parametros constan-

tes, produce una reversion en la direccién de la direccién de la corriente como se

puede ver en la figura[7.3(a) y (b).



O Capitulo 7. El efecto del Ruido 59

Un efecto similar se observa para N = 21. La figura [7.6(a) y (b) muestra las
Orbitas deterministas para @ = 4-2/21. Manteniendo los pardmetros 11, = 0.1487
y ITe = 1.561 fijos, 5 = 2/21 (fig.(7.6(a))) y el hecho de agregar ruido al sistema
genera diferentes velocidades. En la figura [7.5/ se grafica la velocidad (7) de las
particulas en funcién del ruido. Los brackets indican el valor medio sobre 20 rea-
lizaciones. Aqui se puede notar que inicialmente (para valores bajos de ruido) la
velocidad aumenta, llegando a un méximo y luego disminuye pasando por la ve-
locidad nula y luego se revierte. Las trayectorias ruidosas se muestran en la figura
corresponden a los valores de ruido indicados por las flechas en el gréfico

Este comportamiento en presencia de un moderado valor de ruido se puede
relacionar a lo que sucede con los resonadores estocasticos y a las ratchets estocds-
ticas. La dindmica determinista es, en general, robusta a la presencia de ruido por
lo que se puede inducir transiciones entre diferentes trayectorias estacionarias.
En el caso de la resonancia, el sistema biestable perturbado por una fuerza mo-
nocromatica, el sistema determinista tiene dos tipos de dindmicas: libraciones de
pequefias amplitudes alrededor de cada minimo y maés alld de un cierto valor de
la perturbacién, hay libraciones de gran amplitud entre los minimos. La adicién
de un ruido 6ptimo cuando las libraciones son pequefias lleva a tener la dindmi-
ca de libraciones de mayor amplitud. En el caso de las Ratchets estocdsticas, el
sistema determinista presenta tanto libraciones de pequefia amplitud como una
rotacion direcional dependiendo de los valores de los parametros.

Al sumar ruido al sistema cuando estan presentes las libraciones produce una
transicion a la rotacion direccional. En el sistema de ratchet defectuosocon N = 9,
la adicion de ruido al sistema determinista con j = j;, induce una transicién a la
trayectoria estacionaria con j = —j;. Esto se puede observar claramente en la
figura Para N = 21, las transiciones producidas por el ruido no se restringen
s6lo a la 6rbita estacionaria con j = —j,; (situacion mostrada en la figura) sino
que también a aquellas suficientemente cercanas en el espacio de pardmetros.
De este modo, las trayectorias ruidosas estdn compuestas por piezas de distintas

trayectorias deterministas, algunas de las cuales tienen corrientes colectivas. Esto
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explica el porqué la velocidad promedio mostrada en la figura [7.5 toma valores
absolutos mayores a j;.

Cabe sefialar que en [65] se mostré que la cantidad N de particulas en la red, la
intensidad y la interaccion de estas con el medio ruidoso, juegan un papel impor-
tante en la sincronizacién y en el proceso de transporte de las mismas. Sumado a
esto, en [60] se mostré que la intensidad del ruido puede realzar la corriente. Por
lo que este trabajo confirma las conclusiones de ambos trabajos.

En distintos trabajos[27, 28| 29], los autores fueron capaces de invertir la co-
rriente variando distintos pardmetros del sistema, tales como la cantidad de par-
ticulas, la amplitud y la frecuencia del forzante externo, etc. Por ejemplo, en [66],
los autores trabajan con un potencial periddico en el espacio bajo la influencia
de un campo externo peridédico en el tiempo y homogéneo en el espacio y con-
siguen una inversion al cambiar el campo externo. En cambio, en este trabajo se
obtuvo un resultado similar con sélo la adicién de una moderada cantidad de
ruido, sin variar el resto de los pardmetros del sistema. Una situacién similar es
la que se plantean en [67, 68] en donde, con la simple adicién de ruido, pudieron
cambiar la direccién de la corriente (ambos trabajon plantean la posibilidad de,
mediante la aplicacién sus modelos, disefiar artefactos capaces de separar par-
ticulas). Como asi también [69], alli se estudia una ratchet de Lévi forzado por
ruido & establdﬂ modulado periédicamente y alli encuentran que pueden revertir

la corriente variando la tasa de modulacidon de la asimetria del ruido.

1El ruido « estable o tipo Lévi es la generalizacién del ruido Gaussiano pero con la propiedad que puede

ser asimétrico.
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Figura 7.1: Para el caso N = 20, s = 4 se muestra la velocidad promedio (v) (sobre 20
realizaciones) vs. la intensidad de ruido Ilr para los parametros: (a) ITy = 0.15, I, =
1.425; (b) ITy = 0.155, I'l, = 1.430; (c) IT; = 0.158, IT, = 1.422. La flechas (etiquetadas e,

f, g, y h) indican los valores de ruido correspondientes a las 6rbitas tipicas mostradas en

la figura
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Figura 7.2: Posicion en el anillo de una particula en funcién de t/7 para N = 20, s = 4.
Las trajectorias deterministas para ITy = 0.158 y : (a) [T, = 1.422y v = 1; (b) I, = 1.4448
yo =04 (c) [, =15y5=0; (d) II, = 1.6 y o = —0.4. Para IT; = 0.158 y IT, = 1.158,
las trajectorias ruidosas con: (e) IIr = 0.01032; (f) ITy = 0.0725, (g) Ilr = 0.1386; (h)
T = 0.4.
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Figura 7.3: Orbitas para N = 9, s = 4: (a) 6rbita determinista, [Ir = 0, IT, = 0.7348,
Il = 3.0y v = 2/9; (b) 6rbita ruidosa Ily = 0.15, IT; = 0.7348, I, = 3.0; (c) 6rbita
determinista, Il = 0, ITy = 0.7348, Il = 3.35y v = —2/9. Al agregar ruido Gaussiano

en (a) se obtiene (b) que reproduce (c), invirtiendo la corriente.
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Figura 7.4: Orbitas para N = 21, s = 4: (a) 6rbita determinista, II7 = 0, Iy = 0.1487,
Il = 1561y o = 2/21; (b) 6rbita determinista, IIT = 0, Iy = 0.1487, Il = 1.59y

v =—-2/21.
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Figura 7.5: Para el caso N = 21, s = 4 se muestra la velocidad promedio (v) (sobre 20
realizaciones) vs. la intensidad de ruido Il para los pardametros Iy = 0.1487 y I, =
1.561. La flechas (etiquetadas b, c y d) indican los valores de ruido correspondientes a las

Orbitas tipicas mostradas en la figura
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Figura 7.6: Posicién en el anillo de una particula en funcién de ¢/t para N = 21, s = 4.

(a) La 6rbita determinista IT; = 0. (b) Orbita tipica correspondiente al maximo, Iy =

0.02048. (c) Orbita tipica @ = 0 (ITr = 0.068445). (d) Orbita tipica em la cual el ruido

induce una inversion de corriente, Il = 0.120125.



Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se estudi6 la dindmica de un sistema de ratchet determinis-
ta que consiste en particulas interactuantes en un régimen sobreamortiguado.
Se determinaron las posibles corrientes del sistema determinista tanto cuando el
mismo es perfecto (todos los sitios tienen, en promedio, la misma cantidad de
particulas):

—20<j<2p
donde p es la densidad de particulas por sitio. En el caso del sistema defectuo-

s0, si el defecto no migra

() <rs().
S S

(1) 2ot 2
S S S S

siendo N la cantidad total de particulas del sistema y s la cantidad de sitios. Alli se

y si el defecto migra

determiné que existen corrientes colectivas en ambos casos y existe la posibilidad
de una corriente defectuosa en el sistema no perfecto. Una cuestién importante

para remarcar es que en el limite termodindmico, es decitr N — coy s — o0

tal que % resulta finito, la corriente aportada por el defecto (j;) desaparece. En
contraposicion, la corriente colectiva (jc) permanece finita debido que la corriente

defectuosa es el efecto de una séla particula.
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Por otro lado, se realizaron simulaciones numéricas variando distintos para-
metros del sistema. Encontrandose diferentes corrientes, no sélo en magnitud
sino también en su direccion. Ademads, se encontré limites (separatrices) entre
las diversas regiones en el espacio de pardmetros. Asimismo, las corrientes es-
tdn cuantificadas ya que su magnitud estd vinculada a los saltos de los clusters
con distintas cantidades de particulas entre minimos adjacentes del potencial de
ratchet. De este modo, la distribucién de las separatrices en algunas regiones del
espacio de pardmetros implicaba que la variaciéon continua de los pardmetros lle-
va a un cambio discreto en la corriente. Otro aspecto para sefialar es que en este
trabajo se consideré como un sistema defectuoso a aquel en el habia una particu-
la extra en una red perfecta, pero también se puede considerar como un sistema
defectuoso a aquella red pefecta en la cual hay una particula menos, es decir,
N = (s x I) — 1 con I entero. Esto tltimo es equivalente a decir a que hay una va-

cancia en la red y el comportamiento del sistema serd similar puesto que el flujo

- 2
_2(N+1>_%§j§2<N+1>+_
s S s s

vendrd dado por

si la vacancia migra, donde N es la cantidad total de particulas, puesto que:

S ‘e . . ; e
® para 5 — 1 sitios, si una cantidad r de las n — n’ particulas del sitio i que
migran lo hacen al sitioi — 1 y el resto, n — n’ —r, lo hacen al sitioi + 1, el
flujo es

(n—n'—r)—r=n—n"—2r

s .. . . ; e .
* paray sitios, si una cantidad r’ de las m — m’ particulas del sitio j que migran
lo hacen hacia el sitio j — 1y el resto, m — m’ — ', 1o hacen hacia el sitio j + 1,
el flujo es

(m—m'—7") =" =m—m"—2¢

e para el sitio restante, cuando la vacancia migre hacia el sitio siguiente (—1)

o bien hacia el sitio anterior (+1)

(m—n"—(rF1)-(Fl)=n—n"-2(rF1)
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entonces,
G- =2+ 5 (m—m' =2")+ (n—n' —2(r 7 1))
b = :
by — Sm—n"=2r)+5(m—m' —2r")F2
P s
_ smtm—(n+m')=2(r+1")) _2
Pp = T3
s s
comon+m=n"+m’,
2
b= —(r)E

Sumado a esto, la inclusiéon de ruido blanco no correlacionado al sistema veri-
fica la robustes del sistema determinista. Es decir, es posible reconocer estructuras
vinculadas a las trayectorias deterministas en las trayectorias ruidosas. En parti-
cular, cuando los pardmetros del sistema determinista estdn en una zona cercana
a otra region la cual la orbita determinista tiene una corriente opuesta, la adicion
de ruido puede provocar una inversién en la corriente.

Una posible aplicacion de este modelo es el disefiar artefactos capaces de la
segregar particulas. Es decir, permitiria desarrollar un dispositivo capaz de se-
parar masas, moléculas, etc. Cabe sefialar que en el sistema unidimensional las
particulas no se pueden interpenetrar por lo que se debe considerar un sistema
de al menos dos dimensiones para permitir esto. Diferentes trabajos [13, 74, 75]
ya se han enfocado hacia esa direccioén: basandose en la separaciéon de cadenas
de mondémeros segtn la longitud de las mismas, han establecidos posibles arte-
factos para segregar de fragmentos de ADN. Un andlisis similar fue realizado en
[11, 76], alli los autores estudian la dindmica de un polimero en un potencial de
flashing ratchet, es decir, el potencial es encendido y apagado cada cierto tiem-
po t. Lo que se propondria hacer es analizar si es posible segregar cadenas de
monémeros utilizando el potencial propuesto en la ecuacién

En el estudio del sistema bidimensional, una cuestién importante a considerar
es el tipo de interaccion entre las particulas a modelar. Esto se debe a que si el
objetivo es simular, por ejemplo, cadenas de ADN en un potencial de ratchet, la

interaccion entre los elementos de la cadena debe ser lo més realista posible. Un
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posible potencial a considerar es el potencial de Lennard-]onesEl[W]

Bl potencial de Lennard-Jones es de la forma

i —so[(2)"- (2]

donde r es la distancia entre las particulas, €j es la profundidad del potencial, 7 es la distancia en la que el

potencial es cero. Estos dos tltimos pardmetros dependen de las moléculas que se estén modelando.
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Apéndice A

Coeficiente de Difusion

Albert Einstein dedujo en su trabajo del afio 1905 [36] una expresién para el
coeficiente de Difusién.

Einstein parti6é del hecho que las particulas estan dispersas de manera irregu-
lar en un liquido y consideré que estdn en equilibrio dindmico, asumiendo que
una fuerza K (dependiente de la posicién pero no del tiempo) acttia sobre las
particulas de manera individual.

Siv esla cantidad de particulas suspendidas por unidad de volimen, teniendo
en cuenta la condicion de equilibrio dindmico, v es una funcién de la posicién x
tal que la variacién de energia libre F desaparece para cualquier desplazamiento
ox:

OF =0E—-TéS =0

siendo S la Entropia, E la Energia del sistema y T es la temperatura absoluta.
Para deducir el coeficiente, Einstein asumié que el liquido se encuentra en un

plano acotado por x = 0y x = [. Por lo que,
l
0E = —/ Kvéx dx
0

I' v 9éx R [lov
— R— "~ Y
oS /o N, ox ox dx N o axéx dx
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donde R es la constante universal de los gases ideales y N4 representa el na-

mero de Avogadro. La relaciéon N, S equivalente a la constante de Boltzmann
A
kg.

Debido a la condicién de equilibrio se debe verificar que

av
— K kgT— = 0. .
V+ KB I 0 (A1)

Esta ecuacion permite encontrar una expresion para el coeficiente de difusiéon
de una sustancia suspendida en un liquido.

Por otro lado, Einstein propuso que una de manera de pensar el proceso de
difusién es como el resultado de los movimientos irregulares de las particulas
provocado por el movimiento térmico molecular:

Suponiendo que las particulas tienen forma esférica de radio a y que el liquido

tiene coeficiente de viscosidad 7, la fuerza K imparte sobre las particulas una

velocidad
K
67tna
y pensandolo por unidad de drea por unidad de tiempo
K v
6rtna

Si D el coeficiente de difusion de la sustancia y y la masa de una particula,
como resultado de la difusién pasardn a través de una unidad de area en una

unidad de tiempo
9 (pv)
-b ox

gramos

o bien
8_1/

ox
y como tienen que estar en equilibrio dindmico

—D—— particulas

vk D W _
67na 0x
Por lo tanto, considerando (A.1) y (A.2), se obtiene la expresion para el coefi-

ciente de difusion es

0. (A.2)
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Apéndice B

Proceso de Wiener

Definiciones

Antes de comenzar a trabajar con el Proceso de Wiener es necesario dar algu-

nas definiciones: Se dice que X es una variable estocastica si verifica que:

e X € (), donde Q) es el conjunto (espacio muestral) de todos los posibles

estados o espacio de fases.

e Existe una distribucién de probabilidad p (x) sobre el conjunto () que veri-

fica

De esta manera, la probabilidad de que la variable X tenga un valor entre x y
x+dxesp(x)dx

Una realizacion estocéastica Y es una funcién de dos variables: la variable esto-
céastica X y del tiempo . Es decir,esdelaformaY = Z (X,f)con Z : QO x R>g —

IR. Al conjunto de todas las realizaciones se lo llama proceso estocastico.
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Proceso de Wiener

X es una variable aleatoria gaussiana de media y y varianza o2 si su funcién

densidad de probabilidad viene dada por
1
X) =
plx) =

con la siguiente notacion X ~ N (p, 0?).

e 1) (B.1)

Un proceso de Wiener W (t),cont > 0esun proceso estocdstico que verifica
1. W (0) = 0 con probabilidad 1.

2. W(t) =W (s) ~N(0,0%(t—s)) paratodot >s > 0.

3. W (t+a)— W (t) VtVa es independiente de cualquier W (s) con0 < s < ¢.
4. W(t+ 1) — W (t) es independiente de W (t) para todo T > 0.

5. (W (t) W (s)) = ¢?*min (t,s).

6. Para casi todo w, la trayectoria t — W (t,w) no es diferenciable en ningin

punto y es de variacién infinita en cada subintervaloﬂ

De esta definicion se tiene en particular que (W (£)) = 0y (W (£)*) = o2t para
todot > 0.

Ruido blanco y proceso de Wiener

Tal como se menciond en la seccién el modelo que represente al ruido
blanco ¢ (t) debe tener media 0 y los valores estar correlacionados de manera

proporcional a la Delta de Dirac, es decir,

(C(t) =0,(Z(t1) & (t2)) = 2nkpTé (t2 — t1)

ISe dice que una funcién f es de variacién infinita si dada una particién de 1 elementos de un intervalo
n
[a,b], el conjunto conformado por ) _ |f (x;) — f (xi_1) | no es acotado.
i=1
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Entonces, la varianza de este ruido blanco es independiente del tiempo y di-

verge pues

v = (') -y

= ()

Teniendo en cuentas estas definiciones, al Ruido Gaussiano Blanco se lo pue-
de tratar como la derivada del proceso de Wiener [34, [70, [71], atin cuando este

proceso no es diferenciable, es decir,

t

W (t) = & (t) o bien W (¢) :/ g (1) at'.

0

En otras palabras, se lo puede pensar como un modelo para el desplazamiento
de una particula Browniana a partir de una determinada posicién en t = 0, tal
como se muestra en la figura

Esto se debe a que:

$ (€)= (W ®) = 5 W (1) =0
¢ (@) () = ‘aala—_ztz)z W (1) W (1))

La idea de este tltimo item surge del hecho que (W (t1) W (t2)) = o min (¢, t,)

y la funcién min (#4, £,), a #; fijo, tiene la forma

to, siti —tp) >0
min (tl, tz) = t1 = ty, siti —tp =0
t1, siti —tr) <0

representada en la figura
Luego, si se considera la funcién — min (t1,#,), ésta resulta ser una funcién

rampa (ver figura B.3)
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Figura B.1: Una realizacién tipica del Proceso de Wiener realizado con una caminata alea-

toria (random walk).

Por lo tanto, si se deriva la funcién rampa se obtiene la funcién escalén de
Heavisideﬂ que, a la vez, su derivada es la Delta de Dirac. En pocas palabras, la
derivada segunda de la funcién — min (1, f;) resulta ser la Delta de Dirac.

Luego,

()¢ (h)) = 0?0 (b —t).

Por lo que el pardmetro ¢, que define al proceso de Wiener, es equivalente a
217]( B T.

2La funcion escalén de Heaviside esté definida de la siguiente manera:
O0six <0
H(x) =
1six>0

y verifica que H' (x —a) = 6 (x — a).
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ti-t;

Figura B.2: Gréfico de la funcién min (¢1, ) con t; fijo.
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ti-t;

Figura B.3: Gréfico de la funcién — min (1, 2) con #; fijo. Equivalente a la grafica de una

funcién rampa.



Apéndice C

Inclusion del Carozo Duro

Debido a que se trabaja con un anillo unidimensional, no hay posibilidad de
que las particulas se “sobrepasen” unas a otras. En otras palabras, las particulas
no se interpenetran por lo que el orden relativo entre ellas se preserva en el anillo
durante todo el proceso (ver figura[3.1). En otras palabras, luego de la particula 1
se encuentra la particula 2 y detras de ella la particula 3, asi sucesivamente hasta
la particula N con la convencién de que la particula N + 1 es la particula 1.

Sin embargo, podria suceder que durante el proceso de simulacién dos par-
ticulas intercambian su posicién relativa en el anillo, es decir, se interpenetran,
contradiciendo lo dicho en el parrafo anterior. Ahora bien, si el acoplamiento en-
tre ellas es grande (es decir, I; grandes) no es usual que ocurran estos eventos.
Sin embargo, para valores pequefios de acoplamiento es altamente probable que
si sucedan.

Una posible manera para evitar que suceda la interpenetracion es agregar al
sistema una condicién de carozo duro, es decir, suponiendo que las particulas tie-
nen radio r y X; y X;1 representan las posiciones del centro de masa de las par-

ticulas i e i + 1 respectivamente, si para algun tiempo t de integracion
|Xi () = Xi (£) | < 2r

se produce una colision elastica (ver figura|C.I). Pero esto puede ser computacio-

nalmente costoso debido a que podria suceder que luego de un paso de integra-
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cién cambien de posicion relativa pero la distancia es mayor a 2r por lo que se
deberia regresar al paso anterior y repetirlo hasta que la distancia sea mayor a 2r

y mantengan su posicion relativa.

Figura C.1: Esquema de dos particulas de radio r

No obstante, existe una manera sencilla para considerar el carozo duro: si se
suponen que las particulas son puntuales, tienen la misma masa y si en el paso de
integracion f las particulas intercambian sus posiciones relativas se considera que
realizaron un choque eléstico y por lo tanto, debido a la conservacién de la can-
tidad de movimiento, las particulas realizan un intercambio de velocidades. En
conclusién, si en algtin momento las particulas i e i +- 1 cambian de orden relati-
vo, este cambio se lo considera como un choque eldstico y alcanza con renombrar
las particulas para remediar esta situacion.

En la figura|C.2|se muestran en (a) las simulaciones para ocho particulas libres
no interactuantes salvo quizés choques elésticos y en (b) se muestra una situacién

similar incluyendo ruido blanco.
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(b)

Figura C.2: (a) Simulacién para ocho particulas no interactuantes sin que sean afectadas

por un forzante externo. (b) Simulacion para ocho particulas no interactuantes con ruido

blanco.
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