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Resumen

En este trabajo proponemos un recorrido historico-matematico desde los origenes de las
secciones conicas, mostrando su desarrollo y distintos tratamientos y miradas. Luego,
revisamos el abordaje tradicional de las matematicas pero considerando la introduccién
de nuevas tecnologias. Por ultimo, realizamos un anélisis de una instruccién en un texto
escolar para la Educacion Secundaria.

Palabras clave
Conica, Circunferencia, Elipse, Pardbola, Hipérbola, Configuracion Epistémica,
Idoneidad Didactica.

Summary

We propose a historical and mathematical journey from the origins of the conic
sections, showing its development and different treatments and looks. Then, we review
the traditional approach of mathematics but consider the introduction of new
technologies. Finally, we perform an analysis of a statement in a textbook for secondary
education.

Keywords

Conic, Circumference, Ellipse, Parabola, Hyperbola, Epistemic Settings, Suitability
Teaching.



Prefacio

En el presente trabajo realizamos un recorrido histdrico por las secciones conicas, desde
sus origenes, pasando por distintos enfoques tedricos y practicos que fueron utilizados
en su tratamiento, tanto, desde lo formalmente matematico hasta lo maés intuitivo.
Asimismo, presentamos un andlisis didactico de un texto escolar'que aborda la
ensefianza y aprendizaje de las conicas, intentando aportar algunas (nuevas) ideas acerca
de como abordar el tema en la educacion secundaria.

Cuando empezamos a realizar este informe, nos preguntamos si realmente es éste el
trabajo que queriamos elaborar para dar concluida la Especializacion en Didéactica de las
Ciencias, con orientacion Matematica. En esta busqueda, tratamos de encontrar un
problema, nuevo o viejo, resuelto o no, para decidir si tiene 0 no solucion, intentar
resolverlo con nuevos recursos, utilizar distintas estrategias, y mientras tanto,
entretenerse y aprender de él.

Luego de varias reflexiones, contradicciones, incertidumbres y otras cuestiones
entendimos que si resultaba un trabajo apropiado.

Todo el trabajo tiene por caracteristica principal el dinamismo, en el sentido de que
buscamos mostrar cobmo las ideas matematicas cambian, avanzan, evolucionan, hacen
entendible lo que antes no entendiamos, lo dificil se vuelve accesible, la toma de
decisiones es cada vez mejor fundamentada y/o refutada.

En particular, el tema de las secciones conicas, como objeto matematico, nos resulta
especialmente interesante, porque esta emparentado con uno de los tres problemas
clasicos griegos -la duplicacion del cubo- que fue tratado durante muchisimos afios,
tanto por matematicos profesionales como por aficionados, los cuales aportaron, con sus
avances, ideas y propiedades que no fueron advertidas o descubiertas por sus
predecesores, y que a su vez, promovieron nuevos puntos de partida e ideas para sus
sucesores.

! Material distribuido por la Direccién General de Cultura y Educacién (DGCYE).



Capitulo 1
LLas Cdnicas en la Geometria

Introduccion

Si nos remontamos unos 2500 afios atras en la historia, a los tiempos de la antigua
Grecia, mas precisamente al siglo V antes de Cristo (a. C.) nos encontramos con
Pericles al mando de Atenas, quien muere en el otofio del afio 429 a. C. victima de la
epidemia de peste que asolaba a la ciudad desde el afio 433 a. C. y habia acabado con la
vida de un cuarto de los habitantes de la poblacion. Preocupados por esta peste, y
considerando que se trataba de una maldicion de los dioses, los atenienses se
movilizaron al ordculo de Delfos en busca de una solucion a tan terrible mal. La
respuesta que obtuvieron por parte del oraculo fue que para contentar a los dioses
deberian duplicar el altar de Apolo, dicho altar tenia forma de cubo (Duplicacion del
cubo, 2013, 15 de mayo).

Fue entonces cuando surgio, con origenes que entrelazan lo histérico con lo legendario,
uno de los problemas clasicos de la matematica: “la duplicacion del cubo”. Este es un
problema que tuvo durante mucho tiempo a muchos hombres preocupados en hallar su
solucion y del cual se desprende el tema central de este trabajo que es el de las
secciones conicas (Mora, 2010).

Los primeros trabajos sobre conicas

El primero en abordar el problema de la duplicacién del cubo fue Hipdcrates? de Chios
(470 a. C.-?), un matematico de la época. Logro reducir el problema al de intercalar dos
medias geométricas o proporcionales entre la magnitud que representa la arista del cubo
primitivo y la correspondiente al doble de la misma (Boyer, 1987).

Mas tarde, fue Menecmo (375 a. C.-325 a. C.), quien estudiando la duplicacién del cubo
descubrio, al parecer, las secciones coénicas. Fue discipulo de Eudoxio y amigo de
Platon.

Menecmo se dio cuenta de que geométricamente, el problema consiste en encontrar el
punto de corte de dos curvas cénicas, que pueden ser dos parabolas, o una pardbola y
una hipérbola (Mora, 2010).

Hoy contamos con la geometria analitica y con simbologia que nos permite expresar
esta cuestion en la siguiente version:

a x y

x y - %
De alli se obtienen las ecuaciones cuadraticas de las parabolas x? = ay, y? = 2ax y de
la hipérbola xy = 2a?. Luego y3 = 2x3, donde y es la medida de la arista del nuevo
cubo, y x la del cubo original (ver llustracion 1).

Por desgracia para Menecmo (y sus sucesores), encontrar el punto de corte de esas dos
curvas es un problema que no se puede resolver con regla y compéas, como demostrd 25
siglos mas tarde, el francés P. Wantzel, en 1837.

2 No debemos confundirlo con Hipdcrates de Cos, médico al que debemos el juramento hipocratico.



llustracion 1: Interseccion entre parabolas e hipérbola.

Arquitas de Tarento (430 a. C.-360 a. C.), habia estudiado el problema de la duplicacién
del cubo, obteniendo las dos medias proporcionales mediante una compleja interseccion
de un cono de revolucién, un cilindro de revolucion y una superficie torica. Asi pues,
Arquitas pudo haber estudiado la elipse como seccion oblicua del cilindro. Por otra
parte, después de la linea recta, es la elipse la curva méas habitual en la experiencia, ya
que los objetos circulares mirados de forma oblicua, asi como la sombra que arrojan son
elipticos.

Aristeo, hacia el 330 a. C. también estudio las secciones conicas. Sus obras, perdidas,
trataban sobre los lugares sélidos, y hacia la distincién entre lugares planos, los cuales
dan lugar a rectas y circulos; lugares solidos, aquellos en los que aparecen las conicas
por interseccion de cilindros y conos con planos; lugares lineales eran otras curvas de
orden superior no reducibles a las anteriores como la cuadratriz o la concoide (Mora,
2010).

La segunda obra de interés, también perdida, fue de Euclides (330 a. C.-275 a. C.), en
cuatro libros, cuyo contenido debi6 ser en sus lineas fundamentales el que se encuentra
en los cuatro primeros libros de las Cdnicas de Apolonio, de quien nos ocuparemos en
breve, si bien menos general y menos sistematico.

Apolonio de Pérgamo, el gran gedmetra

Quien merece un capitulo aparte es Apolonio de Pérgamo (262 a. C.-180 a. C.).
Apolonio fue sin dudas el matematico de la antigiiedad que realizé el mayor aporte al
tratamiento de las conicas. A él se le atribuyen los actuales nombres de las curvas, no
fueron vocablos nuevos, dado que estos ya se usaban en las obras de Arquimedes pero
con otros significados.

Para Apolonio Elipse significa deficiencia, en el sentido de que el plano no es paralelo a
ninguna de las generatrices del cono al que corta; Hipérbola significa exceso (en el
lenguaje ordinario una hipérbola es una exageracion); y hace referencia a que el plano
de corte es paralelo a dos de las generatrices del cono y por Gltimo el vocablo Parabola,
que significa equiparacion, en alusion a que el plano que corta al cono es paralelo a una
sola generatriz.



El cambio de nomenclatura envolvia un cambio conceptual, toda vez que las conicas ya
no serian descritas constructivamente, sino a traves de relaciones de areas y longitudes,
que daban en cada caso la propiedad caracteristica de definicidn de la curva.

Los antecesores de Apolonio ocupados en esta ardua tarea, consideraban que las
secciones conicas provenian de la interseccion entre un cono recto y un plano
perpendicular a la recta generatriz del mismo; asi los tres tipos de secciones provenian
de conos distintos, segun el angulo de su vértice fuera recto, agudo u obtuso, y para
referirse a ellas, las describian por su construccién como la seccién entre un plano y un
cono acutangulo, rectangulo u obtusangulo respectivamente.

Fue Apolonio en su obra Las Conicas quien no sélo demostré que de un cono Unico
pueden obtenerse los tres tipos de secciones, variando la inclinacion del plano que corta
al cono, lo cual era un paso importante en el proceso de unificar el estudio de los tres
tipos de curvas, sino que demostrd que el cono no necesita ser recto y considero,
asimismo, el cono con dos hojas, con lo que identifica las dos ramas de la hipérbola.

Apolonio demostré que las curvas conicas tienen muchas propiedades interesantes.
Quizas las mas importantes son la de reflexion, que proponen que si se construyen
espejos con la forma de una curva conica que gira alrededor de su eje, se obtienen los
Ilamados espejos elipticos, parabolicos o hiperbdlicos.

También demostr6 que si se coloca una fuente de luz en el foco de un espejo eliptico,
entonces la luz reflejada se concentra en el foco. Si se recibe luz de una fuente lejana
(como el Sol) con un espejo parabolico, de forma que los rayos incidan paralelos al eje
del espejo, entonces la luz reflejada se concentra en el foco (Tapia Moreno, 2002).

Una leyenda cuenta que Arquimedes logro incendiar los navios romanos utilizando
grandes espejos parabdlicos, en sus intentos por defender a Siracusa.

En la actualidad esta propiedad se utiliza para construir los radares, las antenas de
televisién y las cocinas solares. La propiedad analoga, que nos dice que un rayo que
parte del foco se refleja paralelamente al eje sirve, por ejemplo, para que los faros de los
automoviles concentren el haz en la direccién de la carretera. En el caso de los espejos
hiperbdlicos, la luz proveniente de uno de los focos se refleja como si viniera del otro
foco, esta propiedad se utiliza, por caso, en los grandes estadios para conseguir una
mayor superficie iluminada.

El oscurantismo en las conicas

El nombre de Hypatia (370-415) significa la mas grande. La leyenda de Hypatia de
Alejandria nos muestra a una joven, virgen y bella, matematica y filésofa, cuya muerte
violenta marca un punto de inflexién entre la cultura del razonamiento griego vy el
oscurantismo del mundo medieval. Como ocurre con todas las biografias de los
matematicos (y matematicas) de la antigliedad, se sabe muy poco de su vida, y de su
obra se conoce sélo una pequeria parte.

Por esos tiempos, Alejandria atravesaba una gran tensién social, debido a los esclavos y
a la iglesia cristiana. Ya en el afio 412, Cirilo, un cristiano fanatico, arzobispo de
Alejandria, estaba enfrentado a Hypatia y un dia una multitud fanatica, seguidora de
Cirilo, asaltd el carruaje de Hypatia. Ella fue brutalmente asesinada, sus restos
guemados Yy sus obras destruidas. Habia escrito un tratado sobre la obra de Apolonio.
Con la muerte de Hypatia, las secciones conicas (y la mayor parte de la matematica)
fueron olvidadas hasta el siglo XVI. (Gonzélez Suarez, 2010).



La Geometria Analitica

En el siglo XVI, René Descartes (1596-1650) desarrollé un método para relacionar las
curvas con ecuaciones, dando lugar al surgimiento de la geometria analitica. En este
contexto las curvas conicas se pueden representar a través de ecuaciones de segundo
grado mediante dos variables, x e y. La geometria analitica demuestra que toda
ecuacion de segundo grado corresponde a una cénica®. Estas curvas cobran gran
importancia en la fisica, por ejemplo, las propiedades de reflexion, como las
mencionadas mas arriba, son de gran utilidad en éptica. También Pierre de Fermat
(1601-1665), en 1629 abord6 la tarea de reconstruir algunas de las demostraciones
perdidas de Apolonio relativas a los lugares geométricos; a tal efecto desarrollaria,
contemporanea e independientemente de René Descartes un método algebraico para
tratar cuestiones de geometria por medio de un sistema de coordenadas.

Seguramente, la aplicacion mas importante en fisica, deba atribuirse a Johannes Kepler
(1570-1630), quien descubrié que las oOrbitas de los planetas alrededor del Sol son
elipticas y que el Sol esta en uno de sus focos.

Mas tarde Newton (1642-1727) se encargd de demostrar que el movimiento de
cualquier cuerpo alrededor de otro, producido por una fuerza gravitatoria es siempre una
curva conica.

Galileo Galilei (1564-1642) se encargd de unificar las cénicas construidas por
Apolonio, en particular la parabola, con fendmenos naturales como el movimiento de un
proyectil. Con Galileo se inicia la consolidacién del concepto de funcién cuadratica
como consecuencia de la relacion entre variables y se rompe la percepcion de parabola
como figura.

En el renacimiento, si la elipse es la curva de Kepler, la parabola sera la de Galileo. El
descubri6é que cualquier proyectil lanzado al aire describe una trayectoria parabdlica.
Conicas para explicar los movimientos, tanto de los cuerpos mas préximos a nosotros, a
la superficie terrestre como los mas alejados en el cielo. Luego, Newton con su ley de
gravitacion universal y con la demostracion de que toda 6rbita de un objeto celeste es
una de las tres cénicas pondra la frutilla en el postre de las curvas de Apolonio
(Hernandez, 2002).

En la siguiente seccion nos encargaremos del tratamiento de las conicas desde una
mirada matematica.

® Demostrado por Jan de Witt (1629-1672).



Reflexiones del Capitulo 1

Muchas veces, cuando nos encauzamos en el estudio de un cierto objeto matematico,
avanzamos Yy retrocedemos constantemente creyendo que hemos encontrado el mejor
camino. Algunas veces salimos victoriosos y otras optamos por desistir, sintiendonos
derrotados. Pero también suele ocurrir que otras personas estan dedicadas al mismo
estudio y presentan un nuevo punto de vista o tratamiento de ese objeto matematico,
teniendo en cuenta cuestiones que no fueron consideradas previamente, o que no
estaban disponibles por diversas cuestiones (carencia de tiempo, inexistencia de
tecnologia, ausencia de herramientas tedricas, etc.) y dan nueva luz al tema, abriendo el
abanico a un nuevo mundo de interrogantes. Esto ocurrid, por ejemplo, con la aparicién
del sistema de coordenadas, de la mano de Descartes.

La ocurrencia de tales hechos con objetos matematicos, nos lleva a pensar y a buscar
nuevos interrogantes, explicaciones y aplicaciones de los descubrimientos y creaciones
acontecidos y eso es lo maravilloso de la Matematica y su historia que se escribe a
diario en nuestras vidas.

La evolucion, a través del tiempo, de las secciones conicas y su tratamiento desde
distintos puntos de vista y diferentes enfoques tedricos y practicos, son una clara
muestra de la dinamica que experimentan la Matematica y quienes se ocupan de ella.

10



Capitulo 2
Una mirada desde la Matematica

La mirada geométrica

Muchas veces oimos y repetimos que la matematica esta en todos lados, que las cosas
gue nos rodean estan llenas de Matematica, pero pocas veces las “vemos” realmente.

Por ejemplo, si miramos desde arriba o de frente elementos de uso diario como platos,
vasos, monedas, relojes, etcétera, vemos “circulos”, pero si los vemos en perspectiva, de
costado, de lado, inclinado, lo que vemos son elipses.

Otra forma de “ver” las secciones coOnicas es tomando una linterna e iluminando una
pared, si la linterna se acerca a unos pocos centimetros veremos un circulo de luz, luego
inclinando un poco la linterna, veremos una elipse, esa elipse proviene de cortar el cono
(de luz) con un plano (la pared).

En este Capitulo, nos proponemos realizar un recorrido geométrico del tema, aunque
aprovechando las ventajas de las aplicaciones de software libre como Winplot y
GeoGebra para redescribrir relaciones, propiedades, conceptos y procedimientos.

Para comenzar, efectuamos un trabajo exploratorio, a través de Winplot, con el fin de
reconocer las condiciones que deben cumplir el cono y el plano para generar cada una
de las secciones mencionadas. Para tal fin, manipulamos el software mencionado
generando un cono y un plano que lo corte.

Luego, con GeoGebra, nos planteamos trazar algunas secciones conicas, mediante la
construccion punto por punto considerando la definicion de la secciéon como lugar
geomeétrico.

Por altimo, trabajamos con las ecuaciones que describen a las secciones cénicas desde
un punto de vista analitico, reconociendo a través de ellas, los puntos caracteristicos de
las mismas.

Ademas de la elipse, se pueden formar otras secciones conicas, como circunferencias
hipérbolas y parabolas, que dependen del angulo que se forma entre el plano y el eje del
cono. El tratamiento de las secciones conicas puede realizarse desde lo analitico, lo
algebraico, lo geométrico, como se sugiere en INFD (2010).

En esta parte del trabajo, nos ocuparemos de las secciones conicas desde un punto de
vista geomeétrico, especialmente desde lo grafico en un primer intento de acercamiento,
aprovechando algunas herramientas que nos ofrecen las Tecnologias de la Informacién
y la Comunicacion (TICs).

Ya hemos dicho que las secciones conicas provienen de la interseccion entre un cono y
un plano, el paso siguiente es poder visualizar este hecho, y para ello se puede recurrir
al uso, en primer lugar, del software libre Winplot, que nos permitira realizar graficos en
3 dimensiones de una manera sencilla. Asi podremos generar las intersecciones
mencionadas para tener una mejor percepcion de las mismas, ya que el programa nos
permite obtener distintos puntos de vista de los objetos.

Para comenzar generamos un cono (ver llustracion 2) que cortaremos con distintos
planos. Esto, nos permite observar “espacialmente” las posiciones relativas entre el
cono y un plano que lo corte.
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Eje

llustracién 2: Generacién del Cono.

Las primeras observaciones surgen de comparar los angulos que se forman entre plano y
el eje del cono, con el angulo entre la directriz y el mismo eje.

Si el plano es perpendicular al eje del Cono (ver llustracion 3) la seccion conica
resultante es una circunferencia.

llustracion 3: Plano perpendicular al eje del Cono.

Si el &ngulo entre el plano y el eje del cono es mayor al angulo entre la directriz y el eje,
la conica es una elipse (ver llustracion 4).

lHustracion 4: Angulo del plano mayor que el &ngulo de la directriz.
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Si el angulo entre el plano y el eje del Cono es congruente al &ngulo que forma la
directriz con el eje, la seccidn que se genera es una parabola (ver llustracion 5).
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lHustracion 5: Angulo del plano congruente al &ngulo de la directriz.

Si el &ngulo entre el plano y el eje del Cono es menor que el &ngulo entre la directriz y
el eje, el plano corta ambas hojas del Cono y se genera una hipérbola (ver llustracion 6).
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lustracion 6: Angulo del plano menor que el angulo de la directriz.

Otras observaciones pertinentes, aprovechando la disponibilidad del software dinamico,
tienen que ver con los “casos degenerados” que surgen cuando el plano pasa por el
vértice del cono (ver llustracion 7), cuando el plano contiene a la directriz (llustracion
8) y cuando el plano contiene al eje del cono (llustracién 9).
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llustracién 8: Plano que contiene a la directriz.
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llustracién 9: Plano que contiene al eje del cono.

Ademas, también podemos recurrir al uso de software para interpretar algunas
respuestas a diversas situaciones-problemas que analiticamente no son claras o bien son
dificiles de precisar, como por ejemplo, algunas actividades que presentamos aqui, para
mostrar la utilidad y conveniencia de utilizar una herramienta informatica. Dichas
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actividades son tomadas del texto escolar que analizaremos y detallaremos en proximo
capitulo.

Actividad 4.

Encuentren la ecuacion de la parabola de foco (0; —5) y directriz y = § (€S una

funcién? Expliquen cdmo se dieron cuenta. Actividad extraida de:(Carnelli,
Itzcovich, Lamela, Novembre, 2007, p. 172).

La resolucion de esta actividad consta de dos partes, por un lado, requiere un
tratamiento analitico (encontrar la ecuacion) y por otro lado, reconocer si se trata de una
funcién o no. Para responder esto Gltimo procedemos graficamente (llustracion 10) y la
respuesta se hace evidente (ya sabemos que se trata de una parabola, viendo el grafico
podemos afirmar que si es una funcién). Para esto, recurrimos al uso del software
dindmico, que a su vez nos brinda una respuesta a la cuestion de encontrar la ecuacion, a
través de la Vista Algebraica.

lustracion 10: Representacion de la parabola.

Del mismo modo podemos proceder con las tareas de la Actividad 5 y la Actividad 6,

Actividad 5.

Encuentren la ecuacién de la parabola de foco (3;0) y directriz x = 1, ¢es una
funcién? Expliqguen cémo se dieron cuenta. Actividad extraida de:(Carnelli,
Itzcovich, Lamela, Novembre, 2007, p. 172).

Otra vez, el apoyo grafico es fundamental para “ver” si se trata de una funciéon o no
(Hustracion 11), y es facil ver que la respuesta es no.

4T |d

3

llustracién 11: Parabola de la Actividad 5.
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Una vez mas, nos apoyamos en el grafico para ver la parabola de la Actividad 6

Actividad 6.

a. Encuentren los puntos donde la parabola (y — 1)? = 6 - (x + 2) interseca al
eje x yal eje y.

b. Realicen un grafico aproximado de la parabola.

c. ¢Es una funcion? Expliquen como se dieron cuenta. Actividad extraida de:
(Carnelli, Itzcovich, Lamela, Novembre, 2007, p. 172).

La representacion grafica de esta parabola se ve en la llustracion 12 y nos permite
afirmar que no es una funcion.

llustracién 12: Gréfico de la parabola de la Actividad 6.

Del mismo modo podemos ver que las elipses no son funciones, dicho de otro modo, no
responden al concepto de funcidn que se adopta en el texto analizado. Esto es notable en
la Actividad 10.

Actividad 10.

. . 1 . L, 2 2
¢Cuél es el punto de abscisa 75 de la elipse de ecuacion 1"—69 +

A

=1?
144

Esta relacién, ¢resulta ser una funcion? Expliqguen como se dieron cuenta.
Actividad extraida de:(Carnelli, Itzcovich, Lamela, Novembre, 2007, p. 177).

El grafico de la elipse es facil de realizar con el software de geometria dindmica (ver
llustracion 13) y nos permite responder que no es funcion.

-20 -15

llustracién 13: Elipse de la Actividad 10.
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Ademaés, podemos revisar también otras caracteristicas y propiedades de las conicas con
el software que de otra manera se torna dificil.

Otra herramienta que nos brinda GeoGebra es la Vista CAS (célculo simbdlico),
mediante la cual se pueden resolver ecuaciones y problemas de encuentros o
intersecciones, como los de la Actividad 6 que mostramos a continuacion.

Actividad 6.
a. Encuentren los puntos donde la parabola (y — 1)? = 6 - (x + 2) interseca al
eje x y al eje y.
b. Realicen un grafico aproximado de la parabola.
c. ¢Es una funcion? Expliquen como se dieron cuenta. Actividad extraida
de:(Carnelli, Itzcovich, Lamela, Novembre, 2007, p. 172).

El item a. se puede resolver ingresando en la entrada del software la ecuacion de la
parabola (y — 1)2 = 6 - (x + 2), y las ecuaciones de las rectas de los ejes coordenados
x=0ey=0.
Luego usar la herramienta de interseccion que resolverd los sistemas de ecuaciones:
{(y—l)2 =6-(x+2)
x=0
Que da solucion a la interseccion de la parabola con el eje x. Y
{(y—l)2 =6-(x+2)
y=0
Que responde a la cuestion de la interseccion de la pardbola con el eje y.

Ademas, el mismo software nos brinda el grafico y nos permite determinar que no se
trata de una funcidn, teniendo en cuenta el concepto de funcién utilizado en el texto
analizado en el Capitulo 3 de este trabajo.
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Una mirada analitica de las cénicas

Un cono es una superficie que se engendra al hacer girar una recta llamada generatriz
alrededor de otra recta fija, llamada eje, manteniendo un punto fijo sobre dicho eje, que
sera el vertice del cono (llustracion 14). En este trabajo estudiaremos las secciones
conicas, que son el resultado de la interseccién entre un plano y un cono”. Dependiendo
de la inclinacion del plano con respecto al eje del cono, las secciones conicas tienen
distintas caracteristicas y propiedades y se clasifican en cuatro tipos: Circunferencia,
Elipse, Pardbola e Hipérbola.

Generatriz

llustracién 14: Esquema cono-plano

La clasificacion anterior corresponde a la forma que toma la interseccion entre el cono y
el plano, y depende del angulo que forman el plano y el eje del cono, teniendo en cuenta
también el angulo formado entre el eje y la generatriz. Si cortamos un cono con un
plano que no pasa por su veértice, y llamamos « al angulo que forma el eje del cono con
la generatriz del mismo y, llamamos g al angulo que forma el plano con el eje del cono,
podemos clasificar las intersecciones segun la relacion entre estos &ngulos.

e Sif =90° lainterseccion sera una circunferencia.
e Sia < p <90°lainterseccion sera una elipse.

e Sia = B lainterseccion sera una parabola.

e Sia > B seran las dos ramas de una hipérbola.

Las cuatro secciones conicas se pueden ver en las siguientes ilustraciones (llustracion
15, Hustracién 16, llustracion 17, llustracion 18).

*A lo largo de este trabajo se considerara que el plano no contiene al vértice del cono.
18
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llustracién 15: Circunferencia. lHustracion 17: Elipse.
!! ‘E
llustracion 16: Parabola. llustracién 18: Hipérbola.

Las conicas como lugares geometricos

Muchas formas geométricas son definidas por ciertas caracteristicas que poseen, o dicho
de otro modo, se definen por ciertas condiciones que cumplen sus puntos. De este
modo, podemos considerar a cualquier seccidn cénica como lugar geométrico.

Definidas las conicas de esta manera, resulta:

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de otro
punto fijo (llamado centro). Esto es, los puntos X = (x,y) del plano que estan a una
distancia fija r (radio) de otro punto ¢ (centro). En simbolos,

C:d(X,c)=r

La elipse, se define como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma
de sus distancias a otros dos puntos fijos del plano (llamados focos) es constante. Asi, la
elipseE, es el lugar de los puntos X = (x,y) del plano tales que la suma de las
distancias a dos puntos fijos F; y F,, llamados focos, es constante. En simbolos,

E:d(X,F,) + d(X,F,) = 2a, siendo a > d(F,, F,)

El parametro a es llamado semieje mayor. En particular, si F; = F,, se obtiene una
circunferencia de radio a, centrada en el foco.

La parabola, tiene por lugar geométrico el conjunto de los puntos X = (x,y) del plano
que equidistan de un punto fijo F (llamado foco), y de una recta [(llamada directriz),
donde F no es un punto perteneciente a L. En simbolos,

P:d(X,F) =d(X,1)

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos X = (x,y) del plano cuya diferencia
de distancias a dos puntos fijos F; y F,(llamados focos) es constante. En simbolos,

H: |d(X,F1) - d(X, Fz)l = Za, SlendOO <a< d(Fl,Fz)

Podemos recurrir a otro software libre para dibujar las secciones conicas. En este caso
proponemos usar GeoGebra y con el trazaremos algunas coénicas, a partir de la
definicion anterior como lugar geométrico.



Si se considera el plano de corte y sobre este se trazan los ejes cartesianos X y Y las
secciones conicas pueden interpretarse en dos dimensiones. De este modo, si se trata de
encontrar las ecuaciones cartesianas que las describen, resulta:

Circunferencia

1.

Elipse

La circunferencia C esta definida por los puntos X para los que d(X,0) = r.
Puesto que ambos miembros de la igualdad son positivos, es equivalente a la
. 2 .
igualdad de sus cuadrados (d(X,O)) = r2 que en coordenadas cartesianas se
puede interpretar de la siguiente manera:

Siendo X = (x,y) un punto cualquiera de la circunferencia y 0 = (a,b) el
centro de la misma, resulta

d(X,0) = /(x — a)? + (y — b)?

Entonces

2
(V&=a7+ G -b)?) =r?
Simplificando
(x—a)*+ (y—b)* =r?
De este modo queda definida la ecuacion de la circunferencia (llustracion 19) de

radior > 0 y centro O = (a, b).
Eje Y

Eje X

lHustracion 19: Representacion de la circunferencia en el plano cartesiano.

Si la circunferencia esta centrada en el origen de coordenadas su ecuacion se
reduce a

La elipse E se define por los puntos X tales que d(X, F;) + d(X, F,) = 2a.
Para simplificar los célculos, se puede considerar como eje OX a la recta que
contiene a los focos, y como eje OY a la recta perpendicular que pasa por el
punto medio entre los focos. De este modo, resulta que la elipse estara centrada
en el origen y los focos seran F; = (¢,0) y F, = (—¢,0).
Entonces, para un punto X = (x, y) de la elipse resulta

dX,F) +d(X,F,) = (x —c)2+y2+/(x +c)2+y? =2a
Restando /(x — ¢)? + y? a cada lado de la igualdad

Jix—c)?+y?2=2a—+(x+c)*+y?
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Elevando al cuadrado ambos miembros

2 2
[\/ (x—c)?+ yZ] = [Za —J(x+c)?+ yz]
Operando
(x—c)?+y2=4a’—4a/(x+ )2+ y2+ (x +¢)? + y?

Desarrollando
x2—2cx+c?+y?=4a%—4a\(x + )2+ y2+x%+ 2cx + c? + y?

Simplificando
—2cx = 4a? — 4a(x + c)? + y% + 2cx
Despejando la raiz cuadrada
4a/(x + ¢)? +y% = 4a® + 4cx
Simplificando y elevando al cuadrado

(/G F7+57) = (a +ex)?

a?(x +c)? + a?y? = a* + 2a’cx + c?x?
a’x? 4+ 2a%cx + a’c? + a’y? = a* + 2a%cx + ¢?x?
Simplificando, despejando y reagrupando
a’x? — c?x% + a%?y? = a* — a®c?
(a® — c®)x? + a’y? = a?(a® — ¢?)
Dividiendo ambos miembros de la igualdad por a?(a? — c?)
x2 y2
a2+(a2—c2)_1
Llamando b? = a? — c?(> 0) se tiene

Operando

Que es la ecuacion buscada.
La llustracion 20 nos ayuda a interpretar lo anterior

EjeY
Elipgg,___.('i@
X
b a
(-a,0) F, (¢] c Fy (a,0) EjeX
(0,-b)

llustracién 20: Representacion de la elipse en el plano cartesiano.

Siguiendo los pasos anteriores, es facil ver que si la elipse estd centrada en un punto
(x0, ¥o) distinto del origen, su ecuacion sera

(x — xo)z v — 3’0)2
a? + b2 =1
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Hipérbola

3. La hipérbola estd definida por los puntos X para los cuales se verifica que
H:|d(X,F;) — d(X,F,)| = 2ay al igual que en los casos anteriores, se puede
expresar en coordenadas cartesianas.

Como antes, si consideramos como eje OX a la recta que pasa por F; Y F, y
como eje OY a la recta perpendicular que pasa por el punto medio entre F; y F,,
los focos seran F; = (¢,0) y F, = (—¢,0).
Entonces, si X = (x,y) es un punto cualquiera de la hipérbola, resulta

|d(X,F,) —d(X,F,)| = |\/(x —c)?+y?— \/(x + )2+ y?[ =2a

Podemos suponer que la diferencia es positiva y quitar las barras de médulo por
tratarse de distancias

Jax—o)2+y2—J(x+c)2+y2=2a
Despejando una de las raices

Ja—02+y2=2a+/(x+0)?+y?

Elevando ambos miembros al cuadrado

(Ja=o7+y?) = (2a+JGrar+y?)

Desarrollando y simplificando

(x—c)+32=4a’+ (x + c)*> +32+ 4a/(x + c)? + y2

Desarrollando y simplificando una vez méas
¥2+€2— 2cx = 4a® + %2 +€E+ 2cx + 4a/ (x + ¢)? + y?

Despejando
—4cx — 4a% = 4a/(x + €)% + y?

Dividiendo cada término por 4

—cx —a? =a/(x+c)? +y?

Elevando al cuadrado ambos miembros

(—cx —a?)? = (am)z

c2x? + a* + 2a%cx = a®(x + ¢)? + a?y?

Desarrollando

Simplificando
c?x? + a* + 2aZex = a’x? + a’c? + 2aZex + a?y?
Reordenando
c2x2 — q2x2% — azyz = a%c? — g4
Sacando factor comun
(Cz _ aZ)xZ _ a2y2 — a2(C2 _ aZ)
Dividiendo miembro a miembro por a?(c? — a?)
x2 yZ
2 2z !
Llamando b? = ¢? — a?
xZ yZ
2 ot
Asi encontramos la ecuacion de la hipérbola.
El siguiente dibujo facilita la interpretacion de lo anterior (llustracion 21).
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F1
a (a,0) C Eje X

(-b,0)

llustracién 21: Representacion de la hipérbola en el plano cartesiano.
Parabola

4. Por ultimo, falta encontrar la ecuacion cartesiana de las parabolas,

Podemos considerar que el eje OX contenga al foco F y sea perpendicular a la
recta L.

Entonces la ecuacion de la recta sera x = —c y el foco F = (¢, 0)
Cualquier punto X = (x, y) de la parabola debe cumplir que d(X,F) = d(X, 1)
Los puntos de la recta son de la forma (—c, y), entonces

dX, ) =J(x+c)2+ @y —-y)?2=x+c
Luego, la igualdad
dX,F) =dX,1)
Sera
Ja—+yi=x4c
Elevando al cuadrado ambos miembros
(x—c)?+y?=(x+c)?
Desarrollando y simplificando
¥ +e€2—2cx +y? =x2+€2+ 2cx
Despejando
y? = 4cx
Llamando p = 2cse obtiene la ecuacion de la parabola
y? = 2px

Donde p es el parametro de la parabola e indica la distancia entre el vértice,
0 = (0,0)y la directriz (recta ).
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La llustracion 22 facilita la interpretacion grafica de la situacion.

H .
H Eje Y
i e Parabola

(c.0)! (c.0)
' o F Eje X

llustracién 22: Representacion de la parédbola en el plano cartesiano.
Ecuaciones generales

A partir de la descripcion previa podemos forjar las ecuaciones generales que nos
permitan manejar las curvas de un modo mas algebraico, asi:

Ax% + Bxy + Cy>+ Dx+ Ey+ F =0

Dependiendo de los valores que tomen los pardmetros A,B,C,D.E,F se tienen las
ecuaciones de las diferentes curvas:

Circunferencias: (x — a)? + (y — b)? = r?
Desarrollando los cuadrados

x?+a?—2ax + y? + b? — 2by = r?
Reordenando

x2+y?—2ax—2by+b*—1r2=0
Llamando D = —2a,E = —2by F = b? — ¢?
La ecuacion de la circunferencia se transforma en

k2 +y2+Dx+Ey+F =0

(x=x0)? n G-yo)? _ 1

a? b2

Elipses:

Despejando y desarrollando los cuadrados
x2 4+ x2 — 2xox y2 + y2 — 2y,y
2 =1-
a b2

Operando y multiplicando todo por a?b?

b?x? + b?x3 — 2b%xyx = a?b? — a?y? + a?y§ — 2a’y,y
Reordenando
b2x? + a?y? — 2b%xyx + 2a%y,y + b?x3 — a?b? — a’yE =0
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Llamando A = b?, C = a?, D = —2b%xy,E = 2a%y, Yy F = b%x3 — a?b? — a%y}
La ecuacion de la elipse seré
Ax® +Cy? +Dx +Ey+ F =0
Parabolas:(y — k)2 = 2p(x —h) o (x — h)? = 2p(y — k)
Desarrollando cuadrados y despejando
y? —2ky + k? — 2px + 2ph =0

Reordenando

y? —2px — 2ky + (k? + 2ph) = 0
Siendo D = —2p, E = —2k,F = (k? + 2ph) 0 D = —2h, E = —2p, F = (h? + 2pk)
Resultan

Ax>*+ Dx+Ey+F =00Cy2+Dx+Ey+F =0

— 2 _ 2
Hipérbolas:& a’;") . bjg") =1

Despejando y desarrollando los cuadrados

x2 4+ x5 — 2x0x y2 + y2 — 2yy
= =1+ =
Operando y multiplicando todo por a?b?
b2x? 4+ b%x% — 2b%xyx = a?b? + a?y? + a’y¢ — 2a%y,y
Reordenando
b%x? — a?y? — 2b%xyx + 2a%y,y + b%x¢ — a?b? — a?y; =0
Llamando A = b2, C = —a?, D = —2b%xy,E = 2a’y, Y F = b%x3 — a?b? — a?y}
La ecuacién de la hipérbola sera
Ax2 4+ Cy>+Dx+Ey+F =0

Las ecuaciones anteriores pueden rescribirse de distintas maneras si se manipulan
mediante operaciones algebraicas (factor comun, completar cuadrados, etc.):

Formas candnicas

Circunferencias:(x — a)? + (y — b)? = r?

—_n)2 _1.)2
Ce=h)? | =R _ o

a? b2
Parabolas: (x — h)? = 2p(y — k)

(x-n)?  (y-k)? _
ez pz 1

Elipses:

Hipérbolas:

También pueden ser interpretadas en coordenadas polares, vectoriales, paramétricas,
racionales, etc. Esto permite tratamientos y aplicaciones mas comodas de las curvas,
dependiendo del caso.
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Reflexiones del capitulo 2

Con el enfoque que le hemos dado a las secciones conicas en este Capitulo, intentamos
mostrar que la inclusién de nuevos recursos como las TICs, permiten una mejor
visualizacion y construccion de los conceptos tratados. No obstante, cabe aclarar que se
conserva el estilo tradicional de mostrar a la Matematica como un conjunto de reglas y
procedimientos que inexorablemente deben ser aplicados y aprendidos por los alumnos,
y donde hay pocas chances de construir conceptos. La decision obedecié a respetar el
formato de presentacion que tradicionalmente tiene en los libros de texto de
Matemética, incluyendo sélo la componente referida a nuevos recursos, sin proponer
una mejora de su tratamiento didactico, pues no fue el objetivo del Capitulo.

Al mismo tiempo, debemos recalcar que la inclusion de los nuevos recursos que nos
brindan las herramientas informaticas, permite y facilita la exploracién y genera un
nuevo camino al entendimiento de la Geometria de las cénicas.
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Capitulo 3
Analisis didactico de una unidad tematica de un texto escolar

Introduccion

Los disefios curriculares para la educacion secundaria de la provincia de Buenos Aires
contemplan como contenidos minimos en la ensefianza, entre otros, a los lugares
geomeétricos de las secciones conicas.

Entre los materiales que el Gobierno de la Provincia de Buenos Aires distribuye en las
escuelas a través del Programa Provincial Educativo, por medio de la Direccion General
de Cultura y Educacion (DGCyE) encontramos el texto que da lugar al presente trabajo.

Elegimos este texto en particular, por ser un material disponible en todas las escuelas de
la Provincia de Buenos Aires, se trata del libro ES.5 Matematica. (Carnelli, Itzcovich,
Lamela, Novembre, 2007, p. 162-185).Con el analisis realizado en este trabajo
pretendemos determinar la idoneidad didactica que subyace del texto considerado,
siguiendo los lineamientos que para tal fin propone el Enfoque Ontolégico Semiotico
del conocimiento e instruccion matematica (EOS).

En primer lugar, mostramos y describimos brevemente los elementos analizados en el
texto, con el fin de establecer un mejor abordaje del presente trabajo. Al mismo tiempo,
presentamos tablas con las que intentamos organizar y sintetizar la recorrida por el
andlisis didactico realizado.

Luego, resolvemos las actividades propuestas con el objetivo de determinar su grado de
dificultad y la relacion con el contenido tedrico asociado.

Por ultimo, presentamos una conclusion que sintetiza la labor realizada.

Utilizamos para el analisis didactico la herramienta Configuracion Epistémica/Cognitiva
del EOS. Esta herramienta tedrica-metodologica facilita el analisis de los conocimientos
matematicos en sus dos facetas, personal e institucional.

Una configuracion es una entidad compleja utilizada para construir sistemas
conceptuales y teorias. Sus componentes son seis objetos matematicos primarios,
entendiendo a éstos como “todo aquello que se pueda individualizar en Matematica, tal
como un simbolo, un concepto una propiedad, una representacién, un procedimiento,
etcétera” (Pochulu, 2012, p. 66).Los mismos se clasifican en objetos ostensivos (se
muestran de forma publica) y no ostensivos (en forma implicita).

Los objetos primarios involucrados en una configuracion epistémica son (Pochulu, p.
69):

Situaciones-problema: son todas aquellas actividades intra o extra matematicas que se
ponen en juego a la hora de ensefiar.

Conceptos-Definicion: hacen referencia a aquellas cuestiones que tienen que ver con
descripciones o definiciones.

Proposiciones: propiedades de los conceptos.

Procedimientos: todas aquellas acciones que el alumno o el docente hacen para resolver
una situacién- problema.

Lenguaje: puede ser grafico, numérico, simbdlico y coloquial.
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Argumentos: se refieren a las acciones que tienden a explicar, justificar o dar validez a
una solucion de un problema, una proposicion, un concepto o un procedimiento.

Dichos elementos se entrelazan formando una configuracion. La misma puede ser
Epistémica cuando hace referencia a redes de objetos matematicos a nivel institucional,
libros de textos (como lo serda en nuestro caso), docentes, etc. o Cognitivas cuando
apuntan a lo personal, por ejemplo el alumno.

Es importante destacar que cada objeto matematico puede estar compuesto por varios
objetos primarios durante el andlisis, dada a la red de entramados que ellos forman.

Agregaremos también los procesos que intervienen en la resolucion de cada actividad,
segun el EOS, como por ejemplo: algoritmizacion, enunciacion, simbolizacién, entre
otros.

Las situaciones-problemas

La forma en se abordan las distintas secciones cénicas es a partir de situaciones
problemas, en general geométricos, que promueven el “descubrimiento” del lugar
geométrico (seccion conica) en cuestion. Asi, el abordaje del tema se desarrolla a lo
largo de catorce actividades. No observamos, en ninguno de los casos, una situacion-
problema de aplicacion directa de las conicas, de sus ecuaciones y/o de sus propiedades
para la resolucion. En todos los casos las situaciones presentadas y resueltas en el texto
son exclusivamente geométricas, en el sentido abstracto, aunque su resolucion es
algebraica y/o analitica. No obstante, se pueden describir o clasificar como vemos en la
siguiente tabla (ver Tabla 1).

Tabla 1: Caracterizacion de las practicas matematicas que proponen las situaciones problemas

P Descripcion Practica matematica principal

1 Problema gréfico sobre circunferencia Trazar una circunferencia

2 Problema grafico sobre parabola Trazar una parabola

3 Problema algebraipo sobre distancias y Comparar distancias. Hal_lgr puntos.
parabolas Generar la ecuacion

Generar la ecuacion x? + y2 = r2

4 Problema algebraico sobre circunferencia
Resolver una cuadratica
5 | Problema geométrico sobre circunferencia que Generar la ecuacion
generaliza a los anteriores (x —a)? + (y — b)? = 12

Problema algebraico sobre parabola con eje

6 . y Hallar una ecuacién de la pardbola
vertical (como funcion)

7 Problema algebraico sobre pardbola con eje Hallar una ecuacion de la parabola

horizontal (que no es funcion) P
Problema algebraico sobre parabola con eje L .

8 i i Hallar una ecuacion de la parabola
vertical (como funcion)

9 | Problema algebraico sobre parabola con eje Hallar una ecuacion de la parabola
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horizontal (que no es funcion)

10 Problema grafico y algebraico sobre elipse Graficar la elipse

11 | Problema geométrico y algebraico sobre elipse Hallar una ecuacién de la elipse

Hallar puntos de la hipérbola
Problema geométrico y algebraico sobre

12 hipérbola

Hallar una ecuacion de la hipérbola
Resolver una cuadratica

Definir y hallar las ecuaciones de las

13 | Problema analitico sobre hipérbola (asintotas) asintotas de la hipérbola

14 Problema para interpretar las conicas como cortes del cono por un plano

Lo geométrico se hace presente a lo largo del capitulo y sirve como herramienta para
interpretar los problemas y las actividades, como asi también para reconocer ciertas
caracteristicas intrinsecas de las curvas que se estudian.

L os conceptos y definiciones involucrados en las actividades

En la presentacion del capitulo se anticipa que se estudiaran relaciones entre variables
gue no siempre resultaran ser funciones, esto se refiere a la forma en que en general
estudiamos y definimos las funciones, en la cual para cada valor de abscisa corresponde
una unica ordenada, y la asignacion siempre es de x eny (y = f(x)). Asimismo, se
puede inferir que se le dara tratamiento, en algunos casos, como funciones, a pesar de
que el eje de la unidad sea geométrico y algebraico.

Las definiciones de las secciones conicas aparecen en el texto, luego de la resolucion de
las tareas, a modo de generalizacion. Estan hechas en funcién del lugar que ocupan en el
plano cartesiano (como lugar geométrico) y de las caracteristicas que cumplen sus
puntos en términos de distancias en el plano. Surgen en todos los casos de la resolucién
de algin problema involucrado. Luego, la generalizacion de la condicién de distancia
produce la definicion de la conica en cuestion. También se definen los principales
elementos de las conicas que veremos en la siguiente tabla (ver Tabla 2).

29




Tabla 2: Elementos notables y definicion de las secciones conicas

Definicion de la conica

Elementos definidos

Observaciones

La circunferencia es el lugar

b Radio r Se distinguen las ecuaciones
geométrico de todos los puntos del seglin esté centrada en el origen
plano que equidistan de un punto Centro
determinado que se llama centro de la Ecuaciones 0 = (0,0) o en punto
circunferencia. cualquiera € = (a, b)
Foco F
Una parébola es el conjunto de los Vértice V No son consideradas funciones
puntos del plano que se encuentran a Directriz d las parabolas cuyo eje de

igual distancia de un punto F, llamado
foco y de una recta llamada directriz.

Pardmetro p

Ecuaciones

simetria resulta paralelo al eje
X

La elipse es el lugar geométrico de los
puntos donde la suma de las distancias
a dos puntos fijos es constante.

Focos Centro
Distancia focal
Diametro mayor

Diametro menor

Solo se tratan elipses con
centro en el origen y focos
sobre el eje x

La hipérbola es el lugar geométrico
de los puntos del plano donde la
diferencia de las distancias entre un
punto y dos puntos fijos es constante.

Focos Centro
Eje mayor
Eje menor

Distancia focal
Vértices
Asintotas

Solo se tratan hiperbolas con
centro en el origen y focos
sobre el eje x
Las asintotas son definidas

_b _ b
Comoy—zxyy— —;X

Conceptos previos y emergentes

El principal concepto involucrado en la resolucion de los distintos problemas
desarrollados y luego en los propuestos, es el de distancias en el plano, ya sea entre dos
puntos o0 entre un punto y una recta. Ademas, otros conceptos son utilizados como
herramientas, como el teorema de Pitagoras, y los conceptos de funcién, perimetro y
limites. Debemos aclarar que el concepto de funcidn considerado en el texto hace
referencia a asignaciones del tipo f(x) = y, es decir solo considera como funcion a las
relaciones entre las variables x e y y en un solo sentido x — y.

En la Tabla 3 identificamos las secciones conicas puestas en juego en los problemas
desarrollados en el texto y mostramos los conceptos involucrados en su resolucion.
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Tabla 3: Conceptos involucrados en la resolucién de las situaciones problema

Conceptos involucrados

p Lugar
geometrico Previos Emergentes
Existencia de infinitos puntos equidistantes a
uno fijo
1 | Circunferencia Distancia Centro
Radio
) ] ) ] Ecuacion x? + y2 =12
4 | Circunferencia | Distancias en el plano . ] .
Las circunferencias no son funciones
) ) ) ) Ecuacion
5 | Circunferencia Distancias en el plano
(x—a)>+(y—b)?> =12
. Distancia entre un punto L
2 Parabola Construccion punto por punto
y una recta
3 Parabola Coordenadas cartesianas Definicion y ecuacion y = x?
Ecuacion f(x) = ax?,a = %p
6 Parabola Distancias en el plano Relacion entre la parabola como lugar
geométrico y como funcion
7 Parabola Distancias en el plano Las parabolas con directriz par_alelaeal eje de
ordenadas no son funciones
. . . Ecuacion
8 Parabola Distancias en el plano 5
(x—k)*=4p(y—h)
, . . Las parabolas con eje paralelo al eje de
9 Parabola Distancias en el plano abscisas no son funciones’
10 Elipse Perimetro Ecuacion x +y = 10
Definicién
. . F —
Distancias en el plano 0cos (¢,0) y (=¢,0)
11 Elipse Perimetro Distancia focal

Teorema de Pitagoras

Ecuacion

+y—=1,b2=a2—c2

*Aqui se evidencia la definicién de funcién considerada en el texto.

®Aqui también se evidencia la definicién de funcién considerada en el texto.

" Aqui también se evidencia la definicién de funcién considerada en el texto.
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Definicién
Focos
. . ) Eje mayor y eje menor
12 Hipérbola Distancias en el plano
Centro
Distancia focal

Vértices

. . Asintotas y sus ecuaciones
Distancias en el plano

13 Hipérbola Limit b b
imites == =_=

y ax,y ax
14 Conicas Conicas como cortes del cono por un plano

Las propiedades y proposiciones que involucran las actividades

Las principales propiedades y caracteristicas de las secciones conicas presentadas en el
texto pasan por la simetria. Otras, como las de reflexion, o las propiedades Opticas no
son abordadas. Si bien se definen y se describen los principales elementos de las
secciones conicas, no observamos problemas o situaciones donde se puedan aplicar las
conicas. Si, hacia el final del capitulo, el ultimo problema sirve para interpretar
concretamente la formacion de las conicas como secciones del cono con un plano.

En la Tabla 4 mostramos las propiedades descriptas en el texto analizado, muchas de
ellas se hacen notables a partir de la interpretacién grafica de la conica estudiada. Las
propiedades mencionadas aparecen en las generalizaciones que se hacen luego de la
resolucion de las situaciones-problemas.

Tabla 4: Propiedades de las conicas

Conica Ecuacion Propiedades
-r<x<r

x2 +y? =12
—-Tr r

Circunferencia
(x—a)2+(y—b)2=r2 a—r<x<a+r
b—r<y<b+r

() = ax? a=
- o
Parabola
f(x)=alx—k)*>+h V = (k, h)
(x—k)?=4ply—h) F=(k;h+p)

Fl = (C'O);FZ = (_C,O)
2 2

Elipse X_+y?=1 b2 = q? — c?
a

d(P,Fl) + d(P, Fz) = 2(1
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Fi = (c,0); F; = (—c,0)
d(P,F,) — d(P,F,) = 2a

2 2
Hipérbola XY
a b

y=o8y="7%

Los argumentos, procedimientos y tecnicas involucrados en las actividades

Las actividades propuestas en el texto, como tarea para reforzar los conocimientos
adquiridos por los estudiantes, no solo promueven la repeticion de los procedimientos
realizados en los ejemplos, sino que a su vez abren un poco el juego, dando margen a la
generacion de nuevas ideas o estrategias a ejecutar por los alumnos, a la vez que
suscitan la argumentacion de las respuestas. Dichas actividades son diversas y abarcan
por completo los ejes desarrollados a lo largo del capitulo.

A continuacion presentamos y se resolvemos las actividades propuestas, con el fin de
poner en evidencia las acciones, técnicas y procedimientos a desarrollar por los
estudiantes al momento de resolverlas (ver Imagen 1).

1 pl
1. Encuentren las ecuaciones de las siguientes circunferencias: a.p=4 b.p= ('\ &p=3 d.p=5 -
a.Centro (-6, 8) y radio 3. 4, Encuentren la ecuacion de la parabola de foco (0 ; -5) y directrizy = 3 ;
b. Centro(1;-1) yradio5. ;esuna funcion? Expliquen cémo se dieron cuenta.
<. Centro (0;0) y que pasa por el punto (-2;4) 5. Encuentren la ecuacion de la pardbola de foco (3;0) y directrizx=1
2.a. Encuentren la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen ¢&s una funcién? Expliquen como se dieron cuenta.
de coordenadas y radio igual a6 6.a. Encuentren los puntos donde la parabola (y - 1)* =6-(x +2)
b. Encuentren un punto de la circunferencia que se encuentreen el intersecaal ejexyalejey.
primer cuadrante y otro que se encuentre en el cuarto cuadrante b. Realicen un gréfico aproximado de la parabola.
3. Escriban la ecuacién de las parabolas que tienen vértice en el origen ¢. ;Es una funcién? Expliquen cdmo se dieron cuenta.

de coordenadas, eje de simetria en el eje y, y Cuyo parametro es:
Imagen 1: Actividades propuestas en el texto analizado.

Para continuar, describiremos globalmente los ejercicios y situaciones-problemas
planteados con el fin de organizar la lectura de la resolucién de los mismos (Tabla 5).
Luego, los resolveremos, haciendo notable la tarea que se espera que sea realizada por
los alumnos al dar respuesta a las actividades.
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Tabla 5: Descripcion de las actividades propuestas

Descripcidn

Act.
Préctica matematica propuesta Datos Respuesta esperada

l.a | Completar (x — a)? + (y — b)? = r? a,b,r (x+6)2+(y—8)?2=9

1.b | Completar (x — a)? + (y — b)? = r? a,b,r (x—1D?+(@y+1)2=25

Hallar el radio y completar
1.c a,b,(x,y) x2+y2=20
(x—a)+(@y-b?=r?

2.a | Completar (x —a)? +(y—b)2=71%| ab,r x* +y* =36

2.b | Hallar puntos de la circunferencia | Ecuacion (1,v35) y (1,—v35)

3.a | Completar (x — k)? = 4p(y — h) V,p, eje x2=16-y
, : 8
3.b Completar (x — k)= = 4p(y — h) V,p, eje x? = 3
. 2
3.c Completar (x — k)2 = 4p(y — h) V,p, eje x2 = 3
3.d | Completar (x — k)? = 4p(y — h) V,p, eje x2=20-y
Completar (x — k)? = 4p(y — h 34 13
4 pletar ( ) p(y —h) F.d xz:___(y+_)
Argumentar 3 6
Completar (y — h)?2 = 4p(x — k
c pletar (y — h) p( ) F.d V=4 (x—2)
Argumentar

(0;1++v12), (0;1 —V12)

6.a Hallar intersecciones con los ejes Ecuacion 11
o)
(-2
6.b Graficar la curva Ecuacion Grafico
6.c Argumentar Ecuacion No

Seguidamente transcribimos y se resolvemos las actividades, indicando al mismo
tiempo, cuales son los conceptos (previos y emergentes), procedimientos, estrategias y
argumentos involucrados.

Actividad 1. Encuentren las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

a. Centro (—6;8) y radio 3.
b. Centro (1; —1) y radio 5.
c. Centro (0;0) y que pasa por el punto(—2; 4).

Se trata de un ejercicio en el que se deben completar ecuaciones de la forma:
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(x—a)*+ @ —-b)?=r?

Con los datos propuestos. Para los items a. y b. no se presentan mayores dificultades, su
resolucion es inmediata, ya que los datos son a, b y r:

a. Centro (—6;8) yradio 3:
Siendoa = —6,b = 8y r = 3, resulta
(x+6)>+(y—8)=9
b. Centro (1; —1) y radio 5:
Siendoa=1,b = —1yr =5, resulta
(x—1)?%?+(y+1)2=25

En el item c. el radio no es un dato directo, los datos son el centro de la circunferencia y
un punto por donde pasa, por tanto, se necesita hallar el valor del radio, entonces, se
pone en juego el calculo de la distancia entre dos puntos (el centro y el punto por donde
pasa la circunferencia), para hallar el radio.

c. Centro (0; 0) y que pasa por el punto (—2;4):

Concepto previo: La distancia del centro (0; 0) al punto (—2;4) es igual al radio de la
circunferencia, dicha distancia se calcula como sigue

Procedimiento:
r=d((-24);(0;0) =/(=2-0)% + (4 - 0)2 =20
Luego, la ecuacion de la circunferencia (que tiene centro en el origen) sera
x% +y%=20

Actividad 2.

a. Encuentren la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen de
coordenadas y radio igual a 6

Solo difiere del ejercicio anterior en la forma en que se presentan los datos.

Dada la condicidn de que el centro esta en el origen (0; 0) y conociendo el radio resulta
de inmediato que la ecuacion buscada es

x2+y2 =136

b. Encuentren un punto de la circunferencia que se encuentre en el primer
cuadrante y otro que se encuentre en el cuarto cuadrante.

Para dar solucion a este item es necesario haber resuelto el anterior, y ademas invita a
quien lo resuelve a manipular la ecuacion hallada.

Como concepto emergente para resolver este ejercicio se debe tener en cuenta el
recorrido de las variables x e y, que en el caso pedido son -6 < x <6y —-6<y <6,
dado que el centro de la circunferencia se encuentra en el origen de coordenadas y el
radio es 6; como se pide encontrar puntos que estén en cierto cuadrante, se puede
recurrir al conocimiento previo de los signos de las coordenadas segun el cuadrante
(Tabla 6).
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Tabla 6; Regla de signos

Cuadrante Signo

| cuadrante | (+;+)

Il cuadrante | (—;+)

Il cuadrante | (—; —)

IV cuadrante | (+;—)

Estrateqgia:

Se puede dar solucién al problema escogiendo un valor para una de las variables,
reemplazarla en la ecuacion y despejar la otra; luego, como la ecuacion resultante se
trata de una cuadratica se obtendrdn dos valores que serviran como segundas
coordenadas de los puntos buscados.

Procedimiento:

Teniendo en cuenta lo dicho, que los puntos en el primer y el cuarto cuadrante tienen
primera coordenada positiva, se debe considerar un valor para x tal que 0 < x < 6.

De esta manera, escogiendo un valor positivo para x, por ejemplo x =1, y
reemplazando en la ecuacion de la circunferencia resulta

12 + y2 = 36
Despejando y resolviendo
y2=36—-1=35
Luego

y =V350y = —V35

Entonces los puntos de la circunferencia hallados seran P; = (1,v/35) que pertenece al
primer cuadrante y P, = (1, —V/35) que pertenece al cuarto cuadrante.

Actividad 3.Escriban la ecuacion de las pardbolas que tienen vértice en el origen de
coordenadas, eje de simetria en el eje y, y cuyo parametro es:

a. p=4 c. p
2 d p

(S W N g

Argumentos:

Los datos del problema indican que se trata de ejercicios en los que se debe completar la
ecuacion de una parabola de la forma (x — k)? = 4p(y — h) considerando como datos
las coordenadas del vértice (k; h), el eje de simetria (eje y) y el pardmetro (p).

Resulta similar a la actividad 1, en el sentido de completar la ecuacion, pero con
parabolas.

Procedimiento:

Para resolver estos ejercicios se debe tener en cuenta que el vértice es v = (0; 0) con lo
cual k =0y h = 0, y que el eje de simetria es el eje y, luego se completa la ecuacién

36




(x—=0)?=4-p-(y—0)

Y entonces
x*=4-p-y

Asi resulta:

a x2=4-4-y=>x*=16-y

2 .2, 2 _8,

b. x Sy PXT =2y

C x2_ .l. ﬁxz—g.

' 6 Y =37

d x2=4-5-y=x2=20"-y

Actividad 4.Encuentren la ecuacion de la pardbola de foco (0; —5) y directriz y = g (es una
funcion? Expliguen como se dieron cuenta.

En este caso, los datos son el foco y la directriz, por lo tanto, el desafio ser& encontrar
una ecuacion que describa todos los puntos de la pardbola teniendo en cuenta su
definicion como lugar geométrico, o dicho de otro modo, en términos de distancias.
También habra que tener en cuenta las caracteristicas de las parabolas para encontrar
otros datos que se deducen del enunciado.

Argumentos:

La directriz es perpendicular al eje y, por lo tanto, se puede argumentar que la pardbola
tiene eje vertical y su gréafico si es el de una funcion.

Se busca entonces, como antes, una ecuacion de la forma (x — k)2 =4-p - (y — h).

La primera coordenada del vértice coincide con el eje de simetria y es la misma que la
primera coordenada del foco, siendo en este caso k = 0.

Como el foco es (0: —5), el eje de simetria es el eje y.

Conceptos:
La distancia entre el vértice y el foco es igual al doble del parametro d(F;y) = 2 - p,

por lo tanto, p = % ~d(F;y)
Procedimiento:

Como el eje de simetria de la pardbola es x = 0. Para calcular esta distancia se

. 2 . .z . . .
considera el punto P = (0; E)’ que es la interseccion entre la directriz y el eje de la
parabola.

2
d(F;y) = d(F;P) =j(0—0)2 + <—5—§) _Y

Luego

p:

Ademas, las coordenadas del foco son F = (k; h + p) = (0; —5), entonces h + p = —5

Despejando y remplazando h = =5 —p = =5 — % = —%

37




, . 13 17 -z ,
Asi, por todo lo anterior k = 0, h = — ~ Y p = entonces la ecuacion buscada seria

coves ()

2_34(+13>
=30

13 L
Como los valores de y a tener en cuenta deben ser menores que — 2 yaque, el vértice

V= (0; —1?3) de la parabola estd por “debajo” de la directriz, entonces, se trata de

encontrar la parabola que tendra sus ramas hacia abajo, por lo tanto, corrigiendo los
signos, la ecuacion sera

Por altimo, se trata de una funcidn ya que para cada valor de la variable x se obtiene un
anico valor de la variable y.

Es necesario en esta parte del trabajo, que aclaremos que en el texto no se hace
referencia a las parabolas con el vértice por debajo de la directriz, con lo cual la
resolucion de la actividad anterior podria generar conflictos que requieren la supervision
del docente. Sugerimos la interpretacion grafica para distinguir esta condicion de los
signos (ver llustracion 23). Para ello, recurrimos una vez mas, al uso del software
dinamico, que ademas, nos brinda el gréfico de la pardbola ingresando los datos tal y
como aparecen en la situacion-problema.

llustraciéon 23: Parabola de la Actividad 4.

Actividad 5.

Encuentren la ecuacion de la parabola de foco (3;0) y directriz x = 1, (€S una
funcion? Expliquen como se dieron cuenta.

Este ejercicio es similar al anterior, solo cambia en la orientacion de la directriz, la parte
algebraica resulta similar.

Argumentos:
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El foco de la funcion es de la forma F = (p, 0), por lo tanto, se observa que la directriz
es paralela al eje y, entonces no se trata de una funcion sino de una parabola con eje de
simetria paralelo al eje de abscisas.

Se busca, por ende, una ecuacion de la forma (y — h)2 =4 -p - (x — k).

En este caso, la segunda coordenada del vértice es la misma que la del foco, entonces
sera h = 0. La distancia entre el vértice y el foco es igual al doble del pardmetro

d(F;x) =2-p,porlotanto, p = % d(F;x)
Procedimiento:

Para calcular esta distancia se considera el punto P = (1;0), interseccién entre la recta
directriz y el eje de la parabola.

d(F;x) =d(F;P) =/(3-1)2+(0-0)2=2

Luego

2=1

N[ =

p =
Ademas, las coordenadas del foco son F = (k + p; h) = (3;0), entonces k + p = 3
Despejando y remplazando k =3 —-p=3-2=1
Asi, por todo lo anterior k = 2, h = 0 y p = 1 entonces la ecuacion buscada sera
(y=0)2=4-1-(x—-2)
yi=4-(x-2)

En esta ocasion, vemos que no se trata de una funcion puesto que, se pueden encontrar
puntos de la parébola, que tienen la misma abscisa y dos ordenadas distintas. Esto es
facil de observar en el grafico (ver llustracion 24).

Por ejemplo, escogiendo x = 3, resulta y? = 4- (3 —2), luego, despejando y = 2 o
y = —2. Asi, se obtienen los puntos P; = (3;2) y P, = (3; —2).

llustracién 24: Parabola de la Actividad 5.
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Actividad 6.

d. Encuentren los puntos donde la parabola (y — 1)? = 6 (x + 2) interseca al
eje x y al eje y.

e. Realicen un gréafico aproximado de la parédbola.

f.  ¢Es una funcion? Expliquen como se dieron cuenta.

Este es un problema distinto a todos los tratados anteriormente, que requiere interpretar
los puntos de la parabola a partir de su ecuacion.

Argumentos:

En el primer inciso se pide hallar los puntos de la parabola que sean de la forma (0;y) y
(x; 0) entonces serd necesario resolver las ecuaciones que surgen de reemplazar las
variables por 0, una a la vez. Asi, reemplazando en la ecuacion (y — 1)2 = 6 (x + 2)
resulta:

Procedimiento:
Conx =0
y—1%=6-(0+2)
y—1%2=12
y—1=+vV120y—-1=—-V/12
y=+vVI2+1loy=—/12+1
Ycony=0
0—-1)2=6-(x+2)
1=6-(x+2)
1

Z_2=
G X

11
6

Luego, los puntos buscados seran (0; 1 +v12), (0;1 —v12) y (— %; 0)

X =

Para realizar un grafico aproximado se pueden tener en cuenta los puntos obtenidos en
el item anterior.

Propiedades:

Las coordenadas del vértice se pueden conseguir facilmente a partir de la ecuacion de la
parabola (y — 1) = 6+ (x + 2). Tenemos entonces V = (—2;1). Y el grafico sera el
que observamos en la llustracién 25:
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4

llustracién 25: Parabola de la Actividad 6.

En el grafico se observan los puntos obtenidos anteriormente siendo:
El vértice V = (-2;1)
Las intersecciones conel eje y A = (0;1++v12) y B = (0;1 —V12)

. ., . 11
Y la interseccion con el eje x C = (_?; 0)

Por Gltimo, se pide determinar si se trata 0 no de una funcion, en este caso, la respuesta
es no, y los argumentos para fundamentar esto son varios, por un lado, se puede contar
con el grafico realizado (llustracién 25), por otro lado, se puede recurrir al hecho de que
los puntos A y B antes hallados, tienen la misma abscisa y dos valores distintos de
ordenada.

Analisis de las (nuevas) actividades propuestas

Seguidamente, en el texto, se retoma la parte tedrica para presentar otras nuevas
secciones conicas, la elipse y la hipérbola, y siguiendo con el formato se proponen las
siguientes actividades (Imagen 2).

7. a. Encuentren la ecuacion de una elipse con focos en ( ene

b. Indiquen dos puntos de esta elipse que se e 1<ug:~t'-3;1 ene .: cer 9.E
cuadrante 10. ;Cudles
¢. ;Cuantas elipses cumplen esa condicion? ;Por qué?

8.t

coordenadas, su semidiametro

Imagen 2: Actividades propuestas.
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En la Tabla 7 describimos las actividades propuestas sobre elipses.

Tabla 7: Descripcion de las actividades propuestas

Descripcion
Act.
Objetivos Datos Respuesta
x2 y2
7.a Hallar la ecuacion de una elipse Focos 1 t3 = 1
4
2 1 1 3
7.b Hallar puntos de la elipse Elipse — === (——; ——)
p p p \/; A
7.c Argumentar Teoria Infinitas
., ) Centro X2 y?
8 Hallar la ecuacion de una elipse o M A
Semidiametros 16 4
9 Hallar los focos Ecuacién F; = (0; =3)yF, = (0;3)
10 Hallar un punto de la elipse Ecuacién (7%; 9,8) y (7%; —9,8)

Como antes, transcribimos y resolvemos las actividades.

Actividad 7.

y . 1 1
a. Encuentren la ecuacion de una elipse con focos en (— > O) y (E; 0).

b. Indiquen dos puntos de esta elipse que se encuentren en el tercer cuadrante.
¢. Cuantas elipses cumplen esa condicion.

Argumentos:

El primer item de este ejercicio propone encontrar la ecuacién de una elipse conociendo
sus focos, con esos datos podemos conocer la distancia focal y el centro de la elipse, sin
embargo, nada se puede decir a priori, acerca de los parametros a y b de la ecuacién
buscada que es

x2 y2
2 =1

. 1 Ry P
Por lo tanto, teniendo en cuenta que ¢ = Sy la condicion b? = a? — ¢?, habra que
“elegir” un valor arbitrario para a, y determinar b2, usando la condicion b? = a? — 2.

Procedimiento:

Siseelige a = 1 resulta
1\* 3
so1pe=eo (1) 23
¢ 2) "1

De este modo, se encuentra la ecuacion
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X2 y?
T+?=1
4

Luego, en el segundo item se pide indicar dos puntos de la ecuacion hallada que estén
en el tercer cuadrante, para ello deben tenerse en cuenta los signos de las coordenadas
segun el cuadrante que ocupan, como se Vvio en el ejercicio 2.b de la seccion anterior. En
esta oportunidad se buscardn dos de los puntos de la elipse, cuyas coordenadas sean
ambas negativas.

Procedimiento:

Para encontrar dichos puntos se puede despejar x de la ecuacion y elegir un valor para y

x2 y2
T+?:1
4

Y considerando que el valor hallado debe ser negativo sera

3 3 . .
Solo falta tener en cuenta que — g Sy< \/2—— para poder considerar la raiz cuadrada.

, 1 2 3 1 .
Asi,cony = -3 resulta x = — Jycony =—~ queda x = —JY los puntos seran

2_1 (1.3)
37 2 )Y\72° 7

Por ultimo, el tercer item se puede responder teniendo en cuenta lo realizado ya que la
cantidad de elipses que se pueden encontrar es infinita, porque dependen del valor
elegido para a en el punto 7.a.

Actividad 8. Encuentren la ecuacion de la elipse que tiene centro en el origen de coordenadas,
su semidiametro en el eje x es igual a 4 y su semididmetro en el eje y es igual a 2.

Argumentos:

Esta actividad se resuelve facilmente teniendo presente las Ultimas definiciones
presentadas para la elipse. Entonces, la ecuacién buscada sera la que resulte al
considerara =4y b = 2, esto es

2 2

y
—:1
+7

+—\|><
(o)

Actividad 9. Encuentren los focos de la elipse de ecuacion

x2 2
_+y_= 1
24 15

La resolucion de esta actividad se puede realizar teniendo presente la Gltima definicion
presentada de la elipse, y la relacion entre los pardmetros a, b y c que es b? = a? — c2.
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Entonces seran
a? = 24,b* = 15
Reemplazando y despejando
c?=24-15
Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros
c=+9
Por lo tanto, ¢ = 3 y los focos seran
Fy = (0; =3)yF, = (0;3)

2

2
Actividad 10. ;Cual es el punto de abscisa 7% de la elipse de ecuacion % + 1% =17

Esta relacién, ¢resulta ser una funcién? Expliquen coémo se dieron cuenta.

Esta actividad consta de dos preguntas, la primera se responde facilmente, mediante una
operacién algebraica, la segunda requiere una reflexion méas elaborada que pone en
juego una vez mas, el concepto de funcidn, y promueve la argumentacion.

. . . . 1 -
Con lo dicho, para averiguar cual es el punto buscado se considera x = 75 y se despeja
la coordenada y, asi de

(2 .
169 144
Despejando y operando
y* _ 225
144 676
Luego,
y? = 144 51
676
Resulta,
16236 _
V1= [T =98

Por lo tanto, los puntos de la elipse cuya abscisa es x = 7 ; son (7%; 9,8) y (7%; —9,8)

Con esto ultimo, entonces se puede afirmar que no se trata de una funcion ya que
existen dos puntos con la misma abscisa y dos ordenadas distintas.

Las actividades anteriores cierran la seccion de las elipses y siguiendo se presentan las
hipérbolas a través de un Unico problema, y luego otro muestra las asintotas y sus
ecuaciones.
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Procedimientos

Los procedimientos involucrados en la resolucion de los diversos problemas recurren
constantemente al uso de los registros grafico y algebraico, para representar la situacion,
de este modo la interpretacion grafica genera un acercamiento mas apropiado y eficiente
hacia la resolucion, asi como también, el registro algebraico permite modelizar las
situaciones desarrolladas. En la tabla siguiente se muestran los procedimientos
involucrados distinguidos como interpretacién a priori y desarrollo secundario (ver
Tabla 8). Cabe destacar, que en todos los casos las actividades resueltas en el texto,
presentan un procedimiento para su resolucion pero en ningun caso cierran la
posibilidad de utilizar otro, al distinguir lo que se hace como un modo o0 una manera
posible de realizar la tarea, es decir, dejan abierta la posibilidad de interpretar y resolver

el contenido por otras vias.

Tabla 8: Procedimientos incluidos en la resolucion

Problema

Interpretacion

Desarrollo

Medicion de distancias

Trazado de una circunferencia

4.

Interpretacion gréafica

Desarrollo algebraico

4.b

Interpretacion algebraica

Desarrollo algebraico

Interpretacion gréfica

desarrollo algebraico

Interpretacion gréfica

Trazado punto por punto

3.a

Interpretacion gréfica

Desarrollo algebraico

3.b

Trazado punto por punto

Desarrollo algebraico

Interpretacién algebraica

Desarrollo algebraico

Interpretacién gréfica

Desarrollo algebraico

Interpretacién algebraica

Desarrollo algebraico

Interpretacién algebraica

Desarrollo algebraico

10

Interpretacién gréfica

Desarrollo grafico

11

Interpretacién geométrica

Desarrollo algebraico

12.a

Interpretacién algebraica

Desarrollo algebraico

12.b

Interpretacién algebraica

Desarrollo algebraico

12.c

Interpretacion algebraica

Desarrollo gréfico

13

Interpretacion analitica

Desarrollo algebraico

14.a

Interpretacion geométrica

Desarrollo geométrico
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14.b Interpretacion geométrica Desarrollo geométrico

Elementos linguisticos presentes en las actividades

Los elementos linguisticos presentes en el texto analizado son de naturaleza verbal,
simbdlica y/o grafica. La mayoria de las actividades resueltas en el texto, involucran
algun registro grafico de la situacion, que permite interpretar fcilmente las definiciones
y propiedades; a su vez, algunas situaciones se resuelven cambiando de registro. Por
ejemplo, en la resolucién del Problema 4, partiendo del dibujo (registro grafico) se llega
a la ecuacion (registro simbdlico) de la circunferencia (Imagen 3).

Problema 4 » | S
a. ;Qué condiciones cumplen, los puntos (x;y) del plano que se encuentran a qna :
distancia de 7 cm del origen de coordenadas 0= =(0;0)? e e 0

b. Encontrar, si existe, algun punto que esté a una distanc1a de 7 cm de O y r.uya
_primera coordenada sea 2. A AT e R

Los puntos buscados ena. son los que pertenecena la circunferencia con centroen Oyradio
7. Porejemplo, los puntos (0;7); (0;-7);(7;0)y (-7 ; 0) forman parte de esa circunferencia.
Pero, ;cudles son todos los otros puntos que forman parte de la circunferencia?
Como hay infinitos puntos que la forman, no es posible nombrarlos a todos. Hay que buscar
alguna relacion entre las coordenadas de los puntos de la circunferencia.

Los puntos buscados pueden designarse como

G A

P = (x ; y), por ser puntos del plano. Analizan- y7 '

do el diagrama es posible concluir que los valo- // B S
res de x y los de y se encuentran entre -7 y 7. / + 3
Entonces -7 <x<7;-7<y<7. > \
Ademas, los puntos P de la circunferencia cum- e = ; S
plen que la distancia entre 0=(0; 0) y P=(x; y) Wi\ i

es 7, luego: N /
d(P;0)= x-07+ (-0 = {+yZ=7 N

de donde resulta e BEE +

X+y?=72 & x2+y2=49

Imagen 3 Problema 4y su resolucion.

También observamos en el Problema 10 que se recurre al registro gréafico y se observan
varios de los tridngulos que le dan solucion, y en el Problema 11 se generaliza el
anterior al tiempo que se confina al plano cartesiano y, de este modo, se traduce a un
problema e distancias en el plano (Imagen 4) cuya resolucion es casi exclusivamente
algebraica. La manipulacion algebraica da lugar a la ecuacion de la elipse y a su
definicion.
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Elipse

Problema 10
¢Cuales son todos los tridngulos que tienen perimetro igual a 16 cmy cuya base es un
segmento AB que mide 6 cm?

Si se considera el segmento AB de 6 cm, para que el perimetro del tridangulo sea igual
a 16 cm sera necesario que la suma de los otros dos lados sea igual a 10 cm.

C
Por ejemplo, si cada lado mide 5 cm 5cm
5 cm se tiene el siguiente triangu-
lo que resulta ser isosceles:
A 6 cm B
£
o\
y: \\
\\
5cm \\:‘: cm
Pero también se tiene el siguiente N
triangulo: A 6 cm ‘B
5cm 5cm

R

L

Pero estos tridngulos que se han dibujado no son los Gnicos con perimetro igual a 16 cm. Es
posible dibujar mas triangulos siempre y cuando la suma de los lados ACy BC sea iguala 10 cm.

Problema 11
¢Cuales son todos los puntos del plano que forman con los puntos A= (-3 ;0)yB=(3;0)
triangulos cuyo perimetro es igual a 16 cm?

Imagen 4: Problemas 10y 11.

Las definiciones de las cénicas y sus elementos, estan dadas como lugar geométrico, y
en un modo mas algebraico se utilizan las ecuaciones cartesianas de las mismas.

Los problemas resueltos en el texto que no utilizan los tres tipos de registros son pocos
y los detallamos en la Tabla 9.
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Tabla 9: Tipos de registros.

Actividad | Verbal | Simbdlico | Grafico
6 Si Si No
8 Si Si No
13 Si Si No
14 Si No Si

El primero de ellos es el Problema 6 que se resuelve algebraicamente, al igual que el
Problema 8y el Problema 13. Por dltimo, el Problema 14 que es distinto a los
anteriores y pretende una interpretacion ‘“cotidiana” de las conicas, ya que propone
“ver” las intersecciones entre un cono y un plano (Imagen 5).

Problema 14

En el comedor de una casa hay una lampara de pie que tiene una pantalla cilindrica
ubicada al lado de una pared.

a. Si la ldmpara se enciende, ;qué forma dibuja la luz en la pared?

b. Si se inclina la lampara, ;qué formas dibujara?

Imagen 5: Problema 14.

Idoneidad didactica de la unidad referida a conicas

Segun el EOS “es el criterio sistémico de pertinencia o adecuacion de un proceso de
instruccién al proyecto educativo, cuyo principal indicador empirico puede ser la
adaptacion entre los significados personales logrados por los estudiantes y los
significados institucionales pretendidos/implementados” (Godino, Batanero, Font Yy
Wilhelmi, 2007, p.1).

La idoneidad didactica se describe a través de seis perfiles que el EOS define para tal
fin. Cada uno de estos perfiles posee distintos elementos en su composicion y a su vez
estos cuentan con su propia caracterizacion. En la Tabla 10, se define cada uno de estos
perfiles y se presenta la evidencia que se observa en el texto analizado.

Tabla 10: Perfiles de la idoneidad didactica.

Perfil Evidencias Valoracién

Los problemas desarrollados en el

“Idoneidad epistémica: Grado de texto son abstractos. No se observan
representatividad de los significados problemas contextualizados. El
institucionales implementados (o lenguaje utilizado es moderadamente

pretendidos), respecto de un significado | técnico. Las definiciones son formales Media

de referencia.” (Godino, Batanero, Font | Yy provienen de la generalizacion. Los
y Wilhelmi, 2007, p.2). argumentos se basan en las
propiedades y los datos.

“Idoneidad cognitiva: Grado en que los | Los conocimientos previos puestos en
significados implementados (pretendidos) juego, pasan principalmente por la Media

estan en la zona de desarrollo potencial | nocion de distancias. Las adaptaciones

de los alumnos, asi como la proximidad curriculares y la evaluacién del nivel
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de los significados personales logrados a
los significados pretendidos/
implementados.” (Godino, Batanero,
Font y Wilhelmi, 2007, p.2).

de aprendizaje se satisfacen.

“Idoneidad mediacional: Grado de
disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales
necesarios para el desarrollo del proceso
de ensefianza-aprendizaje.” (Godino,
Batanero, Font y Wilhelmi, 2007, p.3).

La realizacién de gréficos y la
manipulacion de las expresiones y
ecuaciones que describen las cdnicas
estudiadas permiten una mejor y
mayor comprension.

Alta

“Idoneidad emocional: Grado de
implicacion, interés y motivacion de los
estudiantes.” (Godino, Batanero, Font y

Wilhelmi, 2007, p.3).

Ninguno de estos componentes puede
observarse en este trabajo por tratarse
de actitudes, comportamientos,
intereses, necesidades, etc. de los
estudiantes.

Baja

“Idoneidad interaccional: Grado en que
los modos de interaccion permiten
identificar y resolver conflictos de

significado y favorecen la autonomia en

el aprendizaje.” (Godino, Batanero, Font
y Wilhelmi, 2007, p.4).

La interaccion entre personas no
puede observarse a través de este
trabajo. La secuencia de actividades
propuesta favorece la autonomia.

Media

“Idoneidad ecologica: Grado de
adaptacion curricular, socio-profesional y
conexiones intra e interdisciplinares.”
(Godino, Batanero, Font y Wilhelmi,
2007, p.4).

Los conceptos desarrollados y la
forma en que se implementan estan en
total relacion y correspondencia con
los lineamientos de los disefios
curriculares. La propuesta de
actividades promueve la

investigacion.

Alta
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Reflexiones del capitulo 3

La tarea desarrollada en este trabajo nos permitio, tal como pretendiamos, calificar la
idoneidad didactica del texto considerado. Tanto la identificacion de los objetos
matematicos, como la utilizacion de tablas y la resolucion de las situaciones-problemas,
junto con sus respectivos andlisis, nos facilitaron determinar la idoneidad didactica con
mayor objetividad.

El uso de distintos registros o elementos lingdisticos (grafico, simbdlico, verbal) y su
combinacién permiten un mejor abordaje y entendimiento de las tareas propuestas.

La mirada desde el EOS parece compleja, sin embargo, se simplifica con el uso de sus
herramientas, en nuestro caso, la Configuracion Epistémica/Cognitiva que ya
describimos al comienzo del capitulo.
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Conclusiones generales

Como resultado de la labor realizada, hemos presentado un breve recorrido por la
Historia de las Secciones Conicas en las Matematicas, desde sus origenes. Su evolucion
en tiempos y malos (Oscurantismo) y buenos (Renacimiento) y mostrando siempre,
como la inclusion de nuevas herramientas, promueven dicho avance, ya sea en el siglo
XV con Descartes y sus coordenadas o en la actualidad con las TICs

Dejamos claro que el dinamismo de la Matematica y la curiosidad de quienes la
estudiamos y desarrollamos, incentivan el avance mencionado.

Entendimos que un tratamiento mas tradicional o clasico que innovador, pero con la
insercion de nuevas herramientas como el software de geometria dindmica promueven
un mejor entendimiento y construccion de conceptos, a la vez que invitan a la
exploracién, en busca de propiedades y caracteristicas singulares de cada conica o de
sus elementos.

El anélisis realizado nos permite arribar a las siguientes conclusiones generales:

e EIl abordaje de las secciones conicas como lugar geométrico resulta apropiado
para el nivel educativo en el que se pretende desarrollar teniendo en cuenta las
indicaciones propuestas en los Disefios Curriculares.(Bracchi y Paulozzo, 2011).

e Las actividades propuestas promueven la exploracion por parte de los alumnos
para encontrar otras propiedades de las secciones cdnicas, como también
permiten afianzar los conocimientos adquiridos durante la leccion. Esto se logra,
por ejemplo en las actividades2 (Imagen 6), 6 (Imagen 7: Actividad 6.) y 7

2.a. Encuentren la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen
de coordenadas y radio igual a 6
b. Encuentren un punto de la circunferencia que se encuentre en el
primer cuadrante y otro que se encuentre en el cuarto cuadrante
Imagen 6: Actividad 2.
6. a. Encuentren los puntos donde la pardbola (y— 1)2 =6 (x +2)
intersecaal ejexyalejey.
b. Realicen un grafico aproximada de la parabola.
€. ;Es una funcidn? Expliquen como se dieron cuenta.
Imagen 7: Actividad 6.
7. a. Encuentren la ecuacion de una elipse con focos en
b. Indiquen dos puntos de esta elipse que se

cuadrante

¢. ;Cuantas elipses cumplen esa condic
Imagen 8: Actividad 7.

e La utilizacién de las TICs en la resolucion de problemas geométricos (y
analiticos) facilita la interpretacion y afianza la relacion del estudiante con el
conocimiento. Por ejemplo, en la resolucion de la actividad 4 (Imagen 1)
recurrimos a la interpretacion grafica de la situacion y nos permitio establecer
los signos de las constantes involucradas (llustracion 23).

e Es notable como el tratamiento fluye constantemente de lo algebraico a lo
grafico o geométrico y viceversa. Esto se hace evidente en las situaciones-
problema resueltos a lo largo del capitulo, como por ejemplo en el Problema 1

51



(Imagen 9) o en el Problema 3 (Imagen 10).Esto hace que en el desarrollo de la
leccion sea considerable la mdltiple interpretacion que puede darse a las
secciones conicas.

Problema 1
Si A es un punto en el plano. Dibujar todos los puntos que se encuentran a 5 cm de
distancia del punto A.
Imagen 9: Problema 1
Problema 3

a. Hallar las coordenadas de tres puntos en el plano que se encuentren a igual distan-
cia del punto F= (0 ; %) y de la recta d, de ecuaciony =~ % :

b. ;Cuales son todos los puntos que se encuentran a igual distancia del punto F= (0 ; -1-1;)
ydela rectay=—%?

Imagen 10: Problema 3

Para terminar, cabe aclarar que en el texto analizado, se ha dejado de lado el tratamiento
de algunas de las conicas centradas en un punto cualquiera (distinto del origen de
coordenadas), asi como también, la utilizacion de las mismas y sus ecuaciones como
herramientas para resolver problemas contextualizados o de aplicacién. Esto altimo, si
bien queda pendiente en el texto puede desarrollarse en alguna planificacion de los
ultimos cursos de matematica de la educacion secundaria, sobre todo teniendo en cuenta
que actualmente se dispone de herramientas informaticas sencillas y accesibles, y con
ello se facilita mucho el tratamiento de las secciones conicas desde lo visual.

52



Referencias bibliograficas

Carnelli, G., Itzcovich, H., Lamela, C., Novembre, A. (2007). Cénicas. En G. Carnelli et
al. Matematica ES5 (pp. 162-185), La Plata: Editorial Direccion General de
Cultura y Educacion de la Provincia de Buenos Aires.

Boyer, C. (1987). Historia de las Matematicas. Madrid: Alianza Universidad.
Recuperado el 27 de marzo de 2013, de
http://www.dmae.upct.es/~pepemar/conicas/general/historia.htm

Direccion General de Cultura y Educacion. (2011).Disefio Curricular para la
Educacion Secundaria. Matematica-Ciclo Superior. La Plata: Editorial
Direccion General de Cultura y Educacion de la Provincia de Buenos Aires.

Duplicacion del cubo. (2013, 15 de mayo). En Wikipedia, la enciclopedia libre.
Recuperado el 20 de mayo de 2013 a las 10:45 de
http://es.wikipedia.org/wiki/Duplicaci%C3%B3n_del cubo.

Godino, J. D., Batanero, C., & Font, V. (2007). Un enfoque ontosemiético del
conocimiento y la instruccién matematica. ZDM. The International Journal on
Mathematics Education, 39, 127-135.

Godino, J. D., Bencomo, D., Font, V., y Wilhelmi, M. R. (2007). Pauta de analisis y
valoracion de la idoneidad didactica de procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas. Recuperado el 30 de diciembre de 2012 de:
http://www.ugr.es/local/jgodino/indice_eos.htm.

Gonzalez Suérez, A (2010). Hipatia: otra hija del Nilo. Devenires XI, 16-31.
Recuperado el 16 de mayo de 2013 de
http://filos.umich.mx/Devenires/Devenires-22/p16-31.pdf

Herndndez, V. (2002). La geometria analitica de Descartes y Fermat: ¢y
Apolonio?Apuntes de historia de las matematicas, 1, 32-45. Recuperado el 18 de
mayo de 2013 de http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-

4-analitica.pdf.

INFD. (2010). Proyecto de mejora para la formacion inicial de profesores de nivel
secundario de mateméticas. Buenos Aires: Instituto Nacional de Formacion
Docente. Recuperado el 26 de abril de 2013 de
http://repositorio.educacion.gov.ar:8080/dspace/handle/123456789/96928

Mora, J. (2010). Duplicacion cubo. Recuperado el 26 de marzo de 2013 desde
http://matematicas.uclm.es/itacr/web matematicas/trabajos/257/Duplicacion cu

bo.pdf

Pérez Bernal, R. (2011). Una propuesta de ensefianza aprendizaje para la construccion
y aplicacién de las conicas/A proposal for teaching and learning for the
construction and application of conics. Tesis de Doctorado no publicada,
Universidad Nacional de Colombia.

53


http://www.dmae.upct.es/~pepemar/conicas/general/historia.htm
http://es.wikipedia.org/wiki/Duplicaci%C3%B3n_del_cubo
http://www.ugr.es/local/jgodino/indice_eos.htm
http://filos.umich.mx/Devenires/Devenires-22/p16-31.pdf
http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-4-analitica.pdf
http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-4-analitica.pdf
http://matematicas.uclm.es/ita-cr/web_matematicas/trabajos/257/Duplicacion_cubo.pdf
http://matematicas.uclm.es/ita-cr/web_matematicas/trabajos/257/Duplicacion_cubo.pdf

Pérez Gutiérrez, 1. (2012). Estudio de las aplicaciones de las conicas mediado por la
modelacién desde una vision analitica/Study of the applications of the conical
ones happened by the modeling from an analytical vision Tesis de Doctorado no
publicada, Universidad Nacional de Colombia.

Pérez Sanz, A. (2005).Curvas con historia: de las conicas a las ecuaciones de las
flores. Recuperado el 25 de marzo de 2013 de
http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/

Tapia Moreno, F. (2002) Apolonio, el gedmetra de la antigiiedad. Recuperado el 26 de
marzo de 2013 de http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-
1-3-apolonio.pdf

54


http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/
http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-3-apolonio.pdf
http://www.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-1-3-apolonio.pdf

