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Resumen

En este trabajo se presenta un modo de evidenciar la complementariedad entre la
geometria sintética y la geometria analitica implementando el uso de software. Mediante
un problema de determinacion de lugar geométrico, se muestran los alcances de los
abordajes analitico y sintético. El uso de software tipo CAS (Computer Algebra System),
para el abordaje analitico, y de Geometria Dinamica, para el sintético, permiten explorar
casos posibles, elaborar conjeturas y construir pruebas. Asimismo se muestra la necesidad
de combinar técnicas de la geometria sintética y de la geometria analitica para caracterizar
el lugar geomeétrico. El analisis matematico-didactico de la actividad propuesta se realiza
a la luz de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico la cual ofrece desarrollo teérico que
permite por un lado, analizar la complementariedad de los enfoques analitico y sintético
y, por otro, encuadrar el uso de software de Geometria Dinamica en el marco de la
actividad matematica. Se resalta aqui que tanto el tratamiento analitico como el sintético
ponen en juego diferentes técnicas y también permiten proporcionar respuestas con
diferente grado de generalidad.

Palabras claves: Teoria Antropoldgica de lo Didactico, Geometria Sintética, Geometria
Analitica, ensefianza de la geometria, Geometria Dindmica, CAS (Computer Algebra
System).

Abstract

This work presents a way to demonstrate the complementarity between synthetic
geometry and analytic geometry implementing the use of software. Through a problem
of geometry locus, the scope of analytical and synthetic approaches is shown. The use of
type CAS (Computer Algebra System) software, for the analytical approach, and
Dynamic Geometry, for the synthetic one, allow you to explore possible cases, develop
conjectures and build evidence. Also, the necessity of combine synthetic and analytical
techniques to characterize the geometrical locus is exhibited. The mathematical analysis
of the proposed activity is conducted in the light of the Anthropological Theory of
Didactics which offers theoretical development. On the one hand, this theoretical
development analyzes the complementarity of the analytic and synthetic approaches. On
the other hand, it frames Dynamic Geometry software in the context of mathematical
activity. It emphasizes that both, analytic and synthetic treatment, put into play techniques
and provide answers with different levels of generality.

Keywords: Anthropologic Theory of the Didactic, Synthetic Geometry, Analytic
Geometry, teaching geometry, Dynamic Geometry, CAS (Computer Algebra System).
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1. Introduccion

La ensefianza de la geometria en la escuela secundaria suele presentarse en forma
desarticulada por abordar la geometria sintética y la geometria analitica cada una como
una rama diferente de la geometria, independiente de la otra. En el mejor de los casos hay
una yuxtaposicion de actividades de geometria sintética y de geometria analitica aunque
faltan actividades de integracion de ambos tratamientos. Por ejemplo, en el libro “ES. 5
Matematica - Educacion Secundarial”, para quinto afio de la escuela secundaria que el
gobierno de la provincia de Buenos Aires distribuyd para uso de los alumnos en las
escuelas se presentan las siguientes actividades en el capitulo dedicado a Cénicas (p.162):

Problema 2
En el grafico siguiente se muestra el punto A y una recta d. Dibujar todos los puntos
que se encuentran a igual distancia del punto A y de la recta d.

A

Problema 3

a. Hallar las coordenadas de tres puntos en el plano gue se encuentren a igual distan-
cia delpuntoF=(0; %) y de la recta d, de ecuacion y = - }—.

b. ;Cudles son todos los puntos gue se encuentran a igual distancia del punto F=(0 ; %}

ydelarectay=- %?

En estas actividades, que son contiguas, se observa que no hay ninguna tarea que
recupere la exploracion realizada en el problema 2, en el que se indican las condiciones
métricas, para incorporar coordenadas y resignificar dichas condiciones en términos de
ecuaciones gque deben cumplir las coordenadas. Esta desarticulacidn entre la geometria
sintética y la geometria analitica oculta la complementariedad que hay entre ellas y al
mismo tiempo se corre el riesgo de lograr una comprension superficial de los objetos
geométricos.

Respecto al abordaje de las ramas de la geometria de forma independiente, Gascon
(2002) plantea que la desarticulacién que existe actualmente entre la geometria sintética
y la geometria analitica en la ensefianza es producto de un analisis epistemoldgico
superficial que oculta la continuidad y complementariedad que existe entre ellas. El autor
sostiene que cuando se explora un campo de problemas de la geometria sintética y se
introducen variaciones en dichos problemas, se evidencia que las técnicas sintéticas no
son suficientes para resolverlos. Surge entonces la necesidad epistemologica y didactica
de modificar las técnicas empleadas incorporando técnicas analiticas o algebraicas
propias de la geometria cartesiana. El autor presenta un ejemplo de un problema de
construccién geométrica con regla y compas y muestra que haciendo pequefias
variaciones al enunciado original se amplia el campo de problemas y se evidencian
limitaciones de las técnicas iniciales y surgen técnicas que requieren el uso de ecuaciones,
propias de la geometria analitica. Al mismo tiempo, plantea que reciprocamente algunos
problemas geométricos necesitan de la utilizacion previa de técnicas sintéticas para

Itzcovich, H. Novembre, A, Carnelli, G., Lamela, C., (2007) ES. 5 Matematica - Educacién Secundaria.
Buenos Aires: Direccion General de Cultura'y Educacién de la Provincia de Buenos Aires. Programa Textos
Escolares para Todos.



disefiar la estrategia que se llevara a cabo con las técnicas analiticas. Este autor plantea
que la persistencia en proponer estudiar la geometria sintética y la geometria analitica de
forma separada en la escuela secundaria, a pesar de ser areas complementarias, no es
inocente: “La "tozudez" de este hecho, que se mantiene inalterable a lo largo de las
ultimas reformas educativas, parece dar a entender que no se trata de una separacion
accidental sino que responde a un fendmeno didactico-matematico mas profundo y que,
por lo tanto, merece ser indagado” (Gascon, 2003, p.29)

Por su parte, Ancochea (2011) considera que la introducciéon a la geometria
analitica que no considera las técnicas de construccion y estudio de figuras que
proporciona la geometria sintética provoca una fuerte algoritmizacion de los contenidos
ensefiados. A partir del trabajo de Gascon, la autora presenta un recorrido de estudio e
investigacion donde se propone establecer conexiones progresivas entre las técnicas
sintéticas y las analiticas. En este proceso de estudio se sugiere a) comenzar con un
enunciado analitico particular, b) traducir el problema a un enunciado de geometria
sintética general, c) resolver el problema de geometria sintética mediante una
construccidén con regla y compas, d) hacer un estudio y discusion intuitiva de casos, €)
resolver la version analitica particular del problema.

El problema del tratamiento independiente de la geometria sintética y la geometria
analitica no es actual sino que se origina en la antigliedad, como remarca Santal6 (1961)
quien presenta un recorrido histérico que describe la relacion que existié entre la
geometria analitica y la geometria sintética desde sus origenes. El articulo resalta que el
uso sistematico de la geometria analitica para resolver problemas llevo a elaborar
frondosas formulas que complicaban el problema innecesariamente e impedian ver la
esencia geométrica del mismo. Sin embargo, al introducir los métodos sintéticos para
abordar los problemas se abrian nuevas vias a la investigacion geométrica. Del mismo
modo, en algunos casos, la geometria sintética se tornaba insuficiente para resolver los
problemas y era necesario acudir a la geometria analitica.

A las consideraciones anteriores sobre como profundizar el estudio de la
geometria se agrega el uso de las herramientas tecnolégicas disponibles en la actualidad
para la ensefianza de la matematica, que se muestran como un buen recurso ya que
establecen nuevas formas de razonar, sostener y presentar relaciones o propiedades de los
objetos matematicos por medio de la visualizacién, la exploracion, la conjeturacion y la
corroboracion gréafica. Por estas caracteristicas su inclusion en la ensefianza permite
desplegar nuevos procedimientos en relacion con el contenido estudiado. Resultados
recientes de investigaciones muestran las ventajas del uso de artefactos tecnologicos en
la ensefianza de la matematica y en particular en geometria. Hoyos (2006) muestra la
influencia del uso de software geométrico y pantdgrafos en la comprension de las
transformaciones geométricas mostrando que ambos artefactos se complementan y
favorecen la construccion del discurso por parte de los alumnos. Arcavi y Hadas (2000)
describen un enfoque que introduce la geometria dindmica en la ensefianza como
instrumento de exploracion, visualizacion, elaboracion de conjeturas, y retroalimentacion
que explicita la necesidad de pruebas. Los autores muestran que la implementacién de
esta herramienta tecnoldgica en la resolucion de una situacion problema que le otorgue
un uso significativo permite no sélo reconocer patrones, sino que también puede ampliar
la comprension al vincular diferentes representaciones de un concepto y servir como
bases para demostrar y para fundamentar la exploracion. En consecuencia, muestran que
en este tipo de tareas los limites entre las subdisciplinas matematicas se tornan confusas
ya que las funciones describen fendmenos geométricos, las explicaciones geométricas



surgen para explicar las caracteristicas de una representacion grafica y simbdlica de la
funcion, y viceversa (Arcavi y Hadas, 2000).

En el presente trabajo se trata de desentrafiar técnicas matematicas y
procedimientos realizados con la computadora en el abordaje sintético y en el analitico
de una misma situacion problematica con el fin de entender como establecer mejor los
vinculos entre estos dos abordajes. Para esto, se presenta un problema de determinacion
de un lugar geomeétrico y se analiza a la luz de algunos conceptos centrales de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico destacando que tanto el tratamiento analitico como el
sintético no solo ponen en juego diferentes técnicas sino que también permiten
proporcionar respuestas con diferente grado de generalidad, como consecuencia de las
dificultades matematicas que se presentan al realizar un abordaje exclusivamente
analitico o Gnicamente sintético

En relacion con todo lo expuesto arriba, se presenta una tarea que podria ser
planteada a estudiantes de 5° afio de la escuela secundaria 0 a estudiantes de nivel
terciario, en la que se integren técnicas de geometria sintética y analitica en forma
articulada, con el aporte de la geometria dindmica mediante el uso del software de
distribucion libre Geogebra. Se intenta no descuidar los aspectos sefialados por Gascon
(2002, 2003) en relacion con el “cuidado epistemologico” tratando de que la situacion
planteada sea tal que las técnicas sintéticas y las analiticas dialoguen de algin modo, en
el sentido de que unas y otras hacen aportes sustantivos a la situacion. Inspirados por los
trabajos de Gascdn, quien trabaja bajo la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), se
hace un analisis didactico de la actividad propuesta identificando las técnicas de cada uno
de los campos matematicos. En definitiva, el aporte de este trabajo es mostrar en detalle
coémo podrian vincularse los aspectos sintético, analitico y dindmico. La exploracion
dindmica del planteo inicial, mediante un software de geometria dinamica, acercaria al
estudiante a la formulacion de una conjetura que puede tratar de probarse mediante un
abordaje analitico, mediado por un software de tratamiento simbdlico, traduciendo las
condiciones del planteo inicial. Sin embargo las ecuaciones que surgen se muestran
insuficientes para caracterizar el objeto geométrico por lo que un abordaje sintético
ayudaria a describir el objeto, comprender otras relaciones métricas implicitas, analizar
distintos casos y a generalizar el planteo inicial.

A continuacién a modo de fundamentacién del trabajo, se comienza presentando
el interés del tema seleccionado con un breve planteo de la situacion que ha atravesado la
ensefianza de la geometria en la escuela secundaria y sus desafios actuales. En la segunda
seccidn se exponen los referentes tedricos que permitiran elaborar una reflexion en torno
a la ensefianza de la geometria tales como el marco de la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico, la geometria dinamica en la ensefianza y el vinculo entre ellas. En la tercera
seccidén se presenta una situacion problematica sobre lugares geométricos junto al
tratamiento matematico que suscita desde la geometria analitica y la geometria sintética.
Posteriormente, se incluye un analisis didactico de la situacion problematica previa a la
luz del marco tedrico presentado. Finalmente, se presenta una reflexion sobre el trabajo
efectuado.

Interés del tema.

El tema que enmarca este trabajo es la ensefianza de la geometria en la escuela
secundaria con el uso del software. En particular nos interesa el dialogo entre la geometria
sintética y la geometria analitica asi como el uso de software en las propuestas de



ensefianza. Este tema resulta relevante porque la ensefianza de la mateméatica moderna
desestimo la geometria sintética y por muchos afios su ensefianza a nivel internacional
fue relegada al final del programa anual de estudios y por esta razén su abordaje en la
escuela se tornd superficial hasta que fue desplazada por otras ramas de la matematica
(Sardella, Berio y Mastucci, 2002). Su ausencia puede constatarse en los documentos
curriculares y en los programas de formacion docente (Scaglia y Gotte, 2008). Este
fendmeno es destacable ya que el trabajo geométrico brinda la posibilidad de conocer
otras formas de razonamiento especificas de este dominio. A partir de los datos es posible
desarrollar un estudio exploratorio, de ensayos y errores, de ajustes, de identificacion de
propiedades que devienen en la formulacion de una conjetura que relaciona los objetos
geométricos involucrados o en una propiedad no explicitada entre los mismos.
Finalmente, los argumentos que sostienen la conjetura independientemente de la
experimentacion son puramente deductivos que parten de las propiedades inferidas a
partir de la exploracion.

Recientemente se ha puesto atencion nuevamente en la ensefianza de la geometria
desde distintos ambitos que impactan en las instituciones educativas. A partir de la
reforma educativa de la década del 90, los disefios curriculares promueven el tratamiento
de la geometria en los distintos niveles educativos. Asimismo, la comunidad de
Educacion Matematica se intereso en estudiar su ensefianza desde distintas lineas teoricas
(Font Moll, 1996; actas de ALME 1998; Bressan y Bogisic, 2000; Sardella et al, 2002;
Godino, Gonzato y Fernandez, 2010). También la industria del desarrollo de softwares
educativos de geometria dinamica que surgieron a comienzos de los afios 90 manifiestan
la importancia de la geometria, tales como Cabri-Géomeétre, Geometer's Sketchpad, The
Geometry Inventor, The Geometric Supposers y Cinderella. Gonzalez-L6pez (2001) dice
sobre los sistemas de geometria dinamica:

se caracterizan por poseer una pantalla grafica sobre la que el usuario puede
dibujar objetos geométricos primitivos (puntos, rectas, segmentos, etc.) y
registrar relaciones geométricas entre ellos (perpendicularidad, paralelismo,
etc.) a partir de un repertorio prefijado. Estas acciones producen
construcciones geométricas mas o menos complejas en las que algunos
objetos pueden ser seleccionados por el usuario y “arrastrados” por la
pantalla, manteniendo las relaciones geométricas establecidas en la
construccién. (Gonzalez-Lopez, 2001; p.278).

La ensefianza de la geometria se deberia revitalizar con el desarrollo de la
informatica ya que actualmente se cuenta con software libre de alto desarrollo de
programacion que cumple con amplios requerimientos para el estudio de la geometria
plana. Sin embargo, el impacto de esta revalorizacion no repercute en las aulas. Itzcovich
(2005) enuncia que las posibles razones por las que la ensefianza de la geometria ha
perdido espacio en las practicas docentes se debe a la dificultad de elaborar o encontrar
suficientes situaciones verdaderamente desafiantes por parte de los docentes, la
enunciacion imprecisa de los contenidos geométricos en los disefios curriculares y el
mayor reconocimiento de otras ramas de la matemaética como el algebra, la aritmética,
etc. Dados los intereses mostrados en los trabajos enunciados nos parece importante
realizar aportes, como el que se trata de hacer aqui, para que la geometria recupere espacio
en la practica docente.

En suma, segun lo expuesto en esta seccion este trabajo se propone:



- Vincular técnicas de la geometria sintética con las de geometria analitica.

- Generar actividad matematica ligada al uso del software, en particular de un
software de geometria dindmica (conjeturacion, formulacion, generalizacion,
resolucion de ecuaciones, trazado de figuras, etc.).

- Propiciar razonamientos matematicos ligados a situaciones geometricas.

2. Los referentes tedricos para el analisis didactico.

Se desarrollan aqui las ideas tedricas que se adoptan para el analisis didactico de
la situacion problemaética a plantear. Este anélisis permite fundamentar la potencialidad
de la misma en términos de orientar la ensefianza articulada de la geometria sintética y la
geometria analitica.

Surge aqui el interrogante respecto a cuales de las teorias didacticas més
difundidas resultan mas adecuadas para fundamentar y encarar estos tres propositos. Al
respecto se revisaron materiales referidos a la teoria APOE y al enfoque de Resolucion
de Problemas, como representantes de las teorias cognitivistas, por un lado y, por otro, a
la Teoria de Situaciones Didacticas y Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), como
representantes del enfoque sistémico. Consideramos que algunos desarrollos de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico pueden servirnos pues permiten identificar técnicas
involucradas en la situacién planteada asi como dar un marco para la actividad
matematica en general, incluso de aquella realizada mediante distintos instrumentos como
los que ofrecen las NTICS. A continuacion se realiza un breve recorrido sobre las teorias
revisadas en relacion con los propésitos sefialados.

Tanto la Teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema) como la TAD
incorporan el analisis de la matematica escolar como parte de su problematica y
construyen alternativas a las mismas como parte de su metodologia de investigacion. En
este sentido puede considerarse que ambos enfogues toman la propia matematica como
parte de su objeto de estudio (Trigueros, Bosch y Gascon, 2011). Sin embargo, en cada
una de ellas las miradas a dicho objeto presentan divergencias. La teoria APOE, como
teoria cognitivista, acentla la construccion del conocimiento matematico individual y
elabora la descomposicion genética que describe un modelo de como se construyen los
elementos de un determinado concepto 0 ambito matematico como acciones, procesos,
objetos y esquemas cognitivos. La TAD considera que para interpretar adecuadamente la
actividad matematica es necesario tener en cuenta los fendmenos relacionados con la
reconstruccion escolar de las matematicas no sélo desde el punto de vista de lo que un
sujeto puede aprender sino también desde el punto de vista de lo que es posible aprender
y ensefiar en el contexto de una institucion particular. Este Gltimo proceso de
reconstruccion estd comprendido en la transposicion didactica (Chevallard, 2001). Como
consecuencia de esto, la TAD cuestiona y modeliza los procesos de génesis y difusion
intra-institucional e inter-institucional de las praxeologias. Es decir, enfatiza el nivel
institucional de la construccion del conocimiento matematico y por eso no cuestiona o
modeliza los procesos cognitivos de los alumnos o profesores como lo hace la teoria
APOE que enfatiza el nivel personal de la construccion del conocimiento (Trigueros y
Martinez, 2013). Por otro lado, el modelo epistemoldgico de la teoria APOE enfatiza la
descomposicion de la matematica en redes o sistemas de conceptos matematicos, mientras
que el modelo epistemologico de la TAD acentia la actividad matematica
institucionalizada en la que los sistemas de conceptos y demas objetos matematicos se
consideran componentes de las praxeologias matematicas organizadas en dos niveles: la



praxis y el logos (Trigueros, 2013, p.3). El primer nivel remite a la practica que se realiza,
es decir los tipos de tareas que se estudian y las técnicas que se construyen para
abordarlos. El segundo nivel incluye el discurso tecnoldgico que son descripciones que
se elaboran para justificar las técnicas y la teoria que fundamenta las descripciones
tecnoldgicas y da sentido a los problemas planteados. En este trabajo se cuestiona que la
ensefianza de la geometria sintética y de la geometria analitica, como campos de saber,
sean concebidas en las propuestas escolares de forma independiente. Se aborda este hecho
como un problema didactico de orden institucional y no se estudia la construccion desde
el punto de vista cognitivo del conocimiento matematico. Por estas razones se considera
que la teoria APOE no podria ser aprovechada para este estudio. Por otro lado, dado que
el estudio se focaliza en un area de la matematica como es la geometria y no en un
concepto particular y se acuerda con la propuesta de evidenciar la complementariedad de
la geometria sintética y la geometria analitica no sélo desde el vinculo que se pueda
establecer entre conceptos sino también entre técnicas y tecnologias se consider6 que el
modelo epistemoldgico de las praxeologias que propone la TAD resulta méas apropiado
que la elaboracién de una descomposicion genética.

El enfoque de Didactica de la Matemética conocido como Resolucion de
Problemas se concentra en la construccion por parte de los estudiantes de estrategias que
les permitan resolver problemas y no en la ensefianza de un conocimiento matematico en
particular (Rodriguez, 2010). Esta construccion conlleva al mismo tiempo una reflexion
metacognitiva de los estudiantes que luego permitird decidir conscientemente las
estrategias a utilizar en nuevos problemas. En este trabajo, se propone una tarea que puede
ser considerado un problema para el sujeto ya que no se vislumbra inmediatamente un
camino que permita alcanzar la meta y ademas pone en juego recursos tecnologicos que
aportan a la problematizacion y la perplejidad. Sin embargo, dado que lo que se desea
analizar en la tarea propuesta en este trabajo no es el desarrollo de heuristicas y tampoco
se proponen preguntas que motiven la reflexidn metacognitiva de los resolutores en
relacion a los propios procesos de construccién del saber, se considera que el trabajo no
se podria encuadrar apropiadamente en esta linea de Didactica de la Matematica.

La tarea propuesta aqui se trata de determinacion de un lugar geométrico bajo
ciertas restricciones y tiene la intencion de mostrar la complementariedad entre la
geometria sintética y la geometria analitica. Se intenta, a partir del enunciado de la misma,
gue no se advierta esta intencionalidad; podria decirse que de algiin modo se favorece un
funcionamiento a-didactico. Ademas la misma admite (como se advertira en la seccion 3)
situaciones de accion, formulacion y validacién. Estas caracteristicas permiten considerar
la actividad propuesta dentro de un marco acorde a la Teoria de Situaciones Didacticas
(TSD) (Brousseau, 1986). Esta teoria también permitiria interpretar el vinculo que se
establece entre la geometria sintética y la geometria analitica a partir de las
argumentaciones y pruebas que pueden surgir en las situaciones de validacion. Sin
embargo, dado que esta teoria no cuestiona la reconstruccion escolar de las matematicas,
no seria posible interpretar el factor institucional que afecta a la desarticulacion entre
ambos enfoques geométricos que existe en la ensefianza. Teniendo en cuenta que la TAD
emerge de la TSD (Gascon, 1998) y considera ademas los fendmenos de transposicién
didactica, con lo cual el objeto primario de investigacion para la TAD es la actividad
matematica institucionalizada, se considera que esta teoria presenta elementos tedricos
que resultarian relevantes para esbozar una explicacion posible del fendmeno del escaso
vinculo que se establece entre la geometria sintética y la geometria analitica en las
instituciones escolares. Asimismo, los avances de las investigaciones en relacion con la
conciliacion entre la TAD vy la construccion del saber a partir del uso de software de



geometria dindmica (Acosta, 2005) nos dan elementos tedricos para abordar el anélisis de
las técnicas que surgen a partir del uso del software.

2.1. Teoria Antropolégica de lo didactico (TAD): una contextualizacién
con el contenido geométrico y el uso de las NTICs.

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) propuesta por Yves Chevallard
en 1992 para la Didactica de la Matematica, se inscribe dentro del programa
epistemoldgico de investigacion cuyo objeto primario de investigacion didactica es la
actividad matematica, entendida como una construccion social que se realiza en
instituciones, siguiendo determinados contratos institucionales (Gascon, 1998). Para
analizar la actividad matematica es necesario un modelo epistemoldgico que explicite qué
se entiende por hacer matematica y por producir conocimiento matematico. La Teoria
Antropolégica de lo Didactico propone un modelo epistemolédgico que describe la
actividad matematica y el saber que surge de ella en términos de organizaciones o
praxeologias matematicas.

Una organizacion matematica (en adelante OM) surge siempre como
respuesta a una cuestion o a un conjunto de cuestiones. No se dice lo que es
una OM, pero se da un esbozo de su estructura postulando que esta
constituida por cuatro componentes principales: tipos de tareas, técnicas,
tecnologias y teorias. Si ponemos el énfasis en las relaciones dindmicas que
se establecen entre dichos componentes a fin de llevar a cabo la actividad
matematica necesaria para responder a las cuestiones problematicas
iniciales, entonces aparecen dos caras inseparables: la practica matematica
o “praxis” [[T, 7], formada por las tareas, T, y las técnicas matemaéticas, t; y
el “logos” [6/©], constituido por el discurso matematico que justifica e
interpreta dicha practica y que estructuramos en dos niveles: la tecnologia,
0, que hace referencia directa a la préctica y la teoria, ©, que constituye un
segundo nivel de justificacion de la practica (o tecnologia de la tecnologia).
Al unir las dos caras inseparables de la actividad matematica, se obtiene la
nocién de praxeologia matematica. (Fonseca, Bosch, Gascon, 2010, p.6)

OM: Organizaciéon Matematica

Bloque Tecnoldgico Tedrico

Bloque Practico- Técnico

Tipo de Tareas: T

Tecnologia:
Técnicas: T Teoria: ©
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Dentro de este modelo, “hacer matematica” consiste en activar una organizacion
matematica, es decir en resolver determinados tipos de tareas con determinadas técnicas,
de manera inteligible, justificada y razonada. A continuacion se profundizard en el
significado de cada uno de estos elementos que constituyen una praxeologia.

2.1.1. Tipos de Tareas

Chevallard plantea que “En la raiz de la nocion de praxeologia, se encuentran las
nociones solidarias de tarea t, y de tipo de tareas, T. Cuando una tarea t forma parte de un
tipo de tareas T, se escribirat € T.” (Chevallard, 1999, p.2)

La nocidn de tipo de tarea supone precision sobre el objeto a obtener o construir
y el contenido a tratar. En particular toda construccion geométrica se propone encontrar
un objeto geométrico o figura que cumpla con determinadas condiciones dadas, en
consecuencia algunos de los tipos de tareas propuestas son por ejemplo:

= Hallar circunferencias tangentes a otras figuras predeterminadas con,
eventualmente, restricciones dadas.
Por ejemplo, tareas que pertenecen a este tipo serian:
e Hallar las circunferencias de radio dado gque son tangentes a una recta
en un punto.
e Hallar las circunferencias que son tangentes a dos rectas dadas y tienen
al centro en otra recta.
e Hallar las circunferencias que son tangentes a una circunferencia dada
y contienen a un punto dado.
= Determinar el lugar geométrico de los centros de circunferencias tangentes a figuras
predeterminadas con, eventualmente, restricciones dadas:
Por ejemplo, tareas que pertenecen a este tipo serian:
e Determinar el lugar geomeétrico de los centros de las circunferencias que
son tangentes a dos rectas dadas.
e Determinar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que
son tangentes a una circunferencia dada y contienen a un punto dado.

2.1.2. Técnicas

“Sea pues T un tipo de tareas dado. Una praxeologia relativa a T requiere (en
principio) una manera de realizar las tareas t € T: a una determinada manera de hacer, ,
se le da aqui el nombre de técnica” (Chevallard, 1999, p.3). De esta manera, una
praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene asi un bloque designado por [T/t], que se
denomina bloque préctico-técnico. Cabe sefialar que una técnica solo resulta util sobre
una parte de las tareas del tipo T pero no es suficiente en otras, de modo que toda técnica
tiene un determinado alcance y “no se sabe, en general, realizar las tareas del tipo T”
(Chevallard, 1999, p.3). En este sentido una técnica puede ser superior a otra en la medida
en que tenga éxito sobre la mayor parte de las tareas del tipo T a la que es relativa. Notar
que dado que la técnica constituye una manera de hacer determinada tarea, su naturaleza
no es necesariamente algoritmica. Asimismo, en una determinada institucion I existe solo
un pequefio nimero de técnicas relativas a un tipo de tareas T institucionalmente
reconocidas y aceptadas. En particular, algunas técnicas empleadas en geometria sintética
difieren de las utilizadas en geometria analitica aunque en algunos casos aborden el
mismo tipo de tareas. A continuacién se presenta un ejemplo sencillo pero representativo:
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Tarea: Hallar el lugar geométrico de los puntos que se encuentran a la misma distancia
del punto A = (3,2) y del punto B = (7;5).

Para resolver esta tarea empleando técnicas propias de la geometria sintética se
trazaria, usando regla no graduada y compas la mediatriz del segmento AB, probando
luego que la recta obtenida es la que contienen a todos os puntos con las condiciones
dadas. En cambio, con técnicas de la geometria analitica, se buscaria la ecuacion del lugar
geométrico a partir de igualar férmulas de distancia obteniendo como resultado de la
manipulacion algebraica la ecuacion de una recta que resulta perpendicular a la recta que
contiene a los puntos A y B y que pasa por el punto M, punto medio del segmento AB.

El bloque préctico de una praxeologia se complementa con el bloque técnico-
tedrico que justifica e interpreta dicha practica.

2.1.3. Tecnologia
Se entiende por tecnologia, y se indica generalmente por 6, un discurso
racional -el logos- sobre la técnica t, discurso cuyo primer objetivo es
justificar “racionalmente” la técnica 1, para asegurarse de que permite realizar
las tareas del tipo T, es decir, realizar lo que se pretende. (Chevallard, 1999,

p.4).

La racionalidad de la justificacion depende de la institucién en la cual se enmarca.
Otra funcién de la tecnologia consiste en explicar la técnica es decir exponer por qué es
correcta. En general para una tecnologia dada, la funcién de justificacion, sostenida en la
demostracion, se encuentra mas presente que la funcién de explicacion. Otra funcién de
la tecnologia consiste en producir técnicas. (Chevallard, 1999)

A continuacién se describiran algunas de las técnicas y tecnologias propias de la
geometria sintética y de la geometria analitica.

2.1.3.1. Técnicas y tecnologias vinculadas a la Geometria Sintética

Delimitaremos inicialmente la geometria sintética como aquella que utiliza
los métodos de Euclides, Apolonio y sus sucesores, hasta Descartes, para
abordar problemas de construccion geomeétrica sin representacion en
coordenadas y con la regla y el compas como principales herramientas. La
determinacion de los lugares geométricos aparece como una técnica basica de
estas construcciones, al lado de las transformaciones del plano. (Ancochea,
2011, p.538).

Se menciona posteriormente algunas técnicas distintivas para resolver situaciones
en geometria sintetica.

e Los lugares geométricos (Puig Adam, 1986): la solucién depende de la
determinacion de los puntos que tienen dos o mas propiedades explicitas en el
enunciado o que se deducen del mismo. Se trata de considerar por separado las
condiciones que determinan la posicion exacta del punto buscado. El conjunto de
todos los puntos que cumplen una de las condiciones es un lugar geometrico. Los
puntos solucién del problema seran aquellos que satisfacen todas las condiciones es
decir que se encuentran en la interseccion de los lugares geomeétricos previamente
identificados. La tecnologia asociada a esta técnica se fundamenta en que cuando una
figura geométrica contiene todos los puntos que satisfacen una determinada
propiedad y, reciprocamente, solo contiene puntos que la verifican, se dice que es el

12



lugar geométrico de dichos puntos. Es decir, las condiciones “tener la propiedad” y
“pertenecer al lugar” son equivalentes.
Enriquecer la figura: Consiste en realizar construcciones auxiliares como prolongar
segmentos, construir circunferencias, trazar diagonales, trazar rectas paralelas, o
calcular medidas de distancia o de angulos, que permitan reconocer visualmente
propiedades de la figura.
La tecnologia correspondiente a esta técnica se basa en el hecho de que la
vision humana hace que el cerebro interprete de manera automatica las
informaciones fisicas de una determinada manera, permitiendo la
identificacion de ciertas propiedades, e impidiendo la identificacion de
otras; al agregar elementos al dibujo, cambia la interpretacion no consciente
que efectla el cerebro, posibilitando la identificacion de otras propiedades.
Asimismo, el calculo de medidas arroja informacion que no es perceptible
a simple vista. (Acosta Gempeler, 2005, p.6).
Uso de la figura de andlisis: consiste en realizar un dibujo a mano alzada que
represente los datos y el problema resuelto. Esta figura no posee rigurosidad
geométrica sino que a partir de la visualizacién de la situacién, permite examinar las
propiedades geométricas o los objetivos parciales que habria que determinar para
resolver problema. El proceso de resolucion se realiza luego por el Patrén de Analisis-
Sintesis.
Patron de Analisis-Sintesis: En la etapa de andlisis se asume que el problema esta
resuelto o que la proposicion es verdadera y se deducen de ella una conclusién
conocida. Si la conclusion obtenida es falsa, el analisis proporcioné una refutacion a
la proposicion por reduccion al absurdo. Si la conclusion es verdadera, esto no dice
nada respecto del valor de verdad de la proposicién original. Si es posible invertir la
secuencia de pasos o razonamientos, la inferencia invertida constituye una sintesis y
se obtiene una prueba de la proposicion. Entonces, “el Andlisis viene a ser un
procedimiento sistematico de descubrir "condiciones necesarias™ para que un teorema
sea cierto, de modo que si por medio de la Sintesis se muestra que estas condiciones
son también "suficientes”, se obtiene una demostracion correcta de la proposicién.”
(Gonzélez Urbaneja, 2007, p.213). La tecnologia asociada a esta técnica es la
propiedad transitiva de la implicacion logica.
Un ejemplo: Se quiere probar que en un paralelogramo las diagonales se intersecan
en su punto medio.
Es simple probar que si en un cuadrilatero convexo las diagonales se cortan en su
punto medio, entonces los lados opuestos de ese cuadrilatero son iguales entre si.

Sean A,B,C y D los vértices del paralelogramo nombrados en sentido antihorario,
con O punto de interseccidon de las diagonales. Entonces suponiendo OC = 0A y
DO = OB ysiendo 2DOA = £COB, por ser angulos opuestos por el vértice, se tiene,
por criterio de congruencia entre triangulos “lado, angulo, lado” aplicado a los
triangulos DOA y COB, que los mismos son congruentes. Entonces, DA = CB.
Analogamente se puede probar que DC = AB. De esta forma se obtuvo a partir de
asumir la condicion de las diagonales una nueva condicion necesaria. ¢ Qué relacion
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hay entre esta propiedad intermedia del cuadrilatero y el hecho de ser paralelogramo?
Se puede probar, también en forma bastante simple, que un cuadrilatero es
paralelogramo si y solo si sus lados opuestos son iguales. Basta considerar cada una
de las diagonales y comparar, por criterios de congruencia, los tridngulos que
comparten una diagonal obteniendo previamente las condiciones de igualdad entre
los angulos por uso del teorema directo y reciproco de angulos entre rectas cortadas
por una transversal.

Sin embargo, esto no garantiza que las diagonales de un paralelogramo se intersecan
en su punto medio. Si se puede invertir este razonamiento y resulta valido se obtiene
una sintesis que demuestra el enunciado original. La misma estaria dada por el
siguiente razonamiento:

Se prob6 que en un paralelogramo los lados opuestos son congruentes y se quiere
mostrar que sus diagonales se intersecan en su punto medio.

Sean A,B,C y D los vértices del paralelogramo nombrados en sentido antihorario.
Por la relacién de angulos entre paralelas con DC || AB con AC transversal, £DCA =
£BAC = «a por ser alternos internos. Por la misma razén, 2CDB = £ABD = [ con
AD || BC y BD transversal. Sea O el punto de interseccion de las diagonales del
paralelogramo. Luego, £DCA = £BAC = a, AB = DC por hipétesis y £CDB =
£ABD = B, entonces por criterio “angulo, lado, angulo” de congruencia de
triangulos, los tridngulos AOB y DOC son congruentes con:
o DO = 0B, entonces 0O es punto medio de la diagonal BD.
o AO = 0C, entonces O es punto medio de la diagonal AC.

Método reductivo (Puig Adam, 1986): Consiste en reducir la construccion a realizar
o0 propiedad a probar a otra equivalente. En este proceso de reduccién se usa la técnica
de Anélisis-Sintesis y ademas incluye la etapa de discusion del problema que consiste
en un estudio de cdmo se modifican las soluciones del problema al variar los datos
con el objeto de conocer la naturaleza de las soluciones con toda generalidad.
Método de las transformaciones (Puig Adam, 1986): Esta técnica se sustenta en que
“las propiedades de la geometria métrica son invariantes respecto del grupo de
movimientos y del grupo de semejanzas” (Puig, 1986). Consiste en observar si resulta
mas sencillo resolver el problema aplicando a la figura o a parte de ella una
transformacion. Luego se construye la figura transformada y posteriormente se le
aplica la transformacion inversa para obtener la figura primitiva.
La razon: Esta técnica puede aplicarse en el caso en que el problema de construccion
pueda reducirse a la determinacion de un punto.

Se trata de considerar las distancias de ese punto a otros puntos ya

construidos para identificar una posible razon constante entre esas distancias

al variar el tamafio de la figura. Esta razon permitira construir el punto

buscado por medio de una homotecia. Eventualmente también pueden

considerarse las proporciones de angulos. (Acosta Gempeler, 2005, p.4).
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2.1.3.2. Técnicas y tecnologias vinculadas a la Geometria Analitica

La geometria analitica se entiende como “la aplicacion del algebra simbolica al
estudio de problemas geométricos mediante la asociacién de curvas y ecuaciones
indeterminadas en un sistema de coordenadas"” (Gonzalez Urbaneja, 2007, p.207)

En geometria analitica plana se estudian aquellas curvas tales que las coordenadas
de sus puntos, segin un sistema de coordenadas prefijado (cartesiano o en polares, por
ejemplo), satisfacen una ecuacién o un sistema de ecuaciones. El vinculo que se establece
entre la geometria y el algebra por medio de la ecuacion, abarca también las relaciones y
operaciones entre los elementos de ambas ya que las propiedades geométricas de una
curva pueden ser estudiadas a partir del comportamiento algebraico de su ecuacion.

Al vincular los trabajos de Apolonio y de Vieta, Fermat concibe su Geometria
Analitica que establece un efectivo puente entre la Geometria y el Algebra,
que le permitira asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el Analisis
Algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio y
Pappus, definidos, en un sistema de coordenadas, por una ecuacion
indeterminada en dos incognitas. De este modo, Fermat resolvera los
problemas del Analisis Geométrico de los griegos mediante la mecanica
operatoria del Algebra simbélica. Con la Geometria Analitica de Fermat se
alcanzaba el maximo grado de eficacia en la aplicacién a los problemas
geométricos del antiguo método de Analisis y de ahi procede el adjetivo
Analitica que acompana al sustantivo Geometria. (Gonzalez Urbaneja, 2007,
p.221)

A continuacion se sefialan algunas técnicas distintivas de la geometria analitica.

e Asociar sistema de coordenadas a una situacion geométrica dada: Consiste en
establecer las rectas de referencia de la figura de un modo que resulte adecuado
para la resolucion de la situacién particular en cuestion.

e Técnica de determinacion del sistema de ecuaciones: Consiste en plantear el
sistema de ecuaciones que describe las construcciones geométricas. Esto se
fundamenta en “la conexidn intima que existe entre la naturaleza de un lugar de
puntos, definidos por cierta propiedad geométrica, y la de la ecuacién que liga las
distancias de dichos puntos a ciertas rectas de referencia de la figura.” (Puig, 1986,
p.227)

e Técnica de las transformaciones algebraicas. Consiste en aplicar operaciones
algebraicas béasicas sobre la expresion algebraica para hallar otra expresion
equivalente. La tecnologia asociada es la generalizacion de las operaciones
aritméticas.

e La modelizacion algebraica con parametros y el estudio analitico de casos. Se
trata de expresar los datos con parametros para analizar qué relaciones deben darse
entre estos para que el problema tenga solucion y, en este caso, caracterizar los
diferentes tipos que existan.

e Patrdn de Analisis-Sintesis: Esta técnica es andloga a la descripta para geometria
sintética sélo que se utiliza el algebra y el sistema de coordenadas como
herramienta para el analisis. Descartes describe detalladamente este método que
consiste en suponer el problema resuelto; dar nombre a todos los segmentos que
parecen necesarios para representar los datos del problema, tanto los conocidos
como los desconocidos; determinar la ecuacion entre las longitudes conocidas y
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las desconocidas; resolver la ecuacion resultante para saber las relaciones
numericas entre dichas longitudes (Gonzalez Urbaneja, 2007).

2.1.4. Teoria

Sobre el rol de la teoria en la praxeologia Chevallard (1999) sefiala que “(...) el
discurso tecnoldgico contiene afirmaciones, mas o menos explicitas, de las que se puede
pedir razon. Se pasa entonces a un nivel superior de justificacion-explicacion-produccion,
el de la teoria,®” (p.4). Por ejemplo en el caso de Geometria podria ser la teoria de la
geometria métrica del plano, la geometria euclideana entre otras.

2.2. Geometria Dinamica y CAS (Computer Algebra System).

Los softwares de geometria dinamica permiten interactuar con representaciones
de los objetos geométricos por medio de una pantalla modificando la forma en que se
ejerce la actividad matematica respecto de la ensefianza tradicional con lapiz y papel. En
ellos es posible la modificacion continua de las construcciones por medio del arrastre,
obteniendo con facilidad y rapidez numerosos ejemplos a partir de una sola figura.
También es posible realizar mediciones, constatar propiedades y transformar las
construcciones realizadas con herramientas propias del software. Esto hace posible
explorar distintas caracteristicas y propiedades de la construccion geométrica realizada
con el fin de interpretar la situacion estudiada. La visualizacion de diferentes ejemplos da
la posibilidad de formular conjeturas, verificarlas o refutarlas y estudiar la dependencia
entre objetos geométricos o propiedades. Este modo de afrontar la actividad matematica,
con las herramientas del software y el estudio exploratorio, provee un contexto rico en
ideas Utiles para elaborar la justificacion matematica de las conjeturas realizadas.

Gonzalez y Lupinacci (2011) plantean que “la visualizacion y la interaccion que
permiten los entornos de geometria dindmica puede ser una herramienta muy potente a la
hora de elaborar conjeturas, aunque esta caracteristica no es intrinseca del entorno, sino
de las situaciones problematicas y las construcciones que se propongan.” (p.4). Es decir,
que el sélo hecho de incluir en alguna propuesta didactica el uso del software no garantiza
que el mismo se utilice para realizar actividad matematica, sino que la tarea propuesta
debe propiciar ademéas de la exploracion y visualizacion la posibilidad de elaborar
conjeturas.

En este trabajo se utilizara el software de geometria dinamica Geogebra® por ser
un software libre disefiado para la ensefianza de la matematica. En particular, este tiene
ademas la posibilidad de incluir ejes cartesianos y posee una vista algebraica que permite
introducir ecuaciones y coordenadas directamente.

Las calculadoras simbdlicas son software que permiten operar con expresiones
algebraicas. Actualmente la version Geogebra4.2.55.0 incluye la vista algebraica CAS
(Computer Algebra System) asociada al Sistema de Computacion Algebraica. Con estos
software se pueden simplificar, factorizar o expandir expresiones algebraicas, resolver
ecuaciones o sistemas de ecuaciones de varias variables en forma exacta o aproximada,
calcular limites de funciones, derivadas, integrales, por mencionar sélo algunas de sus
herramientas.

Al intentar resolver el sistema de ecuaciones que se requiere en este trabajo en el
software Geogebra aparece la leyenda “calculos cancelados al requerir demasiado
tiempo”. Por esta razon se optd por trabajar con el software Mathematica 8. EI mismo
proporciona ademas la posibilidad de graficar funciones de varias variables.
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2.3. Vinculacion entre el uso de software y la Teoria Antropologica de

lo Didactico.

En relacion a la actividad matematica que se desarrolla utilizando software
geométrico, Acosta Gempeler (2005) plantea la necesidad de reconocer a la geometria
dindmica como una herramienta legitima para hacer matematica. El autor propone la
geometria experimental como préactica de referencia de la geometria dinamica y menciona
algunas nuevas técnicas y tecnologias, en el sentido de la teoria antropoldgica de lo
didactico, que pueden implementarse como parte de esa practica. Sefiala que la geometria
dinamica experimental permite emitir conjeturas sobre las propiedades de los objetos
geométricos observados en la pantalla y ponerlas a prueba mediante la manipulacion y la
construccion de objetos auxiliares. Es interesante destacar que las tecnologias propuestas
sobre las que se sostienen las nuevas técnicas asociadas a la Geometria Dinamica no son
especificamente del campo de las matematicas, tal como se sefialara en la seccion
siguiente.

Ancochea (2011) estudia las funciones de las calculadoras simbdlicas en la
articulacion entre la geometria sintética y la geometria analitica en secundaria. La autora
luego de relevar las propuestas de ensefianza de la geometria en el curriculum espafiol y
en los libros destinados para la ensefianza en la escuela secundaria afirma que en las tareas
propuestas la calculadora sirve como soporte de ejercicios interactivos pero no como
instrumento para resolver problemas. Afirma que “El estudio de las praxeologias
matematicas en secundaria se centra esencialmente en el bloque técnico-practico [T/t],
siendo muy escasa la incidencia del bloque tecnoldgico-tedrico [8/0] sobre la actividad
matematica que se realiza efectivamente” (Ancochea, 2011, p.539).

2.3.1Técnicas y tecnologias vinculadas a la geometria dindmica experimental y al
uso de CAS.

Con un software de geometria dindmica es posible aplicar técnicas de la geometria
sintética de un modo mas préactico debido a las herramientas de construccion que provee.
Sin embargo, la utilizacion del software introduce nuevas técnicas propias de la
posibilidad de explorar y visualizar diferentes construcciones mediante el arrastre. Como
sefiala Acosta Gempeler (2005, p.138) “La geometria dinamica permite retomar la
percepcion en el trabajo de investigacion, asegurando un control tedrico de ésta mediante
el arrastre. En este sentido, la geometria experimental se diferencia claramente de la
geometria formal (axiomatico-deductiva) sin estar en oposicion con ella.” El autor
presenta técnicas y tecnologias propias de la geometria dinamica como las que se citan a
continuacion.

e El arrastre de exploracion (Acosta Gempeler, 2005): consiste en el arrastre que
se efectta libremente de los diferentes elementos que componen la construccién
geométrica con el objetivo de identificar una evidencia visual que pueda ser
interpretada como una propiedad geométrica y de este modo permite elaborar
conjeturas. La tecnologia correspondiente a esta tecnica radica en que el software
de geometria dinamica permite modificar una construccion de forma continua
mediante el arrastre manteniendo las propiedades que se le impusieron por
construccién a la figura original. Este es un ejemplo en el que la tecnologia no se
limita al campo matematico. Entonces las regularidades observadas durante el
arrastre de un objeto pueden ser consideradas como una propiedad geométrica del
mismo.
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e El arrastre de verificacion (Acosta Gempeler, 2005): consiste en arrastrar un
elemento determinado de la construccion geométrica con posterioridad a la
elaboracion de una conjetura. El arrastre se realiza teniendo en mente el fenémeno
visual correspondiente a la propiedad conjeturada, con el fin de verificar si el
fendmeno visual producido se corresponde con el comportamiento esperado. La
tecnologia asociada a esta técnica se sostiene en que el software de geometria
dinamica mantiene invariante las propiedades geomeétricas de la figura durante el
arrastre. En consecuencia, si la manifestacion visual producida por el arrastre no
se corresponde con la esperada, significa que la propiedad conjeturada no es una
propiedad de la figura debido a que no satisface al menos una de las propiedades
que se impusieron por construccion.

En el mismo sentido anterior, aqui se intenta definir nuevas técnicas relativas al
uso de CAS, como las siguientes:

e Lastransformaciones y resoluciones en simbolos. Los CAS trabajan manipulando
clases de objetos, descriptos en forma literal, y no s6lo con objetos particulares.
la tecnologia sobre la que se soporta esta técnica no es exclusivamente
matematica, tiene que ver con el desarrollo de potentes componentes de hardware
de procesamiento operativo, lenguajes de programacion, complejidad algoritmica,
etc. Un ejemplo:

7 GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Hi

=l L)

¥ CAS - Calculo Simbdlico

15
3.5

Resuelvelax+b=cx+dx]
(=227
— X =
a—c

e Resolucion “en tiempo real” y graficacion “en tiempo real”. Nuevamente la
tecnologia sobre la que se soporta lo realizable “en tiempo real” no es
exclusivamente matematica, tiene que ver con el desarrollo de potentes
componentes de hardware de procesamiento operativo, lenguajes de
programacion, complejidad algoritmica, etc. Un ejemplo podria ser la resolucién
en tiempo real de sistemas de ecuaciones, lineales y no lineales, en una o varias
variables, con posibilidad de eleccion de variables dependientes o de parametros
e incorporacion de sentencias de transformacion de expresiones en otras
equivalentes (simplificacion, factorizacion, expansion). La teoria si es de indole
matematica y emerge del tratamiento algebraico de las ecuaciones.

3. Desarrollo matematico de una tarea con aportaciones de

Geometria Sintética y de Geometria Analitica

En esta seccidén se desarrolla una tarea para el ultimo afio de una escuela
secundaria, de buen nivel académico, o para un curso introductorio de geometria analitica
a nivel terciario, que se considera adecuada para vincular los campos presentados antes:
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la geometria sintética, la geometria analitica, la geometria dinamica y el CAS. Se supone
que el grupo de alumnos al cual va destinado esta tarea tiene buen uso de los software
Mathematica ® y Geogebra. Luego, se explicita el desarrollo matemético que implica la
resolucion y el rol que tienen los softwares en el despliegue de la actividad matematica.

Tarea:

Determinar analiticamente el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
que pasan por el origen de coordenadas y son tangentes a la circunferencia:
x2+y?—8x—8y+28=0.

La misma es una variante de la siguiente tarea presentada por Gascén (2007) para
la escuela secundaria superior (bachillerato).

“Buscar las circunferencias que pasan por el punto (0,0) y son tangentes a la
circunferencia x? + y2 — 8x — 8y + 28 = 0 en el punto (2,4).

a) Escribir el enunciado sintético general.

b) Resolverlo con regla y compas mediante el patron de los lugares
geométricos.

c) Utilizar la resolucién sintética para resolver la version cartesiana
particular inicial.

d) Escribir el enunciado cartesiano general (después de elegir un sistema de
coordenadas “adecuado”)

e) Resolver la version cartesiana general.

f) Concluir con un estudio de casos.” (Diapositiva 43)?

Esta Gltima tarea, presentada de este modo, resulta demasiado directiva de la
vinculacion pretendida entre el tratamiento sintético y el analitico, de modo que el
estudiante podria no notar por si mismo los alcances y limitaciones de uno u otro abordaje.
Tampoco se deja suficientemente libre al uso de sus estrategias el recurrir a las
praxeologias de uno u otro campo segun conveniencia y necesidad. La adaptacion que
aqui se presenta consiste en una alteracion de la variable didactica: “pasa por el punto
(2,4)”. Esta alteracion permite trabajar con lugar geomeétrico y establecer los vinculos
entre los tratamientos sintéticos y analiticos de forma menos estructurada.

Este tipo de tareas, como la que aqui se plantea, en las que se pretende evidenciar
la complementariedad entre la geometria analitica y la geometria sintética, no se
encuentra con frecuencia en libros de introductorios de Geometria Analitica, sino que se
presentan tareas parecidas mas cerradas y concretas como la siguiente:

“Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (1,4) y es tangente a la
circunferencia x> +y2+6x+2y+5=0 en el punto (—2,1).” (Lehmann, 1989,
p.110)

A continuacion se presenta una representacion grafica de un caso particular de la
tarea propuesta y se introduce la notacion que se utilizara en el desarrollo del trabajo:

2 Extraido de una diapositiva de la ponencia para la Escuela de Invierno, ver referencia.
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Notacion:

e B = (u,v) esel punto de tangencia.

e ( = (a,b) representa los centros de las circunferencias tangentes a la
circunferencia dada en (u, v).

e (; es el centro de la circunferencia dada.

3.1. Abordaje desde la geometria analitica mediante el uso del
Mathematica®.

Las técnicas de los lugares geométricos y de analisis-sintesis indican que el
problema consiste en caracterizar el centro de la circunferencia buscada como
interseccion del lugar geométrico de los puntos que equidistan de O y de B y de puntos

colineales a C;B. Luego, la técnica de planteo de ecuaciones permitird describir
simbolicamente los dos lugares geometricos previamente identificados.

Sea B = (u,v) un punto que pertenece a la circunferencia x? + y? — 8x — 8y +
28 = 0. El centro de la circunferencia estara en la mediatriz® del segmento OB. Sea
P = (x,y) un punto que equidista de los puntos O y B. Entonces:

|PO| = |PB|

Vatty? = -w?+ (v - v)?

3 Si bien la mediatriz del segmento OB se podria obtener como la recta perpendicular a OB que pasa por su
punto medio, se decidi6 utilizar la definicion que la caracteriza como un lugar geométrico para mostrar que
una tecnologia de la geometria sintética se puede asociar a una técnica de la geometria analitica.
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x2+y?2=(x—-u)®+ (y—v)?
x% +y?=x%—-2xu+u®+y?—2yv + v?
—2xu —2yv+u®+v:=0

Con el software Mathematica la sentencia que se utilizaria para construir la
ecuacion seria:

2= FullSimplify ['\J’x‘ + ¥ == w" (x-u)?+ (y-v)?2 ]

Qutfi= S+ v - 2Vy=2UuX

Esta es la ecuacion que satisfacen los puntos (x, y) que equidistan de O y de B.

Las técnicas de las transformaciones algebraicas y de igualacion de expresiones
algebraicas permiten determinar el centro de la circunferencia dada. Sea C; = (xg, y,) €l
centro de la circunferencia dada: x? + y%2 — 8x — 8y + 28 = 0.

(x—x0)* + (y —y0)? =17
x%2 = 2xxq + x2 +y? — 2yy, + y¢ — 12 =0.
Luego —2xxy, = —8x = x, = 4,
—2yyo = =8y =y, =4,
Entonces C; = (4; 4)

El centro de la circunferencia buscada debe ser colineal a C; B para que se cumpla
la condicion de tangencia (ver Praxeologia Matematica en seccion 4). Luego, la técnica
de construccion de ecuaciones provee la descripcion simbolica de la recta que pasa por
los puntos C; = (4;4) y B = (u, v) a saber:

4—v
x—uw)+v
4—-u

y:

Observar gue esta ecuacion no tiene sentido para la recta vertical x = 4, que se
obtiene cuando el punto de tangenciay el centro de la circunferencia dada tienen la misma
abscisa. Por lo tanto, la ecuacién de la recta que pasa por los puntos C; y B es

A S
y—4_ux u v St u
x =4 si u=4

En suma, las técnicas de planteo de ecuaciones de lugares geométricos, de las
transformaciones algebraicas y de planteo de la interseccion entre dos objetos
geométricos, presentadas por ecuaciones, mediante un sistema de ecuaciones permiten
asegurar que el centro de la circunferencia buscada C = (a,b) se encuentra como
solucion del sistema de ecuaciones de la mediatriz de OB, la recta que contienea By C;
y la circunferencia C. Para el caso de u = 4 verifica que
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—-16 —2bv+v* =0
a=4%
(v—4)% =4

Y para u # 4 se satisface

—2au—2bv+u’+v?2=0
b_4—v
T 4—qy
(u-4)>2+@w-4)>=4

(a—uw)+v

De las dos primeras ecuaciones que componen el sistema se puede obtener la
expresion de las coordenadas del punto de tangencia B = (u,v) en funcion de las
coordenadas del centro de la circunferencia a construir, es decir

{u = f(a,b)
v=g(ab)

A partir de remplazar las expresiones u = f(a,b) y v = g(a,b) en la tercera
ecuacion, se aplica la técnica de sustitucién y queda una ecuacién que condiciona las
variables a y b. Entonces, todo punto del lugar geométrico buscado deberia satisfacer esta
ultima ecuacion.

Para realizar los pasos descriptos se puede utilizar un CAS, en este trabajo se
utiliza el software Mathematica 8.0. Si bien el sistema de ecuaciones planteado
previamente se puede resolver de forma manual, se utiliza el software porque permite
resolver instantdneamente un sistema de ecuaciones no muy simple. Ademas es posible
indicar cudles son los parametros y cuales son las variables a considerar: en este caso
arrojara formulas algebraicas para las variables u y v expresadas en funcion de los
parametros a y b. Con una pequefia modificacion en la sentencia ingresada en el software
se podrian obtener otras expresiones algebraicas en funcion de otros parametros por
ejemplo las expresiones de las variables a y b en funcion de los pardmetros u y v. Otra
ventaja de resolver el sistema de ecuaciones con el software es que es posible aplicar
transformaciones a las expresiones que conforman el conjunto solucién, tales como
simplificaciones o expansiones. Estas herramientas abren la posibilidad de desplegar
expresiones algebraicas equivalentes y seleccionar aquella que resulte mas apropiada para
interpretarla.

Para determinar analiticamente el lugar geométrico buscado se requiere aplicar la
técnica de caracterizacién de una curva por medio de una expresion simbolica: Se espera
obtener una ecuacion que describa el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias que satisfacen el enunciado a partir del sistema de ecuaciones
previamente planteado. El caso u = 4 es trivial ya que

—-16 —2bv+v%2 =0
a=4%
(v—4)2=4
5
B = (u,v)=(46),C=(ab)= (4,5) y para

B=wv)=(4.2),C=(ab)=(4-3)
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Si el punto de tangencia y el centro de la circunferencia dada no tienen la misma
abscisa, es decir u # 4, se tiene que

—2au—2bv+u+v?2=0
b_4—v

4—u
u—-4)>2+@w-4)*=4

(a—u)+v

En este caso, para lograr el objetivo se introduce en la calculadora el sistema de

—2au —2bv +u* +v* =0 u = f(a,b)
4—v

_ _ b—a(a—u)+v v=g(a,b)

muestra a continuacion

dos ecuaciones { para obtener { como se

nEl:= sol = Solve[-2a*u-2bxv+u*2+v*2 =0&& b= (d-v)*x(a-u)/(4d-u)+v, {u, v}] // FullSimplify

(-4 +a)? (a? +b?)
Outl4]= {{u—)a+ - r
2 (-4+a)? (32+(-8+a)a+ (-B+b)b) (af +b%)
1 { f = T Z
v = |-4+/(-4+a)° (32+ (-B+a)a+ (-8+b)b) (a” +b"] +
(-4+a) (32+ (-8+a)a+ (-8+b) b) } ' !

bla(64+ (-12+a)a) +32 (-4+b) -8ab+ (-4+a)b® ++/(-4+a)® (32+ (-8+a)a+ (-8+b)b) (a®+b?)] | :i},

(-4 +a)? (a? +b?) 1

{u_)a_ ' A 32 8 8+b) b
{ Lz ., e 2 2, (-4+a) (32+ (-8+a)a+ (-8+b) b)
2J(-4+a)2(32+ (-8+a)a+ (-8+b) b) (a? +bF) ‘ alt ‘ araxt

[4+/(-4+a)? (32+ (-8+a)a+ (-8+b)b) (a?+b?) +

bla(64+ (-12+a)a) +32 (-4+b) -8ab+ (-4+a)b® -~/ (-4+a)? (32+ (-8+a)a+ (-8+b)b) (a®+b?)] | }H

Luego, se remplazan las expresiones u = f(a,b) y v = g(a,b) en la tercera
ecuacion

nEk= s0l2 = (u-4) 42+ (v-4)*2==4/. sol // FullSimplify

+(-4+a)2 {32+ (-8+a)a+ (-8+b)b) (af +b?)
Out[5]= {l4+ (-4+aj)a+ (-4+b) b+ P =0,
-4 +a

14 + (-4 +a)a+ (-4+b) b=

\(-4+a)? (32+ (-B+a)a+ (-B+b) b) (a +b?) }

-4 +a

De lo obtenido, se ve que aparecen dos ecuaciones. Los puntos buscados
satisfacen alguna de ellas. Las ecuaciones obtenidas no exhiben la expresion de una curva
conocida. Pero si se grafica la expresion simbolica en un sistema de ejes cartesianos con
la intencidn de observar una representacion del conjunto solucion obtenido, es posible
elaborar alguna conjetura.
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En cada una de las ecuaciones previas que se obtuvieron con el uso del software,
se estudia el dominio en funcion de a. Observar que todo a debe satisfacer que

(-4+a)*(32+ (—8+ a)a+ (-8 + b)b)(a®> + b*) =0
Con Mathematica la sentencia a utilizar seria:

Infs}= Reduce[(-4+a)” (32+ (-8+a) a+ (-8+b) b) (& +b") >= 0, a]

outgl= (kb | &) = Reals

Es decir que el dominio de las ecuaciones es a € R

Para explicar que sucede con la situacion geométrica en relacion con el gréfico
obtenido, se analiza la continuidad de las funciones cuyas formulas son las expresiones
algebraicas obtenidas en a = 4. Con el uso de CAS este estudio se puede realizar como
se muestra a continuacion:
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\J’ (-4+a)2 (32+ (-8+a)a+ (-8+h) h) (22 + b?)
In[1]:= Lj_mit[ld +(-4+a)a+ (-4+b) b+ 2 ;a4
-4 +a

oufil= 14 - 4b+b% ++/ (-4 +b)? (16 + b?)

Inf2]:= Solve[ld -4b+b? +‘J (-4 + ]:-)2 (16 + ]32:] =0, ]3]

outfZl= {3}

\,’(—4+a)2 (32+ (-8+a) a+ (-8+h) b) (22 + b%)

In[3:= L'mit[u +(-4+a)a+(-4+Db) b , a4

-4 +a

ouEl= 14 -4b+b% -+ (-4 +b)% (16 +b7)

Inja:= Solve[ 14-4b+B? —~\j (-4+Db)? (16+ %) =0, ]a]

5
Out[d)= {{h = -31, {1-3 = E}}

En el primer caso, la ecuacion 14 — 4b + b? + /(=4 + b)2(16 + b2) = 0 no
tiene solucion ya que 14 — 4b + b?> = (b — 2)2+ 10 > 0 V b € R, entonces

14— 4b + b + /(=4 + b)2(16 + b2) >0 Vb ER

En el otro caso, los resultados obtenidos coinciden con los puntos previamente
calculados (ver p.22), es decir que la curva es continua:

C=(ab)=(43)yC=(ab)=(4-3)

La figura obtenida corresponde al lugar geométrico de los centros de las
circunferencias que satisfacen las condiciones del enunciado. A partir de esta
visualizacion tal vez sea posible conjeturar que el lugar geométrico es una hipérbola, pero
las ecuaciones obtenidas no permiten fundamentar esta presuncién. Es decir que las
técnicas analiticas utilizadas de esta manera, que es una de las maneras que aprovecha las
técnicas de CAS mencionadas en la seccion 2.3.1 y que es un abordaje posible para los
usuarios habituados al Mathematica ®, no conducen a caracterizar la curva del lugar
geométrico buscado como una hipérbola.

3.2. Abordaje desde la geometria sintética mediante el uso de
Geogebra.

La tarea propuesta: Determinar el lugar geométrico del centro de las
circunferencias que pasan por el origen de coordenadas y son tangentes a la

circunferencia: x? + y2 —8x — 8y + 28 = 0. Puede enunciarse de un modo mas
general en la geometria sintética como

Determinar el lugar geométrico del centro de las circunferencias que son tangentes a
una circunferencia dada y pasan por un punto O.

Llamaremos C, a la circunferencia a construir con centro C. Sea B el punto de
tangencia entre la circunferencia dada y C,. Utilizando la técnica de analisis- sintesis
partimos de considerar el problema resuelto y observar las condiciones que satisface el
centro C. El punto O debe pertenecer a C, por ser una condicion impuesta en el enunciado
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y también el punto B debe estar contenido en C, por ser el punto de tangencia entre ambas
circunferencias. Entonces, los puntos O y B equidistan de C. Por otro lado, dado que las
circunferencias son tangentes en el punto B, los centros de ambas circunferencias y el
punto B est&n alineados. A partir de este andlisis deducimos que el centro C se encuentra
en la interseccién de la mediatriz del segmento que contiene al punto de tangencia y al
punto dado, OB, con la recta que contiene al punto de tangencia y al centro de la
circunferencia dada, BC;.

Utilizando el software Geogebra es posible aplicar algunas técnicas que permitiran
realizar un estudio matematico de diferentes situaciones. La técnica del arrastre por
exploracién junto con la técnica de analisis y de la razén hacen posible distinguir tres
casos a analizar.

3.3. Exploracion de casos posibles
Caso 1: el radio de la circunferencia dada es menor a la distancia entre el punto dado
y el centro de la circunferencia, es decir r < |0C, |

Utilizando la técnica de arrastre por exploracion es posible visualizar que la
circunferencia dada podria quedar en el interior o en el exterior de la circunferencia a
construir.
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Con la utilizacion de un software de geometria dindmica es posible visualizar el
lugar geométrico del centro de la circunferencia C, al modificar el punto de tangencia.
En este trabajo se utilizé el software Geogebra 4.2.55.0

Para realizar esta construccion se crean los puntos C; y A. Se traza la
circunferencia con centro en C; que pasa por A con la herramienta “circunferencia dado
su centro y uno de sus puntos” y se marca B, un punto perteneciente a la circunferencia.
Se crea el punto O, exterior a la circunferencia y se construye la mediatriz del segmento
BO con la herramienta “Mediatriz”. Se determina el punto C como la interseccién entre
la mediatriz de los puntos B y O y la recta que contiene a los puntos B y C;. El punto C
es el centro de la circunferencia tangente a la dada que se puede construir con el comando
“circunferencia dado su centro y uno de sus puntos” fijando el centro en C y que pasa por
el punto B. Luego con la herramienta “Lugar Geométrico” se selecciona primero el punto
del cual se quiere conocer su lugar geométrico, en este caso C y luego el punto deslizable,
en este caso B. En la vista gréfica se observa la siguiente configuracion:

El lugar geométrico del centro de las circunferencias tangentes a la circunferencia
dada que pasan por el punto O es una curva. A partir de esta visualizacion es posible
conjeturar que la curva mencionada es una hipérbola. Las herramientas del software
permiten continuar la exploracion con el fin de precisar la conjetura. Una de las
alternativas posibles para esto consiste en construir una conica a partir de cinco puntos
por lo que se podrian identificar otros cuatro puntos sobre el lugar geométrico y luego
utilizar la herramienta “Coénica dados cincos de sus puntos”. Posteriormente, con el
comando “Foco [<Conica>]" el software muestra los focos y sus respectivas coordenadas.
A partir de esta nueva visualizacion es posible precisar la conjetura anterior expresando
que la curva del lugar geométrico buscado puede corresponder a una hipérbola con focos
en el centro de la circunferencia dada C y el punto dado 0. En esta instancia, con el fin
de precisar la conjetura se podria recurrir a la técnica de enriquecer la figura al trazar la
recta que pasa por el centro de la circunferencia dada y el punto dado, es decir la recta
que contiene a los puntos C; y 0, y la recta perpendicular a ella que pasa por el punto
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medio de OC,;. Esta visualizacion permite conjeturar que las rectas previamente
construidas pueden corresponder a los ejes intrinsecos de la curva que parece ser una
hipérbola, y que los puntos O y C; podrian ser los focos.

El software Geogebra posee una herramienta que construye una hipérbola a partir
de los focos y un punto de la hipérbola. Entonces otra alternativa para la exploracion
podria ser construir la hipérbola con focos en el centro de la circunferencia dada vy el
punto dado que pase por el punto C. La hipérbola construida muestra el comportamiento
esperado de acuerdo con la conjetura formulada. Luego, la técnica de arrastre de
verificacion resultara pertinente para determinar si al desplazar el punto de tangencia la
curva del lugar geométrico y de la hipérbola resultan diferentes. Lo que ocurre es que
visualmente ambas curvas coinciden, seria una “validacion grafica”, pero esto no es
suficiente para confirmar la conjetura sino que resulta necesario obtener una prueba mas
rigurosa que la percepcion visual.

Para validar matematicamente esta conjetura es necesario demostrar que se
satisface la condicién métrica que para cualquier punto C de la curva el valor absoluto de
la diferencia de las distancias del punto a los focos es constante, positiva y menor a la
distancia entre los focos. Consideramos los puntos O y C;, como puntos fijos, y
deducimos que para los distintos centros C se cumple

lloc| —|C,C|| = k,kconstante 'y  k < |OC;]

Sea r el radio de la circunferencia dada y R el radio de la circunferencia a construir.

\ \ /
\ \

\\ / N v
\\\ ).,O/ \\\ ///
\___‘__‘_“/, \\“—-—’//
|0C] =R loC| =R
llocl—ICCl|=IR-R—7|=7 llocl—Ic,Cl|=IR-R+7r|=r

Entonces el tratamiento sintético muestra que se satisfacen las condiciones
métricas con contante k = r y esto demuestra que la curva es una hipérbola. Es decir, el
lugar geomeétrico de los centros de una circunferencia tangente a una circunferencia dada
que pasan por un punto dado, tales que la distancia de dicho punto al centro de la
circunferencia dada es mayor al radio de la circunferencia, es una hipérbola con foco en
el punto dado y el centro de la circunferencia dada.
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Caso 2: el radio de la circunferencia dada es mayor a la distancia entre el punto dado
y el centro de la circunferencia. r > |0C4|

Utilizando un software de geometria dinamica es posible observar que al deslizar
el punto de tangencia, la circunferencia C, es tangente interior a la circunferencia dada
(esdecirR <)

Si se activa el rastro del centro de la circunferencia construida al deslizar el punto
de tangencia, esta técnica del arrastre de exploracion proporciona una aproximacion a la
curva correspondiente al lugar buscado. A primera vista se descarta que en este caso el
lugar geométrico sea una hipérbola. Utilizando la herramienta de construccion de lugar
geométrico, el software permite visualizar la curva que dibuja el centro de la
circunferencia C, al desplazar el punto de tangencia. A partir de esta visualizacion se
puede conjeturar que dicha curva podria corresponder a una elipse.

Anélogamente al procedimiento presentado para el primer caso, a partir de cinco
puntos se podria construir con el Geogebra la conica correspondiente y utilizar el
comando foco para precisar la conjetura. Mas concretamente, esta representacion grafica
permite conjeturar que el lugar geomeétrico de los centros de las circunferencias tangentes
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a una dada que pasan por un punto dado corresponde a una elipse con focos en el punto
dado y el centro de la circunferencia dada.

El software Geogebra también tiene una herramienta que confecciona una elipse
a partir de los focos y un punto de la misma. Entonces, es posible proceder de forma
anéloga a la presentada en el primer caso: se construye la elipse y luego se apela a la
técnica del arrastre por verificacion. Nuevamente el lugar geométrico y la elipse parecen
visualmente una misma curva, motivo por el cual resulta necesaria una prueba.

Para verificar la validez de esta conjetura es preciso considerar las condiciones
métricas de una elipse, es decir que para cualquier punto C de la curva, la suma de las
distancias de C a los focos es igual a una constante mayor a la distancia entre los focos.

|oC| + |C.C| =k y k>|0¢]| k constante.
|0C| =R, |C,C| = r — R, entonces
loc| +|C,Cl=R+r—R=r
r > |0C|

Entonces, se satisfacen las condiciones métricas que permiten asegurar que la
curva es una elipse. En consecuencia, el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes a una dada que pasan por un punto dado tales que la distancia
de dicho punto al centro de la circunferencia dada es menor al radio de la circunferencia
es una elipse con foco en el punto dado y el centro de la circunferencia dada.

Caso 3: el radio de la circunferencia dada es igual a la distancia entre el punto dado y
el centro de la circunferencia. r = |0C,|

Este caso es trivial, pues si la distancia entre el centro de la circunferencia y el
punto dado es igual a un radio, el punto dado pertenece a la circunferencia y entonces no
es posible construir la circunferencia tangente.

3.4. Vinculo entre geometria sintética y geometria analitica

Previamente se mostré que para determinar el lugar geométrico del centro de las
circunferencias que pasan por el origen de coordenadas y son tangentes a la
circunferencia: x? + y? — 8x — 8y + 28 = 0, el uso de sdlo técnicas analiticas desde el
inicio, no permitian describir dicho lugar geométrico por medio de una ecuacion. A partir
del abordaje de la geometria sintética y del estudio de casos, es posible abordar el
problema y describir analiticamente, mediante una sola ecuacién, el lugar geométrico en
cuestion.

Sea C; el centro de la circunferencia dada: x? + y2 — 8x — 8y + 28 = 0.
(x = x0)* + (¥ —yp)* =12
x% — 2xxg + x +y? = 2yy, +yé —r? =0.
Luego: —2xx, = —8x = x, = 4,
—2yYo = =8y = yo = 4,
Entonces C; = (4;4)yr =2
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El punto dado es O = (0,0). Luego, la distancia entre el punto y el centro de la

circunferencia es |0C;| = V4% + 42 =+/32 y esta distancia es mayor al radio de la
circunferencia dada, por lo tanto se encuentra en el primer caso estudiado. Entonces a
partir del planteo de las condiciones métricas de la hipérbola es posible deducir la
ecuacion de la misma, como se desarrolla a continuacion.

Sea C = (x,y) un punto sobre la hipérbola de focos O = (0;0) y C; = (4;4)

Entonces por definicion de hipérbola el punto C debe satisfacer la condicion
geométrica que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las distancias del punto
a 1os focos es una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos:

llocl—Ic.Cll=r vy r=2<V42 +42 =32

|0C| = /x2 +y2 y |C,C] =/ (x —4)% + (y — 4)%. Entonces
llocl—cicl| =7

|\/x2+y2—\/(x—4)2+(y—4)2|=r

Elevando al cuadrado:

x24+y? =2 x2+y2J(x — 42+ (y— 42+ (x — 4?2 + (y — 4)? =12

X2+yi+ (x =2+ (4?2 —1? =2x2 +y2/(x — )% + (y — 4)?

X2 +y2+x2+y2—8x—8y+32—1%2=2x2 +y2/(x —4)2 + (y — 4)2

2002 +y?) —8(x +y —4) — 1% = 2./x2 + y2/(x — )2 + (y — 4)2

2(2+y) —4x+y—4))—r2 =2yx2 +y2/(x — 92 + (y — 4)2
Elevando al cuadrado:

4((x2+yH) —4x+y— 4))2 —4r?2((x2+y) —4x+y—4) +1r*
=4(x* +y)((x = D>+ (y - H?)

Sacando factor comun:

((P+y)—4x+y—-D)(E*+y) —4x+y—4) —1?) + % =2 +y)((x—4)*+ (-4

4
r
16x2 + 16y% + 32xy — 128x — 128y + 256 — r2x? — r2y? + 4xr? + 4yr? — 1672 + i 0

4

r
(16 —rH)x% + (16 — r2)y? + 32xy — (128 — 4r%)x — (128 — 4r?)y + 256 — 1612 + i 0

En particular parar = 2
12+ 12y? + 32xy — 112x — 112y + 196 = 0
3x%+3y%+8xy —28x — 28y +49 =0
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Al retomar el estudio de casos posibles se pudo clasificar esta tarea en particular
en el caso 1 y anticipar que el lugar geométrico buscado seria una hipérbola. A partir de
esta anticipacion y de considerar las condiciones métricas, finalmente se logré una
descripcion el mencionado lugar geométrico por medio de una ecuacion. Esto muestra la

complementariedad entre las técnicas sintéticas y analiticas.

4. Praxeologia Matematica
A continuacion se explicita la Organizacion Matematica que se desarrolla a partir

de las tareas propuestas.

Tarea

Determinar analiticamente el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan por
el origen de coordenadas y son tangentes a la circunferencia: x? + y?> — 8x — 8y + 28 = 0.

Técnica Tecnologia Teoria

a) El centro de una circunferencia que
pasa por dos puntos, el origen y el de
tangencia en este caso (u, v), pertenece
a la mediatriz del segmento por dichos
puntos. La mediatriz de un segmento
AB es una recta cuyos puntos X,
satisfacen

Va2 4yt = —w?+ (- v)?

b) Dados una circunferencia €, su
centro €4 y un punto de la misma B, la
tangencia buscada entre € y una nueva
circunferencia, de centro C, en B, se
logra haciendo que €4, B y C sean
colineales. Se determina la ecuacion de
la recta entre C; y B, si la nueva
circunferencia es tangente a €, entonces
las coordenadas de C deben satisfacer la
ecuacion planteada.

Dada una ecuacion completa de una
circunferencia, de coeficientes 1 para
x% e y? , seiguala término a término con
el formato general:

x? —2xxg + x5+ y? — 2yy, + y3

—-r2=0.

Para obtener el centro €, = (xg,y,) de
la circunferencia dada.
Planteo y resolucién de un sistema no
lineal dado por las siguientes
condiciones:
a) El centro de la circunferencia buscada
equidista de los puntos O = (0,0) y B
pertenecientes a la circunferencia dada.
Entonces el centro de la circunferencia
buscada satisface la ecuaciéon de la
mediatriz del segmento OB.
b) El centro de la circunferencia
tangente a € verifica la ecuacion de la
recta por C; y B.

Una circunferencia es el lugar
geométrico del plano tales que sus
puntos equidistan de un punto fijo
O. Luego O esta a igual distancia
de cada uno de los puntos de la
circunferencia por lo que
pertenece a la mediatriz de
cualquier segmento determinado
por un par de puntos de la misma.
Esto se debe a que la mediatriz de
un segmento de extremos Ay B es
el conjunto de puntos cuyas
coordenadas satisfacen
dist(A, X) = dist(B, X).

Dos circunferencias tangentes en
un punto B, de modo que una de
ellas pase por un punto exterior a
la otra, cumplen que la distancia
entre sus centros es igual a la suma
entre sus radios.

Equivalencia entre las ecuaciones
canonica y la desarrollada de una
circunferencia por medio de
propiedades algebraicas
(distributiva, asociativa, etc.) y
unicidad del polinomio ménico.

Método de resolucion de sistema
lineal en forma simbdlica y de
sustitucion en la tercera ecuacion
no lineal.

32

Dos circunferencias son
tangentes exteriores
cuando la suma de sus
radios es igual a la
distancia entre  los
centros.

Si el punto de tangencia
y los centros de las dos
circunferencias no se
encuentran alineados,
por desigualdad
triangular, la suma de
los radios es mayor que
la distancia entre los
centros. Luego, los
centros de dos
circunferencias
tangentes y el punto de

tangencia son
colineales.

Cuando una figura
geométrica  contiene

todos los puntos cuyas
coordenadas satisfacen
un determinado
conjunto de ecuaciones
y, reciprocamente, s6lo
contiene puntos que lo
verifican, se dice que es
el lugar geométrico de
dichos puntos. Esto
permite asociacion
entre curvas del plano y



c) Ecuacidn de la circunferencia a la que

pertenece B.

Resoluciones en simbolos usando CAS
del sistema de ecuaciones planteado
previamente y construccion del grafico

que representa la solucion.

ecuaciones en dos

variables.

Potentes componentes de | Tratamiento algebraico
hardware  de  procesamiento | de las ecuaciones.
operativo, lenguajes de

programacion, complejidad

algoritmica, etc.

Tarea

Determinar el lugar geométrico del centro de las circunferencias que son tangentes a una
circunferencia dada y pasan por un punto O

Técnica Tecnologia Teoria

Anélisis- sintesis. Partimos de
considerar el problema resuelto
y observar las condiciones que
satisface el centro € de la
circunferencia €, a construir:

a)  Construccion de la
circunferencia que contiene a O
y al punto de tangencia B: O
debe pertenecer a €, por
condicidn del enunciado. B debe
pertenecer a €, por ser el punto
de tangencia entre ambas
circunferencias.

Entonces, 0 y B equidistan de C.
b)  Construccion de la
circunferencia tangente en B: los
centros de ambas circunferencias
y el punto B estéan alineados.

A partir de este andlisis
deducimos que el centro C se
encuentra en la interseccion de la
mediatriz del segmento que
contiene al punto de tangencia y
al punto dado, OB, con la recta
que contiene al punto de
tangencia y al centro de la
circunferencia dada.

Determinacion del lugar
geométrico. Construccion de los
puntos que satisfacen
simultineamente  todas  las
condiciones como interseccion
de los siguientes lugares
geométricos:

a) Puntos que equidistan del
punto de tangencia B y del punto
dado O = Mediatriz de OB.

b) Puntos colineales al punto de
tangencia B y al centro de la
circunferencia dada €; = Recta
que contiene los puntos C; y B.

Una circunferencia es el lugar
geométrico del plano tal que sus
puntos equidistan de un punto fijo
C. Como O y B pertenecen a la
misma circunferencia, los puntos
equidistan de C. El lugar
geométrico de los puntos que estan
a la misma distancia de O y de B
es una recta que se llama
mediatriz. Luego C se encuentra
en la mediatriz del segmento
determinado por los puntos O y B.
Dos circunferencias tangentes en
un punto B satisfacen alguna de las
siguientes condiciones:

a) La distancia entre los centros es
igual a la suma de los radios,
entonces son  circunferencias
tangentes exteriores

b) La distancia entre los centros es
igual a la resta de los radios,
entonces son  circunferencias
tangentes interiores

Los puntos solucion del problema
seran aquellos que satisfacen todas
las condiciones es decir que se
encuentran en la interseccion de
los lugares geométricos
previamente identificados.
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En el caso de circunferencias
tangentes exteriores, si el
punto de tangencia y los
centros de las dos
circunferencias no se
encuentran  alineados, por
desigualdad triangular, la suma
de los radios es mayor que la
distancia entre los centros.
Esto contradice la condicion de
tangencia. Luego, los centros
de dos circunferencias
tangentes y el punto de
tangencia son colineales.

Si dos circunferencias son
tangentes interiores y si el
punto de tangencia y ambos
centros de circunferencia no
estan alineados por
desigualdad triangular, la suma
de la distancia entre los
centros, d, y el radio menor, r,
es mayor que el radio mayor,
R: d +r > R, Pero entonces,
la distancia entre los centros es
mayor que la resta de los
radios. Esto contradice la
condicidn de tangencia. Luego,
el punto de tangencia y los
centros de las circunferencias
estan alineados.

Cuando una figura geométrica
contiene todos los puntos que
satisfacen una determinada
propiedad y, reciprocamente,
solo contiene puntos que la
verifican, se dice que es el
lugar geométrico de dichos
puntos. Es  decir, las
condiciones “tener la
propiedad” y “pertenecer al
lugar” son equivalentes.



Arrastre de exploracion:

a) Consiste en arrastrar el punto
de tangencia para observar el
lugar geométrico que describen
los centros de las circunferencia
tangentes construidas.

b) El arrastre del punto O por el
que pasa la circunferencia para
observar el lugar geométrico que
describe el centro de la
circunferencia, C, en funcion de
la posicion relativa del punto O
con la circunferencia original.

Enriquecer la figura:

- Se agrega el trazo de lugar
geométrico buscado

- Se marcan otros 4 puntos sobre
el lugar geométrico
recientemente construido para
dibujar la conica que pasa por 5
puntos.

- Se trazan las rectas que podrian
corresponder a los  ejes
intrinsecos de la curva.

Arrastre de verificacion visual:
Construccion de la conica
conjeturada (hipérbola o elipse)
que tiene foco en el centro de la
circunferencia dada, €4, y el
punto dado, O, que pasa por el
punto C. Arrastrar el punto de
tangencia para observar si el
lugar geométrico que describe €
coincide con la  conica
construida.

Planteco de las propiedades
métricas de la hipérbola y de la
elipse para validar la conjetura.

El centro de la circunferencia
tangente se determina  por
interseccion de los puntos que
equidistan del punto de tangencia
y el punto dado O con los puntos
colineales al punto de tangencia y
el centro de la circunferencia
original. Para cada punto de
tangencia es posible construir una
circunferencia  tangente  que
verifique las condiciones previas.
Por lo tanto al modificar el punto
de tangencia, se obtienen las
respectivas circunferencias
tangentes con sus
correspondientes centros.

Todos los puntos que satisfacen la
condicién de ser centros de una
circunferencia tangente a una dada
que pasan por un punto fijo
determinan un lugar geométrico.
Una conica est4 determinada si se
conocen las coordenadas de cinco
cualesquiera de sus puntos.

A partir de los focos y de un punto
es posible construir una hipérbola
0 una elipse segun el caso. Si al
desplazar el punto de tangencia, el
punto C no describe un lugar que
coincide con la conica
previamente graficada, entonces la
conjetura es refutada. En caso
contrario, la visualizacion no es
suficiente para asegurar las
caracteristicas de la curva.
Apelando a la légica, si se prueba
por medio de wuna cadena
deductiva que para cualquier punto
trazado de acuerdo a las
condiciones dadas, se satisfacen
las condiciones meétricas de la
conica propuesta, la conjetura
queda demostrada.

El software de geometria
dinamica permite modificar
una construccién de forma
continua mediante el arrastre
manteniendo las propiedades

que se le impusieron por
construccion a la figura
original

Al agregar elementos al dibujo,
cambia la interpretacién no
consciente que efectia el
cerebro, posibilitando la
identificacion de otras
propiedades

El software de geometria
dindmica mantiene invariante
las propiedades geométricas de
la figura durante el arrastre.

Condicion métrica para la
hipérbola: para cualquier punto
C de la curva el valor absoluto
de la diferencia de |las
distancias del punto a los focos
es constante, positiva y menor
a la distancia entre los focos.
Condicion métrica de una
elipse: para cualquier punto C
de la curva, la suma de las
distancias de C a los focos es
igual a una constante mayor a
la distancia entre los focos.

5. Analisis didactico.
5.1 Saberes previos supuestos para realizar la tarea.

Para afrontar la tarea propuesta se requiere poner en juego conocimientos como
las condiciones para construir circunferencias tangentes, aplicacion de propiedades
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basicas (distributiva, asociativa) y completamiento de cuadrados para transformar
expresiones algebraicas, planteo de sistemas de ecuaciones, propiedades métricas que
definen la elipse y la hipérbola como lugares geométricos del plano, entre otros. Se asume
ademas que los estudiantes conocen y utilizaron previamente los softwares Mathematica
y Geogebra. La tarea se podria abordar en forma individual o en parejas con el fin de
favorecer en el didlogo la explicacion de las técnicas utilizadas o hacer referencia a las
tecnologias subyacentes a las mismas.

5.2 Reformulacion de la consigna segin la evolucion del tratamiento de la actividad.

La tarea se presenta con un enunciado analitico del problema: “Determinar
analiticamente el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan por el
origen de coordenadas y son tangentes a la circunferencia: x* + y> — 8x — 8y + 28 = 0
en un punto de la misma”. Esta formulacion tal vez induce un tratamiento analitico que,
como se mostro previamente, no permite apreciar las caracteristicas del lugar geométrico
buscado en su totalidad. Ante esta realidad se pretende que los estudiantes reformulen el
enunciado de la tarea en términos de la geometria sintética como: “Determinar el lugar
geométrico del centro de las circunferencias que son tangentes a una circunferencia dada
y pasan por un punto O”. La mencionada reformulacion queda a cargo del estudiante ya
que es un primer acercamiento al vinculo entre la geometria sintética y la geometria
analitica, aunque el docente puede motivar la misma si no surge por iniciativa propia de
los estudiantes.

5.3 Sobre cémo se pretende dar lugar al dialogo entre la geometria sintética, la geometria
analitica y el uso del software.

A partir del uso de técnicas de la geometria analitica se expresa simbolicamente
cada una de las condiciones geométricas impuestas en el enunciado de la tarea obteniendo
un sistema de ecuaciones. Como resultado del mismo se obtiene una descripcion
simbdlica del lugar geométrico buscado. Sin embargo, advertimos que el abordaje del
sistema de ecuaciones sin el software de calculo simbdlico resulta laborioso ya que se
requiere de numerosas transformaciones algebraicas que no aportan informacion
relevante que permita comprender mejor la situacién geométrica. Asimismo, las
ecuaciones que describen el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
tangentes a una dada que contienen a un punto dado, no permite conjeturar alguna
caracteristica de la curva y la construccion manual del grafico se obstaculiza por la
complejidad de la expresién simbolica. Estos hechos muestran de qué manera la
implementacion de un software complementaria la actividad matematica y permitiria
enriquecerla; en este caso, resolver un sistema de ecuaciones y representar graficamente
el conjunto solucion del sistema, acelera el acceso a visualizar la curva evitando
cuestiones laboriosas y no fundamentales. Esta seria una manera de abordar el desafio de
disefiar actividades en las cuales se aproveche el software no sélo como soporte de
egjercicios interactivos sino fundamentalmente como medio para estimular la actividad
matematica (Ancochea, 2011). En el caso presentado, la implementacion del software
seria un elemento importante para que emerja con sentido el vinculo entre la geometria
sintética y la geometria analitica. El sistema de ecuaciones de la curva y su grafico solo
invitan a conjeturar que el lugar geométrico buscado en este caso es una hipérbola, pero
no permiten validarlo. Asimismo, el tratamiento analitico de dicho sistema da lugar a una
frondosidad de férmulas que impide ver la esencia geométrica del problema; retrotraen
asi a la situacion histérica que atraveso la geometria con el surgimiento de la geometria
analitica: “El reinado casi absoluto de la geometria analitica durante los siglos XVII y
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XVIIl condujo a un abuso de sus métodos y muchos problemas, complicados
innecesariamente, perdieron el sentido estético que debe mantener toda construccion
matematica.” (Santalo, 1961, p.146)

A pesar de que el abordaje analitico no proporciona una descripcion del lugar
geométrico buscado en términos de construccion geométrica, este acercamiento
desarrolla actividad matematica ya que permite cuestionar el alcance, la eficacia, la
economia y la pertinencia de las técnicas analiticas en esta tarea en particular. Este
abordaje en una situacion de ensefianza permite evidenciar que las técnicas propias de la
geometria analitica no resultan siempre eficientes para describir el lugar geométrico
buscado y que por tanto resulta necesario articularla con otras técnicas. Se pone de
manifiesto entonces la necesidad de otros elementos tedricos que permitan justificar e
interpretar la articulacion de técnicas y sus interrelaciones. (Gascon, 1994)

El software Geogebra version 4.2.55.0 incorpora el comando EcuaciénLugar que
calculay grafica la ecuacion del lugar geométrico que crea un punto que lo traza a medida
que se desplaza otro punto. Esta herramienta se podria implementar en la resolucién de
esta tarea, sin embargo no funciona si se construye la circunferencia a partir de su férmula
0 de su centro y radio y se quiere determinar el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes a esta que contienen un punto dado. ElI comando
EcuacidnLugar si proporciona la ecuacion del lugar geométrico cuando se construye la
circunferencia a partir de su centro y un punto de ella. En este caso la tarea presentada
contiene la férmula implicita de la circunferencia por ende, o bien se usan técnicas
analiticas de transformaciones algebraicas para determinar el centro de la circunferencia
o0 bien el software provee en la vista algebraica, la ecuacion candnica de la circunferencia
de la cual hay que inferir su centro. Luego de realizar la construccion en el software y de
utilizar el comando previamente mencionado, en la vista algebraica se presenta la
ecuacion del lugar geométrico como un polinomio completo en dos variables.

£ GeoGebra (2) - -~
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Para validar la conjetura respecto del tipo de curva a partir de su expresion
simbolica, pueden usarse otras técnicas analiticas, por ejemplo el determinante de la
matriz de la forma cuadrética principal de la ecuacion general de una conica. Sin embargo,
dado que la actividad esta disefiada para un nivel introductorio de Geometria Analitica,
se puede presuponer que este recurso no esta disponible para los alumnos. A esta altura
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del desarrollo, si bien el alumno puede conocer la ecuacion del lugar geométrico no sabe
como obtenerla ni posee conocimientos que le permitan reconocer el tipo de curva que
es. El procedimiento previamente presentado utiliza el software como soporte de
ejercicios interactivos (Ancochea, 2011) porque invisibiliza el propdsito de la tarea ya
que no permite evidenciar la complementariedad entre la geometria sintética y la
geometria analitica. Asimismo, el uso del software de este modo oculta las limitaciones
de las técnicas analiticas y las propiedades métricas de las curvas. Por estas razones, en
el desarrollo matematico presentado previamente no se considero la implementacion de
esta herramienta.

Hasta aqui se presentaron abordajes que no arribaban a una resolucién
satisfactoria de la tarea propuesta porque la descripcion que proporcionaban del lugar
geométrico no permitia caracterizar la curva. Gascon (1989) plantea que la eficacia para
resolver ciertos tipos de problemas de geometria analitica mejora significativamente si
durante la actividad matematica se dedica tiempo para que los alumnos aprendan a
traducir los problemas de geometria analitica al ambito de la geometria sintética y a
resolver estos mediante técnicas sintéticas. En este caso, al reformular el enunciado
analitico particular en un enunciado sintético general no sélo se extienden los casos a
estudiar sino que también aumentan las técnicas disponibles para abordar la tarea. En este
caso, latécnica de los lugares geométricos, de la razon y el método reductivo se combinan
con latécnica de construccion de sistema de ecuaciones y de transformaciones algebraicas
para describir el lugar geométrico en cuestion.

El uso de las técnicas sintéticas amplia el alcance de la tarea ya que origina el
estudio de diferentes casos a partir de la posicion relativa de los objetos matematicos en
cuestion. Este estudio resulta enriquecido con el uso de un software de geometria
dindmica que permite visualizar el lugar geométrico buscado y de este modo elaborar
conjeturas respecto del tipo de curva que describe. Por medio de la técnica de arrastre de
exploraciéon se puede visualizar que las curvas se pueden clasificar en tres clases
principales de acuerdo con la posicion relativa de la circunferencia y del punto que son
datos. Cabe sefialar que la complementariedad entre la geometria sintética y la geometria
analitica se evidencia a partir de las propiedades métricas que satisfacen los puntos de las
curvas que pertenecen al lugar geométrico en cuestion los cuales se presentan en
coordenadas. Dichas propiedades se pueden percibir por medio de la visualizacion que se
logra con el uso de software de geometria dindmica y el uso de una secuencia de técnicas:
las correspondientes al arrastre de exploracion y de verificacion dan lugar a la técnica de
la raz6n y al método reductivo que luego resultan relevantes para la construccion del
sistema de ecuaciones que define el lugar geométrico buscado de los centros de las
circunferencias. A partir de este estudio sintético de casos, es posible asegurar que el lugar
geométrico buscado corresponde a una hipérbola o una elipse, segun el caso
correspondiente, y plantear las ecuaciones que describen cada una de estas curvas.

De esta forma se evidencia la complementariedad que existe entre la geometria
sintética y la geometria analitica ya que las técnicas sintéticas permiten realizar un estudio
de diferentes casos, anticipar las caracteristicas de la curva que describe el lugar
geométrico en cuestion y esbozar una estrategia para implementar las técnicas analiticas
con el fin de describir por medio de una ecuacion el mencionado lugar geométrico. Asi
surge una técnica nueva por combinacion de técnicas sintéticas y técnicas analiticas:

Seria tambien muy util proponer en el Bachillerato problemas
geométricos cuya resolucion fuese mucho mas sencilla y «natural» con técnicas
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sintéticas que con técnicas analiticas. También seria necesario proponer
problemas geométricos que si bien requieren la utilizacion de técnicas
analiticas para ser resueltos con toda generalidad, necesitan de manera casi
imprescindible la utilizacion previa de técnicas sintéticas a fin de disefiar la
estrategia que se llevaré a cabo posteriormente con las técnicas analiticas. Se
pondria asi de manifiesto otro aspecto importante de la complementariedad
entre ambos tipos de técnicas. (Gascon, 2002, p.24).

Sabiendo que se trata de una hipérbola, la ecuacién a la que se arriba no es del

formato usual para los alumnos ($=52 — 9= _ 1 ¢on centro en (cy, c,) con ejes
p a2 b2 B Cl' CZ J

paralelos a los ejes coordenados), que es la ecuacion candnica de la hipérbola. Lo
desarrollado hasta aqui nos deja el camino abierto para abordar eventualmente el cambio
de coordenadas en las ecuaciones. Aplicando el cambio de coordenadas, es posible
encontrar un nuevo sistema de ejes tal que la ecuacion referida a este nuevo sistema sea
una ecuacién canonica. Estas técnicas, requeririan conocimientos sobre transformaciones
geométricas (rotaciones, traslaciones) o sobre algebra lineal (diagonalizacién de matrices
simétricas) que son conocimientos que exceden este curso. En este curso si se podria
hacer una reflexion sobre la relatividad de la ecuacion de un objeto geométrico al sistema
de coordenadas considerado.

5.4 Momentos de estudio

Dado que nos enmarcamos en la TAD, haremos un intento de enriquecer el
analisis didactico con las aportaciones de esta teoria. Todo proceso de estudio en clases
escolares se puede describir funcionalmente mediante el modelo de los momentos de
estudio (Chevallard, 1999) que permite analizar la organizacién didactica. Este modelo
estd compuesto por seis momentos: el momento del primer encuentro, el momento
exploratorio, el momento tecnoldgico-tedrico, el momento del trabajo de la técnica, el
momento de la institucionalizacién y el momento de la evaluacion. La tarea propuesta
aqui puede ser parte del momento exploratorio del proceso de estudio, donde se propone
explorar un tipo de tarea que promueve la complementariedad entre la geometria sintética
y la geometria analitica a partir de la descripcién analitica de lugares geométricos.
También, permite utilizar otras técnicas, convenientes para realizar ese tipo de tareas,
utilizadas en la reinterpretacion en términos sintéticos, el estudio de casos, la elaboracion
de una estrategia que retome el estudio realizado con técnicas sintéticas para describir por
medio de una ecuacion el lugar geométrico buscado. La tarea propuesta también favorece
el momento tecnoldgico tedrico ya que a partir de ella es posible cuestionar la eficacia y
el alcance de las técnicas analiticas dando lugar a establecer una relacion con las técnicas
propias de la geometria sintética. Mas precisamente, cuando se afronta la tarea desde un
abordaje exclusivamente analitico se evidencia la limitacion de las técnicas para describir
el lugar geométrico en cuestion con la ecuacién general de una cénica, de forma tal que
el estudiante no puede caracterizarlo e identificar sus propiedades geométricas.
Asimismo, el abordaje de la tarea desde la geometria sintética resulta ineludible para
producir una manera de elaborar la ecuacion del lugar geométrico fundamentado en las
propiedades métricas.

En relacion con los otros momentos (el del primer encuentro, el de trabajo de la
técnica, de institucionalizacién y el de evaluacién), es necesario considerar esta tarea
junto con otras correspondientes a la construccion de lugares geométricos que tengan
ademas la caracteristica de poder combinar lo sintético con lo analitico y que favorezcan
las caracteristicas propias de cada uno de los momentos.
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Teniendo en cuenta que segin Ancochea (2011) la ensefianza en la escuela
secundaria prioriza el bloque practico-técnico por sobre el tecnologico-tedrico y que por
lo tanto tal vez a los estudiantes no les surja por iniciativa propia este Gltimo abordaje,
para provocar el momento tecnoldgico-tedrico en las clases en las que se desarrolle la
propuesta presentada, se podrian formular algunas preguntas orientadoras como por
ejemplo:

a. ¢Reconoce similitudes entre la curva que se determina como lugar
geométrico y otras curvas ya estudiadas?

b. Plantear una o varias conjeturas sobre las caracteristicas del lugar
geométrico buscado.

c. ¢Cudles propiedades, definiciones, etc. permiten caracterizar el lugar
geométrico propuesto?

d. Elaborar una prueba para convencer a un compafiero que no estd de
acuerdo con la conjetura previamente planteada.

e. Sise modifica la posicion de algunos de los objetos geométricos iniciales,
es decir la circunferencia o el punto, ¢la prueba sigo siendo valida? ¢el
lugar geométrico es de la misma familia de curvas?

f. ¢Cudl es la ecuacién del lugar geométrico buscado?

Cabe aclarar que estas preguntas podrian reiterarse con leves modificaciones en
tareas que conformen el momento del trabajo de la técnica en tareas de la misma tipologia.

5.5 Pertinencia de la propuesta e influencia del carécter institucional de
construccion del conocimiento.

La TAD sostiene que para interpretar adecuadamente la actividad matematica se
requiere tener en cuenta los fenémenos relacionados con la reconstruccién escolar de las
matematicas. Chevallard (2001) propone una jerarquia de niveles de co-determinacion
entre las formas de estructurar las cuestiones matematicas, esto es la Organizacién
Matemética, y las maneras de organizar el estudio de las mismas en la escuela, es decir la
correspondiente Organizacién Didactica. Esta jerarquia, que orienta la transposicién
didactica, se puede esquematizar del siguiente modo:

Sociedad — Institucion — Disciplina — Areas — Sectores — Temas — Cuestiones.

El autor plantea que cada uno de los niveles introduce restricciones que influyen
mutuamente en las organizaciones didacticas y en las organizaciones matematicas: la
estructura de las organizaciones matematicas de cada nivel condiciona las posibles formas
de organizar su estudio y reciprocamente los dispositivos didacticos existentes en cada
nivel determinan el tipo de organizacion matematica que sera posible reconstruir. Uno de
los documentos institucionales que surgen como producto de dicha reconstruccion es el
Disefio Curricular. En particular, el disefio curricular de quinto afio de la escuela
secundaria para la provincia de Buenos Aires (2011) prescribe entre sus contenidos el
lugar geometrico de la hipérbola y de la elipse y expresa:

“Se propondra el trazado de lugares geométricos mediante el uso de
elementos de geometria y de software tales como Geogebra, Cabri,
Graphmatica u otros. Las figuras conicas se estudiardn como lugares
geométricos notables y como secciones de una superficie conica,
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definiéndolas en lenguaje coloquial, algebraico y grafico.” (Bracchi y
Paulozzo, 2011, p.14)

Este parrafo justifica que la tarea propuesta en este trabajo resulta pertinente ya
que la misma habilita el trazado de lugares geométricos mediante softwares de Geometria
Dinamica. Ademas, las definiciones métricas de la hipérbola y la elipse son resignificadas
en un contexto de obtencion lugar geométrico, contexto en el que no resulta evidente
desde la formulacion inicial de la tarea que estas curvas estan involucradas.

En el disefio curricular de la Pcia. De Buenos Aires (DC), ambito de la zona de
influencia de la Universidad de General Sarmiento, los ejemplos presentados incluyen el
uso de software atendiendo a la relacion entre el objeto geométrico y su descripcion
analitica, por ejemplo una de las tareas sugeridas invita a desplazar el grafico de una elipse
para observar como se modifica la ecuacion de la misma. Sin embargo se considera que,
aun con estos intentos, no queda suficientemente plasmada la complementariedad entre
la geometria sintética y la geometria analitica ya que no hay ejemplos en los que se
necesite usar recursos provenientes de uno y otro campo segun los requerimientos del
problema, sino que la relacion estaria preestablecida desde la consigna limitando las
estrategias de abordaje a responder la misma. Asimismo no hay lineamientos ni
actividades que muestren los fundamentos tedricos que ofrecen ambos campos en forma
relacionada. A partir del parrafo citado previamente y de los ejemplos sugeridos en el
disefio curricular se puede inferir que no se contempla la necesidad de evidenciar la
complementariedad entre la geometria sintética y la geometria analitica sino que se
propone una yuxtaposicién de las mismas. En este sentido, el disefio curricular se presenta
como una restriccion institucional para el abordaje de la geometria. Esto repercute en la
ensefianza porque debilita la complementariedad de la geometria sintética y la geometria
analitica y de la praxeologia a construir a partir de trabajar sobre la base de dicha
complementariedad. El disefio se centra principalmente en el nivel de los temas, al
explicitar qué contenidos de cada area se deben ensefiar, de esta forma se restringe el
sentido de lo que se propone estudiar ya que no considera o cuestiona los otros niveles de
co-deternimacion involucrados en la transposicion didactica.

Las tareas aqui propuestas tienen el agregado de evidenciar la complementariedad
entre la geometria sintética y la geometria analitica. Por esto se considera que la propuesta
resulta pertinente en dos sentidos: a) en el sentido epistémico, brinda la posibilidad de
dialogo entre diferentes técnicas correspondientes a diferentes campos, lo cual trata de
emular lo que sucede en las realidades de uso y de construcciéon del conocimiento
disciplinar, que se ubican en los niveles superiores de co-determinacion, en donde es
importante resolver problemas utilizando recursos de diferente naturaleza; b) en el sentido
normativo, cumple con lo prescripto en el Disefio Curricular de la Pcia. De Buenos Aires
y al mismo tiempo muestra que aun con las restricciones institucionales, es posible
disefiar tareas que reflejen la riqueza de combinar ambos enfoques en la ensefianza de la
geometria.

En cuanto a la influencia del caracter institucional para la ensefianza, se
consideran dos recursos fundamentales para el docente: el DC y los textos escolares y de
formacion docente. En relacién con el DC, el documento no brinda ni lineamientos ni
ejemplos que inviten al docente a reflexionar sobre la ensefianza articulada. A lo largo de
todo este trabajo, y en particular con las tareas propuestas, se aborda este problema. En
relacion con los textos de estudio, se considera que no hay suficiente desarrollo de textos
donde se establezcan situaciones de estudio geométrico que combinen técnicas analiticas,
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sintéticas y se trabaje con software. Por lo antedicho el profesor no cuenta con demasiados
insumos a los que recurrir para implementar tareas como las propuestas.

6 A modo de cierre.

En este trabajo se retoma la cuestion de la estructura de la matematica escolar
como resultado de una trasposicion didactica que surge de un estudio epistemologico
superficial que excluye la ensefianza de las matematicas de las actividades genuinamente
matematicas (Gascon, 2002). En la configuracidn escolar, los asuntos que se proponen
para ser estudiados surgen a nivel tematico y los otros niveles superiores en la jerarquia
de los niveles de co-determinacion, como la sociedad de uso, la disciplina, areas, etc., no
se evidencian. En particular, se puso en cuestion la “sectorizacion” en geometria sintética
y geometria analitica en que se divide el area de la geometria en el estudio escolar de las
matematicas. En el recorrido bibliogréafico que justifica el interés del tema, se mostr6 que
el estudio de la geometria sintética y la geometria analitica de forma independiente tiene
sus raices en el desarrollo histérico de la disciplina y en las organizaciones matematicas
y didécticas de las instituciones correspondientes a los niveles disciplinares y escolares
que intervienen en la trasposicion didactica. Es decir que la responsabilidad de esta
desarticulacion recae sobre la institucion escolar y la disciplinar y el profesor sélo puede
incidir localmente

“Dado que la mayoria de los trabajos de Didactica de las Matematicas
asumen implicitamente el encierro en los temas, sus propuestas para
modificar el curriculo de matematicas de la Ensefianza Secundaria no llegan
a cuestionar la estructura de los sectores en que se divide cada una de las
areas ni, mucho menos, las areas (“aritmética", "algebra", "calculo",
"estadistica" y "probabilidad") en que tradicionalmente se ha estructurado
la matematica escolar. De esta manera el "sentido" que tiene el estudio
escolar de las matematicas en general y de cada una de sus areas en
particular (como, por ejemplo, el "por qué y para qué" estudiar geometria en
la escuela) se da por supuesto cuando, en realidad, ha desaparecido”
(Gascon, 2003, p.31)

Se explicd aqui que la Teoria Antropologica de lo Didactico permite apreciar en
toda su complejidad la complementariedad entre la geometria sintética y la geometria
analitica por medio de la combinacion de las técnicas necesarias para identificar las
propiedades métricas de una curva y representarlas simbdlicamente en un sistema de
coordenadas. Bajo este marco se presentd una tarea y la praxeologia desarrollada de la
misma otorgd una caracterizacion de la hipérbola y la elipse como lugar geométrico de
los centros de las circunferencias tangentes a una circunferencia dada que pasan por un
punto que no pertenece a la circunferencia original. También, este enfoque permitid
interpretar el uso de software como medio para el desarrollo de la actividad matematica.
Se observo que ante la misma tarea el uso de software puede tener mas de una funcion:
a) ser solo soporte para la visualizacion mediante la observacion de cambios en el dibujo
ligados a cambios en los parametros o en los elementos a través del arrastre, como seria
el caso en la tarea presentada si se incluye la posibilidad de utilizar el comando
EcuacionLugar, b) puede permitir desarrollar conjeturas, brindar elementos para elaborar
la prueba, cuestionar afirmaciones previas, etc. Esto muestra que algunas tareas que se
proponen para realizar con software pueden propiciar distintos trabajos matematicos si se
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incluyen algunas reformulaciones o se restringe el uso de algunas herramientas.
Asimismo, el trabajo con CAS permite utilizar la tecnologia para sostener el trabajo de la
prueba, no sélo la exploracion, manteniendo la unidad de la actividad matematica.

En el caso presentado el uso de CAS permitio resolver un sistema de ecuaciones
y representar graficamente la solucién. Esto hizo posible interpretar las limitaciones de
las técnicas analiticas utilizadas para caracterizar el lugar geométrico buscado ya que no
brindaba elementos que evidenciaran la validacion de la conjetura respecto de la curva en
cuestion. El software fue fundamental para evidenciar cuéles son los objetos que deben
considerarse prefijados y cuales mdviles en la tarea presentada en la reformulacion para
el abordaje por geometria sintética donde figuraban varios objetos: las circunferencias
cuyos centros determinaran el lugar buscado, la circunferencia de tangencia y el punto O
(ver Abordaje desde la geometria sintética mediante el uso de Geogebra en seccion 3.2).
Esto no es evidente a partir del enunciado que invita a considerar como moviles a todos
ellos. Se pudo analizar que variando la circunferencia de tangencia y el punto O se obtenia
la misma familia de curvas como lugar geométrico (hipérbolas o elipses segun el caso),
lo cual permitio determinar que la circunferencia de tangencia y el punto O debian quedar
prefijados al momento de elaborar la demostracion. Por Gltimo destacamos el importante
papel del software en la resolucidn de las tareas planteadas dado que en entornos de 1apiz
y papel es muy dificil visualizar la curva y hasta puede ser dificultosa encontrar las
relaciones entre las distancias involucradas.

Presentar desde la ensefianza, tareas propias de la Geometria analitica de forma
que tenga en cuenta las técnicas de construccion y estudio de figuras que proporciona la
geometria sintética, como la tarea que aqui se presentd, permite evidenciar la
complementariedad que existe entre ellas. Ciertamente resulta necesario incluir una
secuencia de tareas que persiga este propésito para que se perciba dicha
complementariedad con toda su complejidad y se dé lugar a todos los momentos de
estudio. Seria necesario ademas proponer tareas enunciadas en términos sintéticos que
requieran de técnicas analiticas para resolverlos. Asi, se mostraria como ambas se
complementan entre si para propiciar la interpretaciobn geométrica de la situacion.
Teniendo en cuenta los criterios previamente mencionados, se podria elaborar un
Recorrido de Estudio e Investigacion (Chevallard, 2006), que es un dispositivo didactico
que se elabora bajo la TAD, que incluya entre sus tareas, a la expuesta aqui, para
profundizar en este campo de problemas

En relacidon con el razonamiento matematico, la geometria plana en particular,
ofrece la posibilidad de inferir y enunciar propiedades a partir de la observacion y
exploracién con representaciones de los objetos, con lo cual la figura de analisis cumple
un rol preponderante. En la tarea aqui propuesta, a partir de la figura de analisis fue
posible identificar y analizar los datos con los que se debe construir la circunferencia
tangente y establecer la relacion entre los mismos y la circunferencia a obtener. Méas
precisamente, a partir de los datos que son la circunferencia original, de centro C, y el
punto O, resultd necesario inferir relaciones que no estan explicitadas para construir la
circunferencia tangente C,. Basandose en la definicion de mediatriz y de circunferencia
como lugares geométricos, de las condiciones de dos circunferencias tangentes y de las
reglas de inferencia logicas, se construyo la cadena deductiva que permitio asegurar que
el centro de la circunferencia tangente se encontraba en la interseccion de la recta que
pasa por el centro de la circunferencia original y el punto de tangencia y la mediatriz del
punto O con el punto de tangencia (ver praxeologia matematica en seccion 4). Como
producto de este primer razonamiento se obtuvo un conjunto de relaciones que
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constituyeron una caracterizacion del centro de la circunferencia tangente. A partir de
observar con el software el lugar geométrico buscado y de la caracterizacion previamente
mencionada, se pudo conjeturar que la curva que describia el lugar geométrico
correspondia a una hipérbola (o una elipse segun el caso). Luego, planteando la distancia
del centro de la circunferencia tangente al punto O y al centro C de la circunferencia
original, usando la definicion de radio de una circunferencia y las propiedades métricas
de la hipérbola se elabord un proceso légico deductivo para decidir respecto de la validez
de la conjetura (ver Exploracion de casos posibles en seccion 3.3). Asimismo, la tarea
también dio lugar a un trabajo matematico que tiene que ver con establecer condiciones
para que la conjetura sea cierta a partir de la posicion relativa de la circunferencia original
y del punto O. Nuevamente, la figura de analisis cumplié un rol fundamental en esta
instancia porque es la que hizo visible las diferentes situaciones que puede presentar el
problema. Los otros dos casos, requeririan poner en juego otras propiedades o
definiciones que permitan validar que el lugar geométrico corresponde a una elipse o que
no se puede construir, asi como explicar el dominio de validez de cada uno de ellas.

Por altimo en relacion con las aportaciones de este trabajo, en el mismo se rescatd
el principio ya sefialado por Gascon (2002), de complementariedad entre los campos
sintético y analitico de la geometria, pero en el sentido inverso al usual ya que en general
se presenta un problema desde la geometria sintética y luego se muestra una limitacion
que requiere un abordaje desde la geometria analitica. En cambio aqui se planted en
primer lugar un abordaje analitico, mediado por recursos tecnoldgicos, que, si bien no era
limitado, si resulté engorrosa su interpretacion por lo que se abordd una tarea similar,
bajo una reformulacién mas general, con técnicas de la geometria sintética para luego
retornar a la formulacién inicial. De este modo se trata de, mediante esta propuesta,
exhibir un caso de cdmo se podria instalar el asunto de la continuidad de la problemética
geométrica y la complementariedad entre los diferentes tipos de técnicas no sélo a partir
de mostrar “insuficiencias o limitaciones” de un determinado campo (Gascon, 2002) sino
mostrando como algunas técnicas pueden resultar mas convenientes que otras para un
problema determinado.
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