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Prélogo

El siguiente documento surgié a raiz de una secuencia puesta en el aula sobre
funcién homografica. Los autores del trabajo formamos parte de un proyecto
de investigacién del 4rea de Innovaciones en la Transferencia, la Comunicaciéon
y la Popularizacién de la Ciencia y la Tecnologia del Instituto de Ciencias de la
Universidad Nacional de General Sarmiento, llamado “Voluntariado 2013: El
uso de TIC para construir nociones geométricas en el aula”. Bajo este proyecto,
en una primera etapa brindamos un curso de formacién continua a profesores
sobre geometria y funciones con GeoGebra.' La segunda etapa consisti6 en
planificar e implementar junto con los docentes algunos temas del curriculo
sobre los cuales ellos tuvieran interés. La profesora Marfa Mora, con la que
llevamos a cabo la secuencia, escogié el tema “Funcién Racional”, y junto con
ella pensamos una secuencia para trabajar “Funcién homografica” con GG. Este

documento es una versién modificada y ampliada de dicha secuencia, que se

! De aqui en adelante al programa GeoGebra lo llamaremos GG.



FuNCION HOMOGRAFICA

hizo respetando las ideas originales. Agradecemos a Marfa Laura Rodriguez su
participacion en la primera etapa de elaboracion.

La secuencia fue pensada con la intencién de que los alumnos sean produc-
tores de conocimiento y los verdaderos protagonistas de nuestras clases, al darles
la oportunidad de explorar, realizar conjeturas y luego validarlas. Estas caracte-
risticas las consideramos fundamentales desde nuestro enfoque de ensenanza.
La Teorfa de Situaciones Did4cticas (Brousseau, 1970) nos brinda un marco
teérico en el cual nos apoyamos, que nos permite acompanar a los alumnos y
orientarlos en su proceso de aprendizaje. Creemos que el software GG, en este

sentido, permite que esta practica se enriquezca y sea posible.
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Presentacion de la propuesta diddctica

En el mapa curricular de quinto ano de los disenos curriculares de la provincia
de Buenos Aires las funciones homogrdficas forman parte de los ejes y nucleos
minimos de contenidos. Estas funciones son las primeras con asintotas que se
estudian durante la educacién secundaria, luego se presentan las exponenciales,
las logaritmicas, las racionales, etcétera. Es sabido para un profesor de matemi-
tica que la nocién de asintora trasciende el estudio de este tipo de funciones. Un
andlisis riguroso y general de ella involucra cuestiones vinculadas al cdlculo de
limites, lo que suele trabajarse posteriormente al estudio de las funciones men-
cionadas. Presentamos a continuacién una secuencia didéctica con cociente de
funciones lineales particulares a partir del cual se inicia el estudio de las funciones
homogriéficas. De esta manera se podrd realizar una primera aproximacién a la
nocién de asintota. Decimos una primera aproximacién porque para este tipo

de funciones se dan condiciones particulares en relacién con el objeto asintota,
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FuNCION HOMOGRAFICA

por ejemplo: existe una tinica asintota vertical y una tnica asintota horizontal
que se pueden vincular con el dominio y la imagen de las funciones; mds atn,
las asintotas no son “cortadas” por la gréfica. Nos apoyaremos en estas cuestiones
aunque tenemos conciencia de que, en otros contextos, argumentos que hagan
referencia a estos hechos podrian no ser adecuados. En ese sentido optamos por
trabajar con una definicién provisoria de asintota con los alumnos, que, luego,
podrd ser ampliada cuando se avance con otro tipo de funciones o cuando se
haga un estudio especifico del objeto asintota.

Consideramos que delinear el trabajo de esta manera permitird que los
alumnos puedan emprender el estudio de funciones homogréficas y, a la vez,
transitar etapas en las que puedan explorar, conjeturar y validar. Queremos
aclarar que el tipo de actividad que proponemos para trabajar con el software
GG es principalmente del tipo exploratorio (para luego obtener conjeturas), y
se propone articularlo con una prictica en papel y ldpiz que involucre la ma-
nipulacién de férmulas con el objetivo de validar o refutar alguna conjetura.
Aunque, como veremos mds adelante, varias de las conjeturas también pueden
ser refutadas con las herramientas del software.

El GG permite fabricar una coleccién de ejemplos que serdn objeto de
andlisis para atrapar alguna caracterizacion general de las funciones que pre-
tendemos estudiar. Decidimos postergar la aparicién del GG hasta la actividad
6 para que los alumnos tengan la posibilidad de hacer un estudio analitico de
las funciones presentadas con los conocimientos previos, sin recurrir a nuevas
técnicas de cédlculo.

Una tarea muy usual con el GG es ingresar una férmula e inmediatamente
“aparece” el gréfico de una funcién. En este caso sostenemos que se puede hacer

un andlisis buscando argumentos de por qué el grafico resulté con tal forma,
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Presentacion de la propuesta did4ctica

e incluso se podria conservar la “sorpresa” y “novedad” por la aparicion de ese
tipo de grafico. Sin embargo, postergamos la actividad matemdtica que se puede
realizar a partir de este hecho. Estimamos que si se comienza con este uso del
software se perderia, en cierta medida, la posibilidad de esbozar un gréfico o de
elegir entre varios posibles, o de analizar a partir de la descripcién de la funcién
o de su férmula. Teniendo en cuenta que es la primera vez que los alumnos
se enfrentan a graficos de funciones con dominio distinto a R, creemos mds
enriquecedor que sean ellos mismos quienes intenten hacer los graficos, o
quienes tengan que elegir entre varios, para que la nocidén de asintota se vaya
construyendo con sentido y no aparezca de forma impuesta.

Antes de comenzar con las actividades queremos mencionar los principales
conocimientos previos con los que, suponemos, los alumnos podran afrontar
la secuencia con una mayor fluidez: ubicar y leer puntos en los ejes cartesianos,
identificar en el gréfico de una funcién la imagen de un valor cualquiera del
dominio, manipular distintos registros de la funcién lineal, como férmula,

gréfico y tabla, y resolver ecuaciones del tipo axtb_ kke IR .

cx+
En lineas generales, la secuencia que sigue consta de dos partes: funcion
homogrdfica 'y cociente de funciones lineales. Como objetivo futuro nos plan-
teamos continuar estudiando funciones que sean cocientes de funciones en

general, y poder avanzar asi en el estudio de la nocién de asintota para esta

clase de funciones.
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Primera parte
Funcién homogrifica

o
o(x)

En esta primera parte vamos a trabajar con funciones 4(x)=

f v g son polinomios de grado 1' que no comparten raices.

Objetivos generales
Pretendemos que los alumnos:

e hallen el dominio, el conjunto de ceros,’ positividad y negatividad de
b a partir de los graficos de f yde g;

e construyan nociones de asintota vertical y horizontal para funciones
homogréficas;

e deduzcan quesi x =a esel cero de f; entonces x =a es el cero de 4;

! El caso en que fes un polinomio de grado cero es estudiado en la segunda parte de la secuencia.
% En caso de compartir raices, 4 no serfa una funcién homografica.
3 Utilizaremos los términos raiz y cero de una funcién indistintamente.
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FuNCION HOMOGRAFICA

deduzcan que si x =4 es el cero de g, entonces la recta de ecuacién
x=0b es la asintota vertical de /;

construyan la siguiente propiedad: si m es el valor que resulta de la
divisién de la pendiente de f* sobre la de g, entonces la recta de ecua-
cién y =m es la asintota horizontal de 4;

construyan algunas relaciones que permitan determinar aspectos del
grafico de las funciones homogréficas;

aprovechen los recursos tecnoldgicos para avanzar en el estudio de la
funcién homogréfica particularmente, y, mds generalmente, para faci-
litar un tipo de practica en matemdtica: la exploracién y la formulacién
de conjeturas;

se aproximen a un uso experto, critico y técnico del GeoGebra.

A continuacién presentaremos las distintas actividades de esta primera parte

de la secuencia con los objetivos de cada problema y algunos comentarios que

consideramos importantes.

Andlisis del primer bloque de problemas (sin GeoGebra)
Actividad 1

Sean f (funcién lineal) y g las funciones dadas por los siguientes graficos,

para cada valor de x, consideramos la funcién cuya expresién es /(x) =

16
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Primera parte: Funcién homogréfica

a) Analizando los grificos de f y de g, encontrd, si es posible, las si-
guientes imagenes. Justificd en cada caso: 4(=6), 4(0), 5(3), h(-2),
h(2), h(4).

b) Analizando los grificos de [y de g, decidi, si es posible, el signo

(positivo, negativo o cero) de las siguientes imdgenes. Justificd en cada

caso: /o(—6), /1(5), /7(—2), /J(—l), b(lO).
Objetivos

Con esta primera actividad pretendemos que los alumnos:
e aprendan a utilizar informacién de un grafico sin necesidad de tener
que recurrir a una férmula;

e puedan calcular, cuando sea posible, de manera exacta ciertas imdgenes

de 4;

17



FuNCION HOMOGRAFICA

e puedan anticipar el signo de las imdgenes, cuando sea necesario, utilizando
los gréficos de f'y de g sin la necesidad de obtener los valores exactos;
e reflexionen acerca de la existencia o no de la imagen en algunos valores

para ir construyendo o recuperando el concepto de dominio.

Comentarios sobre la actividad 1

Creemos que los alumnos se enfrentardn por primera vez con una funcién de-
finida a partir de otras dos y particularmente como su divisién. En ese sentido
pueden preguntarse donde estd el grifico de 4 o su férmula. El docente puede
explicar la definicién de 4 vy calcular, por ejemplo, #(—6) en el pizarrén.

Como mencionamos en los objetivos, no queremos que los alumnos utilicen
la expresién de 4, por eso elegimos una funcién ¢ de modo tal que su férmula
no pueda ser hallada.* Por este motivo se comienza con una actividad que no
se corresponde particularmente con una funcién homografica.

Los valores que se piden calcular en el item (a) fueron seleccionados con

la intencién de considerar diferentes situaciones:

lectura directa;

e cero del numerador (generando un cero de 4);
e cero del denominador (generando problemas en el dominio de 4);
e valores fuera del “recorte”;

e valores que no se pueden calcular de forma exacta.

Una vez discutido con los alumnos los distintos casos del item (a) se pue-

den distinguir los casos, por ejemplo, a través de una tabla como la siguiente:

4 Esto ocurre porque el enunciado no menciona qué tipo de funcién (g) estd siendo representada.
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Primera parte: Funcién homogréfica

:Existe la :Es posible
¢ ¢ q &
Imagen imagen? calcularla? iPor qué?
5(3) S Si. h(3)=— 5 Podemos utilizar propiedades de la fun-
3 cién lineal para calcular f(3).
5(2) No No La funcién no estd definida porque el
denominador es 0.
h(4) S No 2(4) no aparece en el “recorte” y no es
posible hallar la férmula de 4.
Actividad 2

Sean f y g las funciones lineales dadas por los siguientes graficos, consi-
(5]
g(x)

deramos la funcién 4, cuya expresion es /o(x) =

a) Analizando los grificosde f yde g, encontrd, si es posible, las siguien-
tes imdgenes. Justificd en cada caso: /fl(—l), /7(4), /7(0), /9(2).
b) Analizando los grificos de f y de g, decidi, si es posible, el signo

(positivo, negativo o cero) de las siguientes imdgenes. Justificd en cada

caso: /7(—5), /1(5), /7(10), b(l), h(156).

19



FuNCION HOMOGRAFICA

¢) (Para enunciar oralmente). Dar, si es posible, los conjuntos de ceros,
de positividad y de negatividad de la funcién 4.

d) Elegi entre los siguientes gréficos cudl o cudles podrian corresponder
ala funcién 4. Explicd el motivo de la eleccién y por qué fueron des-

cartados los restantes.

Grifico 1 Grifico 2
h
i 4
& 4
Grifico 3 Grifico 4
h h
-1 4 R P

20



Primera parte: Funcién homografica

Grifico 5 Grifico 6
ho !
-1 4
| = B
Grifico 7 Grifico 8

\

Objetivos

Con esta actividad pretendemos que los alumnos sigan indagando sobre las
funciones definidas como divisién de otras dos, y avancen respecto de la acti-
vidad anterior en cuanto al trabajo con la grifica de 4.

A propésito de esta actividad se pretende también que:

e vinculen los ceros de f y de g con el dominio y los ceros de 4;

21



FuNCION HOMOGRAFICA

e hagan un andlisis cualitativo de [ y de g para decidir el signo de
ciertas imdgenes en 4, y luego extiendan a todo el dominio el andlisis
de los conjuntos de positividad y negatividad;

e utilicen la informacién obtenida de 4 para elegir los grificos que sean
“compatibles”;

e contemplen nuevas caracteristicas para el gréfico de una funcién, como
ser asintotas y “discontinuidades”;

e profundicen el anilisis cualitativo para contar con mds herramientas a

la hora de descartar o elegir un posible gréfico.

Comentarios sobre la actividad 2

Respecto al item (a) creemos que se reforzardn las siguientes propiedades:

e clcerode f esel cero de 4;

e /4 no estd definida en el cero de g.

En la discusién colectiva sobre el item (c) se pueden pedir argumentos de
por qué, por ejemplo, la funcién 4 en el intervalo (1,4) es positiva indepen-
dientemente del x elegido. Lo mismo para el conjunto de negatividad. Una
vez hecho esto puede quedar registro en el pizarrén de estas conclusiones para
que los alumnos tengan la informacién organizada a la hora de tener que elegir

un posible gréfico para la funcién 4. Se podria realizar la siguiente tabla:

Funcién

h Dominio Ceros Positividad Negatividad

R {4} =1 (=14 (== u(4+ )

22



Primera parte: Funcién homogréfica

O el siguiente esquema utilizando el grifico de las funciones de f y de g:

h es|positiva

h es negativa h es negativa

Se podrin descartar los grificos 1, 3, 5y 7 considerando los siguientes
conjuntos referidos a 4: dominio, conjunto de ceros, conjunto de positividad
y conjunto de negatividad. Nos parece importante mencionar que en esta instancia
no trabajaremos la nocién de asintota (ni horizontal, ni vertical). Por lo tanto, una
vez trabajada esta cuestion, en problemas posteriores se retomard esta actividad
para descartar los graficos que no sean hipérbolas.

Los graficos propuestos para 4 permiten considerar la posibilidad de un
dibujo “discontinuo”.” En otras experiencias, en las que se ha pedido a los
alumnos que esbocen un posible grifico para 4, se observé que al momento
de considerar la “discontinuidad” los alumnos forzaban el dibujo para que sea

continuo, y se hacia bastante dificil trabajar esta cuestion a la que se enfrentaban

> Alo largo del libro nos referiremos a “continuidad” o “discontinuidad” haciendo referencia a
la nocién intuitiva de realizar un grafico levantando (o no) el lépiz.

23



FuNCION HOMOGRAFICA

por primera vez. Por otro lado, esta eleccién para trabajar la “discontinuidad”
hace posible postergar el trabajo referido a la nocién de asintota vertical.
Para la eleccién de los graficos se pueden utilizar argumentos soportados

en las siguientes cuestiones:

e dominio de la funcién 4;
e ceros de la funcién 4;
e intervalos de positividad y negatividad de 4;

e “continuidad” o “discontinuidad” de la funcién # en R.

Luego de trabajar estas cuestiones podran “vivir” en la clase como posibles
&

los grificos 2, 4, 6y 8.

Cuestiones para el docente

Dos variables did4cticas que tuvimos en cuenta a la hora de disenar esta acti-
vidad fueron que los estudiantes 7o dispusieran de una cuadricula en el plano
cartesiano y tampoco de una escala en el eje y. Esta decision se tomé para inhibir
tanto el uso de férmulas como el cdlculo exacto o aproximado de imdgenes 4
a partir de los grificosde  y de g.

Estas variables diddcticas, por un lado, tienen la intencién de promover
que para conocer el signo de /4(x) no es necesario contar con la informacién
exacta de f(x) y de g(x), sino que alcanza con saber sus signos. Por otro
lado, a la hora de elegir los posibles graficos de 4 se espera que los alumnos
no utilicen informaciones puntuales sino que hagan un andlisis cualitativo de

la situacién planteada.

24



Primera parte: Funcién homogréfica

Actividad 3

Sean  y g las funciones lineales dadas por los siguientes gréficos, conside-
X

g(x)

ramos la funcién A, cuya expresién es h(x) =

3
f 5 g
1
4 3 2 o1 2 3 4 5 6 7
-1
-2

a) Analizando los grificos de f y de g, encontr, si es posible, las si-
guientes imagenes de 4. Justificd en cada caso: A#(-2), 4(0), 4(2),
h(3), h(4), h(6).

b) Hall, si es posible, los conjuntos de ceros, positividad y negatividad
de la funcién 4.

¢) Encontrg, si es posible, las siguientes imdgenes. Justificd en cada caso:
h(2.9), h(3.1), h(10), h(-10).

d) Elabord un posible grafico para la funcién A.

Objetivos

Con esta tercera actividad pretendemos que los alumnos:

25



FuNCION HOMOGRAFICA

e apelen a la férmula de la funcién 4 como una herramienta atil para
hallar imdgenes de nimeros “grandes” o con decimales;

e propongan un posible grifico para 4, en el que el uso de su férmula
también sea de utilidad para estudiar el “comportamiento” de la funcién;

e puedan construir una nocién de asintota vertical.

Comentarios sobre la actividad 3

Esta es la primera actividad en la cual la necesidad de hallar las férmulas de £
y de ¢ (por lo tanto de 4) juega un papel importante. Como mencionamos
en la introduccién, suponemos que los alumnos tienen el conocimiento de
cémo hallar la férmula de una funcién lineal dado su grfico (reconociendo
al menos dos puntos).

La posibilidad de poder encontrar las férmulas tiene como intencién ir
descartando “formas” de graficos que en el problema anterior fueron aceptadas.
Por ejemplo, los valores 6(2,9) y /7(3,1) estdn elegidos con la intencién de
discutir qué ocurre con la funcién 4 a medida que los valores de x se apro-
ximan a 3, es decir, a la raiz del denominador.

No estd entre nuestros objetivos tratar aqui el comportamiento de la fun-
cién en los infinitos. Creemos que la “entrada” a la asintota horizontal es mds
enriquecedora y genuina para los alumnos desde la eleccién de posibles graficos
para la funcién /4 que desde la realizacién de un grafico. En general, cuando
el docente le pide al alumno elegir valores muy grandes el alumno se puede
preguntar: ;por qué es relevante elegir esos nimeros para hacer un grafico? En
cambio, como veremos en el préximo problema, al tener que elegir o descartar
un gréfico esa informacién si resulta relevante. Es decir, la nocién de asintota

horizontal cobra sentido para el estudiante.

26



Primera parte: Funcién homogréfica

Anticipamos algunos posibles graficos de los alumnos:

Grdfico 1

0

42 11 %0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

4 5 1 12

En la elaboracién de este grafico solo se tuvieron en cuenta hasta los valores

10 y —10, y no se realiz6 un estudio para valores cercanos al 3.

Grdfico 2

25

20

15

10

En este grafico no se hizo un estudio minucioso para valores cercanos al 3

pero se “avanzd”, respecto al primero, en continuar la curva y en excluir al

27



FuNCION HOMOGRAFICA

3 del dominio. Aqui no fue tenido en

en los infinitos para la variable wx.

Grdfico 3
15

cuando x se acerca a 3 por la iz
muy grandes positivos 10

0

cuenta el “comportamiento” de la funcién

zquierda las imagenes dan valores

+ L
12-11-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

-5

cuando x se acerca a 3 por Id
muy grandes negativos ~ -10

01

derecha |las imagenes dan valores

Como podemos ver en este grafico, puede ocurrir que los alumnos se pre-

gunten qué ocurre con las imdgenes
situacién podrian utilizar la férmula

como la siguiente:

de valores cercanos al 3. Para explorar la

de / vy elaborar, por ejemplo, una tabla

x h(x)
2.9 14.5
2.99 149.5

2.999 1499.5...

3 No existe

3.001 —-1500.5...
3.01 -150.5
3.1 -15.5

28



Primera parte: Funcién homografica

Al ser estos puntos muy dificiles de representar, quizds los alumnos presen-
ten un grafico con alguna observacién escrita, como se muestra en el grafico 3.
Retomando estas ideas se podria presentar una discusién colectiva en torno
a qué ocurre a medida que los valores de x son mds cercanos al 3. Si surgié
en clase alguna tabla como la anterior, el docente puede proponer agregarle las

columnas de f yde g, es decir:

x f(x) g(x) h(x)
2.9 —-1.45 -0.1 14.5
2.99 -1.495 -0.01 149.5

2.999 -1.4995 -0.001 1499.5...
3 -1.5 0 No existe

3.001 -1.5005 0.001 -1500.5...

3.01 -1.505 0.01 -150.5
3.1 -1.55 0.1 -15.5

Con esta tabla se pretende analizar que cuando x toma valores cada vez
mds cercanos a 3 sus imdgenes son cada vez mds “grandes” en valor absoluto.
Esto ocurre porque, en la fé6rmula de 4, el divisor ( g(x)) estd cada vez mas
cerca del cero (y el dividendo es distinto de cero).

Se puede aprovechar esta conclusién para introducir la convencién grafica
de este comportamiento (dibujar con linea punteada la recta x = 3).

Luego se propondra hacer un gréfico de otra funcién 4 y una tabla semejante
ala anterior. En las dos tablas se espera analizar cudl es el comportamiento de 4
para valores cercanos al cero de g, y cdmo se representa esta relacién en un gréfico.

Finalmente, una posible intervencién docente puede ser:

f(x)

“Estamos trabajando con funciones /J(x) :T definidas como el co-
z(x

ciente entre dos lineales. En este tipo de funciones sucede que la raiz de ¢
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FuNCION HOMOGRAFICA

es el tinico nimero real que no estd en el dominio de 4, y resulta que al
tomar valores de x cada vez mds cercanos a él las imdgenes son muy grandes
(y cada vez mds) en valor absoluto. Esto tiene una consecuencia (o inter-

pretacién) grafica, que es que la curva se “aproxima” a una recta vertical”.

En relacién con lo anterior se podria dar la siguiente definicién de asintota

vertical:

Una recta vertical x = x, es asintota para una funcién b si se ‘aproxima”a
dicha recta cuando x toma valores cada vez mds “grandes” en valor absoluto.
En esta clase de funciones (cociente entre dos lineales) habrd una tnica
asintota vertical de ecuacién x = x,, donde x, no pertenece al dominio

de la funcién.

Luego, se pueden hacer las siguientes observaciones:

e cl grifico de la funcién es cada vez mds parecido a dicha recta vertical;
e al evaluar la férmula de 4 en valores de x cada vez mds “cercanos” a

X h(x) toma valores cada vez mis “grandes” en valor absoluto.

Cuestiones para el docente

Queremos destacar que esta definicidn, si bien es provisoria, es vdlida dentro
del contexto de las funciones homogréficas. Creemos mds “rico” comenzar
con esta definicién y mds adelante, cuando se vean funciones exponenciales y
logaritmicas, dar una definicién con mayor grado de generalidad.

Luego de explicitar la definicién de asintota vertical se puede retomar la
actividad 2 y discutir cudles de los graficos en esa instancia aceptados podria

ser el de la funcién 4. Se acuerda que el grafico que mejor se ajusta a las carac-
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teristicas de 4 es el sexto, sin embargo no se puede tener la certeza, ya que no
es posible saber cudl es su asintota horizontal al no disponer de las pendientes

de las rectas y de su relacién con la asintota.

Actividad 4

Sean f y g las funciones lineales dadas por los siguientes graficos, conside-

£(e)

ramos la funcién A, cuya expresién es 4(x)=

5
f
4
2
1 g
0
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Elegi, entre los siguientes graficos, cudl o cudles podrian corresponder a la funcién

h. Explicd el motivo de la eleccién y por qué fueron descartados los restantes.
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Grifico 1
-10 -8 6
Grdfico 2
6
4
h
2
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Grdfico 3

14 12 10

16

Grdfico 4

-14 -12 -10

-16
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Gridfico 5

16 14 12 10 8 b -4 -2 |0 2

-2

-4

-8

Objetivos

Con esta actividad pretendemos que los alumnos:

e através de las férmulas de las funciones f y g elaboren estrategias

para aceptar o descartar los distintos gréficos;

e exploren el comportamiento de 4 en valores cada vez mds “grandes”

de  en valor absoluto.

Comentarios sobre la actividad 4

A diferencia del problema 2, aqui todos los graficos cumplen las caracteristicas

de 4 que se pueden obtener a partir de los gréficos de f y de ¢ (dominio,

conjunto de ceros, positividad y negatividad). Por otro lado, este es el primer

problema en el que las dos rectas dadas son paralelas, un asunto que queremos

trabajar a la hora de decidir sobre un posible gréfico para la funcién 4.

Para la eleccion de los grificos se pueden utilizar argumentos sostenidos

en las siguientes cuestiones:
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e imdgenes de la funcién 4 a partir de los graficos de f y de g;
e imdgenes de la funcién 4 utilizando su férmula;
e cantidad de preimdgenes para cierto valor del conjunto imagen de 4;

e estudio del conjunto imagen de 4 a través del paralelismo de los graficos
f(x)

2(x)

de f yde g. Es decir, en este caso se puede deducir que #1
para todo x del dominio de /4, pues f y g son paralelas;
e cstudio a través de la férmula de 4 del comportamiento de la funcién

en valores cada vez mds “grandes” de la variable x.

Comentarios para el docente

El gréfico 2 puede elegirse como un posible grifico de 4, ya que no se puede
descartar con ninguno de los argumentos mencionados anteriormente. Con el
objetivo de analizar el comportamiento de 4 para valores de x cada vez més

grandes proponemos la siguiente actividad para la discusién colectiva:

Anticipar el resultado de las siguientes imdgenes y ordenarlas de menor a mayor.
Luego analizar las anticipaciones utilizando la férmula de b:

a) h(50), 5(100), 5(1000).

b) h(—1000), h(-100), »(-50).
Se espera concluir que al evaluar 4 en valores de x cada vez més “gran-

des” en valor absoluto se obtienen imdgenes cada vez mds préximas a 1.

Actividad 5

a) Completd la frase para cada funcién 4:

»

“A medida que se toman valores de x cada vez mds grandes, 4 ...
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_6x+4

_4x+2 M
2x+3 .

xX)=
x—1 2x+9

/7()36_+1

l. h(x) I. h(x)

b) ;Cémo representarias lo estudiado en el item (a) en un gréfico cartesiano?

Objetivos

Con esta actividad pretendemos que los alumnos:

e obtengan el valor al cual se aproxima /(x) para valores “grandes” de x;
e cxtiendan lo analizado numéricamente para finitos casos a valores de
x cada vez mds “grandes”;

e relacionen el estudio numérico realizado con el registro grafico.

Comentarios sobre la actividad 5

Es probable que los alumnos hagan tablas parecidas a las de la discusién colectiva
de la actividad anterior. A la hora de completar la frase (por ejemplo respecto de
la primera funcién) “A medida que se toman valores de x cada vez mds grandes,

h...” esperamos respuestas como:

e ...scacercaa3;
e ...es3;

e ...es2.9;

e ...es2.999.

A los alumnos que afirmen que 4(x) = 3, se les puede preguntar cémo
se puede encontrar un valor de x cuya imagen sea 3. Con esta pregunta se
espera concluir que a partir del andlisis de la ecuacién /(x) = 3 ningiin valor

de x tiene como imagen a 3 (o que 3 no estd en el conjunto imagen de 4).
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Por otro lado, si se responde que /(x) es2.999 el docente puede preguntar
cudl serfa ese valor de x. Al resolver la ecuacién 4(x) = 2.999 se obtiene como
solucién x = 2498.5, con lo cual se puede repreguntar: ;qué ocurre si se evaltia
4 en un valor mayor a 2498.5?

En la discusién colectiva de este item se espera concluir que al evaluar la
férmula de 4 en valores de x cada vez mds “grandes”, /(x) se aproxima a
3, aunque nunca llegue a tomar dicho valor. Si no se introdujo la convencién
grifica de este comportamiento, se puede aprovechar esta conclusién para
introducirla (dibujar con linea punteada la recta y = 3).

Con respecto al grifico, no se pretende que se haga un estudio porme-
norizado para cada funcién 4, sino que se tenga en cuenta qué sucede en los

“infinitos”. Un posible grafico para la primera funcién puede ser:

3.2

29

2.8

Como cierre de esta actividad se podria dar la siguiente definicién de

asintota horizontal:
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Una recta horizontal y =y, es asintota para una funcién b si se ‘aproxima’a
dicha recta cuando x toma valores cada vez mds “grandes” en valor absoluto.
En esta clase de funciones (cociente entre dos lineales) habrd una dnica
asintota horizontal de ecuacién y=y,, donde y, no pertenece a la

imagen de la funcién.®

Luego se pueden hacer las siguientes observaciones:

e significa que el grifico de la funcién es cada vez mds parecido a dicha
recta horizontal;
e alevaluarlaférmulade 4 envaloresde x cadavez mds grandes, /(x)

se aproxima a y,.

Comentarios para el docente

Al igual que con la asintota vertical, queremos destacar que varias de las cuestio-

nes mencionadas son vilidas dentro del contexto de las funciones homograficas.
Por otro lado, consideramos importante que todavia el docente no enuncie

que la asintota horizontal es la divisién de las pendientesde f yde g porque esta

propiedad se intentard conjeturar a partir de los préximos problemas con GG.

Anilisis del segundo bloque de problemas (con GeoGebra)”
Actividad 6

Ingresd en la “Barra de entrada”™

o f(x)=4x—8;

¢ Al igual que la definicién de asintota vertical, esta definicién para asintota horizontal también
es provisoria.
7 Ver “Cuestiones técnicas acerca de GeoGebra.
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g(x)=ax+6, donde “4” es un parimetro previamente ingresado;

h(x)=f(x)/ g().

Para cada uno de los siguientes items, en caso de ser posible halld una

funcién 4 que cumpla lo pedido, y anotd la férmula en tu carpeta. Si no es

posible, explicd por qué:

a)

b)

d)

°)

Ingresd en la “Barra de entrada” el punto “P= (1; 2.5)”. Modificando

el pardmetro “4” encontrd, si es posible, una funcién 4 cuyo grifico

pase por dicho punto.

Ingresd en la “Barra de entrada” el punto “P =(1,0)”. Modificando el
’ « » e . ., ,

pardmetro “4” encontrd, si es posible, una funcién 4 cuyo grafico pase

por dicho punto.

Ingresd en la “Barra de entrada” la recta “x =—-3". Modificando el
’ « » ’ . . ./

pardmetro “4” encontrd, si es posible, una funcién 4/ que tenga como

asintota vertical a la recta ingresada.

Ingresd en la “Barra de entrada” la recta “y =1". Modificando el pa-

rdmetro “4” encontrd, si es posible, una funcién 4 que tenga como

asintota horizontal a la recta ingresada.

Modificando el pardmetro “4” encontrd, si es posible, una funcién 4

« » 7 . <« »
que tenga ala recta “y =17 como asintota horizontal y a la recta “x = -3

como asintota vertical.

Objetivos

Con esta actividad se pretende profundizar lo trabajado anteriormente en

papel. A partir de esto comenzaremos a pensar en la relacién que existe entre

la asintota horizontal de 4 y las pendientes de f y de g, con el objetivo de
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elaborar una propiedad que nos permita calcular la asintota horizontal de 4

dividiendo las pendientes de f* y de g respectivamente.

Comentarios sobre la actividad 6

Como mencionamos anteriormente, es fundamental que hasta aqui los alumnos
no sepan que la asintota horizontal es la division de las pendientes de las rectas
porque es lo que se quiere comenzar a construir con esta actividad.

En el item (a) al mover el deslizador para los valores -7.5, =7.6 y =7.7
pareciera ser que el grifico pasa por el punto P. Los valores —7.5 y —7.7 se
pueden descartar utilizando la herramienta “Zoom de acercamiento”, ya que
el punto se “despega” del grifico de la funcién. Otra estrategia para descartar
estos valores puede ser utilizar la férmula de /4 para el “4” elegido evaluando
en 1. Esto se puede hacer ingresando en la “Barra de entrada” ().

Si, por ejemplo, un alumno toma 2 = —7.6 y hace varias veces zoom para
ver si el punto sigue estando en la grafica, al no “despegarse” el docente le puede
proponer corroborarlo utilizando la férmula de 4. En este caso se encuentra
un “2” que cumple con lo pedido, jexistird otro? Si se quiere probar que no, es
necesario plantear la ecuacidon A(1) = 2.5, es decir, 41—_8 =2,5.

al+6

Recomendamos que al pasar de un item a otro los alumnos oculten los
objetos que no son necesarios. Por ejemplo, para ocultar el punto ingresado
hay que hacer clic en el “circulito” que estd a su izquierda.

= Punto
-3 P=(1,25)
Respecto al item (b), esperamos que los estudiantes deduzcan que es imposi-

ble encontrar una funcién 4 que tengaraizen x =1 porque / no esraizde f.
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Sin embargo puede ocurrir que haya alumnos que no tengan en cuenta el
cero de f e intenten ajustar el valor de “2” hasta que 4 visualmente corte al

eje x en 1. Por ejemplo:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda LA
]l lofo) 4 N =] +)
» Vista Algebraica o » Vista Grafica

Funcién

1
® f(x) = 4x—8
® g(x) =300x+6
4x—8 o

gy
® h() = 355516

a =300 25 -2 -15 -1 -05 0 5 1 15 2.5 3 35
Punto
® A=(1,0) -0.5

Aqui el docente puede hacer zoom y mostrarle al alumno que 7 no era raiz de

« »

. Ante esta intervencidn es probable que se crea que si se aumenta el valor de “z
se puede lograr que 4 pase por el punto (1,0). Por ejemplo, se puede ingresar

a4 =1000 vy se obtiene el siguiente grifico: (ver: http://ggbm.at/ GGHbvnhE).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda ‘ Abrir

] Al > o)of 4[N =] +)

B
N\
» Vista Algebraica [X] [» Vista Gréfica
Funcién
® f(x) =4x—8 1
® g(x) = 1000x + 6

4x—8 05
® hl) = f550x16
NGmero h
a = 1000 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2.5 3 3
Punto
® A=(1,0) o

ABC

29
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Aqui, utilizar la herramienta “Zoom” para ver que el grfico no pasa por el
punto pedido puede ser més costoso. Este efecto de que la curva se pega al eje
x cerca del 1 se puede estudiar nuevamente con el uso de la f6rmula, es decir,
calculando /(1). Al ingresar en la “Barra de entrada” 4(1) el programa da
como resultado “cero”. Esperamos que el docente ponga en duda esta cuestion

e intervenga para que se contraste este valor con el que se obtiene al hacer la

cuenta “a mano”. El valor hallado es — , con lo cual se espera dar una ex-
plicacién de esta situacién. Una posibilidad es discutir acerca de la cantidad de
cifras decimales que estd mostrando el programa. Para ampliar esta discusién el
docente puede aumentar la cantidad de cifras decimales. Si se eligen tres cifras,
el valor mostrado es —0.004, esto permite concluir que para esta funcién 5,
/(1) no es “cero”, con lo cual ese valor de “4” no sirve.

Con un razonamiento similar se pueden descartar muchos valores de “2”,
salvo que se elija un valor suficientemente grande (por ejemplo 10'), tal que,
al calcular con el programa, /(1) nos muestre por resultado “cero” aun viendo
quince cifras decimales. Una opcién para descartar este valor de “2” puede ser
usar otra herramienta o hacer la cuenta “a mano”.

De esta manera se espera discutir acerca de las limitaciones del software a
la hora de hacer cdlculos. Estas limitaciones estdn vinculadas a la cantidad de
digitos con los que trabaja el GeoGebra y al redondeo que efectta.

Por dltimo, este trabajo se puede concluir comentando que a veces no es
posible argumentar una conclusién basindose en la vista gréfica o en la vista
algebraica del programa.

También el docente puede proponer que revisen en los problemas anteriores

qué relacién habia entre el cero de 4 y las funciones f y g.
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Respecto al item (c), quizds haya alumnos que no tuvieron en cuenta el cero
de g,y explorando encontraron valores de “4” cercanos al 2 porque visualmente
parecia que 4 tenfa una asintota vertical en —3. Por ejemplo, eligiendo 2=1.9
se cumple que tomando valores de x cada mds cercanos a —3 las imdgenes son
cada vez mds “grandes” en valor absoluto. Sin embargo, esto no es suficiente
para garantizar que x =—3 sea asintota. Una posible intervencién docente
puede ser: ;qué relacién hay entre el cero de g y la asintota vertical?

También para este item nos podemos preguntar si el valor de “4” es tinico.
Para argumentar que lo es, se puede plantear la ecuacién g(—3) =0 y ver que
a =2 es la Gnica solucién.

Por otro lado, al evaluar /J(—S) utilizando GeoGebra, en la funcién

4x—8
h(x)=——
(%) 2x+6
nidad para explicar que esta escritura que utiliza el GeoGebra significa que si

se muestra el “valor” —oo. Quizds esta sea una buena oportu-

evaluamos en valores de x cada vez mds cercanos al -3, quiere decir que 4(x)
toma valores més “grandes” en valor absoluto.®

Respecto al item (d), el alumno que recuerde la actividad anterior quizds
deduzca que las rectas tienen que ser paralelas para que 1 no pertenezca a la
imagen de 4, es decir que “4” tiene que valer 4. Una manera de chequear que
si @ =4 la asintota horizontal es y =1 es ver que para ese valor de “4”, 1 no
pertenece a la imagen de 4. Para esto se puede analizar si la ecuacién 4(x)=1
tiene o no solucién. En caso de no tener solucion, estarfa verificado que 1 no
pertenece a la imagen, en consecuencia la asintota horizontal es la deseada.

Aqui también nos podemos preguntar si “z=4" es el unico valor que

cumple lo pedido. Analizar esta cuestién pidiendo que f y g sean paralelas

8 Desconocemos el criterio que GeoGebra usa para atribuirle un signo al simbolo que representa
el infinito.
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resulta sencillo. Por el contrario, para usar ecuaciones se tendria que plantear

., 4x . .,
h(x)=1 yargumentar que la ecuacién ——— =1 no tiene solucién solamente
y
ax+6

para “a=4", lo cual nos parece muy dificil a esta altura de la secuencia.

Otros estudiantes podrdn ir ajustando el pardmetro “4” hasta que crean

q

que la asintota horizontal es 1. Puede ocurrir que haya alumnos que tomen
a=390a=4.1.

Para estos casos se puede preguntar si es cierto que evaluando en valores

cada vez mds “grandes” la funcién se aproxima a 1. A continuacién mostramos

una pantalla en la que se elige 2 = 4.1 y se evalGa 4 en valores cada vez mds

grandes en valor absoluto. (Ver: http://ggbm.at/YDh9jDQy).

. . o2 i [=1
R I P OO L] N e 22 <) :
» Vista Algebraica » Vista Gréfica
Funcién
® f(x) =4x—8
® g(x) =41x+6
4x—8
h(x) = ———
® M) arars
Nimero
a=4.1
¢ = 0.972235752557233 h
d = 0.975271911427596
i=0.975575967180968
Recta 777
@ by=1
6 -5 -4 -3 -2
9 f

En la pantalla figuran: ¢=4(1000);° e=/(10000); i =/(100000). En
estas tres evaluaciones los resultados dan aproximadamente 0.97, y su desa-
rrollo decimal contintia aunque no coinciden exactamente. Se puede observar

que al evaluar /4 en valores cada vez mds grandes (por ejemplo 107, 10%, 10°)

? En las tltimas versiones de GeoGebra al ingresar 4#(1000) el programa deja el nimero expresado
en fraccién. Para visualizar su desarrollo decimal hay que hacer clic derecho sobre €, luego ir a
“Propiedades-Algebra” y desactivar “Simbélico”.
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los resultados son menores a 0.98, es por esto que se puede sospechar que “2”
no puede ser 4.1. En las cuestiones para el docente proponemos diferentes

alternativas para descartar este valor de “4”.

Cuestiones para el docente

Respecto de la herramienta “Zoom” del GG, un conocimiento que pretendemos
trabajar durante esta secuencia es que dicha herramienta sirve para descartar
conjeturas o para mostrar que algo no estd ocurriendo, pero no valida estas
cuestiones porque se podria hacer zoom “infinitamente”.

Queremos hacer notar que en el item (c) para descartar valores de “4”
cercanos a 2 es necesario estudiar el dominio de 4, no basta con evaluar la
funcién en dichos valores y ver que sus imdgenes son cada vez mds “grandes”,
pues estarfamos frente a la siguiente pregunta: ;qué es ser cada vez mds “gran-
des”? Esta cuestidn ocurre porque no disponemos del concepto de /mite. Aqui
se puede recuperar la definicion dada de asintota vertical y discutir la siguiente
cuestién: basta con que g(—3)=0 para garantizar que 4 tendrd una asintota
vertical en x =—3. Por otro lado, podemos analizar que si g(#)#0 entonces
X =1 no serd asintota vertical de 4.

La discusién sobre el item (d) puede resultar mds “trabajosa”. ;Cémo
descartar los valores de 2= 3.9 0 @ = 4.1? Gréficamente “parece” que con esos
valores 4 tiene una asintota horizontal en y =1.

Los valores 3.9 0 4.1 para “2” pueden descartarse basindose en el conjunto

imagen de la funcién 4/ mediante las siguientes cuestiones:

e Tomando « = 3.9 y considerando que /4(100000) da un ntimero

mayor a 1, estaria ocurriendo que en algin momento el grifico corta
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a la asintota horizontal. Es decir, 1 estarfa en la imagen. El valor 4.1 se

descarta con un razonamiento similar.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda ‘ Abrir sesién...
Y B R 3 ol =) BN I 3 =
) Vista Algebraica ) Vista Gréfica

Funcién
® f(x) =4x—8
® g(x) =3.9x+6

4x—8
® K= Sowae

NGmero
a=3.9
b = 1.025604734286139 h

Recta

@®cy=1

Q

b=14(100000)

o Si“4” vale 3.9 las rectas, al tener distinta pendiente, se cortan en algin
punto. Por lo tanto, 4 evaluada en la coordenada x de ese punto tiene
que dar 1. Es decir, 1 no puede ser asintota horizontal.

e El docente puede preguntar por alguna férmula de , por ejemplo

h(x)= Ax=8 , y ver que 1 estd en la imagen resolviendo la ecuacién:
4.1x+6
4x —
=———=4.1lx+6=4x-8=0.Ix=-14 = x =-140
4.1x+6

Por lo tanto, “4” no puede ser 4.1 porque 4(—140) =1

Nos parece interesante que durante la puesta en comun surjan varias de
estas argumentaciones porque cada una trabaja distintas propiedades. Espera-
mos fomentar este tipo de justificaciones ya que no estin basadas en lo que se

visualiza en la pantalla.
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Querfamos recordar que en estas estrategias estamos utilizando fuertemente
que una funcién homogréfica no corta a la asintota horizontal, algo que si puede
ocurrir en otro tipo de funciones.

Por dltimo, si surge en la clase, también se puede preguntar por qué a veces
b es una funcién lineal. Dejaremos para la segunda parte de la secuencia el

caso en que 4 es una funcién constante.

Actividad 7
Ingresd en la “Barra de entrada™

o f(x)=4x-8
e g(x)=ax+b,donde “4” y “b” son pardmetros previamente ingresados;

o hlx)=f(x)/ g(x)

Para cada uno de los siguientes items, en caso de ser posible halld una
funcién / que cumpla lo pedido, y anotd la férmula en tu carpeta. Si no es
posible, explicd por qué:

a) Ingresd en la “Barra de entrada” la recta x = —3. Modificando los pard-
metros “2” y/o “b” encontrd, si es posible, dos funciones 4/ que tengan
como asintota vertical a la recta ingresada.

b) Ingresd en la “Barra de entrada” la recta y =1. Modificando los pardme-
tros “a” ylo “b” encontrd, si es posible, dos funciones 4 que tengan
como asintota horizontal a la recta ingresada.

¢) Modificando los pardmetros “4” y/o “b” encontrd, si es posible, una

funcién / que tenga alarecta y =1 como asintota horizontal y a la

recta x =—3 como asintota vertical.
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Objetivos

Entre los objetivos de este problema se encuentran:

e establecer relaciones entre los pardmetros para que se cumplan las
condiciones planteadas;

o identificar diferentes funciones 4 y conjeturar mediante la exploracién
con el GG que la ordenada al origen de la funcién g no influye para

determinar una asintota horizontal.

Comentarios

Para el {tem (a) se pueden obtener diferentes (infinitas) parejas de parimetros
p parej p
“a” y “b”, de manera tal que 34+ 6 =0. Estos se pueden encontrar ajustando
uno de ellos, mientras el otro se mantiene fijo. Una manera de lograrlo es fijar
<« » . <« » .
a”y ajustar “b” para que la recta g corte al eje x en —3.
Respecto del item (b), si bien existen infinitas férmulas todas tienen el
mismo valor de “4”. ;Existird alguna férmula que tenga otro valor para “4”?
Se pueden escribir varias férmulas en el pizarrén y preguntar qué tienen en
comun. Del mismo modo, se les puede solicitar a los alumnos argumentos de

por qué 1 no estd en la imagen de dichas funciones. Por ejemplo, con =1y

a = 4, paraargumentar que 1 no estd en la imagen se puede plantear la ecuacién:
4x—8
4x+1

=1 4x—-8=4x+1<=-8=1

El docente, luego, podria preguntar: ;por qué la ecuacién no tiene solu-
cién?, ;qué ocurre con la “cuenta’?, para identificar que “al quedarnos sin x” la
ecuacién anterior se transformard en una desigualdad para todo x, y que por lo
tanto no tiene solucién. También se puede analizar la ecuacién 4x —8 =4x +1

e identificar que ningtn valor de x cumple la igualdad.

48



Primera parte: Funcién homogréfica

Por otro lado, nos parece conveniente discutir el rol del pardmetro “4”, ya
que seguramente hayan surgido distintos valores. El docente puede preguntar
si “4” admite cualquier valor (siempre considerando 2 = 4). Como la asintota
horizontal tiene que ser 1, “4” no puede tomar el valor —8, pues en ese caso
b seria una funcién constante con un “agujero”. Para los demds valores de “4”
se puede argumentar desde distintos enfoques que, independientemente de su

valor, la asintota horizontal es 1. Por ejemplo:

e interpretando que la ecuacién 4x —8 = 4x + & no tiene solucién cuando
“b” es distinto de —8;
e interpretando que las rectas y =4x—8 ¢ y =4x+b vanaser paralelas

(no coincidentes) para cualquier valor de “4” distinto de —8. Por lo

£(x)

También se puede visualizar en GeoGebra que cuando x toma valores

tanto, para esos valores de “4” 1 no estd en la imagen de /()

cada vez més “grandes” en valor absoluto las imdgenes se van aproximando a 1
independientemente del valor de “4”, y que ademds esta cuestién no depende
del pardmetro. Por ejemplo, dejando fijo el pardmetro 2 en 4 e ingresando
en la “Barra de entrada” 4(10000), 4(100000) y (1000000), al mover el
pardmetro “4” se puede visualizar que las primeras cifras de las imdgenes no
cambian, y también que a medida que aumenta el valor de x la imagen estd

mis cerca del 1. (Ver: http://ggbm.at/eeSH2au6).
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda L
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En la imagen anterior, ¢ =4(10000), & =/(100000)y e =/4(1000000).

Como cierre, el docente puede comentar que la ordenada al origen de la
recta g no afecta a la asintota horizontal.

¢Ocurrird lo mismo con la ordenada al origen de f? Esto se trabajard en el
siguiente problema.

Por ultimo, otra observacién que nos resulta interesante discutir con los
alumnos es que en los dos primeros items hay infinitas funciones 4 que cumplen
lo pedido, sin embargo, en el item (a) para cada valor de “4” existe un tnico
“b” y viceversa. En cambio, en el {tem (b) hay un tnico valor de “2”, y “4”
puede tomar cualquier valor, excepto el —8, pues las rectas serfan coincidentes.

Actividad 8 Ingresd en la “Barra de entrada”:

e f(x)=12x+c, donde “c” es un pardmetro previamente ingresado;

° g(x) =ax+5, donde “4” es un pardmetro previamente ingresado;

o h(x)=f(x)/g(x).
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Para cada uno de los siguientes items, en caso de ser posible, halld una

funcién 4 que cumpla lo pedido y anotd la férmula en tu carpeta. Si no es

posible, explicd por qué:

a)

b)

Ingresd en la “Barra de entrada” la recta y = 2. Modificando los pa-
rametros “4” y “c” encontrd, si es posible, dos funciones 4 que tengan
como asintota horizontal a la recta ingresada.
Ingresa en la “Barra de entrada” la recta y = —3. Modificando los pa-
g J
’ <« » « » ’ . . .
rdmetros “2” y “c” encontrd, si es posible, dos funciones 4 que tengan

como asintota horizontal a la recta ingresada.

Objetivos

Con esta actividad pretendemos que los alumnos:

identifiquen diferentes funciones 4 y conjeturen mediante la explo-
racién con el GG que la ordenada al origen de la funcién fno influye
para determinar una asintota horizontal;

construyan (con la intervencion del docente) la siguiente propiedad: si
f(x)

f v g son funciones lineales, la asintota horizontal de /(x)= B
g(x

es la divisién de las pendientes de f y de g respectivamente.'

Comentarios

Una estrategia posible para hallar una funcién 4/ que tengaalarecta y =2 como

asintota puede ser ingresar en la “Barra de entrada” /1(10000), h(lOOOOO) y

/(1000000), y luego mover alguno de los pardmetros para lograr que dichas

imdgenes se acerquen a 2. Si se comienza moviendo “c” se visualiza que las primeras

1% Como venimos notando, esta propiedad es provisoria, pues fy g no tienen que compartir raices.
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cifras de las evaluaciones no cambian. Por lo tanto, puede resultar muy costoso

llegar a un valor muy cercano a 2. Por ejemplo: (ver: http://ggbm.at/fMFMxtaN).
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En la pantalla anterior, d = /7(10000), e= /1(10000) ei= /1(1000000).
Al mover “c”, estas imdgenes se aproximan a 3.

Ante esta dificultad resulta conveniente mover el pardmetro “4” y dejar fijo
“c”. Creemos que los alumnos irdn ajustando “4” hasta que las imdgenes sean
casi 2 y obtener valores como 2 = 5.9, 2 = 6 o 6.1. Para estos valores de “a”,
efectivamente /4(10000), 4#(100000) y 4(1000000) son valores cercanos al
2. Para decidir si estos valores de “2” cumplen lo pedido para cada 4 se puede
plantear la ecuacién /(x) = 2. Para buscar otra funcién que cumpla lo pedido

se deberd variar el pardmetro “c”. Puede ocurrir que cuando un alumno tome

a=6 y ¢=10 diga que la funcién 4 “desaparece”. Esto ocurre porque en la

funcién b(x) = %
X+

coincide con la recta y =2. Aqui el docente puede decir que esta eleccién en-

, [y g comparten raices, y justo el grafico de 4

tonces no sirve, y que a partir de la actividad 11 se profundizard en esta cuestion.
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Respecto al item (b), mediante la exploracion los alumnos se pueden dar
cuenta de que ningtin valor de “4” positivo sirve para que 4 tenga asintota
horizontal en —3. Luego, el “ajuste” del pardmetro es similar al item anterior.

En la discusién colectiva el docente puede pedir algunas funciones f del
item (a) y preguntar sobre los valores de “2” y “c”. Los valores de “4” distintos
a 6 se pueden descartar planteando la ecuacién /(x)=2 y viendo que tiene
solucién. Una vez llegado al “acuerdo” de que “4” tiene que ser 6, se puede
preguntar: jinfluye el valor de “c” para que /4 tenga asintota horizontal en
y =22, ;puede tomar “c” cualquier valor?

Al igual que en el problema anterior se puede validar que “c” puede ser
cualquier nimero real distinto de 10 planteando la siguiente ecuacién:

2x+c
6x+5

Y luego ver que si ¢ #10 la ecuacién no tiene solucién.

Este mismo trabajo se puede hacer con el item (b), donde la asintota ho-
rizontal tiene que ser y =-3.

Como cierre de estos dos items se puede enunciar lo siguiente: en el pro-
blema anterior sabfamos que la ordenada al origen de f no “afectaba” a la
asintota horizontal. Ahora sabemos que la ordenada de ¢ tampoco la “afecta”.
Es decir que las ordenadas al origen de las rectas no juegan ningiin papel a la hora
de encontrar la asintota horizontal de h.

El docente, luego, puede preguntar: si queremos que la asintota horizon-
tal sea y = 4, ;qué pendiente tiene que tener g2, ;y si se quiere que sea y = 62,
sy=—220;y=122

Al plantear las distintas ecuaciones y obtener los valores de “4” se puede

hacer una tabla como la siguiente:
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Pendiente de f° Asintota horizontal Pendiente de g (2)
12 2 6
12 -3 —4
12 6 2
12 -2 -6
12 12 1

Se espera concluir que: “pendiente de f = (pendiente de g).(valor de asintota
horizontal)”. En las cuestiones para el docente proponemos dos validaciones

diferentes.

Cuestiones para el docente

El docente podrd proponer algtin tipo de validacién, aunque no sea tan rigurosa,
sobre la propiedad antes mencionada. Se nos ocurren dos argumentaciones en
las que el recurso en cuestién es diferente: en la primera planteamos ecuaciones
para hallar el valor que no estd en el conjunto imagen, y en la segunda utili-
zaremos una reescritura de la férmula de la funcién 4 para ver la “tendencia”
cuando x toma valores cada vez mds “grandes”. En ambas partiremos de una

funcién 4 particular para luego arribar a una generalizacién.
12x+7

ax+5
y preguntar: ;jcudnto tiene que valer “4” si queremos que la asintota horizontal sea

Para avanzar en la generalizacién se puede analizar la funcién 4 (x) =

y = 60? Nuevamente se debe cumplir que la siguiente ecuacién no tenga solucién:

12x+7 =60(ax +5) < 12x +7 = 60.2.x + 300

Al ser 7 distinto de 300, basta ver que 60.2 =12 < 2=12/60.
A partir de este ejemplo se puede reafirmar que las pendientes de [y

g son las que influyen en el valor de la asintota horizontal de 4 (y no sus
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ordenadas al origen). Mds aun, la relacion es: ‘pendiente de f = (pendiente de
g)-(asintota horizontal)”.

Conociendo, entonces, el valor de la pendiente de f y el de la asintota
horizontal de 4, podemos deducir el valor de la pendiente de g; o bien, co-
nociendo el valor de la pendiente de f y de g, podemos deducir el valor de
la asintota horizontal de 4.

Como mencionamos, la segunda argumentacién que proponemos es por
medio de la “tendencia”. Nuevamente, a partir de un ejemplo se puede plantear

por qué /4 se acerca al valor de la asintota horizontal para valores cada vez més

grandes, por ejemplo si /(x)= 12x+3,
6x—2
12.10000 +
h(loooo):Mzz,ooouwa..

6.10000 -2

£(100000) = 2 190000%3 _ 5 460011166...
6.100000 — 2
12.1

£(1000000) = 21900000+ 3 _ ) 550011166
6.1000000 — 2

Entonces, este razonamiento se puede seguir aplicando para valores de x

cada vez mds grandes, para los cuales ocurrird /(x) = 12043 12x_12_ 2

x4 6x-2 6x 6
Mis atn, si A(x)= , para valores de x cada vez mds grandes se

ax+5
tiene que:

12x+¢ 12x 12
h(x)= AR L

ax+5 ax a

Queremos distinguir que este procedimiento, para argumentar cémo
anticipar o calcular el valor de la asintota horizontal, es mds general que el

anterior, ya que el primero no podrd utilizarse para las funciones racionales
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no homogrificas; por el contrario, este tltimo si se podrd utilizar en funciones
racionales.

Hemos dado dos posibles argumentaciones de la siguiente propiedad:

:f(x),l,l[ q

“ = aeiaRn lineal 1] {eo
s, oAy SO TR Ctones HnCarcs;—1a astntota

horizontal se puede calcular dividiendo la pendiente de f* sobrelade g.
Por lo tanto, si f y g son rectas paralelas distintas, se puede asegurar

que y =1 es asintota horizontal de la funcién cociente entre ambas.

Actividad 9
1) Sea h(x)=2212
x—=2

a) Halld todos los x para los cuales /(x) es positiva y todos los x
para los cuales /(x) es negativa.
b) Halld el cero de 4, la asintota vertical y la asintota horizontal.

¢) Realizd un grifico aproximado de la funcién 4.

100x—101
100x—100°

a) Halld todos los x para los cuales /(x) es positiva y todos los x

2) Sea /7(x) =

para los cuales /(x) es negativa.
b) Halld el cero de 4, la asintota vertical y la asintota horizontal.
c) Realizd en la carpeta un gréfico aproximado de la funcién 4.
d) Ingresd la funcién 4 en el GeoGebra y verificd que se obtiene un

grafico “semejante” al realizado en “lapiz y papel”.

' Més adelante se excluird el caso en que fy g compartan raices.
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Objetivos
El objetivo de esta actividad es afianzar todos los conocimientos aprendidos
hasta aqui y que los alumnos elaboren una técnica para estudiar una funcién del
. ax+0b . :
tipo /(x)=——, donde, por ahora, las funciones lineales ax+b y cx+d
ox+d
no comparten raices.

Por otro lado, en esta actividad problematizaremos el uso del GG como

una herramienta de verificacidn.

Comentarios

Respecto al item (1), una vez realizado el grifico de /4 en la carpeta, el docente
puede sugerirles a los alumnos que ingresen la funcién en la “Barra de entrada”
del GG y que verifiquen que los gréficos son “parecidos”. Se puede discutir
con los alumnos qué aspectos o cudles caracteristicas deben ser idénticas en
ambos y cudles resultan irrelevantes, para establecer que, independientemente
del dibujo realizado, de la escala elegida o del trazo, ambos deben tener el
mismo dominio, el mismo conjunto de ceros, positividad y negatividad, las
mismas asintotas, y la curva debe tener la forma “hiperbélica” que caracteriza
a las funciones de esta clase.

El programa cuenta con comandos para hallar, por ejemplo, las ecuaciones
de las asintotas o el conjunto de ceros de una funcién. En este caso nos interesa
volver a sefialar que para obtener esta informacién el programa utiliza métodos
numéricos, por lo tanto proporciona datos de forma aproximada.

Se pretende establecer un didlogo entre los diferentes registros que presenta
el programa, la informacién extraida por los alumnos y el grifico elaborado a

mano. Consideramos que es necesario generar una mirada activa y critica frente
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a lo que el software nos brinda, a fin de generar un anilisis de lo hecho por
el programa que les permita a los alumnos evolucionar en un uso “experto”.

Puede ocurrir que al ingresar la férmula en la “Barra de entrada” no se tengan
en cuenta los paréntesis, este error debe ser superado para poder comparar los
gréficos. Esta situacion no influfa cuando se ingresaban previamente las rectas
y luego el cociente entre ambas. Si se comete este error, la funcién dibujada en
la carpeta serd diferente a la que el software dibuje, por lo cual es posible que
tengan diferente dominio, ceros, etcétera. En este caso, los alumnos podrén
visualizar en la vista algebraica que la férmula que el software estd considerando
no es la que ellos quieren graficar.

Respecto del item (2), queremos resaltar que en la pantalla del GG al ingresar

la férmula de 4(x)= 100x—101

se visualiza un grafico que poco deja “ver”:
100x—-100 & quep )

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Aqui, las “ramas” de la gréfica se ven casi verticales y horizontales, ;serd
que lo son? ;El gréifico elaborado en la carpeta es “parecido” a este? ;Cémo
comparar ambos graficos?

Queremos mencionar algunos recursos que ayudardn a pensar las preguntas
anteriores. El recurso del zoom de acercamiento permitird ver localmente alguna
situacién deseada. Por ejemplo, en el grafico se visualiza que la funcién corta
el eje x en x =1, sin embargo al realizar zoom de acercamiento en este sector

se descarta esa primera conjetura, como se muestra en la siguiente imagen:

0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.

Respecto del zoom, queremos mencionar que en el caso del acercamiento
se pierde la mirada global del gréfico, y en el caso del zoom de alejamiento se
pierde la mirada local del gréfico de la funcidn.

Teniendo en cuenta la imagen anterior se llegé a descartar que 1 fuera raiz
de A, pero visualmente el grafico de la funcién se encuentra “cerca’ de dicho
numero y sigue pareciéndose al de una recta vertical. Un recurso que el docente

puede presentar es el de modificar la escala de los ¢jes. Este tltimo permitird
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ver que en realidad las ramas del grifico son curvas, y “pondrd luz” a un grafico
que en principio era dificil de interpretar.

Nos resulta interesante que los alumnos adopten mecanismos de control
acerca de las cosas que se ven en la pantalla del GG, que cuenten con estrategias

< » . . .

para “ver” mejor lo que saben que debe ocurrir y puedan relacionarlo con las
actividades anteriores.

Como cierre de esta primera parte, el docente puede organizar junto con

los estudiantes lo analizado a lo largo de los problemas anteriores:

Siendo A(x)= 'Z(L:)) ,

Dom de 4 R -{Cero de g}
Cero de / Cerode f
Asintota vertical de 4 Cerode ¢
pendiente de f
Asintota horizontal de 4 pendiente de g

En las actividades que siguen nos proponemos precisar qué relacién o
condicién deben cumplir las funciones lineales f y g para que 4 resulte

una funcién homogriéfica.
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Cociente de funciones lineales

Objetivos generales

f(x)

Siendo 4(x)=*——=,donde f y g son funciones lineales, pretendemos que

(%)

los alumnos:

e identifiquen cudndo 4 esuna funcién homogrificay cudndo no lo es;
e estudien los distintos casos en los que 4 no es una funcién homogréfica;
e grafiquen cualquier funcién cuya férmula es un cociente de funciones

lineales.

A continuacién presentaremos las distintas actividades de esta segunda parte
de la secuencia con los objetivos de cada problema y algunos comentarios que

consideramos importantes.
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Andlisis de los problemas
Actividad 10

Sean f y g las funciones lineales dadas por los siguientes gréficos, conside-
f(x)
g(x)

ramos la funcién 4, cuya expresion es (x) =

a) Encontrd tres puntos que pertenezcan al gréfico de 4.

b) Halld el conjunto de todos los x para los que 4 sea positiva, negativa
o cero.

¢) Proponé un grafico parala funcién 4. Silo considerds necesario podés
agregar mds datos a los obtenidos anteriormente.

d) Ingresd lafuncién 4 en el GeoGebray verificd que se obtiene un gréfico

“semejante” al realizado en “ldpiz y papel”.
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Objetivos
Comenzar a explorar que no siempre que se dividan dos funciones lineales se

obtendr4 una funcién homogréfica, sino que puede ser de otro tipo.

Comentarios

Puede ocurrir que haya alumnos que se sorprendan de que los tres puntos
encontrados estén alineados. Por lo trabajado en los problemas anteriores
quizd se crea que esto no es posible e intenten buscar mds puntos que no estén
alineados, lo cual es imposible.

En la discusién colectiva el docente puede preguntar sobre el grifico de 4
y pedir argumentos acerca de por qué los puntos estdn alineados. Es de esperar
que surja que 4 es una funcién lineal porque su férmulaes /4(x)=—x—2. Se
espera que a partir de este problema se cuestione que no siempre el cociente
de dos funciones lineales es una funcién homogréfica. De esta manera cobra
sentido explorar diferentes situaciones para caracterizar como deben ser f y
¢ para que la funcién cociente resulte una funcién homografica.

Se podria dejar como tarea un problema en el que la funcién f sea

constante.

Actividad 11

Sean f y g dos funciones lineales dadas por sus graficos, definimos a la fun-

g(x)

cién A como /J(x)
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a) Hallg, si es posible, las siguientes imdgenes: /# (=2), » (=1), 5 (0), » (-3).

b) Halld el conjunto de todos los x para los que b(x) sea positiva, ne-
gativa o cero.

¢) Proponé un posible grifico para la funcién 4.

d) Ingresdlafuncidn 4 en el GeoGebray verificd que se obtiene un gréfico

semejante al realizado en “ldpiz y papel”.

Objetivos

Con este problema pretendemos comenzar a estudiar la situacién en la que

[y g comparten una raiz, con la finalidad de concluir que, si se dividen dos
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funciones lineales que comparten raiz, o, dicho de otro modo, si son funciones

f(x)

lineales “proporcionales”, entonces la funcién 4(x) =(— es una funcién casi
Z\x
constante (salvo en un punto en el que no estd definida).

Comentarios

Con respecto al item (a), todas las imdgenes se pueden obtener del grifico
salvo /(—3), que no existe. Creemos que este hecho causari cierta sorpresa al
notar que todas las imdgenes calculadas dan 2, y que este comportamiento es
inesperado y diferente a lo que se venia analizando, lo que puede motivar la
busqueda de razones y explicaciones de manera mds genuina por parte de los
estudiantes. Por la inercia de los problemas anteriores quizd se crea que /(-3)
es 1 porque alli se intersecan las rectas, o cero porque f(—3) = 0. Esto se puede
discutir en el espacio colectivo.

También les puede asombrar que 4 es siempre positiva ya que en las fun-
ciones trabajadas hasta el momento hubo cambio de signo.

Con respecto al posible grifico, seguramente ocurra que se quieran encon-
trar las férmulas de f* y de g para analizar por qué las imdgenes calculadas
les fueron dando siempre 2. Al obtener /4(x)= % esperamos argumentos

x
provisorios del tipo “siempre que se reemplace la x por un niimero va a dar 2

porque f es el doble que ¢”.

Dependiendo del trabajo que se haya hecho con factor comian puede ocurrir
2(x+3)

x+3
este caso es necesario reflexionar sobre cudl serd el dominio de la funcién 4.

que reescriban 4 como A(x)= . o bien, cancelando, b(x) =2.En

En cuanto al gréfico de 4 se puede preguntar: jes una recta horizontal en
y =2? Pretendemos que se deduzca que 4 es una funcién constante, pero al

no estar definida en x =—3 presenta alli un “agujero”.
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Al cargar las funciones f y g enel GGy ver que el grifico de 4 es una
recta, se puede notar que la discusiéon del dominio de la funcién cociente no es
algo que proporcione el software directamente, ya que el programa no hace el
“agujero”. Sin embargo, al ingresar en la “Barra de entrada” /(-3) el programa

responde “indefinido”.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

AL > OO 4[N reef 2] )
» Vista Algebraica X| |~ Vista Grafica
Funcién THER =
® f(x) =2x+6
@ g(x) =x+3 6
2x+06
h =
® W= ey -
Nimero
a indefinido 4
Punto
A=(3,0) 3
B=(-1,4)
D= (-1, 2) 2
1
0
9 -8 -7 2 o 1 2 3 4
-1
-2
4] i [ T -3

Por dltimo, en la discusién colectiva se espera completar una propiedad
trabajada anteriormente y que mencionamos como provisoria: “Si los gréficos
de f yde g secortan fuera del eje x, sucede que 4 vale 1 en la abscisa del

punto de corte. En cambio, si se cortan sobre el eje x resulta que 4 no estd

definida en tal abscisa”.
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Segunda parte: Cociente de funciones lineales

Actividad 12 (para trabajar con GeoGebra)
Ingresd en la “Barra de entrada’
o f(x)=4x+2;
e g(x)=ax+b,donde “a”y “b” son pardmetros previamente ingresados;

o h(x)=f(x)/g(x)

Modificando los pardmetros “2” y “6” encontré, si es posible, dos funciones
lineales ¢ tales que / sea una funcién constante. Para las funciones encontra-

das, ;en qué punto habria un “agujero”?

Objetivos

Con este problema se espera construir con los alumnos la siguiente propiedad:

Si dos funciones lineales "y ¢ comparten raiz (o son “proporciona-
les”), resulta que /= f/ g es una funcién constante en su dominio

(R - {mz’zde g}).

Comentarios
4x+2

b
ax+b
en las que las férmulas de f* y g serdn “proporcionales”, basta que la ex-

Para este problema pueden encontrarse infinitas funciones 4 (x)=

presién ax+b coincida con k(4x+2) para cualquier valor de 4 no nulo;
por lo tanto, para cada valor de “4” elegido corresponderd un tnico valor de
<« » .7

6" que produce una funcién 4 constante. Suponemos, entonces, que en las
propuestas de los alumnos surgirdn varias posibilidades, y en cada una de ellas
el valor constante de 4 y el lugar del “agujero” serd diferente y particular de

cada ejemplo.
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FuNCION HOMOGRAFICA

De la exploracién con GG se espera que los alumnos arriben a la siguiente
conjetura: si g es ‘proporcional” a f, entonces b es una funcion constante.

Por lo trabajado en el problema anterior es de esperar que se considere a la
funcién g como “la mitad de” f, es decir, tomando 2 =2 y & =1. Al pedirse
dos funciones, quizds haya alumnos que prueben con “el doble”, es decir,

y b=4, o el triple.

El docente, en la discusién colectiva, puede preguntar por dos cuestiones:

e porqué tomandoa g como “proporcional” de f, siempre 4 es una
iporq g prop > p
funcién constante?;

e ;por qué haciendo esta eleccién siempre f y g, comparten raiz?

Pretendemos que las respuestas a estas preguntas se validen en ldpiz y papel.
Esperamos que los alumnos argumenten estas dos cuestiones con las funciones

que hallaron. Por ejemplo, la siguiente férmula de 4 se puede reescribir como:

4x+2 4x+2 1 1
= = =— para x #——.
8x+4 2(4x+2) 2 2

h(x)

Al reescribir ¢ como g(x)=2(4x+2) se puede visualizar mejor que f
y g comparten raiz. Luego, el docente puede generalizar el argumento anterior

con un valor de % cualquiera (distinto de cero), es decir:

h(x)zﬂ:l ara xi—l
b(4x+2) k7 2
Pensando a g como g(x)=/k(4x+2), se podria concluir que la raiz es

la misma que la de f (si %4 es distinto de cero). Finalmente, se puede hacer

notar que esta propiedad es independiente de cudl sea la funcién f.
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Segunda parte: Cociente de funciones lineales

Como mencionamos anteriormente, el GG dibuja la funcién b= f/ g
como una recta horizontal sin agujero cuando f y g son “proporcionales”,
y esto no corresponde exactamente al grafico de la funcién 4. Por eso aqui

también es pertinente preguntar por la ubicacién de dicho “agujero”.
f(x)
g(x)

Como cierre de la secuencia se puede clasificar a las funciones 5 (x) =

donde f y g son funciones lineales (no constantes), como:

e f y g comparten raiz (o son “proporcionales’), en cuyo caso 4 es
una funcién constante en su dominio (R — {mz’z de g});
e [ y g no comparten raiz. En ese caso, llamaremos a 4 “funcién

homografica”.

Por dltimo, se puede observar lo siguiente:

® si f esunafuncién constantey ¢ noloes, / esuna funcién homo-
gréfica;
® i g esunafuncién constante nonulay f noloes, 4 esuna funcién

lineal.
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Cuestiones técnicas acerca de GeoGebra

:Cémo manejar los parimetros?

Los pardmetros se pueden ingresar de dos maneras. La que nos parece mds

ficil es ingresar en la “Barra de entrada” cualquier nimero, por ejemplo el 1:!

1%,

W

Entrada: |1|

Luego, al apretar la tecla Enter, en la “Vista algebraica” se puede visualizar

el valor ingresado:

F Vista Algebraica
= Nimero

! La otra manera es utilizar la herramienta “Deslizador” y hacer un clic en cualquier lugar de
la pantalla. En la dltima versién se puede ingresar directamente la férmula de la funcién con
el pardmetro.
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FuNCION HOMOGRAFICA

Seleccionar “a=1":

Vista Algebraica v o x

=l Mamero
‘a=1

N

Y presionando las “flechitas” del teclado

se puede aumentar o disminuir el valor del pardmetro sin que tenga un limite

numérico.

Si se hace clic sobre el circulito blanco, el GG muestra un deslizador en
la “Vista gréfica™

k \ista Algebraica P Vista Grafica
= Mimerao &

Lo que ocurre aqui es que al mover el deslizador el rango predeterminado

q q q gop

del pardmetro “4” es entre —5 y 5. Para cambiarlo hay que hacer clic derecho
p y Y q

sobre el deslizador e ir a “Propiedades de objeto”.

72



Cuestiones técnicas acerca de GeoGebra

| Vista Grafica

a=1

Ndamero a

® . Muestra Objeto

¥ an Muestra Rotulo

0 Animacion Automatica
0 ) Objeto Auxiliar

] Ohjeto Fijo

[& Copia en Campo de Entrada

Renombra
/4 Borra

Propiedades de Objeto

-4 2

[¥] 2 24

Alli se podrd cambiar el rango del pardmetro y también el “incremento”

o el paso. Las actividades para esta secuencia estdn pensadas para trabajar con

un paso de 0.1. Una vez ingresado el pardmetro “4” se tiene que ingresar la

funcién que depende de este. Por ejemplo, en la actividad 5:

Entrada:

ghd=ax+6

Puede ocurrir que al ingresar las funciones se requiera “desplazar” la pantalla

para una mejor visualizacion de ellas. Por ejemplo, en la siguiente imagen se ve

una sola rama de la funcién
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FuNCION HOMOGRAFICA

A
°
b

ABC
¥

'_I_, Elige y Mueve
v| Arrastra o selecciona objetos (Esc)

a=z
(il
¥

| R

A BUONO &l
,h(x):‘xiﬁ

Archivo Edita \Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
ol =% of rof Ly

Vista Algebraica ¥ & x :|Vista Grafica

@ f) = ax -8 ; #

D gld=x+6

1x+6
=/ Mamero
a=1

4 2 o 4 3 8 10 12 14 16

Entr’ada“

4 @

Con la herramienta “Desplaza vista grafica” se puede “mover” la pantalla:

‘%, Elige y Mueve
| Arrastra o selecciona objetos (Esc)

4%» Desplaza Vista Grafica

& | Zoom de Acercamiento

£, | Zoom de Alejamiento

Jo Expone ( Oculta Objeto

A A Expone [ Oculta Rétulo

< | Copia Estilo Visual

A Elimina fikiata

Con la herramienta “Zoom de alejamiento” se pueden alejar los objetos
para una mejor visualizacién.

Por otro lado, el GG tiene predeterminada la misma escala en ambos
ejes, sin embargo esa escala se puede modificar haciendo clic derecho sobre la

pantalla. Al seleccionar la opcién “EjeX : EjeY” se despliegan distintas escalas:
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Vista Grafica

/

141
a1
01
01

Cuestiones técnicas acerca de GeoGebra

01

Vista Grafica

| Ejes

1 HH cuadricula

-

3, Zoom

EjeX : EjeY
Muestra TO(ES los Objetos

Vista Estandar Ctri-M

T
-15

L
05s:
010:1
mz0:1
[050:1
[J100:1
[0200:1
[0500:1
[G1000:1

o e e

wista Grafica ...

/]

La escala también se puede cambiar “manualmente”. Se selecciona la he-

rramienta “Desplaza vista gréfica’ y, posindose sobre el eje al cual se la desea

modificar, se mantiene el clic izquierdo para expandirla o contraerla:

104

Wiy =/1.08418:1

T
-10
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FuNCION HOMOGRAFICA
Redondeo e imagen de un nimero

Como mencionamos a lo largo del libro, una estrategia que permite conjeturar sobre
cudndo una recta es asintota es evaluar la funcién 4 en distintos valores elegidos
convenientemente. Por ejemplo, en los tltimos tres items de la actividad 6 propone-
mos que los alumnos utilicen esta estrategia. Si se quiere calcular /#(100000),

. . <« »
basta ingresar esa escritura en la “Barra de entrada”:

Entrada:/h(100000)

Luego, el GG muestra el valor en la “Vista algebraica”. Una cuestién a tener
en cuenta (un tanto incoémoda) es que al valor se lo nombra usando una letra

(al igual que el pardmetro anteriormente ingresado):

Vista Algebraica » & « ‘|Vista !

= Funcion
Jfix) =4x -8
2g(x) =x+6

4x—8
2 h(x) = 1xt6
= Ndmero :
Ca=1 ’__,_w
Ob=[3

[N@mero b: h(100000)]
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Cuestiones técnicas acerca de GeoGebra

En la imagen anterior se puede ver que la asintota horizontal de la funcién

b efectivamente es y = 4, jpero #(100000) también es 4! Cuestién que no

puede ocurrir en una funcién homogrifica. Lo que estd ocurriendo es que el

GG aproxima la imagen de 700000. En la opcién “Opciones-Redondeo” se

pueden cambiar los lugares decimales a tener en cuenta:

Archivo Edita Vista Apariencias [Opclones| Herramientas Ventana Ayuda
A B Descripciones de Algebra » Elige v Mueve F™y
A /v — b‘v G © Atraccion de Punto a Cuadricula® || Arrastra o selecciona objetos (Esc)

Vista Algebraica » & =

ista Gr Redondeo

M © 0 Lugares Decimales

E=]

A Rotulado »| © 1 Lugar Decimal
e T— @ Tamafio de Letra ,| ® 2 Lugares Decimales
=Funcién @ Idi © 3 Lugares Decimales
9 f(x) =4x-8 oma | S
Gglx) =x+6 Configuracion... - ‘
4x—8 © 5 Lugares Decimales
@ h(x) = <76 104 © 10 Lugares Decimales
= NUmero 015 Lugares Decimales
ca=1 © 3 Cifras Significativas
Ob=4 / O 5 Cifras Significativas
© 10 Cifras Significativas
© 15 Cifras Significativas ———
0
-15 -10 5 5 10 15 20 25
51
Entrada: { @

Recomendamos para esta secuencia trabajar con “15 lugares decimales”,

para tratar de evitar cuestiones como la mostrada anteriormente. Al seleccionar

esta opcién, ahora 4(100000) deja de valer 4, como se muestra en la siguiente

imagen:
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FuNCION HOMOGRAFICA

Vista Algebraica

= @ % i|Vista Gréfica

= Funcion

= Nurmero
Ca=1

9 f(x) =4x -8
Pg(x) =x+6

@ h(x) =

4x—8

Ob= 3.99968001919%848

NGmera b: R(100000)

Entrada:

De todas maneras, la cuestién del error siempre estard presente. Si en lugar

de evaluar a /# en x =100000 se la evaluara en x =10", el GG volveria a dar

4 como resultado.
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