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Titulo: Operadores minimales y espacios homogéneos bajo la accion del gru-

po unitario

Resumen: Estudiamos la existencia y propiedades de caracterizacién de ope-

radores compactos Hermitianos C sobre un espacio de Hilbert H tales que
|IC|| < ||IC+ D||, para todo D € D(K(H)")
o equivalentemente

Cll= mi C+ D|| = dist (C, D(K(H)"
ICll =, _min [IC-+ D| = dist (c, D(K()"))

donde D(K(H)") denota el espacio de operadores compactos Hermitianos dia-
gonales respecto de una base fija de H y ||.|| es la norma usual de operadores.
Exhibimos ejemplos de operadores tipo Hilbert-Schmidt que no alcanzan el mi-
nimo con ningtin operador diagonal compacto.

Utilizaremos los operadores mencionados para estudiar algunos ejemplos de
curvas de longitud minima en espacios homogéneos bajo la accién a izquierda de
un grupo unitario. Dichas curvas resolveran un cierto problema de valores ini-
ciales. También mostraremos que las curvas minimales obtenidas pueden aproxi-

marse uniformemente por curvas de tipo matriciales también minimales.
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Title: Minimal operators and homogeneous spaces under the action of the

unitary group

Abstract: We study the existence and characterization properties of compact

Hermitian operators C on a Hilbert space H such that
IC|| < |IC+ DJ, forall D € D(K(H)")
or equivalently

C[[= min ||C+DJ| =dist(C D(K(H)"
ICll =, _min [lC-+D| = dist (c,D(K()"))

where D(K(H)") denotes the space of compact Hermitian diagonal operators in
a fixed basis of H and ||.|| is the operator norm. We also exhibit Hilbert-Schmidt
class operators that fails to attain the minimum in a compact diagonal.

We use the mentioned operators to study some examples of minimal lenght
curves in homogeneous spaces under a left action of a unitary group. These cur-
ves solve a certain problem with initial values. We also show that the minimal

curves obtained can be approximated uniformly by minimal curves of matrices.
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Introduccion

En este trabajo de tesis estudiamos dos tipos de problemas de distinta indole
pero que se encuentran estrechamente relacionados entre si. Por un lado, dados
un espacio de Hilbert H y B(# ), el conjunto de los operadores lineales y acotados

de H, estudiamos la existencia y describimos operadores compactos Hermitianos

C € B(H) tales que
IC|| < [|C + DJ|, para todo D € D(K(H)"),

o equivalentemente

IC| = dist(C, D(K(H)")),

donde ||.|| es la norma usual de operadores, () es la C*-dlgebra de los opera-
dores compactos (K(H) C B(H)), y D(K(H)") es la subalgebra de los operado-
res compactos Hermitianos diagonales (respecto de una base ortonormal fija). A

estos operadores C se los denomina minimales.

La buisqueda y caracterizacién de operadores compactos minimales en B(H)
resulta equivalente a pensar este problema como uno de mejor aproximacién de
un operador compacto fijo al conjunto cerrado de los operadores diagonales com-

pactos respecto de una base ortonormal fija.

Por otra parte, el segundo problema que en el que nos hemos enfocado es de

tipo geométrico: el estudio de curvas de longitud minima de la 6rbita de un ope-

13



14 Introduccién (/)

rador compacto Hermitiano A dada por la accién de un grupo unitario particular,
que es
Oy = {uAu* : uunitarioen B(H)yu —1¢€ K(H)}.

El espacio tangente a cualquier b € O 4 estd dado por
(TOA)p = {zb—bz:z € K(H)™).

Donde el sufijo ah se refiere a los operadores anti-Hermitianos (analogamente, el
sufijo h se refiere a los operadores Hermitianos). Si x € Tj,(O4), la existencia de

un (no necesariamente tinico) elemento minimal zy € KC(H)*" tal que
I/l = llzo]l = it {|12]| : z € K(H)™, zb— bz = x}

permite la descripcion de curvas de longitud minima en la variedad dadas por la

parametrizacion

T T
y(t) = e pet, e [——, —] )
2|20l 2 [0
Tales zy pueden describirse como i(C 4+ D), con C € K(H)" y D un operador

diagonal real en la base ortonormal de autovectores de A.

0.1. Antecedentes en operadores minimales Hermitianos

En la primera seccién observamos que el problema de minimalidad planteado
puede verse también como un problema de mejor aproximacién en espacios de
Banach. En este sentido, algunos trabajos previos relacionados con los espacios
B(H), K(H) aparecen en mucha de la literatura matematica de las ultimas dé-

cadas. Por ejemplo, dados dos espacios de Hilbert H, £, en [17] Holmes y otros
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prueban que el espacio de operadores compactos K(#, L) es proximinal al con-
junto de los operadores lineales y acotados B(H, £). Es decir, dado T € B(H, L)
existe siempre C € K(H, L) tal que

IT = C|| = dist(T, K(H, £)).

Por otro lado, Davidson y Power en [14] muestran que, dada una cadena
N = {V;}icr completa de subespacios de H, el conjunto de todos los operado-
res compactos N —invariantes resulta proximinal en K(H) si y s6lo si N es de
orden contable.

Si MI'(C) es el algebra de las matrices Hermitianas de n x n y D(M/(C)) es
la subélgebra de las matrices diagonales reales, no resulta dificil probar que para
cada My € M (C) existe siempre Dy € D(M!(C)) tal que

|Mo + Dyol| < ||Mp + D||, para toda D € D(ML(C)).

En este contexto finito dimensional es que podemos encontrar los trabajos [2], [7]
y [8]], entre otros. En los mismos Varela y otros realizan distintas caracterizaciones
de las matrices minimales Hermitianas, entre las cuales mencionamos dos de las

mas relevantes:

Teorema 0.1. Una matriz M € M (C) es minimal si y sélo si existe una matriz P > 0

tal que
s PM? = A2P, donde A = | M|
» (PM);; =0paratodol <i < n.

Teorema 0.2. Sea M € M}(C), M # 0. Consideremos E y E_, las proyecciones
espectrales de los autovalores Ayax (M) y Ayin (M), respectivamente. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. M es minimal.
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2. Existe X € MI(C), X # 0, tal que

» (Xeje)) =0, Vie{l;..;n};
= [tr(XM)| = M| [|X][y;
s E Xt =X+, ELX =X

3. Apin(M) + Apax (M) = 0y para cada D € D(M}(C)) existen y € R(E),
z € R(E-) tales que:

o lyl| = [zl =1
» (Dy,y) <(Dz,z).

En realidad, el Teorema [0.1] se deduce a partir del estudio hecho en [15] pero
en el contexto mas general de la minimalidad en C*-dlgebras unitales. Es un caso

particular del siguiente resultado de [15].

Teorema 0.3. Sea A una C*-dlgebra unital y B C A una C*-subdlgebra (1 € B). Un
elemento Z € A" es minimal si y s6lo si existen una representacion 7t de A en un espacio

de Hilbert H y un vector unitario h € ‘H tal que
. n(Z2)h =~ ||Z|?h;
» (11(Z)h, t1(B)h),, = 0 para todo B € B.

Si consideramos un élgebra de von Neumann A y una subélgebra de von
Neumann B de A, Recht y otros muestran en [15] que para cada a € A existe
un elemento minimal by en 5. Esto significa que ||a + by|| < |la + b||, para todo
beb.

No obstante, en el caso de KC(H)", que es sélo un algebra de Banach real, la
existencia de un mejor aproximante no estd garantizada en el caso general. En el
caso particular de que C € K(H)" tenga rango finito siempre existe un elemento

diagonal compacto minimal, ya que Andruchow y Larotonda lo han demostrado
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en [1]. Sin embargo, la minimalidad asegurada en los operadores de rango fini-
to (contenidos en (#) que por definicién misma es su clausura en norma) no

permite generalizar a priori al caso de cualquier C € K(H)".

0.2. Antecedentes en geometria de operadores

El estudio de variedades de dimensién infinita relacionadas con algebras de
operadores cuenta con numerosos antecedentes que datan desde mitad del siglo
XX. A continuacién mencionaremos s6lo algunos trabajos, a nuestro entender,
aquellos que se relacionan mds estrechamente con nuestro trabajo realizado.

Los primeros precedentes de variedades que son 6rbitas de grupos de Lie-
Banach son los trabajos de G. Corach, H. Porta y L. Recht como [23], [12] y [13]].
En ellos estudian la geometria diferencial de idempotentes en dlgebras de Banach
y C*-algebras.

Otros autores han estudiado la estructura de espacios homogéneos reducti-
vos en Orbitas de distintos tipos de operadores: E. Andruchow, M. Argerami, A.
Maestripieri y Varela . Por ejemplo, en [11] han trabajado con operadores positi-
vos, en tanto que en [5] y [6] lo han hecho con esperanzas condicionales. También
podemos citar los trabajos [3] y [4] sobre 6rbitas de estados.

Existen dos trabajos realizados por C. Durédn, L. Mata-Lorenzo y L. Recht, [15]
y [16], en los cuales estudian el problema de hallar curvas de longitud minima
en espacios homogéneos en la categoria de C*-dlgebras. Estos trabajos marcan el
puntapié inicial para el estudio de problemas de geometria de espacios homogé-
neos de grupos unitarios pero utilizando técnicas métricas y no dependiendo de
ecuaciones diferenciales o tensores.

El contexto de estos dos trabajos mencionados es el siguiente: sea .4 una C*-
algebra y B una C*-subalgebra de .A. El cociente de los grupos unitarios O =
U4 /Up resulta ser un espacio homogéneo bajo ciertas condiciones. El dlgebra

de Lie de U 4 (resp. Up) son los operadores anti-Hermitianos Ash (resp. Bay y
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entonces

(TO), = A™/B™.

Luego, la métrica de Finsler se define para cada X € (TO), como

1X]ll, = inf{l|z —y[| : y € B},

I
conz € A" un representante cualquiera de la clase de X. En este contexto, existen
dos tipos de problemas de curvas minimales:

» Problema de valores iniciales: dados x € Oy X € (TO)y, hallar una curva

X C O suave (es decir, que sea C! y con derivada no nula) tal que

(0) =b
X(0) = X € (TO),,

=

(0.2.1)

Este problema se estudia en [15] y el resultado principal es el siguiente.

Teorema 0.4. Sean P, un espacio homogéneo, p € Py X € (TP),. Supongamos
que existe Z € A" tal que es una levantada minimal de X, es decir || Z|| = 1X]],
Entonces la curva parametrizada por «y(t) = e'?pe~'% tiene longitud minima entre

todas las curvas suaves en P que unen «y(0) con «y(t) para cada t € [O, TEH] .

» Problema de extremos fijos: dados x,y € O, hallar una curva minimal en
O que una dichos puntos. Este problema se estudia en [16], teniendo como

uno de sus dos resultados principales lo siguiente.

Teorema 0.5 (Hopf-Rinow local). Sea P = U 4/Up una bandera de isotropia
compacta generalizada, donde A es un dlgebra de von Neumann. Sean pg, p1 € P.
Si existe un entorno abierto Vi de pg tal que py € Vi, entonces existe una curva

minimal uniparamétrica de grupo que une a po con 1.

Mas enfocado hacia nuestro objetivo geométrico puntual, que es la obtencién de
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curvas de longitud minima en la 6rbita unitaria de un operador compacto Hermi-
tiano, se encuentra el trabajo [1]. En éste, E. Andruchow y G. Larotonda estudian

propiedades de convexidad del grupo de los unitarios de Fredholm, que son
U(H)={u e U(H): u—1escompacto}.

Luego utilizan estas propiedades para establecer la existencia de curvas minima-
les que satisfacen cierto problema de valores iniciales en la 6rbita de un operador

Hermitiano A, dada por
Oup={uAu*: ueclU.(H)}.

También realizan una caracterizaciéon de los operadores Hermitianos tales que su

Orbita es una subvariedad de un espacio de Banach.

0.3. Principales resultados obtenidos

Los aportes originales que presentamos en esta tesis estdn basados principal-
mente en los trabajos [9] y [10]. En el primero nos enfocamos principalmente en
el problema de mejor aproximante diagonal compacto y minimalidad, en tanto
que en el segundo abordamos la cuestion sobre la existencia de curvas minimales
en Orbitas unitarias de operadores Hermitianos especificos.

Los resultados que presentamos en este trabajo de tesis se dividen en distintos
capitulos. En el primero presentamos ejemplos de operadores minimales compac-
tos a modo de acercamiento al problema de minimalidad. En el segundo capitulo
describimos y analizamos dos operadores compactos simétricos que no tienen
mejor aproximante diagonal compacto real. En el tercer capitulo mostramos una
caracterizacion de minimalidad basada en una ya existente para matrices (ver

en [2]) y realizamos algunas generalizaciones del concepto de minimalidad para
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B(H) y algebras de von Neumann que son imagen de una esperanza condicio-
nal. Finalmente, en el Giltimo capitulo estudiamos las geometria de la 6rbita de un
operador compacto Hermitiano bajo la accién de unitarios Fredholm. Allf anali-
zamos la existencia de curvas de longitud minima en dichos espacios a partir de
la minimalidad y no minimalidad de distintos operadores compactos estudiados
en los primeros capitulos.

A continuacién brindamos una breve sinopsis de los principales resultados

que desarrollaremos.

0.3.1. Mejor aproximaciéon de diagonales compactos Hermitianos

Sea H un espacio de Hilbert separable, B(#) el conjunto de operadores aco-
tados y K(H) el ideal de los operadores compactos de B(#). Si notamos con el
sufijo h al subconjunto de operadores Hermitianos, estudiamos la existencia y las

propiedades de operadores C € K(H)" tales que
ICll < lIC+Dll, ¥ D € DK(H)"),

siendo D(KC(H)") la subalgebra de K(H)" de los operadores diagonales reales
respecto de una base ortonormal fija {e,},en de H. A este operador C se lo
denomina minimal y Diag(C) es el mejor aproximante diagonal compacto para
C — Diag(C) (o, lo que es igual, 0 es el mejor aproximante diagonal para C).

En este contexto, los primeros dos resultados son de existencia de operadores

minimales particulares, a saber:

Teorema 0.6. Sea C € KC(H)" tal que verifica alguna de las siguientes condiciones:
1. C es diagonal por bloques C; € MZZ,(C) para cadai € IN.
2. C es tridiagonal tal que Re(C) = 0y Diag(C) = 0.

Entonces C es minimal.
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Teorema 0.7. Sea T € K(H)" descripto como (Tj;)

mos que T satisface las siguientes propiedades:

LjeN (i.e Ty = (Tej, ej)). Suponga-

1. Tjj € Rparacadai,j € N,
2. existe igp € IN tal que T;;, = 0, con T;,,, # 0, para todo n # iy,
3. si Tlol es el operador T con ceros en su iy-ésima columna e ig-ésima fila, entonces

7

Jei(D)]| > |71

(donde ||c;, (T)|| denota la norma dos en el espacio de Hilbert de la columna iy-ésima
deT)y

4. silos Ty, cumplen que, para cadan € IN, n # iy:

(€, (T), en(T))

Ton = ,
nn Tion
entonces T es minimal, es decir
T| = {lc;i,(T)|| = inf T+ Dj|.
IT = le(T) | = _jink T+ D

Y mis aiin, D = Diag((Tun)nen) es el tinico operador diagonal acotado minimal para
T.

Con este teorema y usando fuertemente la unicidad mencionada del operador

diagonal acotado minimal para este caso probaremos lo siguiente.

Corolario 0.8. Existen operadores C € KC(H)" tales que no poseen mejor aproximante
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diagonal compacto real, por ejemplo

0 ry r? ryd ryt 1y
ry 0y o ot
oy 0 ¥ P oyt
To=|rm* v 9* 0 o> o ,con A€ (—1,1), (0.3.1)
vt P P 0 oyt
1”)/5 ,Y4 ,),4 74 ,),4 0

para un cierto r € R-o.

Estudiaremos este operador Ty y otro Sy € KC(H)" con distintas propiedades
que no poseen mejor aproximante diagonal compacta. Buscaremos ademads apro-
ximar al primero de ellos por matrices minimales en alguna topologia.

El siguiente teorema es una caracterizacion de los operadores compactos Her-

mitianos que resulta una generalizaciéon del Teorema

Teorema 0.9. Sea C € KC(H)"y Dy € D(K(H)"). Consideremos E y E_, las proyec-
ciones espectrales de los autovalores Apmax(C + D1) y Ayin(C + Dy), respectivamente.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. C+ D; es minimal.
2. Existe X € B1(H)", X # 0, tal que
n (Xeje)) =0,VieN;

= [tr(X(C+D1))| = |IC+ D[ [[ X[y
" E,Xt=X",E_X =X".

3. Apin(C + D1) + Aax(C + Dy) = 0y para cada D € D(K(H)") existen y €
R(Ey), z € R(E-) tales que:
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 lyl|l =zl =1
» (Dy,y) <(Dz,z).

0.3.2. Curvas minimales en Orbitas unitarias

Sea H un espacio de Hilbert y un operador fijo A € K(H)". Consideremos la

6rbita O 4 dada por la accién del grupo de los unitarios Fredholm, es decir
Op = {uAu” :uesunitarioen B(H)yu—1¢€ K(H)}.

Utilizaremos resultados del estudio hecho en [1] y en [15] para este tipo de
variedades con el objetivo de obtener curvas uniparamétricas x : [t1,t2] C R —

O 4 de longitud minima que satisfagan el problema de valores iniciales dado por

{ x(0) =0 (03.2)

X'(0) = x € (TOa)s,

para b € D(K(H)™) y x = iTob — biTy, donde Ty es el definido en (@.3.1) y que

no posee mejor aproximante diagonal compacta real. El espacio tangente es
(TOA) = {Yb—bY:Y € K(H)"} c K(H)™.

Para ese Ty existe un tinico operador diagonal real acotado pero no compacto Dy
tal que
ITo+ Dol < |T+D|, YD € D(K(H)").

Llegaremos al siguiente resultado.

Teorema 0.10. Sea A = uDiag ({A;}ienw) u*, con u € Ue(H) y {Ai}ien C R tal que
Ai # Ajpara cada i # j. Sea b = Diag ({Ai}ien) € Oa, To € K(H)" el operador

definido en (0.3.1) y Dy su inico mejor aproximante diagonal acotado. Entonces, la curva
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uniparamétrica B definida como
’B(t) — eit(To-l-Do)be—it(To-l-Do) (033)

estd contenida en O 4. Esta curva ademds satisface lo siguiente:
1. ﬁ/(O) =x =1lgb — biT, € (TOA)b-

2. B tiene longitud minima en O 4, esto es
tong (Blos)) = inf{long(x) : xes suave, x(0) = by x(to) = (1)} = d(b, B(to)),

7T
para todo ty € [O, m} '

— 7T
3. long (ﬁ‘[O,t0]> = to ||x||,, para cada ty € [O, m].
Una consecuencia interesante de este teorema es que no vale la implicaciéon

reciproca del Teorema [[.42] que detallamos en el siguiente corolario.

Corolario 0.11. Sea b € Oy, b = Diag ({Ai}ieN) tal que A; # A para cada i # j.
Entonces, existen curvas de longitud minima de la forma p(t) = e“be'? en O 4 tales
que unen a b con otros puntos de la 6rbita, pero sin embargo Z € K(H)™ vy ||Z| >
HZ] 1 ke 2y /D o (20yem)-

También haremos mencién sobre la generalizacion de algunos de los resulta-
dos obtenidos en el contexto de espacios homogéneos asociados a C*-dlgebras en
general.

Finalmente, construiremos una sucesion de curvas también minimales en O 4
tales que converjan a la curva que satisfaga el PVI (0.3.2). Esto puede verse plas-

mado en el siguiente resultado.

Teorema 0.12. Sean b € Oy como en el Teorema [0.10y P, la proyeccién ortogonal
correspondiente al subespacio Gen{ey,,...,en}, para cada n € IN. Entonces existe una

sucesion {Bn}nen C Oa de curvas de matrices tales que
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1. Pn(0) = b .
,B%(O) = iPnTopnb — ianT()Pn =Xy € (TOA)b.

2. long (‘B”|[0,to]) = to ||[PuToPy]|| = long (;B|[O,t0])/ con ty € [O, m]

3. Bn : [0,tg] = Opconty € [O, 2||[R1—7;bl)11]Hi| es una curva de longitud minima en
0.

4. x, — x con la norma ||.||, de (TO)p.

5. By — B uniformemente en [0, m}

De esta forma, hemos obtenido una curva minimal 8 en 04 que puede ser
aproximada uniformemente por curvas {B,} de longitud minima de matrices
pero sin embargo, f no cumple que su levantada minimal sea compacta, a pesar

de cada B, tiene una levantada matricial minimal.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Operadores lineales sobre espacios de Hilbert

Definicién 1.1. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial complejo tal que existe

una funcion (.,.) : H x H — C la cual satisface las siquientes propiedades

1. (h,h) > O paratodoh € Hy (h,h) =0siysélosih =0;

N

. (h+0v,w) = (h,w) + (v, w) para todo h,v,w € H;

3. (ah,v) = a (h,v), para todoh,v € Hywa € C;

4. (v,w) = (w,v) para todov,w € H,;
5. H es completo con la norma definida para cada h € H como ||h|| = /(h, h).

Notemos que de las propiedades (2) y (3) se deduce que

(v,a(h+w)) = (a(h+w),v) = (ah,v) + (aw,v) = a (v, h) + & (v, w)

paratodo h,v,w € H.

26
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Alo largo de esta Tesis consideraremos que H es un espacio de Hilbert separa-
ble y consideraremos funciones lineales T : H — H que llamaremos operadores.
Un operador lineal T : H — H se dice que es acotado si existe una constante
No € Ry tal que

|Th|| < Np ||h||, paratodo h € H.

En este contexto, definimos (y notamos) a la norma de T como
IT|| = inf{N € R>o : [|Th|| < N [|k]}.

Usaremos ||.|| tanto para la norma de operadores como para la que ya hemos de-
finido en H mediante el producto interno. Se entenderd en el contexto en que
se encuentre, ya que usaremos letras maytsculas para denotar operadores, en
tanto que los vectores del espacio de Hilbert los notaremos con mintsculas como
h,v, w, x e y, entre otras. No resulta dificil deducir que la condicién de que un ope-
rador sea acotado es equivalente a que éste mismo resulte continuo. Sea B(# ), el
conjunto de operadores lineales y acotados sobre . La norma de operadores, |. |

cumple que es submultiplicativa, es decir

TS| < |IT|| ISl paratodo S, T € B(H).

Usaremos Ker(T) y R(T) para denotar el niicleo y rango de cada T € B(H)",

respectivamente. A la dimension del rango de T la notaremos ran(T).

Dada una base ortonormal fija {e;} ., de H, consideraremos a cada operador
T € B(H) como una matriz infinita definida para cada i,j € IN como T;; =
(Te;, ej>. En este sentido, la j-ésima columna y la i-ésima fila de T son vectores de

(2 dados por ¢j(T) = (Thj, Toj,...) y fi(T) = (T, Tip, ...), respectivamente.

Si A es B(H) o algun subconjunto de éste, denotaremos con D(.A) al conjunto
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de operadores diagonales de A, esto es
D(A)={T e A: (Te,e;) =0, paratodoi # j}.

Definimos la aplicacion @ : B(H) — D(B(H)), ®(X) = Diag(X), que esen-
cialmente toma la diagonal principal (i.e. los elementos de la forma (Xe;, e;) con
i € IN) de un operador X y construye un operador diagonal en la base prefijada
de H. Dada una sucesién numérica {d, } ,en llamaremos Diag ({dy },cn) ala ma-
triz diagonal (infinita) que tiene a {d, },cn como su diagonal principal y 0 fuera
de ella.

Notamos con [, | al operador conmutador , es decir, para cada T, S € B(H)
[T,S] =TS — ST.

Definicion 1.2. Para cada T € B(H) existe otro operador S € B(H) tal que para todo
hyoeH
(Th,v) = (h,Sv).

Dicho operador S se denomina adjunto de T y es inico. Lo denotaremos como S = T*.

Tiene la particularidad que
1/2
1Tl =17 = 772

La funcién identidad de & es un operador lineal acotado y lo notaremos como

I. A continuacion clasificaremos algunos tipos operadores en B(#H).
Definicion 1.3. Sea T € B(H), diremos que
1. Tesnormal si TT* = T*T.

2. T es Hermitianosi T = T*.

3. T es anti-Hermitianosi T = —T*.
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4. T es una proyeccion si T> = T. Si ademds T = T*, diremos que T es ortogonal.

5. T es positivo (T > 0) si (Th,h) > 0 para todoh € H. Si T > 0 entonces T es

Hermitiano.
6. T es unitariosi TT* = T*T = I.

Al conjunto de operadores unitarios de B(H) lo notaremos U (). Para notar
al conjunto de operadores Hermitianos (respectivamente, anti-Hermitianos) utili-
zaremos el supra-indice " (resp. ). B(#)™ sera el subconjunto de los operadores
acotados positivo.

Definimos para cada T € B(#) los siguientes operadores

T-T*

T 4 T*
— Im(T) =
e Im(T) = —;

Re(T) 5

denominados partes real e imaginaria, respectivamente. Observemos que Re(T) €

B(H)", Im(T) € B(H)™y
T = Re(T) +iIm(T),

con lo cual podemos deducir que B(H) = B(H)" @ B(H)™.

Definicién 1.4. Para T € B(H), definimos al operador |T| como el tinico operador

positivo tal que | T|* = T*T. Es decir,
T| = (T'T),

Siguiendo la definicién anterior, las partes positiva y negativa de T son opera-

dores definidos como:

pe _ITIET g TIT

2 27
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respectivamente.

Por otro lado, para cada T € B(#H) el conjunto de escalares A € C tales que T —
Al es biyectivo con inversa acotada se denomina resolvente de T y lo denotamos
p(T). Si A ¢ p(T), diremos que A estd en el espectro de T. El espectro de T lo

notaremos como o (T) y cumple, entre otras, las siguientes propiedades.
Teorema 1.5. Sea T € B(H). Entonces,
1. o(T) es un conjunto compacto no vacio de C.

2. Sinotamos r(T) al valor sup{|A|: A € 0(T)} < oo tenemos que
r(T) < [Tl

Dicho supremo se denomina radio espectral de T.

3. Si p es un polinomio en C de grado n cualquiera

o(p(T)) = p(a(T)).

4. Si f es una funcién holomorfa en un entorno del espectro de T, entonces

5. Si S € B(H) es un operador tal que conmuta con T, entonces
c(S+T)Co(S)+o(T)={A+B: Aeo(S)yBea(T)},
o(ST) Co(S)o(T)={A.B: Aea(S)yBeo(T)}.

A su vez, podemos considerar los siguientes subconjuntos de ¢(T)
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Definicién 1.6. Sea T € B(H). Definimos los siguientes subconjuntos del espectro de
T

1. El espectro puntual: 0,(T) = {A € C: Ix # 0/ (T — Al)x = 0}. Los
elementos de 0, (T) se denominan autovalores de T. Otra notacion alternativa para

este conjunto es A(T).
2. El espectro residual: 0,(T) = {A € o(T) — 0,(T) : (T — AI)(H) # H}.
3. El espectro continuo: 07(T) = {A € o(T) — 0(T) : (T —AI)(H) = H}.
Estos subconjuntos son disjuntos dos a dos y ademds permiten armar una
descomposicién del espectro de T, ya que

o(T) = 0p(T) Uy (T) Uoe(T).

1.1.1. Operadores compactos

Definicién 1.7. Diremos que un operador T € B(H) es compacto si la clausura del
conjunto imagen

T({ret: [k <1})

es compacta. Al conjunto de todos los operadores compactos de B(H) lo denotaremos
IKC(H).

Observacion 1.8. Sea T € B(H). Las siquientes condiciones son equivalentes:
1. Te K(H).
2. T transforma conjuntos acotados en conjuntos con clausura compacta.

3. T transforma sucesiones acotadas en sucesiones que tienen subsucesiones conver-

gentes.

4. T* € K(H).
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5. Existe una sucesion {Ty },eN de operadores de rango finito (esto es ran(T,) < oo

para todo n) tal que ||T, — T|| — 0 cuando n — oo.
Por otra parte, IC(7{) es un espacio vectorial y cumple lo siguiente:

Proposicién 1.9. Sea T € B(H) y supongamos que existe una sucesion {T, },en C
KC(H) tal que || T, — T|| — 0 cuando n — oo. Entonces T € K(H).

Ademas, si T € K(H) paratodo S € B(#H) vale que ST y TS son compactos,

lo cual implica que K(H) es un ideal bildtero.
Teorema 1.10 (Riesz-Schauder). Sea T € K(H). Entonces,
1. 0€0(T);

2. o(T) — {0} es el conjunto de autovalores de T con multiplicidad finita, es decir que
dim(Ker(T — AI)) < oo para todo A € o(T) — {0},

3. o(T) — {0} puede ser un conjunto vacio o finito o formar una sucesién de elementos

que converjan a 0 (esto es, es un conjunto discreto con ningiin limite salvo el 0).

Dado T € K (), el TeoremaL.I0nos permite observar que o/(T) = {A,(T)},,cn
siendo {A,(T)},en la sucesion de todos los autovalores de T ordenados decre-
cientemente. Por otro lado, definimos {s,(T)},cn como el conjunto de valores
singulares de T que son todos los autovalores (ordenados decrecientemente) de

|T|. Como |T| > 0 sigue que cada s,(T) > 0y ademads s,,(T) — 0 cuando n — oo.

Teorema 1.11 (Forma canénica para operadores compactos). Sea T € K(H). En-
tonces existen conjuntos ortonormales (no necesariamente completos) {1, }N_, v {¢u }N_;

tales que

T = Z sn(T) (P, .) Pu. (1.1.1)

La suma en la expresion (LI.I) converge en norma de operadores y los s,,(T)

son los valores singulares de T.
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Definicién 1.12. Sea H un espacio de Hilbert separable y { ey, },eN una base ortornomal.

Definimos para cada operador positivo L € B(H) la traza
tr(L) = i (Len, en) .
n=1
Teorema 1.13. El valor tr(-) cumple para cada L,S € B(H)™":
1. tr(L) € [0, 4+00) U {400}
2. No depende de la base ortonormal elegida;
3. tr(L+S) = tr(T) + tr(S);
4. tr(AL) = Atr(L) para todo A > 0;
5. tr(ULU*) = tr(L) para todo U € U(H);
6. tr(L*) = tr(L);
7.si0 < L < Sentonces0 < tr(L) < tr(S);
8. tr(-) es lineal.

Definicién 1.14. Sea T € B(H):

= Sitr(|T|) = tr ((T*T)Y?) < oo, diremos que T es un operador tipo traza. La
clase de todos los operadores tipo traza la denotaremos B1(H) y la norma de cada
T € B1(H) la definiremos como

[ee]

ITlly = tr(JT[) = }_si(T).

i=1

= Sitr(|T)?) = tr(T*T) < oo, diremos que T es un operador tipo Hilbert-Schmidt.
La clase de todos los operadores tipo Hilbert-Schmidt la denotaremos By(H) y la
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norma de cada T € By(H) la definiremos como
» - 1/2
2
1Tl = (er(ITP)) " = (zsxT)Z) .
i=1
» Mds en general, para cada 1 < p < oo, definimos las clases de p-Schatten de ope-
radores compactos tales que tr(|T|V) = tr(T*T) < oo. Cada clase la denotaremos
By(H) ylanorma p de cada T € B, (H ) la definiremos como
00 1/p
1/
ITll, = (t(ITI") " = <Zsi(T)p) :
i=1
Algunas propiedades de los espacios B,(#) las mencionaremos a continua-
cion.

Teorema 1.15. Sean H un espacio de Hilbert separable, 1 < p < coy T € By(H).

Entonces

1.

2.

T € K(H).
Si S € B(H) entonces ST, TS € By(H).
T* € By(H).

(Bp(H), ||-|l,,) es un espacio de Banach. Sin embargo, no resultan ser completos con

la norma espectral usual.

La sucesion { || Ty || tnen estd contenida en £, para toda { ¢y, } neN base ortonormal

de H.
La sucesion de valores singulares {s,(T) },eN estd contenida en £,.

Los operadores de rango finito son ||||p densos en B, (H).
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8 TN < Tlly < Tl

En el caso particular de B,(H) se trata ademds de un espacio de Hilbert de

operadores con el producto interno definido como
(T,S), =tr(S*T)

paratodo T, S € By(H). Observemos que ||T||, = +/(T, T).

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 1.19 de [25].

Proposicién 1.16. Sean A € K(H), Py 1 — P = Q proyecciones mutuamente ortogo-

nales. Entonces, si s, (A) son los valores singulares del operador A, paracadal < p < oo

(e oo

[50(PAP)” +5,(QAQ)"] < Y su(A)?

n=1 n=1

0 equivalentemente
IPAP]|, + [QAQ], < [ All,-

1.2. Algebras de Banach

Un algebra de Banach A es un espacio de Banach dotado de una multiplica-
cion tal que ||xy|| < [|x|| |ly||- Por ejemplo, ademds de B(H) y K(H), todos los
conjuntos B,(H), 1 < p < oo son algebras de Banach con sus respectivas normas
p.

Sea A un algebra de Banach. Denotamos como .A* al espacio dual topolégico
de A, es decir

A" ={¢p: A— C/ ¢eslineal y continuo}.

El siguiente teorema es una caracterizacion de los funcionales de los espacios

B,(H).
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Teorema 1.17. Todas las funcionales lineales ¢ del espacio de Banach By(H), con 1 <

p < oo estin dadas por la formula
¢(Y) = tr(AY), (1.2.1)
. 1 1 )
con A un operador fijo en B,(H), tal que v + 7 = 1. Ademds,

tr(AY
I¢] = sup W:nAnq.
YeB,(H) p

Con esta notacion B (H) = K(H).

Corolario 1.18. Segiin el teorema anterior todas las funcionales de K (H ) son de la forma
$(C) = tr(AC),

con A un operador fijoen B1(H) y

tr(AY)]

- = 1Al
vesny 1Yl

o[l =

Por lo tanto, IC(H)* = B1(H).

El siguiente resultado es una de las versiones del Teorema de Hanh-Banach

para espacios normados que se encuentra en [18].

Teorema 1.19. (de la extension de Hahn-Banach) Si S es un subespacio de un espacio

normado E y pg € S*, entonces existe p € E* tal que

lell = lleoll + p(s) = po(s) , Vs € S.

Corolario 1.20. Si S es un subespacio cerrado de un espacio normado E y xo € E/S,
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entonces existe p € E* tal que ||p|| =1, p(s) = 0, para todo s € S, y ademds

— fnf :
p(xo) = Inf [|lxo + s

1.2.1. C*-algebras

Definicién 1.21. Una C*-dlgebra A es un dlgebra de Banach con una involucion * :

A — A tal que para todo x,y € A satisface
= (xty) =24y

s (Ax)* = Ax*, para todo A € C,

*

(xy)* = y*x*,

- () =1,
2
= i) = [P

Un ejemplo de C*-dlgebra es B(H) para H un espacio de Hilbert. Si el dlgebra
A tiene un elemento identidad, diremos que es unital. K(#) es una C*-dlgebra
que no posee 1, dado que la identidad de B(# ) no es compacta.

En una C*-dlgebra A podemos definir elementos Hermitianos, anti-Hermitianos
y positivos como hemos hecho en la seccion [I.1ly usaremos los mismos suprain-
dices *", " y + para denotar a cada uno de los conjuntos de dichos elementos.

Una C*-subalgebra de una C*-dlgebra A es una subdlgebra cerrada con la in-
volucién y la topologia de la norma ||.|| de A. A las C*-subdlgebras de B(H) se
las denomina concretas (por ejemplo, C(H)). El Teorema de Gelfand-Neumark
establece que toda C*-4lgebra puede identificarse isométricamente con una C*-
algebra concreta. La prueba de este hecho puede encontrarse en el Capitulo 4 de

[18].
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1.2.2. Topologias en B(H)

Existen otras topologias para el espacio de los operadores acotados, ademads
que la dada por la norma de operadores. Las mas importantes son las menciona-

mos a continuacion.

» La topologia fuerte de operadores (SOT): Sea { X;}; una red de elementos de
B(H). Diremos que X; tiende SOT a X € B(H) siysolosi ||(X; — X)h|| — 0
para todo h € H.

» La topologia débil de operadores (WOT): Sea { X;}; una red de elementos de
B(#). Diremos que X; tiende WOT a X € B(H) siysolosi ((X; — X)h,v) —
0 para todo h,v € H.

la convergencia en norma de operadores es la convergencia uniforme, en tanto
podemos observar que la convergencia tipo SOT es la convergencia puntual, de
modo que la de operadores resulta ser més fuerte en el sentido que implica a
la SOT. Andlogamente, no resulta dificil ver que la convergencia SOT implica la

WOT, que es la més débil de las 3 topologias.

Observacion 1.22. D(K(H)) es cerrado en KC(H) en norma espectral. En efecto, si
tomamos un sucesion {Dy }nen € D(K(H)) tal que converge en norma espectral a un

operador T € KC(H) entonces también lo hace WOT, es decir
(Dyx,yy — (Tx,y) , Vx,y € H

En particular, para cada i,j € IN, si consideramos la familia candnica {e;};°, de H
entonces
<Dnei/ €]> — <T€i, €]>

Pero Djj = (Dyej,ej) = 0, para todo i # j ya que son las entradas no diagonales del
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operador Dy, en la base {e;};- ;. Con lo cual
Tij = <T€i,€]’> =0, Vi 7&]

Andlogamente, se prueba que D(B(H.)) es cerrado en B(H) en norma espectral.

1.2.3. Algebras de von Neumann

Definicién 1.23. Una subdlgebra unital £ de B(H) autoadjunta (i.e. L* = L) y cerrada

en la topologia WOT se denomina un dlgebra de von Neumann.

Toda algebra de von Neumann resulta ser también una C*-4lgebra, pero no
sucede al revés: el ejemplo mas ilustrativo es la C*-algebra KC(#) que no resulta
ser cerrada en la topologia WOT.

Dada ¢ : £ — C un funcional lineal acotado, diremos que ¢ es normal si
resulta ser continuo con la topologia WOT en la bola unitaria de L. El espacio
de los funcionales normales de £ se denomina predual de £ y se denota L.
Claramente £, C L* y esa inclusiéon puede llegar a ser estricta cuando H es

infinito dimensional. Ademés (L.)* = L.

Observacion 1.24. Sea ‘H un espacio de Hilbert separable. Entonces
B(H)« = B1(H).

Dada A un élgebra de von Neumann, diremos que £ es una subélgebra de
von Neumann de A si £ C Ay es un algebra de von Neumann en si misma con

la topologia heredada de ‘A.

Definicién 1.25. Dado S C B(H) conjunto no vacio, el conmutante de S es el conjunto

S'={X€eB(H): Xs=sX, Vs € S}.
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S’ es un élgebra cerrada con la topologia WOT.
Por ultimo, definimos el concepto de esperanza condicional sobre algebras de

von Neumann.

Definicién 1.26. Sean A un dlgebra de von Neumann y L una subdlgebra de von Neu-
mann de A. Decimos que una proyeccion E : A — L es una esperanza condicional

si
1. E(x) > 0 para todo x > 0;
2. E(axb) = aE(x)b, paracadaa,b € Ly x € A;

3. E(1) =1

1.3. Mejor aproximacion en espacios de Banach

Sea (V,||.]|) un espacio de Banach y S C V. Definimos la distancia de S a un

elemento x € V de la siguiente manera
dist(x,S) = inf{||x —s|| : s € S}.

Algunas cuestiones para considerar:

1. Si S es un subespacio cerrado de V entonces d(x,S) es la norma cociente
de la clase de x en V' /S. Ese cociente es ademds un espacio de Banach en si

mismo con la norma ||[x]|;,,5 = dist(x, S) para cada x € S.
2. Si x € S entonces dist(x,S) = 0, con lo cual x € [0].

3. Si existe sy € S tal que dist(x,S) = ||x — sgl|, llamaremos a tal elemento
mejor aproximante en S para x. La existencia de mejor aproximante depende

de los espacios S y V. El elemento x — sy es minimal en su clase.
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4. Todos los elementos xy € V tales que ||xg|| < ||xo + s|| para todo s € S son

minimales.

En este trabajo de tesis abordaremos un problema relacionado con la basqueda
de mejores aproximantes en el contexto de C*-algebras. Mas especificamente, tra-

bajaremos en la busqueda de operadores minimales en B(H) y K(H).

Proposicién 1.27. Sean A una C*-dlgebra y B una C*-subdlgebra de A. Sia € A" =

{x € A: x = x*}, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ||a|| < ||a + b|| para todo b € B".
2. ||a]| < ||a+ b|| para todo b € B.

Demostracion. = (2)=-(1) Es trivial.

» (1)=-(2) Sea by € B, entonces

la]l < l[a+ Re(bo)|| = [|Re(a + bo)| < |[a+b]|.

Corolario 1.28. Para todo a € A", se cumple que dist(a, B) = dist(a, B").

1.3.1. Operadores minimales Hermitianos en ()

Sean H un espacio de Hilbert separable y C € IC(#)". Consideremos el espa-
cio D(K(H)"), que es la C*—subdlgebra de los operadores diagonales compac-

tos para una BON {e, },en fija. En este contexto, definimos el espacio cociente
K(H)"/D(K(H)") dotado de la norma usual

Cll= inf C + D| = dist(C, D(IC(H)"
I[C]]] DGD%HW | | = dist(C, D(K(H)"))

para cada clase [C] = {C+D: D € D (K(H)")}.
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Si existe un operador D compacto y diagonal tal que
|C+ Dal| = dist (C, D (K(#)") ),

diremos que D; es un mejor aproximante de C en D(K(H)"). En otras palabras,

el operador C; = C + D; verifica la siguiente desigualdad
ICill = IC+ D1 < IC+ D]
para todo D € D(K(H)") y a su vez
IC1|| = dist <C1,D(IC(’H)h)> . (1.3.1)

En este sentido, diremos que C; es un operador minimal o similarmente, podre-

mos decir que Dj es minimal para C.

Observacion 1.29. Si el espacio de Hilbert H no fuera separable y consideramos una base
ortonormal fija {e;}ic de H, podemos observar que el operador C en (L.3.1) es compacto,
entonces solamente un conjunto contable {e; }nen C {e;}icy satisface C(e; ) # 0. Por
lo tanto, para hallar el valor Infpy i3 )n) |C — D||, podemos restringir nuestra biisque-
da a aquellos operadores D € D(K(H)") que son diagonales respecto de ese subconjunto
numerable de la base (y O fuera de ese lugar). Entonces, para poder describir operado-
res minimales compactos, podremos suponer sin pérdida de generalidad que el espacio de
Hilbert ‘H es separable.

En el contexto de matrices, la existencia de mejor aproximante diagonal esté

asegurada por argumentos de compacidad elementales.

Teorema 1.30. Sean € Ny My € M,,(C)". Entonces existe Dy € D (M, (C)") tal que

| Mo + Dyol| < ||Mo + D||, para toda D € D(M,,(C)").
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Cabe destacar que el teorema anterior no menciona nada acerca de unicidad
de la diagonal minimizante. Eso depende de My, por lo cual en algunos casos
habra unicidad, en tanto en otros no. En [20] hay varios ejemplos de este tipo
de situaciones para el caso n = 3. Siguiendo con el citado articulo, los siguien-
tes resultados son teoremas de minimalidad de matrices que utilizaremos en el
contexto de K(H).

Teorema 1.31. Si N € M,,(C) es una matriz Hermitiana tal gue ®(N) = Diag(N) =
0y Re(Njj) = 0 para todo 1 <i,j < n. Entonces N es minimal.

Teorema 1.32. Sea N € R"™ " una matriz simétrica tal que satisface las siguientes

condiciones:

» Su k-ésima columna cx(N) verifica que cx(N); = Ny # 0 para todo i # k;

0 si j=k
" Ni=q <C1(NI)\};:<N)>. si j#k;
n Si NI s la matriz N con la k-ésima columna y fila nulas, | N H < |k (N) ]|
Entonces N es una matriz minimal con |N|| = ||cx(N)||. Mds aiin, Diag(N) resulta ser

la vinica diagonal tal que N es minimal.

1.4. Variedades de Banach

Sea E un espacio de Banach real. Una variedad de Banach suave modelada
sobre E es un espacio topolégico regular X dotado con una familia maximal de

homeomorfismos {¢; : V; = ¢(V;) }ic; tales que:

» V; es un subconjunto abierto de X y ¢(V;) es un subconjunto abierto de E

paracadai € I.

» X =Uicr Vi
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» Sii,j € Iy V;NV; # @ entonces la funcion de cambios de coordenadas
pop 1 g(VinV) — ¢(VinV))

€s suave.

Cada par (V}, ¢;) se conoce como carta coordenada local.

Por otro lado, definiremos los conceptos de métrica y variedad de Finsler.

Definicién 1.33. Una métrica de Finsler en una variedad de Banach X consiste en una

eleccion continua de normas en cada espacio tangente que podemos denotar como
[l s (TA)x = R, 2= L.l -

Una variedad de Finsler es una variedad de Banach con una métrica de Finsler.

Definicién 1.34. Un grupo de Lie-Banach (real) es un grupo topologico G que es ademds

una variedad de Banach tal que las funciones

(,):GxG =G, (u,v) =uveinv: G — G, inv(u) =u~*

son suaves. El espacio tangente (TG)1 en la identidad 1 € G se denomina dlgebra de Lie

de G y la notamos N.

Un subgrupo uniparamétrico de G es una curva v : R — G tal que
v(0) =1y y(s+t) =(s)y(t), paratodos,t € R.

Para cada X € RN existe un tinico subgrupo uniparamétrico suave yx de G tal que

¥x(0) = X. Con esto definimos la aplicacién exponencial, dada por

exps i N = G, exps(X) = rx(1).
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Esta funcién es suave.
En esta tesis trabajaremos con dos grupos de Lie-Banach que son grupos uni-

tarios en B(H), para H espacio de Hilbert. Estos son:

1. El grupo unitario U de B(H), es decir
UH)={ueBH): uu"=u"u=1T1}.

Es un grupo de Lie-Banach con la topologia relativa inducida por la norma.
El dlgebra de Lie de ¢/ () se identifica con B(H )™ y la aplicacién exponen-

cial estd dada por
expy, 1 B(H)™ — U(H), expy(X) = ¥,

que es la exponencial usual de operadores.

2. El grupo de los operadores unitarios que son perturbaciones de la identidad

por elementos de KC(H):
UH)={ueclU(H):u—1cK(H)},

es el denominado grupo de unitarios Fredholm. El dlgebra de Lie es B(#H )% N
K(H) = K(H)" y 1a exponencial estd dada de forma similar al grupo ante-

rior pero con dominio mads restringido, esto es

expy, K(H)™ = U(H), expy. (X) = e,

Como nuestro trabajo se centra mas en la segunda clase de unitarios, enunciamos

la siguiente proposicién que es una caracterizaciéon del grupo de los unitarios

Fredholm en términos de los operadores de /C(H ).
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Proposicién 1.35. Si X € KC(H)™ entonces eX € U.(H). Por otra parte, dado w €
U.(H) siempre existe X € KC(H)™ tal que w = eX.

Demostracién. Si consideramos la serie de eX con X € KC(H)™, entonces

1 1
X _ 12 143
e —1+X+2X +3!X + ...

1 1.,
=1+ X |1+=X+=X"+..|=1+K, Ke K(H),

o 2 3!
lo cual verifica que eX € U.(H). Por otro lado, dado w € U.(H) C U(H) siempre
existe X € B(H)™ tal que w = eX. Més atin, la condicién w — 1 = K € K(H)
determina que X € C(#). Veamos que ese X puede elegirse anti-Hermitiano. Sea
u(t) una curva suave en U (H) tal que u(0) = 1y u'(0) = v € B(H). Afirmamos
que v = —v*. En particular, u(t) = ¢!X, X € K(H) es una curva suave de U (H)

que satisface las condiciones anteriores, con u(0) = ¢ = 1y /(0) = Xe®* = X.
Luego, X € KC(H)™. O

Observacién 1.36. Incluso si Z ¢ K(H)™, e? puede estar en U.(H). En efecto, sea
Xo € K(H)™, luego Xo +27ti I & K(H)™ pero

€X0+27'( il _ eXO € LIC(H)

1.4.1. Espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie-Banach y X una variedad suave. Una accién suave de
G sobre X' es una funcién suave G x X — &, (g,x) — g - x que satisface para

todog;, 2 € Gyxe X
(8182) - x = g1- (82 %)

Definicién 1.37. Dados G, un grupo de Lie-Banach, X una variedad suave y una accion
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-G — X, laérbitade x € X es

O(x)={g-x: g€ G}.

Sea my : G — X, mx(g) = g - x, que es una funcién suave. El subgrupo de G

dado por
T, = {g€G: mlg) = x)

es el grupo de isotropiaen x € X.

Observacion 1.38. Bajo las mismas notaciones anteriores,
O(x) =2 G/I,,

para todo x € X.

Una accién se dice transitiva si para cada xg,x; € & existe g € G tal que

g - x0 = x1. Una accién es transitiva cuando &” coincide con una 6rbita.

Definicién 1.39. Sea G x X — X una accién suave transitiva. X es un espacio homo-

géneo suave si existe x € X tal que 7ty sea una sumersion suaveen 1 € G.

Por la observacion[1.38]1los espacios homogéneos pueden pensarse como espa-
cios cociente provistos de la topologia cociente. Por otro lado, ciertas (aunque no
todas las) orbitas son espacios homogéneos y subvariedades dado que algunas
cumplen con el siguiente teorema, que es consecuencia del teorema de la funcién

implicita.

Teorema 1.40. Sea G un grupo de Lie-Banach actuando suavemente en un espacio de

Banach E. Dado x € E fijo, si se cumplen:

1. 71y, es una funcién abierta, si se considera como funcion de G sobre la 6rbita O(xp)

de xo (con la topologia relativa de E).
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2. La diferencial d(7ty,)1 : (TG)1 — E satisface que su niicleo y su rango son subes-

pacios cerrados complementados.

Entonces la érbita O(xg) es una subvariedad suave de E y un espacio homogéneo suave
tal que (TO(x¢)), = Ran (d(7tx,)1) para todo x € O(xp).

Nuestro enfoque geométrico es el estudio de curvas de longitud minima en es-
pacios homogéneos especificos P del grupo unitario de una C*-dlgebra A médulo
el grupo unitario de una C*-subdlgebra . La longitud de una curva g : [a,b] — P

estd dada por
b
long(8) = [ [|B(8) 5 et

donde [|X{|, denota la norma de Finsler del vector tangente X en el punto p y es

inducida por la norma cociente de A/ . Esto tltimo vale pues para cadap € P
(TP), = (TU)1/(TL,)1 = AT/ B™.

Definicion 1.41. Sean P, un espacio homogéneo, p € Py X € (TP),. Diremos que
Z € (TU), = A" es una levantada de X si

d

o <etzpe—tz> — X,

t=0

es decir, si Z es la proyeccion de X al cociente.

Para este caso, la accion es 7wy : U — P, 1p(u) = upu*.

En este sentido, tenemos los siguientes resultados, cuyas demostraciones se

pueden encontrar en [15].

Teorema 1.42. Sean P, un espacio homogéneo en el cual el grupo unitario actia a iz-
quierda transitivamente, p € Py X € (TP),. Supongamos que existe Z € A™ tal que

es una levantada minimal de X, es decir || Z|| = ||X|| ,. Entonces la curva parametrizada
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por y(t) = e?pe~t* tiene longitud minima entre todas las curvas suaves en P que unen

¥(0) con «y(t) para cada t € [0, ﬁ}

Cuando A es también un algebra de von Neumann, la existencia de levantada

minimal para el vector tangente estd asegurada por el siguiente resultado.

Teorema 1.43. Sean A un dlgebra de von Neumann y I una subdlgebra WOT cerrada
de A. Entonces en el espacio A" / B la norma cociente de cada 2] es alcanzada por un

elemento de esa misma clase.

Teorema 1.44. Sean A un dlgebra de von Neumann y P, el espacio homogéneo del
grupo unitario de A. Consideremos p € Py X € (TP),. Entonces siempre existe Z
levantada minimal de X y por lo tanto la curva parametrizada por y(t) = e'%pe~t* tiene

longitud minima entre todas las curvas suaves en P que unen «y(0) con y(t) para cada
e [0 o7ty |

1.4.2. La 6rbita de un operador compacto Hermitiano

Consideremos nuevamente un espacio de Hilbert separable H y los grupos
de unitarios en B(H), U(H) y U.(H) mencionados en la secciéon L4 Dado un

operador fijo A € K(#H), A = A*, definimos la 6rbita unitaria como
Op={uAu*:ucU(H)} ¢ A+K(H).

Resulta que O4 es un espacio homogéneo sélo si ran(A) < oo (esto ha sido pro-

bado en [1]). Para cada b € O 4, la isotropia Z; es

Ty ={u € U(H) : ubu™ = b}.
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Dado que para cada u € U.(H) existe siempre X € K(H)"" tal que u = X (ver

Proposicion [1.35), la isotropia puede redefinirse de la siguiente manera:
Ty ={eX cU(H): X € K(H)™, [X,b] =0}.
Para cada b € Oy, el espacio tangente es
(TOL)p ={Yb—DY :Y € K(H)"} c K(H)™.

Si consideramos la aplicacion suryectiva

U (H) — Op, 1rp(u) = ubu®, (1.4.1)
entonces
d !/ * / *
(d7p)1 = - 7 (u(t))] ;o = ' (0)b 17 (0) + u(0)b u(0)
=Ybl* +1bY* = Yb — bY = §,(Y),
donde

p i K(H)™ — R(65) = (TOL)y / 65(Y) = Yb —bY. (1.4.2)
Para cada b € 04 podemos identificar al espacio tangente de la siguiente manera

(TOA)p = (TU(H))1/(TT)1 = K(H)™ / ({b})™,

siendo {b}’ el conjunto de los elementos que conmutan con b en una C*—algebra
A (en esta caso particular, A = IC(H)). Consideremos la métrica Finsler, definida

para cada x € (TO4);, como

x|l = inf{|| Y] : Y € K(H)™ tal que 8,(Y) = x}.
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También puede expresarse en términos de la proyeccion al espacio cociente KC(H)™ / ({b}')™"

Yb—-0bY|, = ||[Y]|| = inf Y+C
Yo=Yy = V)l = __inf ¥ +C]

para cada clase [Y] = {Y +C: C € ({b}/)"}. La métrica de Finsler es invariante
bajo la accién del grupo de unitarios Fredholm (ver secciéon 5 en [1]).

Siempre existe Z € B(H)™ tal que 6,(Z) = x y ||Z|| = ||x||,- Dicho elemento
Z se denomina levantada minimal de x, y Z puede no ser compacto y/o tinico
(ver [9]). Consideraremos curvas suaves a trozos  : [a,b] — O 4. Definimos la

longitud (o arco) rectificable de § como

1) = [ 1505

y la distancia rectificable entre dos puntos, c¢1 y c3, de Oy4 es

d(c1,cp) = Inf{l(B) : Bessuave, f(a) =c1yB(b) =ca}. (1.4.3)



Capitulo 2

Problema de minimalidad: ejemplos

y casos particulares

2.1. Introduccion

En este capitulo presentamos el problema de minimalidad de operadores Her-
mitianos compactos mediante el analisis de algunos ejemplos y casos particula-
res. Este problema, ademads de tener un interés desde el punto de vista de teoria
de aproximacién de operadores, se encuentra estrechamente relacionado con otro
problema de indole geométrica: la obtencién de curvas de longitud minima en
espacios homogéneos que son Orbitas de operadores Hermitianos. Dichas curvas
minimales pueden construirse con los operadores minimales Hermitianos men-

cionados.

2.2. Problema de minimalidad

Sean A una C*-dlgebra y B C A una C*-subalgebra de .A. A lo largo de los

primeros capitulos de esta tesis abordaremos la siguiente cuestion.

52



0 Capitulo 2. Problema de minimalidad: ejemplos y casos particulares 53

Problema 1. Dado a € A tal gue a = a*, queremos saber si existe b € B" tal gue
q q q

I[a]ll n/n = lla + bl| = dist(a, B).

Nos enfocaremos principalmente en el caso A = K(H) y B = D(K(H)"),
aunque también abordaremos el problema en contextos més generales (ver la sec-

cién 5.3l del capituloB).

Problema 2. Dado C € KC(H)", queremos saber si existe un elemento diagonal compacto

Dy Hermitiano tal que

inf IC+ DJ| = ||C+ Dq]|.
DeD(K(H)M)

En este capitulo analizaremos algunos casos particulares relacionados con este
problema. Presentaremos ejemplos de operadores compactos que hemos estudia-
do para comprender cémo se relacionan un operador compacto fijo con su mejor
aproximante diagonal. Usaremos recurrentemente el hecho de que un operador
acotado T puede describirse en términos de una base ortonormal fija {e, }; _; de

H como una matriz infinita con la notacion Tj; introducida en los preliminares.

2.3. Ejemplos y casos particulares

En el primer caso que abordaremos el operador compacto es diagonal por

bloques y cada bloque es un operador matricial.
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Teorema 2.1. Sea C € K(H)" tal que C es un operador diagonal por bloques, es decir

C, 0 0
C:OCZO.“,

0 0 Gs

con C; € C™*", para cada i € IN. Entonces existe D € D(K(H)") minimal para C.

Demostracion. Por el Teorema [[.30] en los preliminares sabemos que para cada
i € N existe D; € D(My,(C)") minimal. Esto es

|ICi + Dj|| < ||Ci + Dj| , paratoda D; € D(Mnl.(C)h).

Afirmamos que

Dy 0 O
|0 D2 0

0 0 D3

es un operador diagonal compacto minimal para C. En efecto, es trivial advertir
el hecho de que es diagonal porque cada uno de sus bloques D; lo es. Resta probar

la compacidad y la minimalidad de D.

= D es minimal: Sea D’ € D(K(#)"). En términos de la notacién por bloques

de C podemos describir a D’ como

D, 0 0
0 D) 0
0 0 Dj

, con D} € D(M,,,(C)"),n; € N.
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Entonces

IC+D'|| = sup||Ci + Djf| = sup |C; + Di| = [|IC + D .
ieEN ieEN

IN

» D es compacto: como D; es minimal para cadai € IN se sigue que ||C; + D;||

|Ci||, entonces
IDi]l < ICi + Dif| + IGil| < 2|[Cif| = 0,

cuando i — oo (por ser C compacto). Luego, D;; — 0 cuandoi — oo, y la

prueba de compacidad ha sido completada.

Observacion 2.2. En el caso anterior la norma de C + D es el supremo del conjunto
{IICi + Dil| - i € N},

que claramente se alcanza para alguin iy € N ya que ||C; + D;|| — 0 cuando i — oco.

A continuacién mostramos, en primer lugar, la minimalidad de la diagonal
nula para matrices tridiagonales imaginarias en M, (C). Luego extendemos ese

resultado a operadores compactos tridiagonales.

Teorema 2.3. Sea M € M (C) una matriz tridiagonal, esto es

0 met 0
ae™ 0 aye2

M = 0 aef2 0 aze'’ p

0 0 an_le_itnfl 0
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cona; ti € R,V1<i<n. Entonces M es minimal.

Demostracién. Si consideramos una matriz unitaria diagonal U, dada por

1 0 0
0 eitl—ﬁ-lg 0

u=1o 0 et (ti+t)+irm

0 0 0 oo plithi ety =)+ 25t in]
Entonces
O iﬂl 0
_ial 0 i(Zz
M :=UMU*=| 0 —iap, O
0 0 oo —ig,_q O

con Re(Ml’.]-) =0, Vi, j<ny Diag(M') = 0. Entonces, por el Teorema M

es minimal. Luego

M|l = [lurM'Ul| = [|M]| < ||M"+ D[ = |M+U"DU]|.

Pero como U es diagonal, conmuta con cada D diagonal. Entonces,
|M|| < ||IM+ DJ , ¥V D diagonal.
O

Corolario 2.4. Si C € KC(H) es un operador tridiagonal Hermitiano minimal entonces
Diag(C) = 0.

Demostracion. Sea {Cp},cN una sucesion de matrices Hermitianas tridiagonales
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tal que
lim C, = Cy Diag(C,) = 0.

n—o00

Cada C, € K(H), dado que ran(C,) < oo, y ademds por el Teorema 2.3 son

minimales. Entonces

€l = || tim Cuf| = lim [ICal| < lim |G+ D|| = || lim G+ D| = |C+ D]
n—00 n—00 1n—00 n—o00
para cada D € D(K(H)"). O

El siguiente teorema aborda un caso especial de operadores compactos simé-
tricos que tienen la siguiente propiedad: hay una columna (o fila) que es ortogo-

nal a todas las demads. Es una generalizacion del Teorema [1.32] para matrices.

Teorema 2.5. Sea T € K ()" descripto como (T;;)

las siquientes propiedades:

N Supongamos que T satisface

1. T;j € Rpara cadai,j € IN;

2. existe ip € IN tal que T;;, = 0, con T, # 0, para todo n # iy;

oo

3. si Tliol es el operador T con ceros en su ig-ésima columna e ig-ésima fila, entonces

4

len(T)]] = || 7t

4. silos Ty, cumplen que, para cadan € IN, n # iy:

(e (T),en(T))
Tun = — Tion ’

(lo que implica que todas las columnas de T son ortogonales a la ip-ésima.)
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Entonces T es minimal, es decir

T = |le;i,(T)||= mf |T+D]|.
ITI = [leo(T)]| = _jint T+ D]

Y mds aiin, D = Diag({Tun }nen) es el tinico operador diagonal acotado minimal para
T.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad T es un operador compacto con coefi-
cientes reales T;; y ademas iy = 1, de modo que matricialmente se ve representado

de la siguiente manera

0 Ty Tz T
T Too Toz T
T=|Ts Tz T3z Tss
Tiy Tog Tza Ty

Las hipétesis que verifica dicho T son las siguientes:

m ig=1conTy, #0,Vn € N —{1}.

0O 0 O
Too Tz Toa
Tos Tsz Tza -+ ||| = HT[”H.
Ty Tza Taa

= [lea(D =

o O O O

s Cada T}, cumple que

{e1(T), en(T))
Tln

Tan = — paracadan € N — {1}.



0 Capitulo 2. Problema de minimalidad: ejemplos y casos particulares 59

Algunas observaciones que podemos hacer son las siguientes:

1. Primero notemos que parai € IN

| Tii| = ’<T[1]€i,€i>

<.

leil < | 71]| < llex(T) ] < oo,

con lo cual, (Tj;);cn €s una sucesién numérica acotada. Ademas cada Tj; es

el elemento en la diagonal de TI"! en la base prefijada.

2. Un simple célculo nos permite mostrar que ||c1(T)|| y — ||c1(T)|| son auto-

valores de T con

v, — m (ler(T) ]| 1 + ea(T))

1
= Al (ler(T) [ er = ex(T)),

respectivamente. Consideremos el espacio V = Gen {v{,v_}:

= Siw € V, entonces | Tw||* = ||cy (T)||* |Jw]|*.

= Siy € VL, entonces || Ty|| = HT[lJyH < HTHJH Iyll.

Luego, paracadax = w+y € H,conw € Vey € V- resulta que
2

2 2 2 2 2 2 2 2

IT (0 +y)II” = 1Tl + [ TyI> < fer (DI ]+ || T flya > < e (T 1.

Por lo tanto,

IT] = ller (T -

3. Sea D' € D(K(H)") y definimos T’, operador dado por T’(¢;) = (T +

D’)e; = ¢;(T') para cada i € IN. Se satisfacen las siguientes propiedades:
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» Si D), # 0 entonces
T (e1)||* = ||lea (T = Diy + [ler(T))* > er (D] = |||

=Tl > 1Tl

De modo que podemos asumir que si T + D’ es minimal entonces D}, =
0.

» Supongamos que existiera i € IN, i > 1, tal que D’ no tiene su i-ésima

columna ortogonal a la primera, esto es:
(T'ey, T'e;) = (c1(T"),ci(T')) = a # 0.
Entonces,

o c(T) \ ap a;
TQmwm)‘OM””wmnwmwmww“)

= [|T'(c1(T)||* > e (D> = | T -

Por lo tanto, || T’|| > || T

Finalmente, D = Diag({Tnn}ne]N) es la tinico operador diagonal minimal

para T y es acotado.
O]

Notemos que el operador diagonal obtenido en el Teorema 2.5 es claramente
acotado pero no sabemos si es compacto. Una pregunta natural e interesante es si
existe algtin operador compacto simétrico T que cumpla las hipé6tesis del Teorema
y que tenga una diagonal minimal no compacta. Esto lo hemos trabajado y

analizado con profundidad y los resultados se encuentran en el Capitulo 3
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Dado un operador compacto Hermitiano C € K(# )", la existencia de un tinico
operador diagonal acotado real Dy minimal para C no implica necesariamente
que Dy sea no compacto. Por otro lado, si existen infinitas diagonales acotadas
reales para C, esto no significa que haya existencia de alguna de esas minimales
que sea compacta.

En los siguientes ejemplos de operadores mostraremos que la existencia (res-
pectivamente, la no existencia) de una tinica diagonal minimal no necesariamente
implica la no existencia (respectivamente, la existencia) de una diagonal minimal

compacta.

1. Sea L € D(K(H)"), L # 0, entonces —L es el tinico operador diagonal
minimal compacto para L. En este caso, podemos observar que hay unicidad

para el minimal, pero el mejor aproximante es también compacto.

2. Consideremos el operador Ty, que definiremos y estudiaremos con profun-
didad en el Capitulo[3l Tj tiene mejor aproximante diagonal acotado pero no

compacto (ver la prueba de este hecho en el capitulo mencionado). Sea S el
Sy 0

operador descripto en bloques S = ( On T ), con S, € M!(C) una matriz
0

cuya norma cociente es ||[Tp]|| y que tiene infinitas diagonales minimales de
n x n (basta considerar matrices como las mencionadas en los articulos [7],
[8] o [20]). Entonces, todos los operadores diagonales acotados para S son
D,

0
D,, para S, y D el tinico operador diagonal minimal acotado (no compacto)

la forma D’ = ( ), con alguna de las infinitas diagonales minimales

para T. De este modo, ninguno de estos D’ es compacto. Este caso muestra
que la no unicidad de los diagonales minimales no necesariamente implica

la existencia de operadores minimales diagonales compactos.



Capitulo 3

Operadores minimales con

diagonales no compactas

3.1. Introducciéon

En este capitulo mostraremos dos familias de operadores compactos simétri-
cos que no poseen mejor aproximante diagonal compacto Hermitiano. Las claves
para probar la no existencia son el Teorema 2.5y la unicidad del mejor aproxi-
mante diagonal acotado que estos operadores poseen. En el primer caso, se trata
de un operador cuyas entradas {d;;} de la diagonal principal (respecto de una
BON fija) cumplen que d;; — I € Ry,. En tanto que el segundo caso, el me-
jor aproximante diagonal resulta ser oscilante, es decir que los elementos en su

diagonal principal no convergen a un tinico limite.

3.2. Contraejemplo compacto

Sea H un espacio de Hilbert separable y {e, } . ; una base ortonormal fija de

éste. Sea v € R tal que |y| < 1y r un parametro real positivo a determinar. Consi-

62
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deremos la siguiente matriz infinita descripta en la base ortonormal mencionada

0 ry r"yz r’y3 r’y4 r’y5

rv 0y P o
oy 0 P o
To=|[r? 9% 7% 0 ¥ o
mt Y Y 0 o
ottt 9t 0
0 v 92 9 9* o° 00 0 0 0 O
¥y 00 0 0 O 0 0 4 2% % 4
¥ 0 0 0 0 0 0 v 0 % 3 4
=r|9* 0 0 0 0 O +10 942 2 0 % o
¥ 0 0 0 0 0 0 93 43 43 0 4
¥ 0 0 0 0 0 0 7% 4% 4% 4% 0
L T(gl]
To=rL+ T r € Rog (3.2.1)

A continuacién mencionaremos algunas propiedades que cumple el operador Ty.

Proposicién 3.1. Los operadores To y T(gl] son de tipo Hilbert Schmidt, es decir Ty, T(g” €
By(H).

Demostracion. Si f;(To) y cj(To) es la fila i—ésima y la columna j—ésima de Ty,

respectivamente, entonces

2

= (TgTo)u = (f1(To), c1(To)) = (rex(L), rer(L)) = r* (T2 ™) = rzl jfyz <

Q.
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. (TJZTO)zz = (fa(To), c2(To)) = (c2(To), ca(To)) = r29* + Loog v = 29 +
g4
1—~2

< 00,

. (TSZO)&% = (f3(To),c3(Tp)) = (c3(To), c3(To)) = Pyt + 152, v =2y +
Y
1—~2

< 00,

= Inductivamente para cada n > 3:
(ToTo)un = (fu(To),cn(To)) = (cu(To),cn(To))

:1,2,),2(1171)_{_(”_2),)/2(;172)_’_ Z ,YZk

k=n—1
—2+42n
_ rz,yz(n—1) +(n— 2),)/2(n—2) 4 ’I — < oo,

Luego,

2 7 2,2 7 o [ 2. 2(n-1) 2(n—2) 722
=1 s+ + + rey Y 4 (= 2)y T
1_,),2 1_,},2 ;;; ( ) 1_,),2

2
Y
_ 2 T 4122

2 % >
: i - ’_Y’Yz + Z r2y2n=1) 4 Z(” _ 2)72(;1—2) + Z r
n=>3 =

2 2 2 2 4
2 7 2.2 Y r —7°+ 2y 1
B U pr R e R ) LA )

Ademas, T(gl] € By(H) pues

n=1 n=2
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O

Toy T(g” son operadores de Hilbert-Schmidt y ademds resultan ser compactos
y simétricos. Por lo tanto, cada columna (y fila) de Ty (y de T(gl]) forman una

sucesion de /2(R).
Proposicién 3.2. Ty € B1(H) y es un operador positivo.

Demostracién. Recordemos que Ty = rL + T(gl].

El operador rL tiene rango finito pues
Ran(L) = Gen {rL(e;)};cpy = Gen {c1(L),c2(L)}

y esto vale pues ¢;(L) = 7/~%c;(L) para todo j > 2. Por lo tanto, rL € By (H).

Si consideramos el operador C € B(H), definido matricialmente como

a 0 0 0 O

a2 a2 0 0 0

a a® a® 0 0

Co=1| 4 4 4 4
a* a* a* a* 0
a® a® a® a® a°
con a € IR, entonces
P I I (|
Y s A U
1 a8 a6 5 a8 410
CiCh = ——

a 1—a2 | 8 B8 B8 8 40
g10 410 10 ;10 410
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Sia = ﬁ, entonces

A Gl S Sl ¢
) R Sl S S )
CrCri=7—0 |7 ¥ ¥ 7 =R
T 4 4 4 4 5 T
0 A G S G
Entonces

tr(|R1|) = (1 — 7)tr (\c*ﬁcﬁ\) = (1—)tr (c*ﬂcﬂ) = tr(Ry)
Lo cual muestra que Ry € B1(H), ya que tr (C%Cﬁ) < 0. Con esto, rL +

0o --- 0 ---
<. ) € Bi(H). Pero ademas rL + ( ) — Diag(R;) = T, que es equi-
Ry Ry

valente a decir que rL + estd en la misma clase de Ty tomando el espa-
C Ry

cio cociente KC(H )" /D(IKC(H)™), ya que difieren tan sélo en la diagonal. Como
Diag(Rq) € B1(H), entonces Ty € Bi(#H). Méas atn, como T(gl] y L son positivos,

se deduce que T es también positivo. O

Proposicién 3.3. Sea Ty € K(H)", el operador definido en B2l Entonces existe un
tinico operador diagonal Dy € B(H) tal que

1. (Ty + Do)11 = 0.
2. <C1(T0 + Do), C,‘(To + D0)> =0,paracadai € N,i > 1.

Demostracién. En primer lugar, observemos que cualquier operador diagonal aco-
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tado Dy se puede escribir como

d 0 0 0 0
0 d 0 0 0 0
0 0 dg 0 0 0
Do = Diag ({d¢}ken) = [0 0 0 dy 0 0 )
0 0 0 0 ds O
0 0 0 0 0 de

con la condicién de que la sucesion numérica {dy }xen sea acotada en R. Ahora

bien, fijemos que los dj cumplan:

L dl =0.
. Y
» (¢1(To+ Dy),c2(To+ Dyp)) =0 < r’yd2+2}?‘;2r72]’1 =0& dy = —— 2,:/ =
,),2
-1

{c1(To + Do), c3(To + Do)) =0 & ryy +r9%ds + L2571 =0
]

PR = VG 7
< a3 = — o~ ——1—1_72.

(c1(To + Do), ca(To + Do)) =0 & 172 + 19?92 +r9%da + £y ryP 71 =0

73+74+Z}’°:472f‘1__1_ P
73 = T

S ody = —
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» En general, dado k € IN, k > 3 queda determinado dj univocamente:

d = —
,),k—l
= 1y + P+t B Y 4 HE
j=k
k-3 k k—2 k
T I—o v
de=—Y o - "~ =— - : (3.2.2)
];) 1—192 1—7 1—192

Entonces, Dy = Diag ({dk }xen) cumple las condiciones de la proposicion.
Ademas, queda {dj }ren determinada de forma univoca por la construccién mis-
ma de la sucesiéon. De modo que D es el tinico operador diagonal acotado que

cumple con las hipétesis del enunciado.

O

De la altima linea se desprende que dy — —— 1 cuando k — oo, de modo que

el operador Dy diagonal es acotado pero no compacto.

Por otro lado, si fijamos la siguiente condicion sobre el pardmetro r

|75" + oo

L G NI
lex (L)1l

entonces el operador Ty + Dy cumple

1
|C(To+ Do), = IrCi(L) ], = rlICa (D)l > | T3 + Do

Esto, sumado a lo que verifica por la Proposiciéon 3.3} hace que Ty + Dy se encuen-

tre en las condiciones del Teorema [2.5]y, por lo tanto, sea un operador minimal,
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es decir

ITo]ll = inf

|To + D|| = || To + Do|| -
DeD(K(H)")

Con lo cual concluimos lo siguiente.

Corolario 3.4. El operador Ty no tiene mejor aproximante diagonal compacto.

3.3. Operadores con diagonal minimizante oscilante

Siguiendo una idea similar a la abordada en la seccién anterior, consideremos
ahora el siguiente operador Sy € B(H) descripto matricialmente en términos de

la base ortonormal {e, } ,cn de H prefijada

0 -5 v o 52 ,),2 . 53 ,.YS
-5 0 v . 52 ,YZ o 53 ,},3
y v 0 = 2 =8
6 _52 _(52 _52 0 ,),2 _53 ,YS 5 o1 -
0= ST TN ST B N R , convy,6 € (0,1). (3.3.1)
—5% —B 5% —8 -8 0 '73
G S SRS S SO SO |
No resulta dificil ver que
,)/4 52

(S0S0)11 = (5¢S0)22 =

y paracadan > 3

. (n—1)5" + Zn
(SOSO)nn - 1,)/711?
(n—1)7"+

1—92

(5n+2
+ 1-62
5n+1
1—

1—92 1-6%

si n =2k
si n=2k—1.
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Con lo cual, se sigue que

o0 o0 [e9)

tr(S6S0) = Y (56S0)un = (S5S0)11 + (S5S0)22 + Y (S550) 2k (2) + X (S650) (2k—1) (2%-1)
n=1 k=2 k=2
4 52 2(7Y3=2938%2+ 24+ 9 (=24 9 (=2 +37)))s*
0, @ 2P 2P 2 (24024 3D
T=nf =0 (14721 +7) (-1 +62)

Luego, Sy € K(H)" dado que hemos probado que S es un operador de Hilbert
Schmidt.

Sea D’ = Diag ({d},},,cny) €l tnico operador diagonal tal que
<C1(SO),Cn(SO + D/)> =0VneNN. (3.3.2)

Haciendo la cuenta para cada n, queda univocamente determinado cada d),. La

condicién (3.3.2) implica que {d),},en = {dlzk}kE]N U {d’zk_l}ke]N con

k 2 sk+2

%f' 72 y %f'
dﬁ:—7< M)+(—) + ) 0+
= ) 1—72 = 1—62

k—2 2 k k-2 k+1
: 0 v P

! — iy (2 _ 2 , j

T2t 5<]':05> <'7) 1-¢2 j:17+1_72

para cada k € IN. Para que D’ sea acotado, es necesario que ambas sucesiones,
{d% }ken ¥ {d%_1}ken sean al menos acotadas. Por ello, las analizaremos por

separado:
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» Subsucesioén de términos pares {d}, }reN: cuando k — oo, se sigue que

k
ZJO’Y_> —
kl 5
2 (5—> =3
5k+2—>0.

Entonces para que la sucesion {d?, } e sea acotada necesitamos que { % } keN

sea convergente.

2k V2 k V2
—:(7) —>l<oo<:>7§1<:>72§5 (3.3.3)

» Subsucesioén de términos impares {d}, ,}reN: cuando k — oo se sigue que

k—2 i 1
Y- 5’—>ﬂ
/

2117_> -
,),k+1_>0-

< 2 . 2k
Entonces para que la sucesion {d}, , }reN sea acotada necesitamos que {‘;—k FeeN

lo sea:

52k 52 52
_k:(_> —>l<oo<:>—§1<:>52§’y (3.3.4)
Y Y Y

Observacion 3.5. Sea Sy el operador compacto definido en3.3Icon 7,6 € (0,1). Si se
cumplen las condiciones (3.3.3) y (3.3.4) simultdneamente, entonces el par (vy,d) cumple

¥2 <6< V2 (3.3.5)

y la region de validez es la de la figura Bl En consecuencia, el operador D’ es acotado
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dado que

sup |(D')nn‘ = max{sup ‘dIZk
keIN

;sup [dy_q |} < o0
nelN keIN

Figura 3.1: Region 6, vy

Observacion 3.6. Asi como el operador Sy, existen otros operadores cuya diagonal mini-
mizante acotada es oscilante y, por ende, no compacta. Mds aiin se pueden hallar ejemplos
de operadores minimales cuyos elementos en la diagonal tengan tantos limites como se

quiera.

3.3.1. Comentarios sobre la condicién (3.3.5) y la Observacién 3.5

1. Si las desigualdades de (3.3.5) resultan ser estrictas, se sigue que

- 4 -7 4
Ao = = F T Y 2 T
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cuando k — oo.

2. Lo anterior se puede generalizar de la siguiente manera: para 6,y € (0,1)

tal que se cumple la condicion 3.3.5 vale que

2\ k 2\ K
. (7 1 0 v
lim doyy — doj_1 = 1 - )
o 2k T 2k ki%(&) 1—72+('y> 1— 62
0 si Y¥2<d<ql/?
= 5 si P=5<yl/?

si 2 <8=9V2

Es decir, que cuando 72 = & < y'/2 los limites de {d }renw v de {d); ; Hren
coinciden, en tanto para los otros dos casos no. Con esto, deducimos que si
Y=6< Y2692 <6 =9V2el operador D’ es acotado pero oscilante, ya

que no existe limy,,_, (Dj,,,)-

3. Para el caso particular y = 1/2, 5 = 1/4, notemos que (1/2)?> =1/4 < 1/2.

Ademas

— 5 ~1/2 1/4 1 2
= 14 - =_2
-7 "1-6 1-1/2 " +

1-1/4 '3 3




Capitulo 4

Aproximaciones con matrices

4.1. Introduccion

El objetivo principal de este capitulo es mostrar resultados de convergencia
en distintas topologias de sucesiones que convergen a los operadores Ty, Ty + Dy,
siendo Ty y Dg los definidos en el Capitulo3} y Tp + Dg + AI, para alguin A € R
fijo. Asimismo, construiremos una sucesion de matrices diagonales minimizantes

que convergen SOT a D.

Este tipo de resultados nos servirdn luego para la construcciéon de una suce-
sién de curvas minimales de matrices que convergen uniformemente a otra de
longitud minima, la cual no proviene de un elemento minimal en iC(#)*". Esto

lo veremos en el Capitulo (6l

74
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4.2. Aproximaciones con matrices

Sea Ty el operador Hermitiano definido en (3.2.1), dado por

0 v 7% 98 00 0 0
¥y 0 0 O 0 0 v o
To=r|+2 0 0 0 110 4 0 42 =rL+ TV @21
¥ 0 0 0 0 v> 7> 0
. 0 1
N -~ . T@ .

Sea Dy el unico operador diagonal en B(H) tal que se cumplan las siguientes

afirmaciones:
1. (T() + D0)11 =0.
2. (C1(To+ Dy),Ci(To + Dy)) =0, paracadai € N, i > 1.

En la Proposicion 3.3l hemos probado la existencia y unicidad de Dy para Tj de-
terminando explicitamente a los elementos d; de la diagonal principal de Dy. Si
ademads se cumple que
[+ 2]
S EIO

sigue que Tp + Dy es minimal.

Consideremos para cada n € IN la proyeccién ortogonal P, sobre el subespacio
de H generado por el conjunto {ej, ..., e, }. Definimos los siguientes operadores de

rango finito

T, = raPaLPy + P, TSP, (4.2.2)

con r, € R un pardmetro a fijar para cada n € IN. Definimos para cada n € IN

un operador diagonal D,, = Diag({d,((n) }) tal que
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2. (c1(Ty + Dy),cx(Tyn + Dy)) = 0, paracada k € N, k # 1;

3. dlgn) = 0, para todo k > n.
Luego, si t i6 237 = 0 = yn-La2i-n+1 cada 4"
go, si tomamos por convencin que Y=y Y Y , cada d

queda univocamente determinado como

; d(”) - _ lg:3 j_ 21‘1:‘1 2j=i
Dn = D1ag ({d;{ )}k6N> / { k 7=0 v =1 v

o 4.2.3)
d,’ =0paracadak € N —{2;3;...;n}.

La prueba de este hecho es por induccién sobre los indices k para cada n € IN.
(n)

Observemos que la eleccion de cada d;  resulta independiente del pardmetro 7.

A continuacién mostramos un lema que utilizaremos luego para probar la
minimalidad de cada T}, + D, como matrices.
Lema4.1. Sea T, = r,P,LP,, + P, T([)”Pn y D, operadores como los definidos para cada
n € Nen (£.2.2) y (4.2.3), respectivamente. Entonces

P, TP, + D, < .

sup
nelN

Demostracién. Sea n € IN fijo, entonces

]pnT(Euanan < ‘PnT([)l]Pn + ||Dy| < ||Pn||2 HT‘gl]H + sup dz((n)
1<k<n
< [+ o] < ]+ s | < -+ 0w <

nelN
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Como consecuencia de este lema, existe una constante My € R~ tal que:

P, TP, + D,

7

My = méx{

sup ’ Tom + D()H } . (4.2.4)

nelN
Con esto, estamos en condiciones de probar la minimalidad de cada T, + D;,.

Proposicién 4.2. Sean T, = r,P,LP, + PnT(El]Pn y Dy, como los definidos para cada
n € Nen @.22) y (4.2.3), respectivamente. Consideremos la constante real My de (4.2.4)
y fijemos r, = Mﬁ Entonces para cada n € IN el operador T,, + Dy, resulta ser

minimal en IC(H)™ /D(K(H)™), esto es

I[Tu)| = . inf  ||T,+ Dyl = || Tn + Dall = Mo.
DpeD(K(H))
Demostracion. Sea n € IN fijo. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar a

T, + D, como una matriz de n x n. Entonces
. dgn) =0;

= (c1(Tyw+ Du),¢j(Ty + Dy)) =0, paracadaje N,2 < j < n;

1

P, TP, + D,

= [[e1r(Tu + D)l = ler(Ta)l| = ra [ler (PuLPy) || = Mo = ‘

Por lo tanto, si aplicamos el Teorema [1.32] D,, resulta ser la tinica matriz diagonal

minimizante de n x n para T,. Desde que se cumple

inf |T, +DJ|= _  min | Tn + Dall,
DeD(K(H)) Dy €D(M,(C))

sigue que
HTu]ll = T + Dall -
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También podemos observar que la norma del operador minimal T,, + D, es

My para cadan € IN.

Observacion 4.3. Para todo n € IN vale que

inf ||T,+DJ| = min || T,+D'|| = ||Tu + Dal|,
DeD(K(H)™) D'e€D(M,(C)™)

pero no hay unicidad en D(IC(H)™) aiin cuando st la hubiere en D(M,,(C)"). En efecto,

D, 0
! ), con D, diagonal y tal que

cada operador por bloques de la forma C, = ( 0 D
Cc

IDel| < fle1 (Ty)| satisfce

1T+ Cull = m&x {|[ Ty + Du | [ Dell} = [T + Dul| = [I[Tu]] -
Reconsideremos el operador Ty = rL + T(gl] pero ahora fijando r = HCf\EI—E)II
Notemos que
7"+ o]
@l ="

donde la desigualdad de la derecha vale por el Lema 4.1] Entonces, Ty + Dy sa-
tisface las hipétesis del Teorema 2.5y es un operador minimal con Dy, el tinico

operador diagonal acotado (no compacto) tal que

|[Tol|| = inf ||To+ D|| = ||To + Dol| -
DeD(K(H)™)
Mas aun,
I[Tolll = |lc1(To + Do) || = [|c1(To)|| = Mo.

Por lo tanto,
I[To]l| = I[Tu]| (4.2.5)
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Los préoximos dos resultados vinculan al operador Tj con la sucesién de opera-

dores {Ty }yen-

Lema 4.4. Sear, = %

en @.2.2) y My la constante real fijada en (4.2.4). Entonces, r, — t, cuando n tiende a

para cada n € IN, siendo Py, L los operadores definidos

00,

Demostracién. Como la vale lo siguiente:

ler(T) || = (Z 721) y ller(To)|| = <i72i> ,

la demostracién se concluye con facilidad. O

Proposicién 4.5. Sean Ty = rL + T, el operador definido en (4.2.1) con r = \|c1]\(/1190)||’

vy {Tu}_q la familia de operadores de rango finito definida en (4.2.2). Si r,, — r cuando

n — oo entonces T, — Ty en norma de operadores.

Demostracion. Sea e > 0, el Lemad.4implica que existe n; € IN tal que n > n; =
|rn — r| < €. Ademas la sucesioén es acotada, de modo que existe M; > 0 tal que
|rn| < M; para todon € IN.

Por otro lado, L y T(gl] son operadores de tipo Hilbert-Schmidt (ver Proposi-

ciones[3.2]y 3.} respectivamente), lo cual implica que existe n, € N tal que

n>mny=|L—P,LP| <e

n> = HR— p, 1P,

Por lo tanto, para cada n > ny = max{ny;ny}

1Ty — Tl| = HrL + 1 —r,p,LP, - P, TP,

< L = raPLPol| + | T3 = PuTg P




80 Capitulo 4. Aproximaciones con matrices O

< |r=ral L0+ Irall I = PuLy + | T3 = PTSR,

<e€|L||+Me+e=¢€(||L||+M;+1).
Concluimos que || T, — Ty|| — 0 cuando n — oo. O

Observemos que la sucesién numérica de {d]((”)}neN para cada k € IN conver-

ge a d cuando n — oo. En efecto, sin — oo

k

(n) k-3 ; 00 2k k-3 ; v B
dON= Y Y =Y = Y s = e
=0 j=k j=0 l

Por consiguiente, la sucesién de operadores diagonales {D, } ,cn converge fuer-

temente al tinico Dy € D(B(H)") minimizante (no compacto) para Tp.

Proposicién 4.6. Sean Ty el operador definido en (6.2.3) y Dy el iinico operador diagonal

acotado tal que
1Ty 4+ Dol| < ||To + D|| para todo D € D(K(H)™).

Consideremos la sucesion de operadores diagonales de rango finito {Dy, },eN cuyo tér-

mino general estd definido en (£.2.3). Entonces
Dn — DO

en la topologia fuerte de operadores.

Demostracion. Sea x € Hy e > 0.Paracadan € N,

‘Z}";n ’yzf*k‘ sik<n

’dl({n)_dk‘ - |dy| sik > n.

Sik<nyy<1laserie}?, 12~k resulta convergente y entonces existe 19 € IN
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tal que
n=>ny= Z’Yzj_i < €.
j=n
Si k > n, entonces |di| < ||Dy||. Luego,
n
(Du = Do) x|* = (D — Do) x, (D — Do) x) < € Y| (v,e) P+ [IDoll> - | (v, -
i=1 i=n

(x,e;) son las coordenadas de x en la base {e;};.p, de modo que {(x, e;) }icn con-

forma una sucesion en 2. Luego, existe n; € N tal que

o0
n>n = Z|(x,ei>|2 < e

i=n

Finalmente, para cada n > max{ng; n1}
2
|(Dn = Do) x[1* < €[|x||* + [| Dol € = € (J|]* + Dol )

y esto vale para cada x € H fijo. O

Notemos que las Proposiciones 4.5 y 4.6l implican que T, + D, tiende a Tp +
Dy en la topologia fuerte de operadores. Desde que D,, € KC(H)" para todo n
y Dy € D(B(H)") — D(K(H)™), dicha convergencia no puede ser en norma
de operadores. Lo que probaremos es que T), + D, + «I tiende a To + Dy + «l
en norma de operadores, para un &« € R particular. Esto lo demostraremos a

continuacion.

Proposicion 4.7. Sean Ty, Do, { T} neN, { Dn fneN, { Pn }nen los operadores y sucesio-
nes de operadores definidos previamente. Consideremos también los operadores I (iden-

tidad de B(#H)) e I, = PyIP, = P, (puede considerarse como la matriz identidad en
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M, (C) para cada n € IN). Entonces

1 1
Tn+Dn+ In_>TO+DO+—I
1—o 1—o

cuando n — oo en norma de operadores.

Demostracion. Sea € > 0, entonces

Por la Proposicién [4.5] existe 11 € IN tal que

1 1

]. 1

3||T0—Tn||+HD+—1—Dn——zn
1—7 0%

n>ny = ||To—Tul <e.

Nos focalizamos ahora en el segundo término. Para cada n € IN

1 1 (n) 1
dk+1—’y i (1—’Yln)kk

1—o

I || = sup

keIN

4

1
Dy+-——I1—D, —
H R "

pero

‘ZJ LY ‘ sik<n
‘d;ﬁ—ﬁ‘ sik>n

1 (n) 1
dk+1—7 & (1—’Yln>kk

Lo cual implica que existen dos posibilidades:

1. Sik < n, entonces sup; ‘dk+ ﬁ _dl(cn) <1 I, ) ’ _ ‘Z] ¥ ko] Se

trata de una serie convergente, de modo que existe n; € IN tal que

1 ) 1
et % (1—7 )

n>ny = sup 2j—ko

keN
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2. Si k > n, entonces sup; ‘dk + % — d,((") — <%In)kk) = ‘dk + ﬁ‘ Co-

mo dy — —ﬁ cuando k — oo, existe k; € IN tal que

1
di+—| <e.

k2k1:>
1—79

Sin >k, siguequek >n>kyy

I w1
dk+1—’Y I (1_'Yln)kk

1
di+——| <e.

sup T

keIN

Luego, existe n3 € IN (por ejemplo, n3 = max{ky; ny}) tal que

1 1
n2n3:>HD0—|——I—Dn— I,|| <e.
1—o 1—v
Finalmente, si ny = max{ny; ny; n3} se deduce que
1 1
n>ny= (|To+Dyg+-—-1—T,— D, — I;|| < 2e,
I—v -

lo cual implica que T, + Dy, + ﬁ[n tiende a Ty + Dy + ﬁ

I cuando n — oo en
norma de operadores.

]

En la demostracion anterior obtuvimos también que {D, + ﬁln}neN, una
sucesion de operadores diagonales de rango finito tiende a Dy + ﬁl € D(K(H)™)
en norma de operadores. Si bien, T, + D, + ﬁln y To + Dy + ﬁ[ no son ope-
radores minimales, pero nos seran de gran utilidad en la construccién de curvas
de longitud minima en la érbita unitaria de un operador compacto fijo A. Esto lo

abordaremos con profundidad en el Capitulo 6l



Capitulo 5

Caracterizacion y propiedades de

operadores minimales

5.1. Introduccidon

En la primera seccién de este capitulo, atendiendo al Problema [2l expuesto en
el Capitulo 2] mostraremos una caracterizacién de la minimalidad basada en los
resultados para matrices Hermitianas minimales analoga a la presentada en [2].
En la seccién5.3]abordaremos al Problema Il (que también esté en el Capitulo2)en
contextos un poco mas generales, como por ejemplo cuando A es un dlgebra de
von Neumann y B es una subalgebra de von Neumann de A que es imagen de

una esperanza condicional.

5.2. Una caracterizacién de operadores minimales compactos

En el Capitulo 3 hemos exhibido ejemplos de operadores compactos que no
poseen mejor aproximante diagonal compacto. La principal propiedad que nos

permiti6 demostrar la no existencia de un operador diagonal minimizante com-

84



0 Capitulo 5. Caracterizacién y propiedades de operadores minimales 85

pacto para cada uno de los casos fue la unicidad del mejor aproximante.

Sin embargo, existen muchos otros operadores compactos que tienen al me-
nos una mejor aproximacién diagonal compacta, como los que hemos exhibido
en el Capitulo 2] ademds de los de rango finito. Estos ultimos tipos de operado-
res se estudiaron en [1], [2], [8] y [20], entre otros. El propdsito central que nos
proponemos en esta seccion es el de estudiar propiedades y equivalencias que
caractericen a los operadores compactos minimales. Para ello, generalizaremos

las principales ideas abordadas en [2].

Las primeras dos proposiciones se encuentran estrechamente relacionadas con

el Teorema de Hahn-Banach para espacios de Banach y la relacion entre el ideal

IKC(H) con su espacio dual, By (H).

Proposicién 5.1. Sea C € K(H)" y consideremos el conjunto
N ={yeB()": ||, =1, (YD) =0,¥ D e D(KH)")}.  (521)
Entonces, existe Yo € N tal que

Cll| = inf C+ D|| = tr(YoC). 522
IiClll =, _jint . IC+ Dl = tr(%C) (5:22)

Demostracion. Si utilizamos el Teorema el Corolario y consideramos el
hecho de que D(K(H)") es un subespacio cerrado de K(H)" y C € K(H)",
entonces existe un funcional p : K(H)" — R tal que [jp|| = 1, p(D) = 0,
VD e DKH)"),y

o(C)= inf  ||C+D| = dist(C,D(K(H)")).
DeD(K(H)M)

Cada funcional p del espacio dual de K(H)" puede escribirse como p(.) = tr(Yp.),
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con Yp € Bi(H), dado que K(H)* = B1(H) (ver el Corolario [L.18). Entonces

p(C) = tr(YoC) = [[[C]]-

]

Proposicién 5.2 (Férmula de dualidad de Banach). Sean C € K(H)" y N el con-
junto definido en (5.2.1), entonces

inf |C + D|| = méx |tr(CY)]. (5.2.3)
DeD(K(H)")) YeN

Demostracién. Sea C € K(H)". Por la Proposicién 5.1} existe Yo € A tal que

inf |C + D|| = tr(YoC).
DeD(K(H)M)
Entonces

inf |IC+ D|| = tr(YyC) < méx |tr(CY)|
DED(K(H)M) YEN

= mdx |tr (C+D)Y)| < |[Y]|, [IC+ DI,
eN N~
=1

para cada D € D(K(H)"). La igualdad (52.3) es consecuencia de este tltimo
hecho.
[l

Observemos que si Y € B1(H) es un operador tal que tr(YD) = 0 para cada
D € D(K(H)"), entonces tr(YD) = 0 para cada D € D(B(H)"). Més atn, es facil
probar que si tr(YD) = 0 para toda D € D(B(H)"), entonces Diag(Y) = 0.

A partir de que D(K(H)") € D(B(H)"), resulta evidente el hecho de que

inf |[C+D| < inf ||C+DJ. (5.2.4)
DeD(B(H)") DeD(K(H)")
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Observemos que siempre existe Dy € D(B(H)") tal que

||IC 4+ Dol| = inf IC+ D,
DeD(B(H))"

puesto que B(#H) es un algebra de von Neumann y D(B(H)) es una subalgebra
de von Neumann de B(H) (ver Teorema [1.43).
Con las propiedades recién mencionadas, estamos en condiciones de probar

que en vale la igualdad, como mostraremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3. Sea C € KC(H)", entonces

inf IC+D| = inf IC+ D] .
DeD(B(H)") DeD(K(H)")

Demostracién. Sea Dy un operador diagonal minimizante acotado para C tal que

inf  ||C+DJ||=|C+ Dy
DeD(B(H))"

Luego, la Proposicién 5.1} asegura la existencia de Yy € IN tal que

inf €+ DJ = [tr(YoC)| = [tr(Yo(C + Do))| < [[C+ Doll,
DeD(K(H))"
lo cual completa la demostracién.
O]

Un hecho bastante natural que vale para matrices minimales Hermitianas es
la propiedad del espectro centrado: si M € M/ (C) y M es minimal entonces || M|
y — |[M|| se encuentran en el espectro de M. Esta propiedad sigue valiendo para
operadores compactos minimales Hermitianos, como lo probaremos a continua-

cion.
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Proposicién 5.4 (Espectro centrado). Sea C € K(H)", C # 0. Supongamos que existe
Dy € D(K(H)") tal que C + Dy es minimal, entonces

+[|C + D4 € ¢(C+ Dy).

Demostracién. Sea C € KC(H)", C # 0, y supongamos que existe D; € D(K(H))"
tal que

0O<A=|C+Di|= mf |C+D].
DeD(K(H)M)

C+ D; € K(H)", entonces A € 0(C+ D1) 6 —A € ¢(C + Dy). Supongamos
que A € 0(C+ Dq):si —A ¢ 0(C + Dq) podemos tomar u € R tal que —A < u <
Ay o(C+ Dy) C [, Al

Por lo tanto, existee > Otalque —A < p—e <A —e <A

Si consideramos el polinomio p(x) = x —e € R[x] y usamos el item 3 del

Teorema |[L5] obtenemos que
o(p(C+D1)) = o((C+ Dy) — el) = p(e(C + Dy)) = (C + Dy) — &,

Entonces
IC+ D1 —el|| < ||C+ D4

Por lo tanto, existe Dy € D(B(H)") minimal tal que
IC+ D1 —ell| <[[C+ D1l = [|C+ Do,

con Dy — el € D(B(H)"), 1o cual contradice el hecho de que C + Dy es minimal.
Luego, —A € 0(C + Dy).
O

La propiedad del espectro centrado vale atin en contextos mas generales, co-

mo veremos en la seccién 5.3 de este mismo capitulo.
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El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion. Se trata de una
caracterizacion de los operadores compactos minimales basada en su estrecha

relacion con los operadores tipo traza.

Teorema 5.5. Sea C € K(H)" y Dy € D(K(H)"). Consideremos Ey y E_, las proyec-
ciones espectrales de los autovalores Amax(C + D1) y Ayin(C + Dy), respectivamente.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. C+ D, es minimal.
2. Existe X € Bi(H)", X # 0, tal que

L] <X€l’,€1‘> =0,VieN;
= [tr(X(C+ D1))| = [C+ Dl [[X][;;
s ELXt =X, ELX =X".
3. Apin(C 4 D1) + Apax(C 4+ D1) = 0y para cada D € D(K(H)") existen y €
R(Ey), z € R(E-) tales que:
= lyll = [zl = 1;
= (Dy,y) < (Dz,z).

Demostracion. (2) = (1) Sea C € K(H)" y Dy € D(K(H)"). Si existe X € By (H)"

tal que satisface las propiedades enunciadas en el item (2), entonces:

X D X
|IC+ Dy = tr(X(C + Dy))| = ‘tr (—C)' < maéx |tr(YC)| = inf IC+ D,
1Xl3 11Xl YeN DeD(K(H)")
donde la dltima igualdad vale por la férmula de dualidad de Banach (ver Propo-
sici6on5.2). Luego, C + D; es minimal.
(1) = (2) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||C + D;|| = 1.

Para la demostracion de esta parte usaremos las mismas técnicas que las utiliza-
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das en la demostracion del Teorema 2 en [2] para matrices. La férmula de duali-

dad de Banach nos indica que existe X € B;(H)" tal que
(Xeiei) =0, Vi€ N, |X|[; =1, tr(X(C+ Dy)) = tr(XC) = 1.

Probemos que X(C + Dp) = (C + D1)X. Como C + D; es minimal, la Proposicién
B.4limplica que {—1;1} C ¢(C + D;). Consideremos las proyecciones espectrales
E.,E_yE3 =1—-E; —E_.Los operadores C + D; y X pueden escribirse ma-
tricialmente en términos de la descomposicion ortogonal # = R(E; ) & R(E_) &
R(E3), como

I 0 0 Xip Xi2 Xi3
C+Di=10 —I 0 yX=1Xp1 Xoo Xp3
0 0 (C+D1)sg X31 X3p X33

Nos basta con probar que X;, = X;3 = X33 = X33 = 0. Para hacerlo, consi-

deraremos el Proposicion [1.16, por el cual se cumplen las siguientes desigualda-
Xi1 Xi2
X001 Xop

[ X1l + [[X22]l; <

des

+ [ X35]l, < [1X]]4

X11 X1
X201 Xop

1

1
Supongamos que || X33]|; # 0, entonces
1= tr(X(C + Dl)) = tr(Xl,l) — tr(XZIZ) + tr(X3,3(C + D1)3,3)

< |[X11lly + [ X220l + [ X334
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X171 X1
Xo1 Xop

lo cual es una contradiccion. Luego, X33 = 0.

<

+ [ X35 < [ X][; <1,

1

Asimismo,

tr(X1,1) = [ X1l

} = X11 =20 A-Xp0>0.
tr(—=X2) = |- X2l

Por otro lado,
1 =t(X(C+D1)) = [ Xually +[[=X22lly < IX(C+Dy)ll; < [ X[l [C+ D < 1.

Por lo tanto,
tr(X(C+ D)) = [ X(C+ D1); -

Luego X(C + Dj) > 0, lo cual implica que
{ X31(C+D1)ss = X{3(C+D1)sz=X31 & X31=X]3=0,

X32(C+D1)ss = X;3(C+D1)sz = Xzp < X320 = X55=0.

Analogamente, deducimos que
o K1 Kz | X X
—Xo1 —Xop —Xo1 —Xop

X
X1 12} 5
—X21 —Xop

1

Luego
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y —Xp1 = X{, = Xp1 = 0. Finalmente,

Xp1 0 0
X=| 0 X 0
0 0 0

y este operador conmuta con C + D;. Ademas,

Xt =E.X11Ey = E. X" =X"yX =E_XppE_. = E_ X =X.

(2) = (3) Sea X € By(H)", X # 0 tal que Diag(X) = 0, tr(CX) = ||X]|;
yELXT = Xt , E.X" = X .Sea D € D(K(H)") y definimos las siguientes

constantes my M

m= min Yy e PEE (5.2.5)
veR(E [y k() |

Observemos que dim(R(E;)), dim(R(E_)) < oo, entonces el minimo y el

méximo, respectivamente siempre son alcanzados. Afirmamos que

(m?) 620
tr( ————D) >m. 5.2.6
X+l

Para probarlo, observemos que X+ = EL X y notemos que
X+ E.X*VE, X+
(o) = (S D) = (e EeDE )
[t 1X* ] Xl
De modo que la desigualdad (5.2.6)) resulta equivalente a

X+
tr {—Jr (E+DE4 — mE+)] >0,
X+l
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_|_

X4
dremos (5.2.6). Sea h € H:

puesto que > 0. Entonces, si probamos que E{DE, — mE > 0 obten-

(E+DEyh,h) = (DE,h,E k) = (Dy,y) > m||y|]*,

con Exh = y € R(EL). Entonces, (Dy,y) —m (y,y) > 0, para todoy € R(E.).
S—_—— S

<o <o
Finalmente, comoy = E h

<(DE+ — mE+)h, E+h> Z 0 & <(E+DE+ — mE+) h,h> Z 0

-
Andlogamente, se puede probar que tr ( =T D> < M.

Por otro lado, la condicién Diag(X) = 0 con X # 0 fuerza a que Diag(X™") =
Diag(X~) #0,y como X*, X~ >0

171, = |[Diag(Xx™) ]|, = |[Diag(X7)[, = [[X" I,

tr(X*tD) = tr(X™ D).

Por lo tanto, existen yp € R(E+) y zo € R(E_) tales que |[yo|| = ||zo]| =1y

XT X~
DO,O:mgtr<—D):tr( — D>§M: Dz, zg) .
(borvo) X, T, (Porz0)

(3) = (2) Para probar esta parte seguiremos la ideas centrales empleadas en
la demostracién del Teorema 2 de [2]: consideremos la funciéon ®(X) = Diag(X)

definida en el capitulo(lly los siguientes conjuntos

A={Y e€BI(H)" : ExY =Y >0,tr(Y) =1}
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Bz{ZEBﬂHWﬂLZ:ZEOJﬂmzﬂ}

Como dim(R(E4)) < oo (y dim(R(E-)) < o0),cada Y € A (y cada Z € B) es un
operador Hermitiano entre espacios finito dimensionales fijos. Entonces, todas las
normas restringidas a estos espacios resultan ser equivalentes. Por esto, podemos
considerar que ®(.A) y ®(B) son conjuntos compactos de £(IR) para cada norma
(y por supuesto, también resultan ser convexos).

Asumamos la no existencia de un operador X que cumpla las condiciones
establecidas en (2). Esto implica que ®(A) N ®(B) = @. Como P(A) y P(B)
son conjuntos compactos y convexos de £2(IR), por ejemplo tomando la norma
euclidea, existen a,b € R y un funcional p definida para cada x € H tales que

p(x) = 2?11 x;d;, cond = (di)ie]N € Ccp, que cumple

py) >a>b>p(z),

para cada y € ®(A) y cada z € ®(B). Entonces

(@(Y),d) 20> b > (@(2),d) = min (®(Y),d) > mix(®(2),d),

y esto no puede ocurrir porque si D = Diag(d) € D(K(H)"), entonces

in (P(Y),d) = ix (®(Z),d) = M,
min (@(Y),d) = my mix(P(Z), d)
con m y M definidas como en (5.2.5). Con esto, M < m lo que contradice la
condicion (3).
[

La equivalencia entre las dos primeras afirmaciones se puede extender al caso

en el que el operador diagonal minimal no sea compacto y esto lo trataremos en
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la seccién 5.3l Sin embargo, la siguiente observacién podria ser falsa en cualquier

otro contexto méas general.

Observacion 5.6. El operador X determinado por la condicién (2) del Teorema 5.5 tiene
rango finito. Mds aiin, podemos describir a ese X como un operador diagonal por bloques

en la base de autovectores del operador compacto minimal C 4 D1.

Sea A un espacio de Banach, B un subespacio cerrado propiode A,y Z € A
un elemento minimal, esto es ||Z|| = infzcp ||Z + B||. Entonces, un funcional  :
A — C se dice que es funcional testigo de la B-minimalidad de Z si ||¢| = 1,
4]‘ s =0y P(Z) = || Z|| (en [24] Rieffel estudia dichos funcionales y su relacion

con mejores aproximantes en C*-algebras).

Observacién 5.7. Sea Z = C + Dy € K(H)" y supongamos que existe un operador X
tal que satisface las condiciones de la afirmacion (2) del Teorema Entonces, podemos
definir ¥ : IC(H)" — R, dada por ¥(-) = tr(X-), que verifica

L Y] =1,
2. ¥(C+Dy) = tr ((X(C+Dy)) = |[[C]],
3. ¥(D) =0V D € D(B(H)").

Observemos que Y actiia como un funcional testigo de la D(KC(H)")-minimalidad de
C+ Ds.

Si consideramos v, w € H y {e, }neN 1a BON de H prefijada, podemos escribir
v =Y 00 yw =Y we con v, w) € C paratodoi € N. Entonces,

denotamos con v o w al vector definido como
vow = (U(l)w(l),v(z)w(z),0(3)w(3),...) A

Sea C un operador compacto Hermitiano que cumple la propiedad del espectro

centrado. Si consideramos a E; y a E_ como las proyecciones espectrales a los



96 Capitulo 5. Caracterizacion y propiedades de operadores minimales O

autoespacios de los autovalores ||C|| y — ||C||, respectivamente, el siguiente coro-
lario muestra una propiedad interesante que cumplen los subespacios Ran(E )
y Ran(E_).

Corolario 5.8. Sea C € KC(H)", C # 0, tal que Ayax(C) + Apin(C) = 0. Consi-
deremos E y E_, las proyecciones espectrales de los autovalores Apax(C) y Ayin(C),

respectivamente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. C es minimal (es decir diag(C) es minimal en D(K(H)")).

2. Existen {v;};_; C R(E1) y {vj}]r.jﬂ C R(E-), conjuntos ortonormales tales

que
co ({o;0T3}_y) Neo ({e o7}, ) #0.

n z .
En este caso co ({wk} Pl no) denota la cadpsula convexa del espacio generado
por la familia finita de vectores {wj } 1 n, © H,y siwy se escribe en la base elegida

en H como wy = (wlgl), w,(cz), w,((s), ...), entonces tendremos Wy, = (w,(cl), w,(cz), w]?), ) €

H.

Demostracién. (1) = (2) Supongamos que C es minimal (y compacto). Entonces

por el Teorema G5 existe X € B1(H)" no nulo tal que

s O(X) =0

[tr(XC)| = [ICI X[

E.Xt=X*t,E. X" =X

= X=X"—-X" con
r
Xt = Zai(vi ®v;), {a;};_1 C Rsgcontados con multiplicidad, y {v;};_; C H
i=1

autovectores correspondientes a cada autovalor a;.
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r+s
Y ai(vj®vy), {aj}2 ++1 C R-o contados con multiplicidad, y {vj};ifﬂ CH
j=r+1

autovectores correspondientes a cada autovalor 4;.

Como v ®@ v, = 04T € K(H), paratodo1 < k < r+s, k € N, entonces $(vy ®
vx) = Diag(vg o x). Con esto, sigue que

®(X) = ®(XT)—D(X") = Diag (iai(viov ) Dzag( rf aj(v; o T ) = 0.

i=1 j=r+1

Luego, Diag (Y.F_; a;(v; o v;)) = Diag (Z‘f“ a;j(vjo v_])> Por otro lado,

i r+14
r r+s
=Y a4, tr(X7)= ) a
i=1 j=r+1

y tr(X) = tr(Xt — X7) = 0, de modo que tr(X") = tr(X~). Con lo cual si

definimos x como

r a; o r+s (Z]' L
X = er a,(Uz‘OUz‘) =) T (vjov]-)
i=1 Li=11i o1 jrg @

y observamos que R(X") C R(E;), mientras que R(X~) C R(E_), podemos
concluir que

x € co ({v;00i}j_y) Neo <{7’j ov_f}:::-i-l) :

(2) = (1) Seax € co ({v; 0 T;};_1) Nco <{v]- o v_]}:::H), entonces existen

s {a;}_ 1 {B ”jﬂ CRsptalque Y ;a;=1= ZHTH Bi;
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» {v;}}_; CR(Ey), {U]}]Hfﬂ C R(E_) tal que

r r+s

Y ai(viot) =x= ) Pj(vjoD)

i=1 j=r+1

y podemos pedir que cada uno de estos conjuntos de vectores, {v;}/_; y

Ar+s
{v;} iZr+1, formen un sistema ortonormal.

Si definimos el operador Y = 1 { (v ®@0;) — 2]’+r+1 Bi(vj ® z;])] =yt —

Y™, entonces Y satisface la condicién (2) del Teorema 5.5 pues:

» ir(CY) = ||C||||Y]|;- Esto se prueba usando que el operador C se escribe
en términos de la descomposicion ortogonal H = R(E;) & R(E_) & R(I —

E; —E_) como

r r+s
C=) [Cll(vi®v;) = Y, IIC| (vj®v)) +R,
i=1 j=r+1
y entonces
r+s
tr(CY) = tr ZHCH vi®v)— Y. [ICll(y®o) +R| Y
j=r+1

r+s
(ZHCHIX vi®vi)+ ), ||C|Iﬁ](v]®v]))

i=1 j=r+1

=|C|| [tr (sz v; ®U;) + ris B; v]®v])>

j=r+1

= [ICller (YD) = [ICIHY [, -



0 Capitulo 5. Caracterizacién y propiedades de operadores minimales 99

» O(Y) =0, puesto que

) 1 r r+s
®(Y) = Diag (E [Z a;(v; @ v;) — Z Bj(v; ®v;) )
i=1 j=r+1
1 r+s
=5 szl V;07;) — Zﬁ] OU] = 0.
j=r+1
» ELY, =Y, yE_Y_ =Y_dado que Y se escribe matricialmente en términos
de la descomposicién ortogonal X = R(E;) @ R(E-) ® R(I —EL —E_)
como

Yi. 0 O

Y=]1 0 Yo O

0 0 O
O

5.3. Minimalidad en contextos mas generales

5.3.1. Minimalidad sobre el conjunto D(B(H)")

Sea C € IC(H)" un operador compacto Hermitiano. Notemos que si conside-
ramos el conjunto de los operadores acotados diagonales, D(B(H)"), éste no estd
contenido en K(#H)". Ademas, es trivial que D(K(H)") € D(B(H)") y hemos

probado en la Proposiciéon 5.3 que

€ oo pisiy =, pinf €+ DI
—  inf HC+D|| = My /Do -

DeD(K(H
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Si definimos para cada C € K(H)" fijo el conjunto D,, dado por
De ={D e D(B(H)"): ||IC+D| =[]}, (53.1)

este conjunto cumple ciertas propiedades, a saber:

1. D, # @. De hecho, el Teorema asegura que la norma cociente del espa-
cio B(H)"/D(B(H)") se realiza en algtin elemento de dicha clase, es decir
en algtin C + Dy con Dy € D(B(H)"). De modo que, para todo C € B(H)"
existe un operador diagonal acotado Hermitiano minimal, aunque ese mejor

aproximante podria no ser compacto, como hemos observado en el Capitulo

Bl

2. D, es un conjunto convexo. En efecto, dados D, D’ € D, se cumple que
Il < ||C+tD+ (1—t)D||

< tC+tD| +|[(1-HC+ (1 —t)D'||
=t[|IC+ Dl + -1 |[C+D[| =lCl,
para todo t € [0,1]. Luego tD + (1 — t)D’ € D..

3. D. es un conjunto cerrado en norma espectral: si { Dy, },eN €s una sucesion
de operadores diagonales acotados minimales para C tal que lim;, 0 Dy, =

D en norma entonces, dado € > 0 existe ng € IN tal que

ICI < [[€+ D[ < [C+ Dul[ + ID = Du|| < [[[Cl]| +e.

El siguiente resultado da una cota muy simple y general para las entradas de
cualquier elemento minimal en D, (considerdndolo como matriz diagonal infini-
ta).
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Proposicién 5.9. Sean C € K(H)" tal que Diag(C) = 0y Dy € D,, siendo D, el
conjunto definido en (5.3.1). Entonces

|(Do)ii] < \/H | — |le;i(C )||2, para todo i € IN

Demostracion. Sea C € K(H)" tal que Diag(C) = 0y Dy € D,, entonces

IC+ Dol = [[[C]]]-
Por otro lado,
IC+ Doll=sup  [[(C+ Do)x|| = [|(C+ Do)eil
xeH/||x||=1

para cada e; € {e;},eN, siendo éste conjunto la base ortonormal de #H definida

en los preliminares. Entonces
2 2 2 2
I(C + Do)eil|” < [(Do)iil”™ + [lei(C)[I* < [ [C]]

[(Do)iil* < II[CIII* = lles ()|
]

Las siguientes observaciones son generalizaciones casi “naturales” de algunos
resultados que obtuvimos en la secciéon anterior y la idea es realizar una caracteri-
zacion de los operadores minimales sin pedirle a la diagonal que mejor aproxima

que sea compacta.

Observacién 5.10. De la igualdad de infimos planteada en la Proposicion 5.3y la for-
mula de dualidad de Banach surge que para todo C € K(H )"

inf |C + D|| = méx |tr(CY)],
DeD(B(H)") YeM
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M = {Y e By(H)": ||Y|l, =1, tr(YD) =0,¥D ¢ D(B(’H)h)} .

También notemos que M = N, dado que si Y € N entonces tr(YD) = 0 para todo
D € D(K(H)"). En particular, si consideramos para cada i € N el operador diagonal

compacto E;; = e; @ e;, entonces cada D € D(B(H)") se puede escribir como

Entonces,

lo cual implica que Y € M y con esto concluimos que N' C M. La inclusion inversa es

trivial.

Observacién 5.11. Dado C € B(H)" la propiedad del espectro centrado sigue valiendo
si C es un operador minimal acotado Hermitiano. La demostracion de esta generalizacion
estd hecha en la seccion siguiente (Proposicion [5.15) en el contexto de dlgebras de von

Neumann, pero tiene el mismo espiritu.

Con todo lo anterior, podemos hacer una caracterizacién de operadores aco-

tados Hermitianos minimales basada en la ya presentada para el caso compacto.

Teorema 5.12. Sean C € K(H)" y Dy € D(B(H)"). Consideremos E; y E_, las
proyecciones espectrales de ||C + D1|| y — ||C + D1 ||, respectivamente. Las siquientes

afirmaciones son equivalentes:
1. C+ D, es minimal.

2. Existe X € B1(H)", X # 0, tal que
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n (Xeje) =0,VieN;
= [tr(X(C+ D1))| = [C+ Daf Xl 5
» ELXT=X",E_X =X".

La prueba es esencialmente la misma hecha para el caso compacto (ver de-
mostracion (1)< (2)del Teorema [5.5), dado que las proyecciones espectrales E y
E_ son ortogonales y siempre pueden definirse para cada elemento del espectro
de un operador acotado Hermitiano. Por esta razén omitimos la demostracion.

Lo que no se puede asegurar en este caso, es que ran(X) < oo, dado que las

proyecciones antes mencionadas podrian no ser de rango finito.

5.3.2. Esperanzas condicionales en dlgebras de von Neumann

Sean A un élgebra de von Neumann y B una subélgebra de von Neumann de
A. Consideremos una esperanza condicional E : A — B, como en la Definicién

[L.26l Definimos el espacio cociente A"/ B" como
Al/B" = A"E(A)' = {[a]: d' € [a] & d =a+b=a+E®@")}.

Notemos que lo que usamos fuertemente es el hecho de que E(A)" = B,y

esto vale pues paracada b € B

La norma cociente asociada a A" /B" es
all| = inf ||a+ E(x)|| = inf ||a + b|| = dist(a, B"
lla)ll = inf lla+Ex)]| = inf [la+ b]] = dist(a, B

Al tratarse A y B de dlgebra y subalgebra de von Neumann, respectivamente,
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por el Teorema [[.43 siempre existe by € B" tal que
l[a]ll = lla + boll = min [l +b|| < [la+b|| Vb€ B".
beBh

Diremos que a + by es minimal.

La siguiente es una extension de la formula de dualidad de Banach, que hemos

probado en la seccién anterior (Proposicion [5.2.3).

Proposicién 5.13. Sea a € A" y consideremos el conjunto
L={pcA": ¢(b)=0VbeB, ||¢| =1}.
Entonces existe ¢o € L tal que ¢po(a) = ||[a]]|-

Demostracion. Se obtiene aplicando el Teorema de Hahn-Banach ya que B es un

subespacio cerrado de A. O

Si consideramos este otro conjunto
U={pecA:¢b)=0YbeB, ¢l =1},

donde A, simboliza el Predual de A, entonces &/ C L. La pregunta que nos hace-

mos es la siguiente:
(Existird siempre ¢ € U?
Consideremos el espacio de sucesiones acotadas, /*°. Sabemos que ¢ = (/1)*,

de modo que ¢! = (£*),. Tomemos la sucesién a € />, dada por

1 1 1
=(1-z1—=,..,1——, ..
a ( 2/ 3/ 4 n/ )/
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es decir que el término general para cadan € Nesa, = 1 — 1 < 1. Claramente

2]

1
=sup 1——=1.
nelN n

Supongamos que existe b € ¢! tal que

¢(a) =) buan=1=|la|l,
n=1

con ||b||; = X2y |bn] = 1 (notemos que ¢ € (£*°),). Entonces, podemos suponer

que b, € R>g paratodon € N (ya que |[p(a)| < Yo7 |bu|a,). Ademds
S o (1o 1) (o) <
— n“n — n n — n n — — n .
n=1 n=1 n=1 n=1

Seai € IN, el primer indice tal que b; # 0. Entonces

o 1 (o] (0]
bial-+ Z bnan:bi <1——.) Z bnan<bi+ Z bn:bi+(1_bi):1'
n—it+1 ! n=i+1 n—it1

=1-b,

Luego, comprobamos que no puede existir dicho b ya que obtuvimos una con-

tradiccién, es decir que no siempre existe ¢ € U. Esto nos permite concluir lo

siguiente.

Observacién 5.14. Sea a € A" y consideremos el conjunto
U={pc A.: ¢(b)=0YDbe B, ||¢|| =1}.

Entonces no siempre existe ¢ € U tal que ¢po(a) = ||[a]||.

Una propiedad que cumplen los elementos minimales de A" /E(.A)" es 1a de

tener el espectro centrado, como se puede apreciar en la siguiente proposicion.
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Proposicién 5.15 (Extensién de la propiedad del espectro centrado). Seaa € A".

Si A = ||[a]|| = ||a + bol|, con by € B", entonces

{—A;A} Co(a+by).

Demostracion. Seana € A"y E : A — B, una esperanza condicional y by € B tal
que ||[a]|| = |la + bol| (y existe xy € A" tal que E(xg) = bp). Ademas

(a4+E(x9))"=a+E(xg) =a+by=r(a+by) =A,

siendo 7(a + by) el radio espectral del operador a + by. Como ¢ (a + E(x()) es com-
pacto no vacio de R entonces A 6 —A estan en o(a + E(xp)). Utilizando el teorema
espectral llegaremos a una contradiccion con la minimalidad de a + E(xg), analo-
gamente a lo hecho en la demostracion de Proposicion 5.4

O

Observemos que esta extensién abarca a cualquier a € A" con su correspon-
diente minimal b € B", para cualquier dlgebra de van Neumann. Lo tnico que

requerimos para la prueba es que a2 y b sean Hermitianos.



Capitulo 6

Curvas minimales en la 6rbita de un

operador compacto Hermitiano

6.1. Introduccién
Sea ‘H un espacio de Hilbert y A € B(H), un operador compacto Hermitiano
fijo. El objetivo principal de este capitulo es estudiar el espacio homogéneo
Oy = {uAu” : uunitarioen B(H)y u—1€ K(H)}.

Mas precisamente, nuestro interés se centra en la obtencién de una curva unipa-
ramétrica x : [t1,t2] C R — O4 de longitud minima que satisfaga el problema de

valores iniciales dado por

{ x(0) ="b 6.1.1)
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para b € D(K(H)™) y x = 8,(iTy) = iTob — biTp, siendo Ty el operador contra-
ejemplo analizado en el capitulo 3l Utilizaremos resultados del estudio hecho en
[1] y en [15] para este tipo de variedades.

También haremos mencién sobre la generalizaciéon de algunos de los resulta-
dos obtenidos en el contexto de espacios homogéneos asociados a C*-dlgebras en
general.

Finalmente, construiremos una sucesion de curvas de matrices también mini-
males en O 4 tales que converjan a la curva que satisfaga el PVI (6.1.1)). La curio-
sidad de este resultado de convergencia es que las curvas minimales de matrices
tienen levantada minimal compacta, en tanto la curva a la cual covergen unifor-

memente no.

6.2. La 6rbita unitaria de un operador compacto Hermitiano

Sean H un espacio de Hilbert separable y un operador fijo A € K(#), tal que
A = uDiag ({A;}ien) u*, conu € U (H)

y {Aitien C Rtal que A; # A; para cada i # j. Consideremos la 6rbita O4 dada

por la accion del grupo de los unitarios Fredholm, es decir
Op = {uAu” :uesunitarioen B(H)yu—1¢€ K(H)}.

Sea b = Diag ({Ai}ien) € Oa (también b € D(K(H)")). La isotropia T, es
el conjunto {e? : d € D(K(H)™)} y (TO,), puede identificarse con el espacio
cociente KC(H)™ /D (K (H)™). Sean 7t : U (H) — Oy ), = (dr)1, los mapas
definidos en (L4.1) y (1.4.2), respectivamente.

Entonces, enunciamos el primer resultado.

Proposicion 6.1. Sea b = Diag ({A;}ien) € Oa. Para cada x € (TOp)p, si Z €
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KC(H)" tal que 6,(Z) = x, entonces

x|, = inf ||Z+4D| (6.2.1)
DeD(K(H)™)

Demostracion. Si Y, Ys € 6, (x) = {Y € K(H)™ : 5,(Y) = x} entonces
Y1 —-Y, € Ker(éb).

Pero Ker(d,) = {D: 6,(D) = Db —bD = 0} = {b}’ y b es un operador diagonal,
por lo que cada D € {b}’ es diagonal. Luego,

Y; — Y, = D, con D diagonal
o equivalentemente
Y, =Y, + D, con D € D(K(H)™).
SiY, € 5;1(x) ={Y € K(H)" :6,(Y) = x}, se sigue que
Ix]lp = if{[[ Y]] : Y € K(H)" tal que 65(Y) = x}

= inf{||Y]|: Y € K(H)" tal que Y = Yo + D, con D € D(K(H)™)}.

Sea v € R tal que |y| < 1y consideremos el operador Z, € B(H), definido
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como la matriz infinita

0 ry ry* ryd
ry d oy 9
Ze=il|ry* v d3 9% - (6.2.2)

S S I

0 ry r? ry? 0 0 O
ry 0 9 97 0 d 0
=i|lr? 4 0 42 +i|l0 0 d3 0 ---|=Y,+Dy, (62.3)
e 92 420 0 0 0 dy
Y, Dy
tal que satisface las siguientes condiciones:
1. Paracadaj € IN,j > 1:
1— ,),] -2 ')/]
dj = — - .
1—9 1— 92
Uip
2.r > H, siendo YU el operador Y, con su primer fila y columna
k=17
nulas.

Observemos que la definicién de cada d; resulta independiente del pardmetro r.
Por otro lado, el operador —iZ, cumple las condiciones de minimalidad del

Teorema Aun maés, Z, = i(To + Dy) siendo Ty + Dy el operador minimal

contraejemplo del Capitulo B (Y, = iTy y Dy = iDp). Con todo lo anterior, se
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sigue que

Il = inf ||Yr+D| =Y, + Dol = || Z]]-
DeD(K(H)™)

El operador diagonal Dy es el tinico minimizante (acotado, pero no compacto)
para Y;.

Fijemos x € B(H)", dado por x = 6,(Z,) = Z,b — bZ,. Como Dy € Ker(¢,), se
sigue que x = Y;b — bY, € (TO,), y entonces

= 1Zb—bZ |, = inf |V, +D|=|%]=Z]<|Y,+D
1y = [1Zr rlly . 1Yy + DIl = IVl = 1 Z[| < [IYr + Dl

para todo D € D(K(H)). En otras palabras, x no tiene levantada minimal com-
pacta.

La Proposicién en la seccién Preliminares asegura que para todo X €
K (H)™ resulta que eX es un unitario de Fredholm. Por otro lado, para todo u €

U-(H) existe siempre X € KC(H) tal que u = eX. Lo que no necesariamente se

ah

cumple es que si e’ € U.(H) entonces Y € K(H)™, como se puede mostrar en la

Observacion que también se encuentra en los Preliminares.

Definimos la curva uniparamétrica  dada por
B(t) = et%be™%r | t € [0 L} : (6.2.4)
21|Z|]

Para probar que B C O 4, introducimos el siguiente resultado previo.

Lema 6.2. Paracada t € R, existe z; € C, |z¢| = 1y U(t) € U.(H) tales que

et?r =z, U(t).
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Demostracion. Sea o = —ilim,endy = ﬁ Entonces

etZ,—l—tht — etZ,etaI.

I

Observemos que e/*! = ¢!*]. Se sigue que

tZr _ o=t tZy+tal _ ftocetYrthljothod
- - 7

e e e

cone ™ € C, |[e”"| = 1 para cada t € R. Ademds, Dy + al € D(K(H)™), dado
que es acotado, diagonal y
1

dit— | =
]+1—7“

yI2 v
_L—v_l—#

—0

. 1 — /=2 j 1
[(Do-+al)y| = - ’ ‘

1—7 _1—72+1—'y

cuando j — 0. Por lo tanto, como tZ, + tal € K(H)™ para todo t € R entonces
U(t) — ptZrttal o UC(H) y

et?r = z;U(t), with z; = e!® € C.

]

El préximo teorema, junto con la Proposicién [6.5] son dos de los resultados

maés relevantes de este capitulo.

Teorema 6.3. Sea A = uDiag ({A;}ien) u* € K(H), conu € U(H) y {Aitien CR
tal que A; # A; para cada i # j. Sea b = Diag ({Ai}ien) € Oa. Entonces, la curva
uniparamétrica p definida en (6.2.4) se encuentra completamente contenida en la orbita

de A y se puede expresar como
,B(t) _ et(ZrJrod)be—t(ZrJraI), (6.2.5)

con « = —ilim,eNnd, = ﬁ
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Demostracién. Por el Lema 2] si U(t) = e!% &I entonces B puede reescribirse
como
B(t) = zzU(1)b(zeU(t))* = ziZeU(t)bU *(¢)

= U(t)bu—l(t) _ otZrtal)p—t(Z+al)

con U(t) € U.(H) para todo t € RR. Concluimos que B(t) € Oy para todo t €
R. [l

Observacion 6.4. Observemos que ||Z,|| = ||[Yr][| gizynyp(B(20)r)an Y Zr es el tinico
operador minimal en B(H ). Tomemos P = {uAu* : u € U(H)}, luego por el Teorema
la curva B tiene longitud minima sobre todas las curvas suaves en P que unen
B(0) = by B(t), con |t| < 57%. Luego, como O C P, para cada ty € [O, TZH} se

2(|z"
sigue que

long(B) = inf{long(x) : x € P, x(0) = by x(to) = B(to)} <

< inf{long(x) : x € O, x s suave, x(0) = by x(to) = Blto)} = d(b, B(to)),

siendo d(b, B(to)) la distancia rectificable entre by B(to) definida en (L.4.3).

Utilizaremos la observacién anterior para probar el siguiente teorema.

Proposicion 6.5. Bajo las mismas hipétesis del Teorema[6.3] la curva B : [0, 2||7£ ”} —

O 4 definida como

B(t) = ot (Zrral) po—t(Zoal) _ otZepy,—t7;

7

con Zy de (0.22) y « = 11, satisface

1. ﬁ/(O) =X = Yrb - bYr — Zrb - bZr E (TOA)b.
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2. B tiene longitud minima en O 4, esto es

long (:B|[0,t0]> = inf{long(x) : xessuave, x(0) = by x(to) = B(to)} = d(b, B(to)),

para todo ty € [0, ZHZH]'

3. long (Blios) ) = to |l para cada to € [0, 5% .

Demostracion. 1. p'(0) = e'%r [Z,b,bZ,] e~ 4| _,.

2. Es consecuencia directa de que O 4 C P y de la minimalidad del operador
Z, en B(H)™ /D(B(H)")™", como hemos mostrado en la Observacién

3. Observemos que long(p) = foto 18" (1)l g(ey dt = to ||Yrb — bY; ||, En efecto,

Z,etlrpe % — otZrp 7,7t

18/l gy = |

n o Hetzr 2y, bl e B(t)

- szuu) (Z,,b] U‘l(t)Hﬁ(t) = |z Hu(t) (Z,,b] U‘l(t)Hﬁ(t)

- Hu(t) Z,,b] u—l(t)H )= 120 = b2,

U(t)bu—1(t

= Y6 = bYy[|}, = [, -

donde la igualdad ||U(t) [Z,, b] U~ () Hll(t)bll—l(t) = ||Zyb — bZ,||, se debe a
que la norma Finsler es invariante por la accién de los unitarios Fredholm.
O

Resumiendo, hemos hallado una curva paramétrica de la forma
o (ef?) = et?bhe 2,

la cual tiene longitud minima entre elementos de la 6rbita O 4. No obstante, el

operador Z, = Z, +al € K(H)™ no es un elemento minimal en su clase (re-
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cordemos que la clase de [Z,] = {Z, + D : D € D(K(H)™)} = [Y;]). Por otro

lado,
etZabe—tZa — etZrbe—tZr

y Z, es minimal, pero no pertenece a (). Concluimos este capitulo con el

siguiente resultado.

Corolario 6.6. Sea b € O4, b = Diag ({Ai}ien) tal que A; # A; para cada i # j.
Entonces, existen curvas de longitud minima de la forma p(t) = e'“be~* en O 4 tales

que unen a b con otros puntos de la 6rbita, pero sin embargo Z € K(H)™ y ||Z| >

HZN ke ryen /D (i ()0

Este corolario da una respuesta negativa al implicacion reciproca del Teorema

.42l

6.2.1. Generalizacién a espacios homogéneos en C*—algebras

El Teorema [6.3]y la Proposicién [6.5] pueden generalizarse (con una demostra-
cién analoga) a contextos de C*-dlgebras. Sean A una C*-algebray B C A una
C*-subdlgebra de A.

Consideremos P el espacio homogéneo tal que el grupo unitario de A actda
transitivamente a la izquierda y tal que la isotropia correspondiente es el grupo
unitario de B.

En este contexto, si Zj es un elemento minimal en la clase de X € (TP), e
yo € {Zo} N {b} entonces la curva uniparamétrica o(t) = ef(%0t¥0)pe=tH(Zo+¥0)
tiene longitud minima (= ¢ || Zo||) entre todas las curvas suaves en P que unen a
b con o(ty), para ty € [O, Tgo\l] :

En consecuencia, resulta de interés estudiar el conjunto {Zy}' N {b}’ para ca-
da caso particular de Zy, X y b. En este sentido, enumeraremos a continuacion

algunas propiedades elementales.
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Propiedad 6.7. Sean A una C*-dlgebra y B una C*-subdlgebra de A. Entonces, para
a,be A

1. {a} N{b} # DQyaque0 € {a} N {b}'.
2. Si A es ademds un dlgebra de von Neumann entonces

 para todo a € A siempre existe co € B tal que ||a+ co|| = inf{la+c: c €
B};
w {a} N{b} # {0}, yaque {A1: A € C} C A (incluso vale si C*—dlgebra

con unidad).

Pero en el caso de que A sea sélo C*-dlgebra Zy puede no pertenecer a A e incluso

la interseccién {Zy}' N {b}’ podria ser nula.

3. Hay casos en los que existen elementos en {a}' N {b}' que no son de la forma A1: por
ejemplo, sean M, M’ € A = Mn(C)h, a1,ay € R, tales que ay # ap. Consideremos
la matriz por bloques M, dada por

M 0 )
M = (0 M/) € My, (C)".

Si I, es la matriz identidad de n x n, entonces la matriz diagonal de 2n x 2n

I 0
(alo" 1) & {DY' 1 {M}' para cada D € D(Ma,(C)") y 1o es un miil-
azly

tiplo de I,,.

6.2.2. Operadores minimales con diagonal no compacta

Sean Y,, Dy los operadores definidos en (6.2.3) y « = ﬁ En la construccion
de la curva minimal B(t) = e¥r+Dotalpe=(Yr+Dotal) on (62.5) resultaron indispen-

sables las siguientes propiedades:

1. Dy +al € D(K(H)™)y
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2. «l conmuta con Z, y b.

Sin embargo, al ¢ {Z,}' N {b}’, dado que al ¢ K(H ). Esto motiva a estudiar mas
casos en IC(H).

Sea {A;(A) };‘;1 el conjunto de autovalores de un operador Hermitiano A (su-
pongamos todos con multiplicidad 1 ynonulos) yseab € O 4, b = Diag ({Aj(A) ;";1> .
Para x fijo en el espacio tangente (TO 1), C K(H)™ vale que

Ix[l, = nf{[|Z + D|| : Z € K(H)™, 6,(Z) = xy [D,b] = 0} = [[[Z]]| xca4yet /i (30)0) -
En este contexto, siempre existe D; € D(B(H)™) tal que
1121l = 1Z + Dall,

no obstante, en el Capitulo [3 hemos probado que no siempre ese mejor aproxi-
mante diagonal es compacto. Supongamos que ese D1 minimal no pertenece a
D(K(H)™). Denotamos {(D;) ji}jen a la sucesién de elementos de la diagonal
principal de D, (respecto de la base ortonormal fija {e;, },en). En la siguiente pro-

posicién mostraremos que si dicha sucesién tiene limite entonces e!(4+P1) pe=HZ+D1) ¢

Oa.

Proposicién 6.8. Sea Z € KC(H)" y supongamos que existe un tinico operador diagonal
Dy € D(B(H)™) tal que

1Z] i (3)0n D (10 20)em) = 112 + D ||
y D1 no es compacto. Si existe A € iR tal que 1im;_,, (D1)j; = A, entonces la curva

X(t) — et(Z-i—Dl—AI)be—t(Z-l-Dl—/\I) C OA

tiene longitud minima entre todas las curvas suaves en O 4 que unen a b con B(to) para
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to € [0, 31z )

Demostracion. En primer lugar, observemos que Re ((D;)jj) = 0 paracadaj € N,
ya que D; € D(B(H)"). Entonces,

]—00
con A # 0 ya que D; no es compacto. Por lo tanto, usando calculo funcional
1Z 4 Dy = M| = max{|= [ [Z]]| = [A[[; [I{Z]]] = [AF > [I[2]1]-
Ademés Dy — AT € D(K(H)™), dado que

(D1 — AD)jj| = |(D1)jj— Al =0

cuando j — 0. Luego, Z + Dy — AI no es minimal en C(H)*"/ D(K(H)™) pero

la curva parametrizada por

X(t) — et(Z+D1—/\I)be—t(Z+D1—/\I) c OA
tiene longitud minima, puesto que x resulta ser igual a la curva
oH(Z+D1) pp—t(Z+D1)

la cual por el Teorema [1.42]tiene longitud minima en el espacio homogéneo dado

por
{uAu*: ueU(H)}

y claramente, este espacio homogéneo contiene a O 4. O

Observacién 6.9 (Operadores minimales con diagonales oscilantes). Dado Z <
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KC(H)™, no es cierto que para cada operador diagonal D1 tal que Z + D1 es minimal se
satisface la condicion
JdJA €iR / lim (Dl)]] = A.

j—oo
En efecto, consideremos el operador Zog = iSy, siendo S el operador definido en la seccion
del Capitulo[3l Es decir,

0 -5 v _(52 ,),2 _53 ')’3
-5 0 v _52 ,YZ _(53 ,Y3
y v 0 = 2 =8
_52 _52 _52 2 _(53 3
Zo=1 22 ’YOZ ’I) 53 13 ,cony,é € (—1,1).
Y R B
Y ¥ Y ¥ P P 0

Se trata de un operador compacto (Zg € Bay(H)) para el cual hemos probado que si
se cumple la condicion 4> < & < /2 entonces existe un tinico operador diagonal
Dy = iDiag ({d;, }nen) = iD' tal que

Dy € D(B(H))y ||Zo + D1|| < ||Zo + D|| para todo D € D(K(H)™).

Para los casos tales que el par (6,7) cumple

1/2 2

Y=5<vy é’yz<(5:'yl/
(0 sea, cuando las dos desigualdades no son estrictas en simultdneo) hemos visto que no

existe limy, 0 (D1 ) nn. Para estos casos todavia se mantiene abierta la prequnta acerca de
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la existencia de curvas minimales x en O 4 bajo las condiciones iniciales

x(0) =byx'(0) =x = Zob— bZ,.

6.3. Aproximacion con curvas de matrices de longitud minima

Dados A € K(H)" y b € O como los prefijados en la seccién anterior, el
objetivo principal de este apartado es contruir una sucesién de curvas de matrices

en Oy tales que
1. tengan como punto de partida a b,
2. sean de longitud minima y
3. aproximen a la curva 8 definida en

El primer resultado en este sentido es la convergencia de sucesiones de curvas

exponenciales de O 4.

Proposicién 6.10. Sean b € O 4 y B, (t) = et?rbe~1%n una sucesion de curvas en O 4
con {Zy nen C K(H)™ una sucesion de operadores tal que ||Z, — Z|| — 0 cuando

n — 0. Si definimos B(t) = e'“be~*#, entonces

Bu(t) — B(t)

en norma de operadores cuando n — oo. Mds aiin, dicha convergencia es uniforme en

cualquier intervalo cerrado [a, b).

Demostracion. Sea € > 0.
1Bn(t) — B(H)|| = Hetz"be’tz" _ etzbe’tZH

< Hetz,,be—tz,, . etheftZ,,

4 Hethefth _ etheftZH
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< H <etz,, _ etZ) be—tZn

i Hetzb (e—tz,7 _ e—tZ) H
< (- -

Es sabido que el mapa exponencial exp : K(H)™ — U:(H) es Lipschitz continuo

en compactos de IC(H), entonces existe ny € N tal que

o o] < i

ez e < gy

nz>ny=

Para todo t en un intervalo cerrado [a, b]. Por lo tanto

1B (t) = B(E)]| <e

para cada n > ng, lo cual implica que B,(t) — B(t) en norma de operadores
para todo t € [a,b], lo cual implica que en dicho intervalo la convergencia es

uniforme. O

Dado n € IN definimos los operadores Y, = iT, y D, = iD,, siendo T, y
D,, los operadores de rango finito definidos en (£.2.2) y (£.2.3), respectivamente.
Recordemos que cada D, es un operador diagonal minimizante para T}, es decir

que

HTulllic 20y /D030y = 1Tn + D -

Por lo tanto, para cada n € IN se cumple que
1Y)l a0y /D1 3eyany = || Yo + D[ = | Tu =+ D] -

Definimos la constante ,
i

= — lim d; = , 6.3.1

“ k1—>nolo k1= 0% ( )
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siendo d los definidos en[3.2.2] y consideramos la sucesion {Y;, + Dy, + al, }pen
e I, = P, paracadan € N (recordemos que para cada n € IN, P, es la proyeccién
ortogonal al subespacio generado por {ey, ey, ..., e, }). Una consecuencia directa de

la Proposicién.7les que

en norma de operadores cuando n — oo, ya que alli hemos probado que T, +
D, +al, — T0+D0+ﬁl.

Definimos para cada n € IN las curvas parametrizadas como
Bu(t) = et Ot Dutal) po—t0utDutaln) 4 ¢ [0, ¢o]. (6.3.2)

Notemos que estas curvas pueden considerarse de tipo matriciales, ya que cada
operador Y, D,, I, no sélo es de rango finito sino que ademds es una compresion.

Establecemos entonces el siguiente enunciado.

Teorema 6.11. Sean b € O 4 como en el Teoremal6.3ly {Bn}new la sucesién de curvas
definidas en Luego, para cadan € IN

1 :B”(O) =b
| BL(0) = Yab —bYy = x4 € (TO)p.

2. Bu(t) = e!YutDu) pe=tnt+Dn) para todo ¢, dado que al,, conmuta con Yy, + D,,.

3. 1ong (Buliosy)) = to I[¥alll = toMo = long(B), conto € [0, zrfrr| = [0, 575 .
4. Bn:[0,tg] = Opconty € [0, ﬁ} es una curva de longitud minima en O 4.

5. xy = x con la norma ||.||, de (TO4)p.

Ademds, por la Proposicion6.101 B, — B en norma de operadores para todo t € [O, ﬁ] .
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Demostracion. La prueba de los items 1, 2 y 3 es analoga a las realizadas en el
Teorema 6.3y en la Proposicién 6.5l La igualdad ||[Yx]|| = Mo = ||[Y]]| se debe a
la Proposicién 4.2l del Capitulo

Dado que para n € N fijo Y, + D, resulta ser un operador compacto minimal,
el Teorema asegura que 3, es una curva de longitud minima entre todas las

curvas de O4 que unen ,(0) = b con B,(t) para todo |t| < . Luego, el

T
2||Ya+Dy ||
item 4 ha sido probado.

Procederemos a demostrar 5: sea € > 0. Entonces existe ny € IN tal que n >

ng = ||Yn — Y¢|| < €. Por lo tanto,
s — ]|, = inf{HZH Z € K(H)™, 6,(Z) = (Yo — Y, ) b—b (Y, —Yr)}

= inf 1Yo =Y+ +D|| < ||Yu— Y| <€
DeD(K(H))
para cada n > ny. Se sigue que ||x, — x||, — 0 cuando n — oo, que era lo que

querfamos probar. O

Observemos que la convergencia 8, — P resulta ser uniforme en el intervalo
[O, ﬁ} . Las curvas B, poseen levantada minimal compacta, en tanto su limite

no.
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