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Autor: M.Sc. José Antonio Naranjo Torres

Directora de Tesis: Dra. Maŕıa Juliana Gambini
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Resumen

Los sensores SAR proporcionan imágenes con información que no puede obtener-

se por medio de otros sensores, por lo tanto se están convirtiendo en una herramienta

cada vez más importante en las aplicaciones de monitoreo ambiental. Esto se debe

también al hecho de que este tipo de sensores son activos y por lo tanto no requieren

de fuentes externas de iluminación, además son muy resistentes a condiciones at-

mosféricas adversas. Otro elemento valioso en la formación de este tipo de imágenes

es la capacidad de las microondas para penetrar en las superficies, lo cual puede ser

de gran utilidad.

Estos datos sufren de una corrupción inherente al método de captura, llamada

ruido speckle, la cual no puede evitarse y por lo tanto el análisis de este tipo de datos

requiere un modelado estad́ıstico. La distribución G0
I es muy útil para este fin, ya

que se ha demostrado que puede modelar una amplia variedad de texturas en forma

adecuada. Por esta razón, esta distribución fue denomidada ”modelo universal”.

Está indexada por tres parámetros: el número de looks L, que describe la relación

señal-ruido, la textura α, y la escala de γ. El primero se puede suponer constante

para toda la imagen y los dos últimos pueden variar localmente.

Por primera vez calculamos la distancia geodésica (DG) entre los modelos G0
I . La

DG cuantifica la similaridad entre dos modelos y se puede utilizar como una medida

de contraste. Obtenemos expresiones expĺıcitas para los casos de (i) la misma textura

diferentes escalas, (ii) la misma escala y textura diferente para L = {1, 2}. También

proporcionamos una expresión general para la misma escala y diferente textura para

cualquier valor de L, que se puede resolver numéricamente.

Esta distancia se transforma entonces en un test estad́ıstico con distribución

asintótica conocida. Tal estad́ıstico se compara con aquel que fue obtenido a partir

de la Distancia Triangular en términos de estabilidad numérica, tiempo de cálculo,

errores tipos I y II, y capacidad para identificar bordes entre regiones. En todas las

situaciones el estad́ıstico de la DG supera al estad́ıstico de la DT con respecto a

todos los criterios considerados.

Con estos resultados, se concluye que la DG es una nueva herramienta útil para

el análisis de datos SAR.
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Abstract

SAR sensors provide images with complementary information to that provided

by other sensors, therefore they are becoming increasingly important in environmen-

tal applications. This is also due to the fact that the sensors are active, and thus

do not require external sources of illumination, and are little affected by adverse

atmospheric conditions. The ability of the microwaves to penetrate, to some extent,

surfaces is also an added value to this kind of imaging.

These data suffer from an inherent corruption, called ”speckle noise”that, since

cannot be avoided, requires a careful statistical modeling. The GI0 distribution

is adequate for this aim, since it has been proven adequate for describing a wide

variety of target textures. For this reason, this distribution has been called Üniversal

Model”. It is indexed by three parameters: the looks L, that describes the signal-to-

noise ratio, the texture α, and the scale γ. While the first can be assumed constant

for the whole image, the two last may vary from position to position.

We compute for the first time the Geodesic Distance (GD) between GI0 models.

The GD quantifies how different two models are, and can be used as a measure

of contrast. We obtain explicit expressions for the cases of (i) same texture and

different scales, and (ii) same scale and different texture for the L = 1, 2 situations.

We also provide a general expression for the same scale and different texture case,

that can be solved using numerical tools.

This distance is then transformed into a test statistic with known asymptotic

distribution. Such statistic is compared with the one obtained from the Triangular

Distance in terms of numerical stability, computational time, Types I and II errors,

and ability to identify edges. In all situations the GD statistic outperforms the TD

statistic with respect to all the criteria considered.

With these results, we conclude that the GD is a new useful tool for the analysis

of SAR data.
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Sumário

Dados de sensores de radar de abertura sintética (SAR - Synthetic Aperture

Radar) são cada vez mais empregados em aplicações que utilizam sensoriamento

remoto. Isto se deve às caracteŕısticas desses sensores que, por serem ativos não

dependem de fontes externas de iluminação e que, por operarem no espectro das

microondas, são pouco afetados por condições atmosféricas adversas. A capacidade

desse tipo de imageamento penetrar ou até atravessar certas superf́ıcies é um fator

adicional para torná-lo atraente.

Os dados de imagens SAR estão contaminados pelo rúıdo speckle”que, por ser

inerente ao imageamento, não pode ser eliminado e, portanto, precisa ser descrito.

A distribuição de probabilidade GI0 é adequada para tal finalidade, já que ela se

mostrou um modelo üniversalçapaz de descrever uma grande variedade de texturas.

Esta distribuição é indexada por três parâmetros: o número de looks L, que mede a

relação sinal-rúıdo, a textura α, e a escala γ. Pode-se supor que o primeiro parâmetro

permanece constante sobre toda a imagem, enquanto os dois últimos podem variar

de coordenada para coordenada.

Nesta tese de doutorado obtivemos, pela primeira vez na literatura, a Distância

Geodésica (DG) entre distribuições GI0. A DG mede quão diferentes dois modelos

estat́ısticos são e, como isso, pode ser utilizada como uma medida de contraste.

Apresentamos formas expĺıcitas para (i) modelos de igual textura e diferente escala,

e (ii) modelos de igual escala e diferente textura para os casos L = 1, 2. A forma

geral da DG entre modelos de diferentes escala e textura, que também é apresentada,

pode ser calculada utilizando rotinas de integração numérica.

A DG é, em sequência, transformada em um estat́ıstico de teste com distri-

buição assintótica conhecida. Este estat́ıstico é comparado com o obtido utilizan-

do a Distância Triangular (DT) observando a estabilidade numérica, o tempo de

cômputo, os erros tipo I e II, e a capacidade de identificar bordas entre regiões.

Em todas as situações analisadas, e por todos os critérios considerados, a DG teve

melhor desempenho que a DT.

Esses resultados sugerem que a DG é uma nova ferramenta com grande potencial

de aplicabilidade na análise de imagens SAR.
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Índice de figuras

2.1. Componentes de un sistema de Teledetección [13]. . . . . . . . . . . . . . 23

2.2. Formas de Teledetección [13]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo 1

Introducción

El Radar de Apertura Sintética (SAR, Synthetic Aperture Radar) procesa los

datos capturados por su antena y con esa información construye imágenes. Las

imágenes SAR son de suma importancia porque poseen múltiples aplicaciones en

tareas como seguridad, monitoreo del medioambiente, ecoloǵıa, detección temprana

de incendios forestales, detección de talas ilegales, detección de manchas de petróleo

en el mar y cartograf́ıa, entre otras.

El sistema de captura SAR tiene algunas ventajas frente a otros sistemas de

captura utilizados:

Posee iluminación propia y por lo tanto no necesita luz solar. Aśı las imágenes

pueden tomarse tanto de d́ıa como de noche.

La radiación electromagnética que emite para formar la imagen atraviesa las

nubes y este sistema es independiente del clima.

El Radar de Apertura Sintética trabaja con iluminación coherente, lo cual produce

en la imagen un ruido llamado ruido speckle. Otros sistemas de captura como el de

ultrasonido o el de laser también poseen este tipo de ruido. El ruido speckle es no

aditivo, no gaussiano y es muy dif́ıcil de eliminar, por estas razones, la interpretación

automática de imágenes SAR, constituye un gran desaf́ıo.

Una de las tareas más importantes es la discriminación automática de regiones

diferentes dentro de la imagen. Para realizar esto es necesario modelar los datos con

distribuciones estad́ısticas que sean adecuadas para imágenes con ruido speckle. En la

literatura se han propuesto diversos modelos estad́ısticos, para estudiar este tipo de

problema, dedicados a la clasificación de imágenes [42], detección y reconocimiento

de objetos [17] y segmentación [18, 25, 34].
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En los últimos años, los datos provenientes de imágenes con ruido speckle se han

modelado bajo el modelo multiplicativo, una buena elección es la familia de distribu-

ciones G, prouesta por Frery et al. [22]. Este modelo describe áreas extremadamente

texturadas mejor que otras distribuciones utilizadas en la literatura, incluso mejor

que la distribución K [35], que era la utilizada hasta ese momento. En el art́ıcu-

lo [27], el autor describe varios modelos estad́ısticos que pueden aplicarse a este tipo

de imágenes, incluyendo el modelo utilizado en este trabajo.

La distribución G0
I pertenece a la familia de distribuciones G con valores especia-

les de los parámetros. Permite caracterizar regiones con diferente grado de textura

en imágenes SAR monopolarizadas [22]. Depende de tres parámetros: el número

equivalente de looks L, el cual se considera conocido o sino debe ser estimado pa-

ra toda la imagen, el parámetro de textura α, y el parámetro de escala γ, los dos

últimos pueden variar localmente dentro de la imagen. Una de las caracteŕısticas

más importantes de la distribución G0
I es que el parámetro α puede interpretarse en

términos de la rugosidad o textura de la zona observada, lo cual está relacionado con

el número de backscatters por celda de resolución, por lo tanto la estimación de este

parámetro cobra especial importancia [24]. En este trabajo se utiliza el estimador

de Máxima Verosimilitud para estimar los parámetros, porque estamos interesados

en sus propiedades asintóticas.

Las distancias estocásticas y divergencias han sido utilizadas en la literatura pa-

ra comparar dos o más muestras de datos provenientes de imágenes SAR. Varios

autores han utilizado teoŕıa de información para comparar muestras y luego apli-

carlas a clasificación [29, 50], detección de bordes [21, 38, 39] y eliminación de ruido

speckle [52] pero la distancia geodésica hasta el momento no hab́ıa sido utilizada en

imágenes SAR monopolarimétricas.

Por otro lado, la distancia geodésica (DG) es utilizada para medir la diferencia en-

tre dos distribuciones de probabilidad paramétricas. Fue presentada por Rao [44, 45],

y ha sido estudiada por muchos autores [2, 37, 56]. Berkane et al. [3] calcularon una

fórmula cerrada para la DG entre distribuciones eĺıpticas, pero estas fórmulas to-

dav́ıa no están disponibles para todo par de distribuciones y por lo tanto hay que

recurrir a soluciones numéricas. Por ejemplo, en el art́ıculo [46] se calcula numérica-

mente la DG bajo el modelo Γ.

La DG ha sido utilizada para resolver diversos problemas, incluyendo recupera-

cion de texturas en datos multivariados y calsificación [5, 6, 16]. En estos art́ıculos,

los autores calculan una fórmula cerrada entre distribuciones eĺıpticas pero bajo

restricciones de los parámetros, incluso para la distribución G0
I polarimétrica.

18



Esta tesis está inspirada en estos últimos trabajos. Se presenta una solución

numérica para estimar la DG entre muestras generadas con la distribución G0
I , bajo

la restricción de media unitaria. También se calcula una fórmula cerrada para la

DG entre modelos G0
I en condiciones generales, para valores de L = {1, 2} y se

aplica a discriminar regiones en imágenes SAR. Para valores mayores del número

equivalente de looks se utilizan soluciones numéricas. Estas expresiones, hasta el

momento, no estaban disponibles en la literatura. Aśı, se presenta una nueva forma

de medir la diferencia entre dos regiones dentro de una imagen SAR, que junto con los

resultados del art́ıculo de Nascimento et al. [38], provee un conjunto de herramientas

de análisis e interpretación automática este tipo de imágenes y constituye el aporte

más importante de este trabajo.

Por otro lado, una importante familia de distribuciones estocásticas se deriva

de los resultados de Salicru et al. [48], y entre ellas está la Distancia Triangular

(DT). Gambini et al. [24] concluyeron que esta distancia, dentro de la clase de

distancias (h-φ) (Hellinger, Bhattacharyya y Rényi), provee los mejores resultados

en cuanto a precisión en una gran variedad de situaciones, siempre modelando los

datos con la distribución G0
I . Estas distancias fueron estudiadas por Nascimento

et al. [38], quienes concluyeron que no existe una expresión anaĺıtica cerrada para

esta distribución, lo que es una desventaja frente a la utilización de la DG. En este

trabajo se presenta una comparación de la DG con la DT para enfatizar la necesidad

de utilizar la DG porque mejora el costo computacional.

En los art́ıculos [37, 48], se obtiene la distribución asintótica de los test estad́ısti-

cos para distancias (h-φ) y para la distancia geodésica. Estos resultados tabién los

utilizamos para comparar el comportamiento de ambas distancias por medio de test

de hipótesis y para hallar puntos de borde entre regiones

Esta tesis está compuesta de la siguiente manera: En el caṕıtulo 2 se introducen

los principios de la teledetección, la definición de imagen SAR y el ruido speckle. En el

caṕıtulo 3 se presenta la distribución G0
I , algunas formas de estimar sus parámetros y

la interpretación de los mismos. En el caṕıtulo 4 se calcula la distancia geodésica para

la distribución G0
I , con fórmulas cerradas para algunos valores de los parámetros, lo

que constituye el aporte más importante de esta tesis. Con el objetivo de que este

trabajo sea autocontenido, en el caṕıtulo 5 se realiza una breve explicación de la

distancia triangular que se utiliza para comparar con la DG. En los caṕıtulos 6 y 7

se aplica la distancia geodésica a detección de bordes en imágenes sintéticas y reales,

respectivamente. Finalmente en el caṕıtulo 8 se extraen conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Teledetección - Imágenes de Radar

de Apertura Sintética

El estudio de la Tierra con el propósito del manejo de recursos, monitoreo de

desastres, cartograf́ıa y muchas otras aplicaciones, es un proceso que consume tiem-

po, ya que esa información tradicionalmente proviene de sondeos manuales, y me-

diciones in-situ. Los instrumentos de detección remota (sensores remotos) pueden

contrarrestar este problema debido a que ellos dan una respuesta inmediata y clara

de datos, lo que garantiza una medición rápida y adecuada [32].

Con el desarrollo de la técnica de teledetección, el estudio de la Tierra comenzó a

tener auge en diversas aplicaciones. Entre las cuales, el Radar de Apertura Sintética

es uno de los más importantes sensores activos. Puede detectar la radiación electro-

magnética emitida o reflejada por los objetos y desempeña un papel importante en

la detección y discriminación de objetivos [12].

El SAR es un dispositivo de microondas activo que permite generar imágenes de

alta resolución. El mismo emite señales de microondas a intervalos regulares sobre

una región de interés, recibe la parte de esta enerǵıa que es reflejada. Y la gran

ventaja del radar sobre los sensores ópticos es la posibilidad de funcionar tanto de

d́ıa como de noche y la de atravesar las capas de nubes, lo que implica una gran

disponibilidad de información [13, 32].

Ahora bien, los dispositivos de captura de imágenes que emplean iluminación

coherente introducen ruido speckle, como en las imágenes de ultrasonido, laser y

SAR [24]. El speckle es un ruido multiplicativo proporcional a la intensidad de la

señal recibida; es un efecto f́ısico, el cual ocurre cuando luz coherente es reflejada

desde una superficie rugosa.
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2.1. Teledetección

La teledetección puede definirse como [13, 19]:

Definición 2.1 Es la ciencia de adquirir información sobre la superficie de la Tie-

rra sin estar realmente en contacto con ella desde sensores instalados en plataformas

aerotransportadas o espaciales. Y mediante la detección y grabación de la enerǵıa

reflejada o emitida, en virtud de la interacción electromagnética existente entre la

tierra y el sensor, siendo la fuente de radiación el sol u otra propia del sensor.

Según esta definición, existe una interacción entre la Tierra y el sensor, esta es

energética y puede deberse la reflexión de la enerǵıa solar o de un haz de enerǵıa

artificial. De esta misma manera es preciso que este haz energético recibido por el

sensor sea transmitido a un receptor donde pueda almacenarse y ser interpretado

para una aplicación especifica [13, 19]. Entonces un sistema de teledetección espacial

incluye los siguientes elementos:

Fuente de enerǵıa: da origen al flujo energético detectado por el sensor. Puede

tratarse de un foco externo al sensor en cuyo caso se llama teledetección pasiva,

o emitido por el sensor y se llama teledetección activa.

Cubierta terrestre: compuesta por vegetación, suelos y construcciones, entre

otras, y que de acuerdo a sus caracteŕısticas f́ısicas y qúımicas reciben la enerǵıa

y la reflejan o emiten de distinta manera.

Sistema sensor: capta la enerǵıa y la env́ıa al centro de recepción.

Sistema de recepción: donde se recibe la información, se graba en un formato

apropiado (analógico o digital) y se distribuye a los intérpretes.

Intérprete: analiza la información y le da un tratamiento temático y cuantita-

tivo, con el fin de facilitar la evaluación del problema en estudio.

Usuario Final: institución o individuo encargado de analizar el documento

resultante de la interpretación y determina las consecuencias y utilidad del

documento.

La Figura 2.1 muestra un esquema de estos elementos y la forma en que se

relacionan.
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Figura 2.1: Componentes de un sistema de Teledetección [13].

2.2. Fundamentos de la Observación Remota

De acuerdo a lo señalado en la sección anterior, los tres principales elementos

de cualquier sistema de teledetección son el sensor, el objeto observado y el flujo

energético. Y las tres formas de adquirir la información a partir de un sensor remoto

son por (i) reflexión, (ii) emisión y (iii) emisión-reflexión; como se muestra en la

Figura 2.2.

2.2.1. Teledetección Pasiva

El sol es una fuente de enerǵıa o radiación, y es una fuente muy conveniente de

enerǵıa para la teledetección. La enerǵıa del sol se refleja para longitudes de onda

visibles, o bien, es absorbida y luego re-emitida, para las longitudes de onda del

infrarrojo térmico [19]. Estos son los casos (i) y (ii) que se observan en la Figura 2.2.

Los Sistemas de teledetección que miden la enerǵıa que está disponible de forma

natural se denominan sensores pasivos. De esta forma, los sensores pasivos sólo se

pueden utilizar cuando la enerǵıa natural está disponible. El caso (i), sólo tiene lugar

durante el tiempo en que el sol está iluminando la Tierra. En el caso (ii), la enerǵıa

que se emite de forma natural, por ejemplo, infrarrojo térmico, que es absorbida
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Figura 2.2: Formas de Teledetección [13].

y re-emitida, puede ser detectada durante el d́ıa o la noche, siempre y cuando la

cantidad de enerǵıa sea lo suficientemente grande para ser captada [19].

2.2.2. Teledetección Activa

En este caso (iii), el sensor emite una radiación que se dirige hacia el objetivo

a ser investigado. La radiación reflejada desde ese objetivo es detectada y medida

por el sensor. Los sensores activos presentan ventajas que incluyen la capacidad

de obtener mediciones en cualquier momento, independientemente de la hora del

d́ıa o del clima. Pueden utilizarse para examinar las longitudes de onda que no

provee el sol, como las microondas, o para controlar la forma en que se ilumina el

objetivo [13, 19].

2.2.3. La Radiación Electromagnética

En todos los casos anteriores, el flujo de enerǵıa es una forma de radiación elec-

tromagnética. La teoŕıa ondulatoria establece que la enerǵıa electromagnética se

transmite de un lugar a otro siguiendo un modelo armónico y continuo, a la veloci-

dad de la luz ~c y conteniendo dos campos de fuerzas ortogonales entre śı: eléctrico
~E y magnético ~B [13, 19], como se observa en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Esquema de una onda electromagnética.

Dos caracteŕısticas importantes de la radiación electromagnética para la com-

prensión de la teledetección son la longitud de onda λ y la frecuencia f . La longitud

de onda es la longitud de un ciclo de onda, que puede ser medida como la distancia

entre crestas de ondas sucesivas. La frecuencia se refiere al número de ciclos que una

onda pasa por un punto fijo por unidad de tiempo [19]. La longitud de onda y la

frecuencia están relacionadas por la siguiente fórmula:

c = λ · f (2.1)

donde c es la velocidad de la luz, λ la longitud de onda y f la frecuencia [13].

De la Ec. (2.1), se observa que λ y f están inversamente relacionadas entre śı.

A medida que disminuye λ, mayor es f . Y cuanto mayor sea λ, más baja será la

frecuencia. La comprensión de las caracteŕısticas de la radiación electromagnética

en función de su longitud de onda y la frecuencia es crucial para la comprensión de

la información que se extrae de los datos de teledetección [13, 19].

2.2.4. El Espectro Electromagnético

Se puede describir cualquier tipo de enerǵıa radiante en función de su longitud

de onda o de su frecuencia, de esta manera suelen establecerse una serie de bandas

en donde la radiación electromagnética manifiesta un comportamiento similar. En-

tonces se denomina Espectro Electromagnético a la organización de estas bandas de

longitud de onda o frecuencia [13], el cual se muestra en la Figura 2.4. El espectro

electromagnético se extiende desde las longitudes de onda más cortas (incluyendo

gamma y rayos X) hasta las longitudes de onda más largas (como las microondas y

ondas de radio) [19].
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(a) (b)

Figura 2.4: (a) Espectro electromagnético. Se observa la superposición entre los tipos

de ondas adyacentes. La vista ampliada de la derecha muestra el espectro de luz visible.

(b) Bandas del espectro electromagnético de uso común en la generación de imágenes de

radar [19].

Según Chuvieco [13], desde el punto de vista de la teledetección, las siguientes

longitudes de onda son las más empleadas:

Espectro Visible: es la parte de la espectro electromagnético que el ojo humano

puede detectar. La luz con distintas longitudes de onda de la luz visible, co-

rresponden a diferentes colores, van desde el rojo (λ ≈ 7 · 10−7m) al violeta

(λ ≈ 4 · 10−7m).

Infrarrojo Próximo: comprendido desde λ ≈ 0, 7µm a λ ≈ 1, 3µm, resulta

de especial importancia por su capacidad de discriminar concentraciones de

humedad y masas vegetales.

Infrarrojo Medio: contenido entre λ ≈ 1, 3µm y λ ≈ 8µm, donde se solapan

o entremezclan los procesos de reflexión de la luz solar y los de la emisión de

radiación de la superficie terrestre.

Infrarrojo Lejano o Térmico: de λ ≈ 8µm a λ ≈ 14µm, incluye la sección

del espectro terrestre, donde se detecta el calor proveniente de las cubiertas

terrestres.

Microondas : desde aproximadamente λ ≈ 1mm hasta 1λ ≈ 1m, esto cubre

las longitudes de onda más largas utilizadas para la teledetección. Ya que es

bastante transparente a las condiciones climáticas.
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La región de microondas del espectro tiene varios rangos de longitudes de onda

o bandas de uso común en la generación de imágenes de radar, los rangos de valores

de éstas se pueden observar en la Figura 2.4 y se pueden describir de la siguiente

manera [19]:

Bandas Ka, K, y Ku: longitudes de onda muy cortas utilizadas en los primeros

sistemas de radar aerotransportados, pero poco común hoy en d́ıa.

Banda X : ampliamente utilizado en sistemas aerotransportados.

Banda C : común en muchos sistemas aerotransportados de investigación

(CCRS Convair-580 y la NASA AIRSAR) y sistemas de veh́ıculos espacia-

les (incluidos ERS-1 y 2 y RADARSAT).

Banda S : usado a bordo del satélite ruso ALMAZ.

Banda L: utilizado a bordo del satélite Norteamericano SEASAT y el japones

JERS-1, aśı como sistemas aerotransportados de la NASA.

Banda P : longitudes de onda de radar más largas, que se utilizan en el sistema

de investigación experimental aerotransportado de la NASA.

Las microondas debido a sus grandes longitudes de onda, tienen propiedades

especiales que son importantes para la teledetección. La radiación de microondas

puede penetrar a través de la cobertura de nubes, niebla, polvo, que afecta a longi-

tudes de onda ópticas más cortas. Esta propiedad permite la detección de la enerǵıa

de microondas en casi todas las condiciones climáticas y ambientales [19].

La mayoŕıa de los sensores pasivos de microondas se caracterizan por una baja

resolución espacial. Debido a que las longitudes de onda son largas y la enerǵıa

disponible es bastante baja en comparación con las longitudes de onda ópticas, por

lo tanto, los campos de visión tienen que ser grandes para detectar suficiente enerǵıa

para grabar una señal.

Los sensores de microondas activos tienen su propia fuente de radiación de mi-

croondas para iluminar el objetivo. La forma más común de formación de imágenes

de sensores de microondas activos es el RADAR, que es el acrónimo de RAdio

Detection And Ranging. El sensor transmite una señal de microondas hacia el obje-

tivo y detecta la porción reflejada de la señal, generando imágenes de alta resolución

y que son las de interés en esta tesis.
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2.3. Formación de Imágenes de Radar-SAR

El Radar se compone fundamentalmente de un transmisor, un receptor, una

antena, y un sistema electrónico para procesar y registrar los datos, como se ilustra

en la Figura 2.5. Su funcionamiento se puede describir de la siguiente manera [19]:

Figura 2.5: Proceso de captura de información [19].

El transmisor genera ráfagas cortas sucesivas o pulsos de microondas (A) a

intervalos regulares, que son enfocados por la antena en un haz (B).

El haz de radar ilumina la superficie oblicuamente, la cual forma un ángulo

recto respecto al movimiento de la plataforma que transporta el radar.

La antena del sensor recibe una parte de la enerǵıa transmitida (C), que es

reflejada o retrodispersada por los objetos que son iluminados por el haz de

microondas.

Midiendo el retardo de tiempo entre la transmisión de un pulso y la recep-

ción de la reflexión del mismo desde los diferentes objetivos, se determina su

distancia al radar y su ubicación.

Con el movimiento hacia adelante de la plataforma del sensor, el registro y pro-

cesamiento de las señales reflejadas construye una imagen de dos dimensiones

de la superficie.

2.3.1. Polarización

Para una onda electromagnética plana (EM), la polarización se refiere al lugar

geométrico del vector de campo eléctrico en el plano perpendicular a la dirección de

propagación. Mientras que la longitud del vector representa la amplitud de la onda, y
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la velocidad de rotación del vector representa la frecuencia de la onda, la polarización

se refiere a la orientación y la forma del patrón trazado por el extremo del vector.

Los radares están diseñados para transmitir y recibir la radiación EM, ya sea con

polarización horizontal (H) o vertical (V ). Por lo que, se pueden formar cuatro

combinaciones al transmitir y recibir polarizaciones de la siguiente manera [19]:

HH - para transmisión y recepción horizontal.

V V - para transmisión y recepción vertical.

HV - para transmisión horizontal y recepción vertical.

V H - para la transmisión vertical y recepción horizontal.

Las dos primeras combinaciones se denominan polarizadas debido a que la trans-

miten y reciben con la mima polarización. Las dos últimas combinaciones se conocen

como de polarización cruzada debido a que la polarización de la transmisión y la

recepción son opuestas. De esta misma manera los sistemas de radar pueden tener

una, dos o las cuatro combinaciones de polarización de transmisión/recepción. En

la Tabla 2.1 se presentan algunos ejemplos de sistemas de radar.

Tabla 2.1: Ejemplos de sistemas de radar.

Nombre Polarización

Monopolarimétrica HH o V V (o posiblemente HV o V H)

Dual polarizada HH y HV , V V y V H, o HH y V V

Polarización alterna HH y HV , alternando con V V y V H

Polarimétrico HH, V V , HV y V H

Un ejemplo del efecto de la polarización se muestra en la Figura 2.6, donde se

observan cuatro imágenes de Banda C de un campo de cultivo. La Figura 2.6(a)

muestra una imagen con polarización cruzada HV . Las Figuras 2.6(b) y 2.6(c) mues-

tran la imagen polarizada como HH y V V respectivamente, y la Figura 2.6(d) es el

resultado de la composición de las tres polarizaciones en una imagen RGB utilizando

el método de Pauli [53], el cual transforma un conjunto de imágenes HH, HV , V V

en una imagen RGB de la siguiente manera: R = HH + V V , G = HH − V V y

B = HV . Se observa que existen diferencias entre las mismas. Las imágenes de radar

capturadas utilizando diferentes combinaciones de polarización y longitud de onda

pueden proporcionar información diferente y complementaria sobre los objetivos en

la superficie [13, 19, 53].
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(a) Polarización cruzada HV . (b) Polarización HH.

(c) Polarización V V . (d) Composición de las tres polari-

zaciones.

Figura 2.6: Polarizaciones HV , HH, V V y composición de imagen RGB en una escena

agŕıcola [19].
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2.3.2. Geometŕıa de Adquisición Radar-SAR

La mayoŕıa de los radares aerotransportados que producen imágenes son de vis-

ta lateral (SLAR: Side Looking Airbone Radar), dentro de éstos se encuentran dos

tipos: radar de apertura real (RAR: Real Aperture Radar) y radar de apertura

sintética (SAR: Synthetic Aperture Radar). En la Figura 2.7 puede verse esquemáti-

camente el radar desplazándose con una velocidad ~v a una altura h sobre la tierra.

La dirección de avance se denomina azimut, la dirección perpendicular a ésta se

denomina rango y la dirección perpendicular al plano de la tierra, que representa

la altura, se denomina nadir. El ancho de la zona iluminada se denomina swath. Lx

y Ly son las longitudes de la antena en la dirección de la altura y en la dirección

azimutal, respectivamente.

Figura 2.7: Geometŕıa del Radar de Apertura Sintética.

La radiación electromagnética emitida está concentrada principalmente en el

cono correspondiente al lóbulo central del diagrama de radiación de la antena del

radar, la cual, en un instante dado, ilumina una zona del terreno, representada en

la Figura 2.7 por una elipse. Al desplazarse el radar en la dirección indicada, la

zona iluminada se desplaza con él, recorriendo una franja de terreno paralela a su

trayectoria.
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2.4. Radar de Apertura Sintética - SAR

Para estos sistemas, la resolución está definida por el ancho del haz de la antena y

se degrada en proporción a la distancia oblicua. La longitud de la antena tendŕıa que

ser aumentada de forma poco realista para lograr resoluciones finas para grandes

rangos y longitudes de onda, esta situación la presentan los sistemas de radar a

bordo de veh́ıculos espaciales [32].

Para superar esta limitación de tamaño, se realiza un proceso especial de graba-

ción y procesamiento de las ondas durante el desplazamiento de la plataforma y de

esta manera simular una antena muy larga y por lo tanto aumentar la resolución.

La Figura 2.8 ilustra el proceso. El objetivo entra dentro del rango de radar y

luego los ecos de retrodispersión de cada pulso transmitido comienzan a ser grabados.

A medida que la plataforma continúa moviéndose, todos los ecos desde el objetivo

a cada pulso se registran durante el tiempo que el objetivo está dentro del haz. El

punto en que el objetivo sale del haz del radar, determina la longitud de la antena

sintética simulada [19, 58].

Figura 2.8: Ancho de banda expandido sintéticamente [58].

El ancho del haz expandido, combinado con el aumento del tiempo que el objetivo

está dentro del haz a medida que aumenta el alcance sobre el terreno, se equilibran

entre śı, de manera que la resolución se mantiene constante a través de todo el

barrido. Este método uniforme de conseguir la resolución fina a lo largo de todo el

swath se llama Radar de Apertura Sintética o SAR [19, 32, 58].
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2.5. Número de Looks

Las imágenes SAR se producen con una apertura sintética grande y por consi-

guiente, un gran ancho de banda. Durante el procesamiento de la señal SAR cruda,

se puede dividir la apertura sintética en varias sub-aperturas independientes como

se muestra en la Figura 2.9. Esto se hace dividiendo el ancho de banda Doppler

completa en sub-bandas independientes y extrayendo la señal de la banda limitada.

Esta señal de banda limitada asociada con una sub-apertura representa un look in-

dependiente de la escena. Cuando en el proceso no se divide la apertura sintética

completa en sub-aperturas la imagen correspondiente ancho de banda completo se

conoce como una imagen singlelook y corresponde a la resolución más alta posible.

De ello se deduce que cada imagen sub-apertura independiente tiene una resolución

degradada proporcional al número de sub-aperturas independientes [19, 32, 58].

Figura 2.9: Procesamiento Multilook. Se observa al haz del radar dividido en cinco sub-

haces (1 a 5) [19].

El SAR es un sistema de iluminación coherente, y al igual que otros sistemas

de este tipo se caracteriza por la aparición del ruido speckle, el cual se define en la

sección 2.6. Es un ruido granular que dificulta la interpretación de las imágenes SAR.

Por lo cual, es importante reducir el speckle antes de la interpretación y análisis de

las imágenes SAR. Una de las maneras de lograr esto es realizando un procesamiento

multilook [19, 32] en el dominio espacial.

El procesamiento multilook espacial se realiza promediando las intensidades de un

grupo de ṕıxeles en la vecindad de un pixel central, y la sustitución de la intensidad

del ṕıxel central por la intensidad media como se muestra en la Figura 2.10. Este

proceso se repite sobre toda la imagen. Como resultado del multilook espacial de un

solo canal, los datos SAR resultantes son datos de intensidad de valor real [19].

Ahora bien, todo procesamiento aplicado a la reducción del speckle se realiza a

expensas de la resolución, ya que esencialmente suavizan la imagen. Por lo tanto,
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Figura 2.10: Procesamiento multilook.

la cantidad de reducción del speckle debe equilibrarse en función de la aplicación

particular que se le da a la imagen SAR y la cantidad de detalle requerido. Si

se requiere el detalle fino y alta resolución, poco o ningún tipo de proceso debe

aplicarse. Si la aplicación es de interpretación y cartograf́ıa a gran escala, las técnicas

de reducción del speckle son más apropiados [19, 32].

2.6. El Ruido Speckle

La imagen generada por el sistema SAR es afectada por la interferencia de las

señales incidente y reflejada por los dispersores y denomina ruido speckle. El speckle

es un ruido que proviene de la adición coherente de los retornos individuales produ-

cido por los elementos presentes en cada celda de resolución. Produce que se observe

una textura granulada en la imagen, como se observa en la Figura 2.11 [19, 32, 58].

Figura 2.11: Imagen SAR con ruido Speckle [19].
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2.7. Conclusiones para este Caṕıtulo

En este caṕıtulo se establecen los principios básicos de la teledetección y la

generación de imágenes de radar como base para definir el sistema SAR y el proceso

multilook de adquisición y todas las ventajas que tienen este tipo de imágenes en los

estudios de teledetección. Se define el ruido speckle, el cual se presenta en este tipo de

imágenes. El proceso de formación del ruido speckle es aleatorio, por consiguiente las

imágenes SAR no pueden ser analizadas con la información presente en un ṕıxel. Y

para poder extraer información de una imagen SAR es necesario tener conocimiento

sobre las propiedades estad́ısticas de la misma y basar su análisis en estimaciones

estad́ısticas sobre un conjunto de ṕıxeles de la imagen. Todo lo expuesto plantea

la necesidad de modelar las imágenes SAR por medio de distribuciones estad́ısticas

para el estudio, procesamiento, análisis e interpretación de estas imágenes.
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Caṕıtulo 3

Modelado Estad́ıstico de Imágenes

SAR y la Distribución G0
I

El Modelado estad́ıstico de imágenes SAR cumple un rol fundamental en la in-

terpretación de estas imágenes [27]. Los modelos estad́ısticos han sido ampliamente

utilizados para el análisis de los datos SAR ya que éstos son probabilistas. Ofre-

cen una amplia variedad de aplicaciones, tales como la clasificación de imágenes,

segmentación, filtrado y extracción de caracteŕısticas [33].

Por otra parte, el conocimiento preciso de las propiedades estad́ısticas de los datos

aportados por las imágenes SAR juega un papel importante en el procesamiento de

las imágenes y su comprensión. Estas propiedades se pueden utilizar para discriminar

los tipos de suelos entre otras aplicaciones [22]. El modelado estad́ıstico de imágenes

SAR posee las siguientes ventajas:

Lleva a una comprensión profunda de los mecanismos de dispersión del te-

rreno [27, 51].

Ayuda a establecer los procesos de investigación en la eliminación del ruido

speckle, detección de bordes, segmentación, detección de objetivos, aśı como

otras aplicaciones [1, 27, 51, 55].

Se pueden simular imágenes SAR variando los parámetros de ruido, la orien-

tación del objetivo, el ángulo de elevación de la antena desde el objetivo,

aśı como los parámetros pueden ser controlados directamente y modificados

según el propósito de la simulación [9, 10, 17, 49].

Según el proceso seguido para la elaboración del modelado estad́ıstico de imáge-

nes SAR, los modelos estad́ısticos se pueden dividir en dos tipos [27]:

37



Los Modelos No Paramétricos Estos modelos están basados en muestras de

imágenes SAR reales y se estima la función de densidad de probabilidad compleja

desconocida de estos datos por medio de núcleos. También, hacen que el proceso de

modelado estad́ıstico de imágenes SAR sea más flexible, al no tener que asumir que

los datos provenientes de imágenes SAR se comportan según una una distribución

estad́ıstica dada, y pueden ajustarse a los datos reales con precisión. La idea principal

es usar la convolución con núcleos para obtener la estimación de la distribución

estad́ıstica subyacente. Sin embargo, aunque el modelado no paramétrico tiene una

alta precisión en la estimación de la PDF consume mucho tiempo de cálculo [27],

debido a la gran cantidad de datos y a las operaciones complejas.

Los Modelos Paramétricos El proceso de modelado paramétrico se puede des-

cribir, como el proceso de selección de una distribución estad́ıstica apropiada a partir

de varias distribuciones establecidas al inicio de estudio, para que la imagen sea mo-

delada. Los parámetros de estas distribuciones son estimados a partir de muestras

de datos de imágenes SAR reales. El proceso consiste en :

1. El análisis de varios modelos de distribución estad́ıstica conocidas.

2. Estimación de parámetros: la estimación de los parámetros de distintas distri-

buciones a partir de muestras de datos SAR reales.

3. Pruebas de ajuste: Valoración de la precisión de los modelos dados y su ajuste

con los datos reales usando métricas.

Este proceso se ilustra en la Figura 3.1, Los modelos paramétricos se pueden

Figura 3.1: Diagrama del proceso de modelado paramétrico.

clasificar en: los Modelos Emṕıricos, obtenidos de distribuciones emṕıricas, el Modelo
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Multiplicativo, los modelos desarrollados a partir del Teorema del Ĺımite Central

Generalizado, y los modelos desarrollados mediante otras técnicas tales como: la

técnica de la ventana Parzen, redes neuronales artificiales entre otras [27]. Ahora

bien, la familia de modelos estad́ısticos basados en el modelo multiplicativo ha sido

y es ampliamente utilizado en el análisis, procesamiento y modelado de imágenes

SAR por varios autores [11, 22, 24, 36]. Las imágenes SAR se pueden dividir en

regiones poco texturadas (zonas de pastura), regiones texturadas y regiones muy

texturadas de acuerdo con su contenido.

En este caṕıtulo se presenta el modelo multiplicativo. Se introducen los modelos

estad́ısticos para el ruido speckle, la retrodispersión y el modelo para el retorno de

la distribución estad́ıstica G0
I , ya que de las distribuciones de la familia G es la que

que modela los datos de intensidad. Y es la utilizada a lo largo de este trabajo.

Finalmente se explican el método de máxima verosimilitud y de los momentos para

estimar los parámetros de la distribución G0
I .

3.1. El Modelo Multiplicativo

El modelo multiplicativo es un modelo matemático muy utilizado para explicar

el comportamiento estad́ıstico de los datos provenientes de sistemas de iluminación

coherente, como los obtenidos de imágenes SAR. Este modelo asume que las observa-

ciones (pixeles) dentro de este tipo de imágenes son el resultado del producto de dos

variables aleatorias independientes que corresponden a la retrodispersión y al ruido

speckle. Por consiguiente, la intensidad observada en una imagen SAR es el resultado

de la variable aleatoria definida y modelada bajo el modelo del producto [22, 23].

Se tiene:

Z = X.Y (3.1)

donde:

X modela la variabilidad de la retrodispersión del terreno

Y modela el ruido speckle

Z modela el retorno

En la Ec. (3.1), la retrodispersión se considera real y positiva, mientras que

el ruido speckle se considera complejo. De esta forma, el retorno corresponde a

una variable aleatoria compleja Z. De este formato complejo de representación del

retorno, es posible derivar los siguientes formatos de imagen [41]:
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Intensidad ZI = ‖Z‖2

Amplitud ZA = ‖Z‖ =
√
ZI

Fase Zφ = arctan (=(Z)/<(Z))

El modelo multiplicativo colabora en el análisis del modelo estad́ıstico de imáge-

nes SAR y por consiguiente es ampliamente utilizado. De estos formatos, los más

usuales, son los de intensidad o amplitud. Y en muchos casos, es más fácil derivar

las propiedades estad́ısticas de los datos en intensidad. En esta tesis se trabaja con

datos provenientes de formato de intensidad.

3.2. El Modelo para el ruido Speckle

Bajo el modelo multiplicativo el ruido speckle Y , se modela con una distribución

normal bivariada, con media cero y varianza 1/2, llamando a la variable compleja

correspondiente al ruido speckle Yc [30]:

YC =

(
Yr

Yi

)
∼ N

(
µ =

(
0

0

)
,Σ =

(
1/2 0

0 1/2

))
donde Yr y Yi, son las componente real e imaginaria respectivamente, las cuales son

independientes e idénticamente distribuidas. Se tienen los formatos de intensidad

YI = ‖YC‖2 y amplitud son YA = ‖YC‖ =
√
Y 2
r + Y 2

i .

Ahora bien, las imágenes SAR son generadas por un número de observaciones

diferentes del área de estudio, llamadas looks, Por consiguiente, a una imagen SAR

obtenida con una sola observación del área se le llama singlelook. Y cuando se genera

con el promedio de las observaciones se le llama multilook. A consecuencia de este

proceso, las imágenes singlelook son más ruidosas, pero poseen mayor información.

Para datos de intensidad, provenientes de un número L de looks, el ruido speckle

YI es el promedio sobre L muestras independientes de ‖YC‖2, por consiguiente se

tiene que YI se distribuye con una distribución Gamma denotada por:

YI ∼ Γ(L,L)

Bajo el modelo multilook, la intensidad del ruido speckle está caracterizado por

la función de densidad dada por:

fYI (y) =
LL

Γ(L)
yL−1e−Ly, (3.2)

donde L, y > 0.
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3.3. Modelo para la Retrodipersión

La retrodispersión describe las texturas del objetivo, las cuales dependen de una

gran cantidad de factores, ángulo de incidencia, polarización, frecuencia, entre otros,

al momento de generar la imagen SAR. Por lo tanto, es posible utilizar diferentes

modelos estad́ısticos. Y por medio de XI es posible identificar los diferentes tipo de

clases y sus caracteŕısticas según su textura.

Bajo el modelo multiplicativo, Frery et al. [22] propuso para modelar la retro-

dispersión XI con la Distribución Inversa Gausiana Generalizada, denotada por

XI ∼ N−1(α, γ, λ) y su función de densidad dada por:

fXI
(x) =

(λ/γ)α/2

2Kα(
√
λγ)

xα−1e−
1
2

(λx+γ/x), x > 0 (3.3)

donde Kα es la función de Bessel modificada de tercera clase y orden α, dada por:

Kα(
√
ab) =

(a
b

)α/2 1

2

∫
R+

xα−1e−
1
2

(ax+b/x)dx (3.4)

y el espacio parámetros esta dado por:


γ > 0 y λ ≥ 0, si α < 0

γ > 0 y λ > 0, si α = 0

γ ≥ 0 y λ ≥ 0, si α > 0

(3.5)

Este modelo contiene los casos relevantes para datos de intensidad de la retro-

dispersión, dependiendo del valor de los parámetro se obtiene:

i.- Una constante β

ii.- La distribución Gamma denotada por XI ∼ Γ(α, λ)), con densidad

fXI
(x) =

λα

Γ(α)
xα−1e−λx x > 0, α > 0, λ > 0 (3.6)

iii.- La distribución reciproca de Gamma denotada por XI ∼ Γ−1(α, γ), con densi-

dad

fXI
(x) =

1

Γ(α)γα
xα−1e−γ/x x > 0,−α > 0, γ > 0 (3.7)

3.4. Modelo del Retorno

La distribución del retorno bajo el modelo multiplicativo para datos de intensidad

ZI , se considera como una variable aleatoria resultante del producto XI · YI . Por
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consiguiente, el modelo para el retorno depende del modelo elegido para el ruido

speckle YI y para la retrodispersión XI entonces se tiene que:

La retrodispersión XI se considera una constante β y el ruido speckle YI ∼
Γ(L,L). Entonces el retorno se denota por:

ZI ∼ Γ(L,L/β)

Si se considera la retrodispersión XI ∼ Γ(α, λ), ZI tendrá una distribución

KI , que se denota ZI ∼ KI(α, γ, L), con densidad

fZI
(z) =

2(
√
λL)L+α

Γ(α)Γ(L)
z(L+ α

2
− 1)KL−α(2

√
λzL) (3.8)

donde z, α, λ, L > 0

Si se considera la retrodispersión XI ∼ Γ−1(α, γ), se tiene que la distribución

de ZI es la distribución G0
I , que se describe en la próxima sección.

El esquema de la Figura 3.2 muestra el retorno ZI como resultado del producto

del ruido speckle YI con las diferentes opciones que puede tomar la retrodispersión

XI .
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Figura 3.2: Esquema del retorno ZI , basado en el modelo multiplicativo.
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3.5. La Distribución G0
I

Sean XI y YI dos variables aleatorias independientes tales que XI ∼ Γ−1(α, γ) y

YI ∼ Γ(L,L) con −α, γ, L > 0, entonces la variable aleatoria producto ZI = XI · YI
tiene una distribución G0

I , la cual se denota por

fG0I (z) =
LLΓ(L− α)

γαΓ(−α)Γ(L)
· zL−1

(γ + zL)L−α
, (3.9)

donde −α, γ, z > 0 and L ≥ 1.

Los momentos de orden r estan dados por:

E(Zr) =
(γ
L

)rΓ(−α− r)
Γ(−α)

· Γ(L+ r)

Γ(L)
. (3.10)

Calculando a partir de la ecuación (3.10) la media (esperanza) y la varianza de

la ditribución G0
I , se obtiene:

µ = E(z) = − γ

α + 1
(3.11)

σ2 = E(z2)− (E(z))2 =
γ2(1− L+ α)

L(α + 1)2(α + 2)
(3.12)

Una de las caracteŕısticas más importantes de la distribución G0
I es la interpreta-

ción del parámetro α, que está relacionado con la rugosidad del objetivo. Los valores

cercanos a cero (por lo general por encima de −3) sugieren zonas de texturas extre-

mas, como las zonas urbanas. A medida que el valor disminuye, indica las regiones

con textura moderada (α ∈ [−6,−3]) como las zonas forestales o bosques. Zonas

con menos textura, por ejemplo, pastos, producen α ∈ (−∞,−6), como se muestra

en la Figura 3.3 . De esta manera, las diferentes regiones quedan caracterizadas por

el parámetro α [22, 23].

Figura 3.3: Representación de la interpretación del parámetro α en la distribución G0
I .
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El parámetro γ ∈ R+ es un parámetro de escala, es decir, sea W una variable

aleatoria con distribución G0
I (α, γ, L), entonces:

1

γ
W ∼ G0

I (α, 1, L). (3.13)

Por último, el parámetro L corresponde al número de looks con el que se genera

la imagen SAR.

Una parte muy importante del proceso de trabajo en esta tesis, es estimar los

parámetros de la distribución G0
I . A continuación se desarrollan los métodos para

estimar los parámetros de máxima verosimilitud (MV) y el de los momentos.

3.5.1. Estimador de Máxima Verosimilitud (MV)

Dada la muestra z = (z1, . . . , zn), y suponiendo que estas observaciones son

resultados de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

distribución G0
I (α, γ, L) con (α, γ) ∈ Θ = R− × R+ y L conocido, el estimador de

máxima verosimilitud de (α, γ) satisface

(α̂, γ̂) = arg máx
(α,γ)∈Θ

L(α, γ, L, z),

donde L es la función de verosimilitud bajo la distribución G0
I (α, γ, L), la cual es:

n∏
i=1

LLγ−αzL−1
i Γ(L− α)(γ + Lz)α−L

Γ(−α)Γ(L)

tomando logaritmo de la función de verosimilitud se obtiene:

−
n∑
i=1

log
(
(γ + Lzi)

L−α)+ (L− 1)
n∑
i=1

log(zi)+

n [−α log(γ)− log(Γ(−α)) + log(Γ(L− α)) + L log(L)− log(Γ(L))]

esto lleva a α̂ y γ̂ de manera tal que:

n[Ψ0(−α̂)−Ψ0(L− α̂)] +
n∑
i=1

ln
γ̂ + Lz2

i

γ̂
= 0, (3.14)

−nα̂
γ̂
− (L− α̂)

n∑
i=1

(γ̂ + Lz2
i )
−1 = 0, (3.15)

donde Ψ0(t) = d ln Γ(t)/dt es la función digamma. En muchos casos no existe solu-

ción explicita para este sistema y se requieren métodos numéricos para resolverlos.
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En esta tesis se aplica el método de optimización de Broyden- Fletcher-Goldfarb-

Shanno (BFGS). Este algoritmo es un método iterativo para resolver problemas de

optimización no lineal sin restricciones [7].

3.5.2. Estimación de Parámetros por el Método de los Mo-

mentos

Sea (Z1, Z2, ..., ZN) un vector de variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribuidas, con distribución F. Sea f una función real definida sobre R tal

que E(|f(Z)|) <∞. Entonces E(|f(Z)|) puede ser estimada como:

m̂f =
1

N

N∑
i=1

f (zi) (3.16)

En la ecuación (3.16), si la función f es la que hace corresponder z 7−→ zr con

r > 0, entonces escribimos m̂r en lugar de m̂zr . Los estimadores de los parámetros

θ1, ..., θt son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones


E (Z1)

(
θ̂1 . . . θ̂t

)
= m̂1

...
...

E (Zt
1)
(
θ̂1 . . . θ̂t

)
= m̂t

Para estimar conjuntamente los parámetros α y γ, es posible utilizar los momen-

tos de orden 1 y 2 y también los momentos de orden 1 y 1/2. En ambos casos se

plantea un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, α̂ y γ̂, que son los valores

estimados de los parámetros α y γ respectivamente

Estimación de los parámetros α y γ utilizando los estimadores de los

momentos de primer y segundo orden m̂1 y m̂2

Sean m̂1 y m̂2 los estimadores de los momentos de orden 1 y 2, respectivamente,

definidos como

m̂1 =
1

N

N∑
i=1

zi (3.17)

y

m̂2 =
1

N

N∑
i=1

z2
i (3.18)
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donde zi, con 0 ≤ i ≤ N , es una realización de un vector aleatorio de dimensión N ,

cuyas componentes están distribuidas con distribución G0
I

De la ecuación (3.10), estos momentos están dados por:

E(Z) = m̂1 =
γ̂

L
· Γ(−α̂− 1)

Γ(−α̂)
· Γ(L+ 1)

Γ(L)

=
γ̂

L
· Γ(−α̂− 1)

− (α̂ + 1) Γ(−α̂− 1)
· LΓ(L)

Γ(L)

= − γ̂

(α̂ + 1)

E(Z2) = m̂2 =

(
γ̂

L

)2

· Γ(−α̂− 2)

Γ(−α̂)
· Γ(L+ 2)

Γ(L)

=

(
γ̂

L

)2

· Γ(−α̂− 2)

(α̂ + 1) (α̂ + 2) Γ(−α̂− 2)
· L (L+ 1) Γ(L)

Γ(L)

=
γ̂2

(α̂ + 1) (α̂ + 2)
· (L+ 1)

L

Despejando γ̂ de ambas ecuaciones

γ̂ = −(α̂ + 1)m̂1 (3.19)

γ̂ =

[
m̂2L(α̂ + 1)(α̂ + 2)

(L+ 1)

]1/2

(3.20)

e igualándolas se obtiene:

−(α̂ + 1)m̂1 =

[
m2L(α̂ + 1)(α̂ + 2)

(L+ 1)

]1/2

reagrupando términos tenemos:

L

(L+ 1)
· (α̂ + 1) (α̂ + 2) m̂2 = m̂2

1 (α̂ + 1)2

Resolviendo esta ecuación para α̂, obtenemos:
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α̂ =
2κ− 1

1− κ
(3.21)

donde

κ =
L

(L+ 1)
· m̂2

m̂2
1

(3.22)

Y para obtener γ̂, se sustituye el valor de α̂ resultante en la (3.19) o en (3.20).

Ahora bien, se debe recordar que α̂ < 0 y como κ > 0, entonces, los valores que

puede tomar κ deben estar restringidos al intervalo κ ∈ (0, 1/2) ∪ (1,+∞).

Estimación de los parámetros α y γ utilizando los estimadores de los

momentos m̂1 y m̂1/2

Sean m̂1 y m̂1/2 los estimadores de los momentos de orden 1 y 1/2, respectiva-

mente, definidos como

m̂1 =
1

N

N∑
i=1

zi

y

m̂1/2 =
1

N

N∑
i=1

z
1
2
i

donde zi, con 0 ≤ i ≤ N , es una realización de un vector aleatorio de dimensión N ,

cuyas componentes están distribuidas con distribución G0
I .

De la ecuación (3.10), estos momentos están dados por:

m̂1 = − γ̂

(α̂ + 1)

m̂1/2 =

(
γ̂

L

)1/2

· Γ(−α̂− 1/2)

Γ(−α̂)
· Γ(L+ 1/2)

Γ(L)

Realizando el mismo proceso de la sección anterior, despejando γ̂ de ambas ecua-

ciones e igualándolas, se obtiene:

−(α̂ + 1) ·
[

Γ(−α̂− 1/2)

Γ(−α̂)

]2

=
Lm̂2

1/2

m̂1

·
[

Γ(L)

Γ(L+ 1/2)

]2

Entonces:

−(α̂ + 1) · Γ2(−α̂− 1/2)

Γ2(−α̂)
−
Lm̂2

1/2

m̂1

· Γ2(L)

Γ2(L+ 1/2)
= 0,−α̂ > 1/2 (3.23)
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g(α̂)− τ = 0 (3.24)

donde

g(α̂) = −(α̂ + 1) · Γ2(−α̂− 1/2)

Γ2(−α̂)
(3.25)

y

τ =
Lm̂2

1/2

m̂1

· Γ2(L)

Γ2(L+ 1/2)
(3.26)

3.6. Conclusiones para este Caṕıtulo

Se logra establecer los fundamentos, el entendimiento y la importancia del mo-

delado estad́ıstico de los datos provenientes de imágenes SAR, aśı como, el en-

tendimiento de qué métodos son los actualmente utilizados, como lo es el método

multiplicativo. Consecuente con este modelo se establecen los modelos estad́ısticos

tanto para el ruido speckle, la retrodispersión y el retorno. Este último estableciendo

la distribución estad́ıstica que se usa a lo largo de esta tesis. Por último, se calculan

los parámetros de la distribución G0
I y se utilizan dos métodos, el de MV que se usa

de manera preponderante en todos los cálculos, y el de los momentos que se usa de

forma auxiliar, en algunos casos como valor inicial del proceso de calculo numérico

del estimador de MV.
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Caṕıtulo 4

Distancia Geodésica entre

Distribuciones G0
I

El problema de comparar dos o más funciones de probabilidad usando distancias

o divergencias, prevalece en el procesamiento y análisis de imágenes. Varios autores

emplean medidas de contraste provenientes de la teoŕıa de la información en diversas

aplicaciones como clasificación [29, 50], detección de puntos de borde [21, 26, 28, 38,

39] y despeckling [52], pero la distancia geodésica (DG) no ha sido utilizada aún en

imágenes monopolarizadas.

La DG puede ser utilizada para medir la diferencia entre dos distribuciones pa-

ramétricas. Fue presentada por Rao [44, 45], y desde entonces ha sido estudiada por

varios autores [2, 37, 56]. Berkane et al. [3] calculó una forma cerrada para la DG

entre distribuciones eĺıpticas, pero como tales formas no están disponibles para cua-

quier distribución, se tiene que confiar en soluciones numéricas, por ejemplo, en el

art́ıculo [46] se calcula la DG geodesica entre dos modelos Gamma numéricamente.

La DG se ha utilizado para resolver varios problemas, entre ellos la recuperación

de textura multivariada y clasificación de imágenes [5, 6, 16]. En estos art́ıculos los

autores calculan una forma cerrada de la DG entre distribuciones eĺıpticas multiva-

riadas bajo ciertas condiciones, incluyendo la distribución polarimétrica G0
Pol [20].

Inspirados en estos trabajos, se plantea calcular la DG, entre distribuciones G0
I

para datos SAR monopolarimétricos. Se considera el parámetro L conocido y por

consiguiente la distribución G0
I únicamente depende de los parámetros de textura α

y de escala γ.

Este caṕıtulo contiene el aporte más importante de este trabajo. Más adelante

se utiliza la DG como una medida de contraste y detección de puntos de borde en

imágenes SAR.
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4.1. Distancias Estad́ısticas entre distribuciones

de Probabilidad

El conocimiento de la distancia estad́ıstica en conjunto con sus propiedades cons-

tituye un importante instrumento en el análisis de datos. Aśı por ejemplo, utilizando

distancias es posible construir contrastes de hipótesis, estudiar propiedades asintóti-

cas de estimadores de parámetros, comparar estimaciones de parámetros, entre otras

aplicaciones [14].

Definición 4.1 Sea Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} el conjunto de objetos, se define la dis-

tancia métrica δ como una aplicación de δ : Ω× Ω→ R, tal que δ (ωi, ωj) = δij.

Las distancias entre distribuciones deben cumplir con algunas de las siguiente

propiedades [14, 40]:

Propiedades de las distancias estad́ısticas:

1. δij ≥ 0, para i, j ∈ [1, 2, . . . , n].

2. δij = 0 si y sólo si i = j.

3. δij = δji.

4. δij ≤ δik + δjk.

5. δij ≤ max {δik, δjk} Desigualdad ultramétrica

6. δij + δkl ≤ max {δik + δlj, δjl + δjk} Desigualdad aditiva.

Del análisis de las propiedades anteriores, según Cuadras [14] y Oller [40], una

distancia debe cumplir por lo menos con la propiedades 1, 2 y 3. Y cuando sólo

cumple tales propiedades recibe el nombre de disimilaridad.

La medida δij, no siempre cumple con todas las propiedades de las distancias, y

dependiendo de cual de las propiedades cumpla se le puede asignar un calificativo [14,

40, 54]. El cuadro 4.1 muestra los calificativos que se asigna a cada una de las

distancias de acuerdo a las propiedades que satisfaga.

Las distancias estad́ısticas juegan un rol fundamental en el análisis de datos en

todos los ámbitos de las ciencias. Una de estas distancias es la distancia geodésica

introducida por Rao [44], que tuvo un profundo impacto en la investigación estad́ısti-

ca. La DG determina una medida de similaridad entre distribuciones de probabilidad

pertenecientes a una misma familia paramétrica.
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Tabla 4.1: Calificativo asignado a las distancias según las propiedades que cumple.

Propiedad
Calificativo

1 2 3 4 5 6

Disimilaridad

Distancia Métrica

Distancia Ultramétrica

Distancia Eucĺıdea

Distancia Aditiva

Divergencia

A continuación se define en primer lugar una curva Geodésica y posteriormente

la distancia geodésica de Rao.

4.2. Curva Geodésica

Una geodésica es una curva que une dos puntos en un espacio curvado, y repre-

senta la mı́nima longitud entre esos puntos, Riley. et al. [47] la definen de la siguiente

manera:

Definición 4.2 Una curva geodésica en el espacio tridimensional real es una ĺınea,

que tiene dos propiedades que la definen. Primero, es la curva de longitud más corta

entre dos puntos y segundo, es la curva cuyo vector tangente siempre apunta en la

misma dirección a lo largo de la ĺınea.

Esto se puede observar en la Figura 4.1 donde la curva geodésica es la que une

los puntos P y Q y los vectores tangentes a la curva V y W siempre tienen la misma

dirección. La ĺınea que une los dos puntos debe estar sobre la superficie, como se

puede ver en la Figura 4.2, donde se muestran dos caminos más cortos entre los

puntos A y B. La geodésica es la curva que queda contenida en la superficie.

4.3. Distancia Geodésica de Rao

La distancia geodésica fue introducida por Rao [44, 45] quien la define como:

Definición 4.3 Sea θ = (θ1, . . . , θr) un conjunto de r (r ≥ 1) parámetros reales

continuos en el espacio de parámetros Θ y sea {f(z | θ), θ ∈ Θ, z ∈ Z} , una familia

de funciones de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua Z. Si
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Figura 4.1: Curva Geodésica sobre una esfera. Los vectores tangentes a la curva tienen la

misma dirección.

Figura 4.2: Ilutración de los caminos más cortos entre dos puntos. La ĺınea geodésica

corresponde a la que se encuentra sobre la superficie.
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se asume que la familia {f(z | θ), θ ∈ Θ} satisface las siguientes condiciones de

regularidad.

i.- El soporte {f(z | θ) > 0, θ ∈ Θ} es idéntico para todas las distribuciones.

ii.-
∫
f(z | θ)dz puede diferenciarse bajo el signo de la integral con respecto θ.

iii.- ∇θf(z | θ) existe para todo z ∈ Z y θ ∈ Θ

La matriz de información de Fisher [4] con (i, j)-ésima coordenada esta dada

por:

gij(θ) = E

(
∂ ln f(z | θ)

∂θi

∂ ln f(z | θ)
∂θj

)
, i, j = 1, 2, . . . , r (4.1)

Y según Rao [44] la métrica cuadrática diferencial positiva es de la forma:

ds2 =
r∑

i,j=1

gi,j(θ)dθidθj (4.2)

La Ec. (4.2) es una forma diferencial cuadrática definida positiva basada en los

elementos de la matriz de información de Fisher.

A partir de la forma diferencial cuadrática definida positiva en (4.2) se deriva

la distancia entre dos distribuciones correspondientes a dos puntos generales, de la

siguiente manera [2, 3, 6]:

Sean dos puntos θ
′

l = (θ1l, θ2l, . . . , θrl) (l = 1, 2) de Θ.

Sea

θi = θi(t) i = 1, 2, . . . , r (4.3)

donde t es el parámetro, que denota una curva en Θ uniendo θ1 y θ2. Supongamos

que t1 y t2 son los valores de t tal que

θil = θi(tl) l = 1, 2; i = 1, 2, . . . , r (4.4)

La distancia s(θ1, θ2), a lo largo de la curva entre θ = θ1 y θ = θ2 esta dada

por [2]:

s(θ1, θ2) =

∣∣∣∣∣∣
∫ t2

t1

√√√√ r∑
i,j=1

gi,j(θ)
dθi
dt

dθj
dt
dt

∣∣∣∣∣∣ (4.5)

La curva que une θ1 y θ2 para la cual la distancia s(θ1, θ2) es la más corta, es la

de interés y tal curva se llama geodésica.
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Es importante señalar que para las familias de distribuciones multiparámetro,

es muy dif́ıcil obtener una expresión expĺıcita de la distancia geodésica [2]. Por

consiguiente, se considera reducir la métrica a los casos que se pueda realizar este

procedimiento.

4.4. Prueba de Hipótesis Basada en la Distancia

Geodésica

Una importante utilidad de la distancia geodésica es en la construcción de prueba

de hipótesis estad́ıstica. Aśı que si se tiene una función de densidad f(z | θ), donde

θ es el vector de parámetros, el problema general de la prueba de hipótesis [57]:

H0 : τ(θ0) = 0 H1 : τ(θ0) 6= 0

para una función suave τ . Con la hipótesis nula H0 asociada al subconjunto de

parámetros ΘH ∈ Θ definido:

ΘH = {θ0 ∈ Θ : τ(θ0) = 0}

Dada una muestra de tamaño n la distancia geodésica entre el parámetro θ0 ∈ ΘH

y θ̂, parámetro estimado por el método de máxima verosimilitud (MV), se tiene que:

sH(θ̂, θ0) = inf
[
s(θ̂, θ0) : ΘH ∈ Θ

]
donde ı́nfimo inf siempre existe ya que ΘH es un conjunto no vaćıo y s(θ̂, θ0) es

positiva. Y dado un nivel de significancia η se define la región critica de la prueba

de hipótesis:

W =
{

(z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn
+ : s(θ̂, θ0) > C

}
(4.6)

donde (z1, z2, . . . , zn) es la muestra aleatoria iid, y C es una constante que depende

del nivel de significancia η.

4.4.1. Distribución Asintótica de la Distancia Geodésica

En los art́ıculos [2, 37] los autores demuestran que la distancia geodésica entre

distribuciones de probabilidad tiene la forma:

s(θ1, θ2) = |ϕ(θ1)− ϕ(θ2)| (4.7)

donde ϕ(θ) es una función que en muchos casos no tiene una formula cerrada.
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Y en general, no es posible obtener una distribución exacta del estad́ıstico

s(θ̂1, θ̂2), de manera tal, que se debe utilizar su distribución asintótica [37]. Para

esto, se considera la función:

s∗(θ1, θ2) = φ
(
|ϕ(θ1)− ϕ(θ2)|2

)
(4.8)

donde φ es una función creciente con φ(0) = 0. La hipótesis nula H0 : θ = θ0 se

rechaza si s∗(θ̂, θ0) o s∗(θ̂1, θ̂2) es mayor que un valor cŕıtico.

Ahora, si f ∈ Ci(B), es una función real con derivadas parciales continuas de

i−ésimo orden en el conjunto B, Menendez et. al. [37] demostraron el siguiente

teorema:

Teorema 4.1 Sea θ̂1 y θ̂2 el MV, de θ1 y θ2, basado en muestras aleatorias inde-

pendientes de tamaño n y m, respectivamente, donde m/(m+n)
n,m→∞−−−−→ λ ∈ (0, 1).

Asumiendo las condiciones de regularidad y suponiendo consistencia del estimador

de MV:

(a) Si se cumplen las condiciones establecidas en [37].(
nm

n+m

)1/2 [
s∗(θ̂1, θ̂2)− s(θ1, θ2)

]
n,m→∞−−−−→ N(0, σ)2

(b) Si θ1 = θ2, φ
′
(0) > 0, φ ∈ C2[0,∞) y ϕ ∈ C2(Θ), entonces:

nm

n+m

s∗(θ̂1, θ̂2)

φ′(0)

n,m→∞−−−−→ χ2
M (4.9)

Se tiene del teorema 4.1, que la distribución asintótica de s(θ̂1, θ̂2) es proporcional

a una distribución χ2 cuando θ ∈ R. Y el estad́ıstico para la distancia geodésica se

puede construir de la manera siguiente:

SGD(θ̂1, θ̂2) =
mn

m+ n
s2(θ̂1, θ̂2) (4.10)

donde:

SGD(θ̂1, θ̂2): es el estad́ıstico para la distancia geodésica.

n,m: son los tamaño de las muestras aleatorias independientes.

s(θ̂1, θ̂2): es la distancia geodésica entre θ̂1 y θ̂2.

θ̂1 y θ̂2 son los estimadores de MV de θ1 y θ2.

El estad́ıstico de prueba dado por la Ec. (4.10), se utiliza en este trabajo para

comparar la DG con la distancia triangular.
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4.5. Distancia Geodésica entre Distribuciones G0
I

La distancia geodésica no hab́ıa sido calculada para la distribución G0
I mono-

polarimétrica en la literatura. Se calcula la distancia geodésica entre modelos G0
I

para tres casos particulares. En todos ellos se considera al parámetro L número

de looks conocido y por consiguiente la distribución G0
I únicamente es dependiente

de los parámetros de textura α y de escala γ. Se han obtenido fórmulas cerradas

para la distancia, para los valores de L = {1, 2}, lo que constituye un aporte muy

importante de este trabajo.

4.5.1. Distancia Geodésica Cuando E(z) = 1

En el caso en que la muestra posea media unitaria, es decir E(z) = 1, y dado

L el número de looks conocido, podemos modelar los datos con una distribución

G0
I (α, γ∗, L) y realizar el estudio para datos que tengan la misma media (brillo) pero

con diferentes valores del parámetro α. Entonces de la Ec. (3.10) con r = 1 se tiene

E(z) = − γ

α + 1
= 1 (4.11)

y por lo tanto

γ∗ = −α− 1 (4.12)

La función de densidad de probabilidad de la distribución G0
I (α, γ

∗, L) queda de

la forma:

f ∗G0I
(z) =

LLΓ(L− α)

(−α− 1)αΓ(−α)Γ(L)
· zL−1

(−α− 1 + zL)L−α
. (4.13)

Ahora, calculando la distancia geodésica entre distribuciones G0
I (α, γ

∗, L) como

una función de α, haciendo θ = α y sustituyendo la Ec. (4.13) en las ecuaciones (4.1)

y (4.5), se obtiene:

g(α) = −E
[
d2

dα2
ln f ∗G0I

(Z |α)

]
(4.14)

s(α1, α2) =

∣∣∣∣∫ α2

α1

[g(α)]1/2dα

∣∣∣∣ . (4.15)
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Calculando g(α) de la Ec. (4.14) se toma el Logaritmo a ambos lados de la

Ec. (4.13) y se calcula la segunda derivada:

d2

dα2
ln f ∗G0I

(z |α) =

α

(−α− 1)2
+

2

−α− 1

− ψ(1)(−α) + ψ(1)(L− α)

+
L− α

(−α + Lz − 1)2
− 2

−α + Lz − 1

y

−E
[
d2

dα2
ln f ∗G0I

(z |α)

]
=

−
∫ ∞

0

[
α

(−α− 1)2
+

2

−α− 1

− ψ(1)(−α) + ψ(1)(L− α)

+
L− α

(−α + Lz − 1)2
− 2

−α + Lz − 1
] · f ∗G0I (z |α) dz

remplazando en la Ec. (4.15), la distancia geodésica entre distribuciones G0
I (α, γ

∗, L)

está dada por:

s(α1, α2) =

∣∣∣∣∫ α2

α1

√
H(α)− ψ(1)(L− α)− ψ(1)(−α)dα

∣∣∣∣ (4.16)

donde

H(α) = − −4α3 + 4α− (α + 2)L2 + [α(5α + 4)− 2]L

(α + 1)2(L− α)(L− α + 1)
(4.17)

donde ψ(1)(•) es la función trigamma.

Se puede observar a partir de la Ec. (4.17) que si α = −1 entonces H(α)→∞,

por lo tanto la distancia geodésica en ese punto presenta una singularidad para este

caso.

Para obtener la distancia geodésica s(α1, α2) entre distribuciones G0
I (α, γ

∗, L) se

resuelve la Ec. (4.16), numéricamente usando un método de integración adaptativo,

con una precisión de 10−4, provisto por el lenguaje R versión 3.3. [43].

Con el fin de evaluar el poder discriminatorio entre regiones de imágenes SAR de

la Ec. (4.16) se lleva a cabo un ensayo en donde se calcula la distancia geodésica entre

dos distribuciones G0
I (α1, γ

∗
1 , L) y G0

I (α2, γ
∗
2 , L), tomando dos conjuntos de valores

para el parámetro de la rugosidad: α1 = −8, con α2 ∈ [−14,−2], y α1 = −2 con α2 ∈
[−3,5,−1,5]. Estos valores cubren regiones con texturas extremadamente intensas,
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moderadas y sin texturas. Modeladas para tres relaciones señal-ruido, variando L =

{1, 5, 10}.

Las Figuras 4.3 y 4.4 muestran la curva que forma la distancia geodésica entre

distribuciones G0
I (α1, γ

∗
1 , L) y G0

I (α2, γ
∗
2 , L) para los valores de los parámetros antes

mencionados. Es posible observar que, cuanto menor es la diferencia entre α1 y α2,

también menor es el valor de s(α1, α2), lo cual indica que es posible utilizar esta

distancia para discriminar regiones con diferente rugosidad.
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Figura 4.3: Distancia geodésica entre G0
I (−8, 7, L) y G0

I (α2, γ
∗
2 , L) para diferentes valores

de L.

Además, se observa que a medida que el número de looks L aumenta, la distancia

geodésica s(α1, α2) disminuye, para los mismos valores de α1 y α2. La curva es más

pronunciada (mayor pendiente) para los valores mayores de α. Esto se debe a que

para valores pequeños de L, el parámetro de textura α tiene una mayor influencia

en el modelo, causando una alta variabilidad, que para aquellas situaciones en las

que la relación señal-ruido es más favorable.
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Figura 4.4: Distancia geodésica entre G0
I (−2, 1, L) y G0

I (α2, γ
∗
2 , L) para diferentes valores

de L.

4.6. Forma General de la Distancia Geodésica pa-

ra la Distribución G0
I

En esta sección se calcula la forma general de la distancia geodésica para modelos

G0
I (α, γ, L) . La distribución G0

I (α, γ, L) esta dada por la Ec. (3.9). Se determina la

matriz de información de Fisher dada por la Ec. (4.1)

Se toma el Logaritmo a ambos lados de la Ec. (3.9)

log[fG0I (z)] =

− α log(γ)− log Γ(−α) + log Γ(L− α)

− (L− α) log(γ + Lz) + (L− 1)(log z) + L(logL)− log Γ(L)

se calculan las segundas derivadas parciales con respecto a α y γ, y las derivadas

parciales cruzadas

∂2
α log[fG0I (z)] = ψ(1)(L− α)− ψ(1)(−α)

∂2
γ log[fG0I (z)] =

α

γ2
+

L− α
(γ + Lz)2

∂γ∂α log[fG0I (z)] =
1

γ + Lz
− 1

γ
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∂α∂γ log[fG0I (z)] =
1

γ + Lz
− 1

γ

donde ψ(1)(•) es la función trigamma. Seguidamente se obtiene la esperanza y se

construye la matriz de información de Fisher, obteniendo:

g(α, γ) =

(
ψ(1)(−α)− ψ(1)(L− α) L

Lγ−αγ
L

Lγ−αγ − Lα
(L−α+1)γ2

)
(4.18)

La distancia geodésica se obtiene a partir de la métrica cuadrática diferencial

positiva dada por la Ec. (4.2) en este caso d = 2, tomando θ1 = α y θ2 = γ ⇒
dθ1 = dα y dθ2 = dγ, entonces queda de la siguiente manera:

ds2 = g11(α, γ)dα2 + (g12(α, γ) + g21(α, γ)dαdγ + g22(α, γ)dγ2 (4.19)

donde los gij(α, γ) son los elementos de la matriz de Fisher dados por la Ec. (4.18)

La ecuación (4.19) se resuelve para dos casos diferentes.

4.6.1. Distancia Geodésica para el Parámetro de Escala Co-

nocido

Suponiendo γ1 = γ2 = γ0:

ds2 = g11(α, γ0)dα2

Entonces, sustituyendo el término g11(α, γ0) de la matriz de Fisher en la Ec. (4.5),

la distancia geodésica en este caso se reduce a:

s(α1, α2) =

∣∣∣∣∫ α2

α1

[
ψ(1)(−α)− ψ(1)(L− α)

]1/2
dα

∣∣∣∣ . (4.20)

Utilizando las propiedades de la función trigamma se puede escribir

ψ(1)(−α)− ψ(1)(L− α) =
L∑
n=1

1

(−α + n− 1)2
(4.21)

La Ec. (4.21) permite resolver la Ec. (4.20) para valores espećıficos de L. Resol-

viendo para L = {1, 2}

Para L = 1: Haciendo L = 1 en (4.21) y sustituyendo en (4.20), se obtiene:

s(α1, α2)
∣∣∣
L=1

=

∣∣∣∣∣
∫ α2

α1

[
1

α2

]1/2

dα

∣∣∣∣∣ = |ln(α2)− ln(α1)|
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entonces:

s(α1, α2)
∣∣∣
L=1

=

∣∣∣∣ln(α2

α1

)∣∣∣∣ (4.22)

La Ec. (4.22) es la distancia geodésica entre distribuciones G0
I , cuando el parámetro

de escala γ0 es conocido y L = 1.

Para L = 2: Similarmente se hace para L = 2 en (4.21) y sustituyendo en la

Ec. (4.20), entonces:

s(α1, α2)
∣∣∣
L=2

=

∣∣∣∣∣
∫ α2

α1

[
1

α2
+

1

(α− 1)2

]1/2

dα

∣∣∣∣∣
Resolviendo esta integral:

s(α1, α2)
∣∣∣
L=2

=∣∣∣∣ln [α2
1(α2 − 1)2(α2R2 − 1)((α1 − 1)R1 + 1)

α2
2(α1 − 1)2(α1R1 − 1)((α2 − 1)R2 + 1)

]
+
√

2 ln

[
1 + α2(R2 − 2)− α2

2R2

1 + α1(R1 − 2)− α2
1R1

]∣∣∣∣
(4.23)

con R1 = R (α1) y R2 = R (α2), donde

R (α) =

√
4α2 − 4α + 2

(α− 1)2α2

La Ec. (4.23) es la distancia geodésica entre distribuciones G0
I , cuando γ0 es

conocido y L = 2.

Se evalúan las ecuaciones de las distancias geodésicas para L = {1, 2} con los

siguientes valores para el parámetro de textura: α1 = −8 con α2 ∈ [−14,−2], y

α1 = −2 con α2 ∈ [−3,5,−1]. Estos resultados se muestran en las Figuras 4.5 y 4.6,

se puede observar un comportamiento cuasi-lineal de los mismos.

En este caso se observa que al aumentar L también aumentan los valores de las

distancias para los mismos valore de α1 y α2.

Solución Numérica de s(α1, α2):

Con el fin de observar el comportamiento de las curvas para valores de L ma-

yores a 2, se realiza el cálculo de la distancia geodésica resolviendo la Ec. (4.20)

numéricamente para L = {3, 6, 8}, con los mismos valores del parámetro α.

Se observa en las Figuras resultantes 4.7 y 4.8, que mantiene el mismo com-

portamiento que tienen las soluciones anaĺıticas obtenidas para L = {1, 2}. Estas
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Figura 4.5: Distancia geodésica s(α1, α2) para la distribución G0
I (α, 1, L), α1 = −8 con

α2 ∈ [−14,−2] y L = {1, 2}.
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Figura 4.6: Distancia geodésica s(α1, α2) entre distribuciones G0
I (α, 1, L) α1 = −2 con

α2 ∈ [−3,5,−1].
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Figura 4.7: Distancia geodésica para la distribución G0
I (α, 1, L), s(α1, α2) α1 = −8 con

α2 ∈ [−14,−2] y L = {3, 6, 8}.
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Figura 4.8: Distancia geodésica para la distribución G0
I (α, 1, L), s(α, α2) α1 = −2 con

α2 ∈ [−3,5,−1]. y L = {3, 6, 8}
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soluciones no presentan restricciones con respecto a los posibles valores que puede

tomar el parámetro de textura α.

4.6.2. Distancia Geodésica para el Parámetro de Textura

Conocido

En esta sección se calcula la distancia geodésica para el caso del parámetro de

textura conocido α0, entonces de acuerdo al procedimiento de la sección anterior la

Ec. (4.19) se reduce entonces a:

ds2 = g22(α0, γ)dγ2

sustituyendo g22(α0, γ) de la matriz de Fisher, la distancia geodésica en este caso

resulta:

s(γ1, γ2) =

∣∣∣∣∣
∫ γ2

γ1

√
− α0L

(−α0 + L+ 1)γ2
dγ

∣∣∣∣∣ (4.24)

Resolviendo la integral, obtenemos:

s(γ1, γ2) =

∣∣∣∣∣
√
− α0L

−α0 + L+ 1
(ln(γ1)− ln(γ2))

∣∣∣∣∣
la cual se puede escribir de la siguiente de la manera:

s(γ1, γ2) =

∣∣∣∣∣
√
− α0L

−α0 + L+ 1
ln(

γ1

γ2

)

∣∣∣∣∣ (4.25)

La Ec. (4.25) es la distancia geodésica entre distribuciones G0
I (α0, γ1, L) y

G0
I (α0, γ2, L), cuando del parámetro de textura α0 es conocido.

La Figura 4.9 muestra las distancias geodésicas entre modelos G0
I (α

0, γ, L) con

L = {1, 2}, α0 = −2, γ1 = 5, γ2 ∈ [1, 10]. Y la Figura 4.10 muestra las distancias

geodésicas entre modelos con L = {1, 2}, α0 = −2, γ1 = 10, γ2 ∈ [1, 20]. Se destaca

que presentan un comportamiento similar al caso en el que el parámetro de escala es

conocido, pero de manera invertida, como si se reflejaran en un espejo con respecto

al punto donde la distancia se anula.

4.7. Conclusiones para este Caṕıtulo

Se derivan las fórmulas para la distancia geodésica de la distribución G0
I , obte-

niendo soluciones anaĺıticas para algunos de los casos planteados y en otros casos se
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Figura 4.9: Distancia geodésica para distribuciones G0
I (α0, γ, L), γ1 = 5, γ2 ∈ [1, 10],

α0 = −2 y L = {1, 2}.

plantea la ecuación y se resuelve numéricamente. Aśı mismo, se realiza el estudio del

comportamiento de cada una de las fórmulas halladas de manera gráfica. En todas

las situaciones donde se determina el valor de s(α1, α2), es posible observar que,

cuanto menor es la diferencia entre α1 y α2, menor es el valor de s(α1, α2). Teniendo

el mismo comportamiento para el caso en el que se determina la s(γ1, γ2).

Las curvas en todos los casos en los que se estima s(α1, α2) son más pronunciadas

para valores mayores de α, esto se debe a que el modelo G0
I es mas sensible para

regiones extremadamente texturadas.

Estas expresiones no estaban previamente disponibles en la literatura. Este nuevo

enfoque para medir la separabilidad entre las regiones de datos con ruido speckle

ofrece una herramienta poderosa para una serie de problemas de procesamiento de

imágenes, tales como la detección de puntos de borde y discriminación de regiones.
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Figura 4.10: Distancia geodésica para distribuciones G0
I (α0, γ, L), γ1 = 10, γ2 ∈ [1, 20],

α0 = −2 y L = {1, 2}.

66



Caṕıtulo 5

Distancias Estocásticas

La teoŕıa de información ofrece métodos para medir la diferencia entre dos distri-

buciones de probabilidad, llamadas distancias estocásticas. Una familia importante

de distancias estocásticas se deriva de los resultados por Salicru et al. [48], y entre

ellos se deriva la Distancia Triangular (DT).

Gambini et al. [24] estudiaron el comportamiento de varia distancias (h-φ) y

concluyeron que esta distancia supera a otras de la misma clase de distancias (h-φ)

(Hellinger, Bhattacharyya y Rényi) en una variedad de situaciones bajo la distribu-

ción G0
I .

Estas distancias fueron estudiadas por Nascimento et al. [38], quien llegó a la

conclusión de que ninguna de estas distancias tiene una expresión anaĺıtica, lo que

es una ventaja considerable para la distancia geodésica en términos de coste compu-

tacional.

La DT y la DG se aplican a las mismas regiones, pero no son comparables.

Entonces, se transforman estas distancias en un estad́ıstico con la misma distribución

asintótica, con esto, se vuelven comparables, mediante la prueba de hipótesis [48].

Por estas razones, con el fin de comparar los resultados de la aplicación de la

DG con otro método en el contexto de la detección de bordes y la discriminación de

regiones, se utiliza la Distancia Triangular.

5.1. Distancia Triangular

De Salicrú et al. [48] se tiene la siguiente definición:

Definición 5.1 Sean X y Y variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio

de probabilidad, cuyas densidades son fX(x; θ1) y fY (x; θ2), respectivamente, donde
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θ1 y θ2 son los vectores de parámetros. Asumiendo que ambas densidades comparten

un soporte común I ⊂ R, la divergencia (h-φ), entre fX y fY , esta definida por:

Dh
φ(X, Y ) = h

(∫
I

φ

(
fX(x; θ1)

fY (x; θ2)

)
fY (x; θ2)dx

)
(5.1)

donde φ : (0,∞) → ([0,→ ∞) es una función convexa, h : (0,∞) → ([0,→ ∞), es

una función estrictamente creciente con h(0) = 0, y a las formas indeterminadas se

les asigna el valor cero.

Dependiendo de la cuidadosa selección de las funciones h y φ, se obtienen algunas

de las conocidas medidas de divergencia, como las de Hellinger, Bhattacharyya y

Rényi.

Estas divergencias no se pueden considerar como una métrica [8], ya que la

desigualdad triangular no siempre se cumple y muchas de ellas no son simétricas.

Esto se resuelve definiendo la medida:

dhφ(X, Y ) =
Dh
φ(X, Y ) +Dh

φ(Y,X)

2
(5.2)

entonces, una vez simetrizadas a las divergencias se les llama distancias.

Se define la distancia triangular (DT) [24, 38, 48]:

Definición 5.2 Sea Ω un espacio medible. Sean fX y fY las densidades de las varia-

bles aleatorias X, Y con respecto a un soporte I; La distancia triangular dT(fX , fY )

entre ellas esta dada por:

dT(fX , fY ) =

∫
I

(fX(x)− fY (x))2

fX(x) + fY (x)
dx. (5.3)

Cuando se considera la distancia entre las mismas distribuciones, lo importante

son sus parámetros, se resuelve la Ec. (5.3) de la DT entre distribuciones numéri-

camente, usando un método de integración adaptativo, con una precisión de 10−4,

provisto por el lenguaje R versión 3.3. [43], para diferentes valores de los parámetros

de la distribución G0
I (α, γ, L).

La Figura 5.1 muestran la curva que forma la distancia triangular entre dis-

tribuciones G0
I (α1, γ

∗
1 , L) y G0

I (α2, γ
∗
2 , L) para los siguientes valores: α1 = −3,

α2 ∈ [−4,−2] y para que la muestra tenga una media unitaria se toma γ∗ = −α− 1

(ver sección 4.5.1), modeladas para relaciones señal-ruido variando L = {1, 2, 4}.

La Figura 5.2, muestra la DT para la distribución G0
I (α, γ, L), α1 = −8 con α2 ∈

[−10,−6], γ1 = γ2 = 1 y número de looks L = {1, 2, 3}. de esta forma se considera

una ituación más general de la variación de los parámetros de la distribución G0
I .
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Figura 5.1: Distancia triangular entre G0
I (−3, 2, L) y G0

I (α2, γ
∗
2 , L) para α2 ∈ [−4,−2] y

L = {1, 2, 4}.

Es posible observar que, a medida la diferencia entre α1 y α2 es menor, también

menor es el valor de la DT, lo cual indica que es posible utilizar esta distancia para

discriminar regiones con diferente rugosidad en imágenes SAR. También se puede

observar en ambas Figuras que a medida que aumenta el número de looks la DT

también aumenta.

5.2. Distribución Asintótica

En el art́ıculo de Salicrú et al. [48], se establecen varias propiedades de conver-

gencia de las divergencias (h-φ). Bajo condiciones de regularidad dadas en [48], si

θ1 = θ2 entonces, como m,n→∞, se tiene que:

2mn

m+ n

Dh
φ(θ̂1, θ̂2)

h′(0)φ′′(1)
(5.4)

es asintóticamente proporcional a una distribución chi-cuadrdo con M grados de

libertad donde θ̂1 =
(
θ̂11, . . . , θ̂1M

)
y θ̂2 =

(
θ̂21, . . . , θ̂2M

)
son los estimadoress de

MV de θ1 y θ2, de muestras independientes de tamaños m y n, respectivamente [48].
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Figura 5.2: Distancia triangular para la distribución G0
I (α, γ, L), α1 = −8 con α2 ∈

[−10,−6], γ1 = γ2 = 1 y L = {1, 2, 3}.

De esta manera, cuando se considera la definición de distancias en términos de

las funciones h y φ, y aplicando los resultados de la convergencia de las medidas

(h-φ) a la distribución χ2
M según [48], se demuestra el siguiente Lema:

Lema 5.1 Manteniendo las condiciones de regularidad propuestas en [48]. Si
m

m+n

m,n→∞−−−−→ λ ∈ (0, 1), entonces

2mn

m+ n

Dh
φ(θ̂1, θ̂2)

h′(0)φ′′(1)

D−−−−→
m,n→∞

χ2
M (5.5)

donde “
D−→” denota convergencia en distribución [38, 48].

Entonces se puede construir a partir del Lema 5.1, la prueba de hipótesis es-

tad́ıstica para la hipótesis nula θ1 = θ2. Con el estad́ıstico de prueba de de la

siguiente manera:

Shφ(θ̂1, θ̂2) =
2mnv

m+ n
Dh
φ(θ̂1, θ̂2) (5.6)

donde v = 1
h′ (0)φ′′ (1)

es una constante [38] y para el caso de la DT v = 1.

El nivel de rechazo de la hipótesis nula se establece con la proposición siguien-

te [38]
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Proposición 5.1 Se asume que m y n son valores grandes y Shφ(θ̂1, θ̂2) = s, en-

tonces la hipótesis nula θ1 = θ2 se puede rechazar al nivel de confianza η si

Pr(χ2
M > s) ≤ η.

5.3. Prueba de Hipótesis de las Distancias

Geodésica y Triangular entre Distribuciones

G0
I

Hasta ahora, se ha hablado de dos distancias entre modelos G0
I : la DG y la DT.

Como tales, no son comparables y no existe interpretación semántica posible de sus

valores. De manera tal, que se transforman estas distancias en estad́ısticos, con la

misma distribución asintótica [37, 38, 48], con esto, se vuelven comparables y una

herramienta para la prueba de hipótesis. Seguidamente:

Se consideran dos muestras aleatorias X = (x1, . . . , xm) y Y = (y1, . . . , yn) i.i.d.

con distribuciones G0
I (α1, γ1, L1) y G0

I (α2, γ2, L2), respectivamente, con γ y L cono-

cidos, y estimadores de máxima verosimilitud α̂1 y α̂2. Se calculan los estad́ısticos

SDG(α̂1, α̂2) y SDT(α̂1, α̂2) dados por:

SDG(α̂1, α̂2) =
mn

m+ n
s2(α̂1, α̂2), (5.7)

SDT(α̂1, α̂2) =
2mn

m+ n
dT(α̂1, α̂2). (5.8)

Bajo condiciones de regularidad leves (ver [37, 48]), si la hipótesis nula H0 :

α1 = α2 es válida entonces estos dos estad́ısticos obedecen una distribución χ2
1

cuando m,n→∞ provee m(m+ n)−1 → λ ∈ (0, 1).

Se puede observar que la hipótesis nula es equivalente a probar la hipótesis

s(α̂1, α̂2) = 0 y dT(α̂1, α̂2) = 0.

Con el objetivo de estudiar la distribución subyacente de los estad́ısticos, se lleva

a cabo una simulación de Monte Carlo de la siguiente manera:

i.- Se generan dos muestras del mismo tamaño, n ∈ [100, 150, 200, . . . , 1000], con

distribución G0
I (α, 1, L) para α = {−1, 5,−2} y L = {1, 2}.

ii.- Se calculan los estad́ısticos dados por las ecuaciones (5.7) y (5.8).

iii.- Se estima el número de casos para los cuales el estad́ıstico de prueba produce

valores mayores que el del valor cŕıtico.

iv.- Se realizan 5000 replicaciones de este proceso.
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Con los datos obtenidos en el proceso anterior se realiza el histograma utilizan-

do el método de Freedman-Diaconis. Luego se ajusta una distribución teórica a la

distribución subyacente que provee el histograma, utilizando el paquete provisto por

el lenguaje R ¨fitdistrplus¨ [15]. El resultado muestra que el mejor ajuste se produ-

ce con una distribución Γ(υ, λ), cuyos parámetros se calculan con el método MV.

Además se compara con la distribución χ2
1.

Las Figuras 5.3 y 5.4 muestran los histogramas de SDG y SDT respectivamente,

para n = 100, α = −1, 5 γ = 1 y L = 1, la curva Γ de ajuste calculada y la curva

de la distribución χ2
1. Puede observarse que la distribución para muestras finitas se

acerca a la distribución asintótica.
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Figura 5.3: Histograma de SDG para n = 100, α = −1, 5, γ = 1 y L = 1.

5.3.1. Cálculo del p-valor

A pesar de que la distribución de los estad́ısticos (5.8) y (5.7) es asintótica.

También, es importante conocer su comportamiento para muestras de tamaño finito.

Para evaluar esto se estima el p-valor para un nivel de confianza η = 0, 05, de la

siguiente manera:

i.- Se generan dos muestras de la misma distribución y el mismo tamaño.
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Figura 5.4: Histograma de SDT para n = 100, α = −1, 5, γ = 1 y L = 1.

ii.- Se calcula el valor critico para η = 0, 05 de la distribución χ2
1, el cual es:

Vc = 3,841459.

iii.- Se estima el número de casos para los cuales el estad́ıstico de prueba produce

valores mayores que el valor cŕıtico.

iv.- Se repite este proceso 5000 veces para diferentes tamaños de muestra.

Los resultados se muestran en la Figura 5.5, donde pude observarse que ambas

pruebas tienden a rechazar menos de lo esperado, ya que los p-valores emṕıricos son

más grandes que los de la distribución asintótica a un nivel del 5 %.

El estad́ıstico basado en la DG, SDG converge más rápido que el que se basa en

la DT a el valor η = 0,05. Este también es consistentemente más cercano al valor de

la distribución asintótica.

5.4. Conclusión para este Caṕıtulo

Se define la distancia triangular, su distribución asintótica, aśı como el estad́ıstico

de prueba en función de la distribución G0
I tanto como para la DT como para la DG.
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Figura 5.5: p-valores para diferentes tamaños de muestra.

Se realiza un estudio gráfico de la DT para dos situaciones prácticas. En la

primera situación se calcula la DT para el caso en que las muestras tienen media

unitaria, y se observa que al aumentar el número de looks aumenta la DT. Hay que

resaltar que este comportamiento es opuesto al que presenta la DG para este mismo

caso, en el cual, la DG disminuye a medida que aumenta L. La segunda situación se

calcula la DT para un caso general, tiene el mimo comportamiento que en el caso

anterior, y en este caso coincide con el comportamiento de la DG.

Como la DT y la DG no son comparables, se toma su estad́ıstico, y se calcula

el p-valor, y se observa que el de la DG converge más rápido al valor del nivel

de confianza y más cercano al mismo. Esto muestra el potencial de la DG como

estad́ıstico de prueba para evaluar y estudiar datos provenientes de imágenes SAR.
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Caṕıtulo 6

Detección de Bordes en Imágenes

SAR Sintéticas utilizando la

Distancia Geodésica

La interpretación automática de imágenes SAR es un reto, ya que tiene múltiples

aplicaciones. Uno de los temas más importantes es la discriminación automática de

diferentes regiones. El problema de comparar dos o más muestras usando distancias

o divergencias, prevalece en el procesamiento y análisis de imágenes. Varios autores

emplean medidas de la teoŕıa de la información como contraste entre muestras en

la clasificación [29, 50], detección de bordes [21, 38, 39] y despeckling [52] pero, la

distancia geodésica (DG) aún no hab́ıa sido utilizada con este fin.

En los caṕıtulos anteriores de esta tesis se calculó la DG para la distribución G0
I ,

para tres casos espećıficos, obteniendo una forma cerrada para ciertas condiciones

de los parámetros en dos de los casos. Derivando las distancias geodésicas entre

los modelos que describen varias situaciones prácticas, suponiendo el número de

looks conocido, para una esperanza unitaria, para texturas iguales y diferentes, y

para valores de escala iguales y diferente. Esta nueva herramienta se aplica en este

caṕıtulo a problemas de detección de bordes en imágenes sintéticas.

Además, con el fin de mostrar las ventajas de utilizar la distancia geodésica, se

llevan a cabo varios experimentos y una comparación con las distancias estocásticas,

espećıficamente con la distancia triangular (DT), en vista de que, Gambini et al. [24]

llegaron a la conclusión de que esta distancia resulta más precisa a otras de la misma

clase de distancias (h-φ) (Hellinger, Bhattacharyya y Rényi) en una variedad de

situaciones bajo la distribución G0
I .

75



6.1. Detección de Puntos de Borde

Discriminar objetivos por su rugosidad es una tarea dif́ıcil cuando ésta es la única

diferencia entre ellos, tal como se presenta en las Figuras 6.1 y 6.2. La Figura 6.1

muestra las curvas de densidad de probabilidad de la distribución G0
I para diferentes

valores de α y para los mismos valores de escala γ y número de looks, y la Figura 6.2

muestra los datos generados con estos modelos. Se puede observar en ambas figuras

que las densidades y los datos son dif́ıciles de diferenciar y, por lo tanto, las regiones

son dif́ıciles de distinguir. Para tener un estimado de la separabilidad entre dos
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Figura 6.1: Densidades de distribuciones G0
I (α, 1, 1), con diferentes valores de α

Figura 6.2: Datos de las distribuciones G0
I (α, 1, 1), con α ∈ {−2,−3,−4,−5}

regiones diferentes dentro de una imagen SAR, se lleva a cabo una serie de pruebas

con datos SAR simulados. Se genera una imagen SAR sintética con dos regiones de
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distinto grado de rugosidad. En primer lugar se aplica al caso espećıfico de la DG

entre distribuciones G0
I cuando E(z) = 1 para diferentes valores de L. En segundo

lugar utilizando las ecuaciones de la DG cuando el parámetro de escala es conocido

para L = {1, 2}, que son las formulas obtenida de forma cerrada. Este segundo

cálculo se realiza en conjunto con la DT, para comparación.

6.2. Detección de Borde con la Distancia Geodési-

ca Cuando E(z) = 1

La DG para cuando E(z) = 1 esta dada por la Ec. (4.16), la cual se resuelve

numéricamente usando un método de integración adaptativo, con una precisión de

10−4, provisto por el lenguaje R.

El proceso consiste en generar una imagen de 7× 100 ṕıxeles dividida en dos, la

primer mitad posee realizaciones de muestras aleatorias generadas con distribución

G0
I (α1, γ

∗
1 , L), y la otra mitad con distribución G0

I (α2, γ
∗
2 , L), como muestra la Figu-

ra 6.3. El método consiste en estimar α utilizando varias muestras a lo largo de la

imagen sintética y calcular la DG para cada valor estimado. En cada replicación se

toman dos muestras de la imagen M1 y M2 de tamaño 7 × 10k y 7 × (100 − 10k)

ṕıxeles, respectivamente, para cada k =, 2, . . . , 9, en cada paso se estima el paráme-

tro α para las muestras M1 y M2 por el método de máxima verosimilitud y luego se

calcula la DG entre ese par de muestras. A continuación, se determina la posición

del máximo de la DG calculada. Esta posición estima el punto de transición que es

el ṕıxel que divide las regiones. Todo este proceso se realiza para 200 replicaciones.

El método se esboza en el Algoritmo 1 y la Figura 6.3 ilustra el proceso.

Una vez ejecutado el algoritmo se construyen curvas poligonales con los valore de

la DG. Todo el proceso se realiza para la DT, y de esa manera comparar directamente

con la DG.

La Figura 6.4 muestran la DG y la DT entre G0
I (−6, 5, L) y G0

I (−1,5, 0,5, L) para

L = {3, 5, 8}. Se puede observar que el valor máximo de la DG y la DT, para cada

L, se encuentra en el punto medio (ĺınea de vertical punteada). Sin embargo, la DT

no se observa bien debido a que los valores de la DG son mayores que los de la

DT. El procedimiento es, por lo tanto, capaz de identificar la posición del punto de

transición entre las zonas.

La Figura 6.5 muestran el estad́ıstico de prueba de la DG y la DT entre

G0
I (−6, 5, L) y G0

I (−1,5, 0,5, L) para L = {3, 5, 8}. Se puede observar que le estad́ısti-

co basado en la DG se resalta más el borde detectado engtre las dos regiones y el
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M1 = 7x90 M2 = 7x10

paso 9

M1 = 7x20 M2 = 7x80

paso 2

M1 = 7x10 M2 = 7x90

paso 1

M1 = 7x50 M2 = 7x50

paso 5

Figura 6.3: Imagen sintética generada con la distribución G0
I (−1,5, 0,5, 8) (izquierda) y la

distribución G0
I (−6, 5, 8) (derecha). En cada paso el parámetro α es estimado usando las

muestras: M1 y M2.
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I (−15, 0, 5, L) para

L = {3, 5, 8}. El máximo de la curva es el punto de transición.
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Algoritmo 1 Discriminación de Región a través de la maximización de la distancia

geodésica

1: Generar una imagen de 7× 50 con distribución G0
I (α1, γ

∗
1 , L)

2: Generar una imagen de 7× 50 con distribución G0
I (α2, γ

∗
2 , L)

3: Con las dos imágenes anteriores formar una sola imagen de 7× 100

4: for Cada replicación r = {1, . . . , 200} do

5: for k = 1, 2, . . . , 9 do

6: Considerar muestras M1,M2 de la imagen simulada, de tamaños 7 × 10k

ṕıxeles y 7× (100− 10k) ṕıxeles, respectivamente.

7: Estimar α por máxima verosimilitud en cada muestra, obteniendo

(α̂1(k), α̂2(k)).

8: Calcular la distancia geodésica s(α̂1(k), α̂2(k)).

9: end for

10: Calcular el punto de transición pT como:

pT = arg máx
qk

s(α̂1(k), α̂2(k)), k ∈ 1, . . . , 9 (6.1)

11: end for

basado enla DT, a pesar que tienen la misma distribución asintótica, la diferencia

con el estad́ıstico de la DG se hace mucho mayor, que las diferencias que existen

entre las distancias.

Los resultados de aplicar el método en este caso a imágenes sintéticas son exce-

lentes, y muestran que el método se puede utilizar para la detección de bordes.

6.3. Detección de Borde utilizando la Distancia

Geodésica y la Distancia Triangular

En esta sección se realiza un cálculo similar al anterior aplicando la DT y la DG

a las mismas regiones, pero, como se mencionó anteriormente no son comparables,

por lo tanto se trabaja con sus estad́ısticos dados por las ecuaciones (5.7) y (5.8).

El proceso es el siguiente:

Se generan imágenes de datos de 10×10000 ṕıxeles divididas en dos. La primera

mitad y la segunda mitad de la imagen poseen realizaciones de muestras aleatorias

con distribución G0
I (α1, γ1, L) y con distribución G0

I (α2, γ2, L), respectivamente. Para

cada iteración k = 1, . . . , 19 se realiza el procedimiento de detección del punto de

borde. Para cada k se toman dos muestras, M1 y M2, de tamaños 10 × 500k y
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Figura 6.5: Estad́ısticos de prueba de la DG y DT entre G0
I (−6, 5, L) y G0

I (−15, 0, 5, L)

para L = {3, 5, 8}. El máximo de la curva es el punto de transición.

10×(10000−500k) ṕıxeles, respectivamente. La Figura 6.6 ilustra estas imágenes.La

Figura 6.6 muestra un esquema de estas imágenes .

Cada una de estas dos muestras se utiliza para estimar (α, γ) por MV, obteniendo

(α̂1(k), α̂2(k)) y (γ̂1(k), γ̂2(k)). Los datos de cada muestra Mi se dividen por γ̂i,

i = 1, 2, produciendo las muestras de datos M∗
1 y M∗

2 .

Entonces, las distancias y los tests estad́ısticos se pueden calcular entre los da-

tos en cada muestra utilizando (4.20) para L = {1, 2} y (5.3). Estas distancias se

transforman en estad́ıstico de prueba con las las ecuaciones (5.7) y (5.8); esta trans-

formación toma en cuenta los diferentes tamaños de muestra usado en cada paso.

Ambos estad́ısticos de prueba tienen la misma distribución asintótica. El método se

esboza en el Algoritmo 2. Se observa que con los tests estad́ısticos también puede

crearse una curva poligonal que toma su máximo en el punto de transición.

El procedimiento esbozado en el Algoritmo 2 se repite 1000 veces sobre las imáge-

nes obtenidas con diferentes parámetros de textura y número de looks, independien-

temente.

Se construyen curvas poligonales utilizando los valores con los valores de las DG

y DT de manera de mostrar el comportamiento de las distancias en el proceso de

detección de puntos de borde. Las Figuras 6.7 y 6.8 muestran que en cada curva, la

variación más grande corresponde a la posición del punto de transición.
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M1 = 10x1000 M2 = 10x9000

M1 = 10x500 M2 = 10x9500

paso 1

M1 = 10x5000 M2 = 10x5000

paso 10

Figura 6.6: Imagen sintética y esquema del método de detección de borde.

Las Figuras 6.7 y 6.8 también muestran que la DG resulta en valore más altos

que la DT. Ademá se observa, que a pesar que la variación mayor es el punto de

borde, las DG y DT calculadas después del borde sus valores son muy próximos

entre śı.

A continuación, se construyen curvas poligonales utilizando los valores SDG y

SDT como puntos de control. Por último, se buscan las posiciones en las que estas

curvas tienen el valor máximo.

Las Figuras 6.9 y 6.10 muestra las curvas que representan la media de las curvas

poligonales obtenidas por el cálculo de las ecuaciones (5.7) y (5.8), respectivamente.

Se puede ver que el punto de transición, que se indica con la ĺınea de puntos

vertical, puede estimarse maximizando estas curvas poligonales, ya que es consis-

tentemente el valor más grande.

La evidencia proporcionada por el SDG es más concluyente que la procedente

de SDT, como puede verse comparando las ĺıneas continuas y de puntos del mismo

color. En particular, la DT ofrece poca o ninguna evidencia para encontrar el borde

entre α1 = −2 y α2 = −3 y L = 2. Además, cuanto mayor es la diferencia entre α1

y α2, mayor son los valores de los máximos.
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Algoritmo 2 Estimación de borde mediante la maximización de los estad́ıstico de prueba

1: Producir una imagen de 10 × 10000 ṕıxeles dividida en mitades con datos de

G0
I (α1, γ1, L) y G0

I (α2, γ2, L).

2: for k = 1, 2, . . . , 19 do

3: Producir muestras M1(k) y M2(k) de tamaños 10×500k y 10×(10000−500k)

ṕıxeles de cada imagen.

4: Estimar (α, γ) por máxima verosimilitud en cada muestra, obteniendo

(α̂1(k), α̂2(k)) y (γ̂1(k), γ̂2(k)).

5: Dividir los valores en Mi(k) por γ̂i, obteniendo M∗
i (k).

6: Calcular (α̂∗1(k), α̂∗2(k)) con los datos escalados.

7: Calcular s(α̂∗1(k), α̂∗2(k)) y dT(α̂∗1(k), α̂∗2(k)).

8: end for

9: Calcular las distancias entre los diecinueve pares de muestras: s =

{s(α̂∗1(k), α̂∗2(k)), 1 ≤ k ≤ 19} con (4.20), y dT = {dT(α̂∗1(k), α̂∗2(k)), 1 ≤
k ≤ 19} con (5.3).

10: Transformar distancias en test estad́ıstico con las ecuaciones (5.7) y (5.8); obte-

niendo los vectores SGD and STD, respectivamente.

11: Encontrar los puntos de transición donde se maximizan los estad́ısticos de prue-

ba:

p̂s = arg máxk SGD,

p̂T = arg máxk STD.

También se estudia el caso en que no hay ningún borde, es decir, α1 = α2 = −2.

Se observa que las curvas poligonales resultantes no exhiben máximos ya sea global

o local que pueden conducir a la identificación errónea de puntos de borde. La

propuesta, por lo tanto, no es propensa a producir falsas alarmas.

Las Figuras 6.11 y 6.12 muestran el resultado de aplicar el Algoritmo 2 modifi-

cado a una imagen sintética generada con valores del parámetro α1 = −2, α1 = −3

y del parámetro L = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, de esta manera se evalúa la robustez de la

distancias, variando el valor de L. Las curvas poligonales corresponden a los valores

de la DG y DT, respectivamente. Se puede observar en ambas figuras que, incluso

en el caso de la distancia entre α1 = −2 y α2 = −3, el cual es un caso muy dif́ıcil,

las distancias se maximizan en el punto medio de la imagen.

Los resultados obtenidos utilizando la DG y aquellos obtenidos utilizando la DT

son muy similares entre śı. Pero, el coste computacional del cálculo de la DT es

mayor al del cálculo de la DG.
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Figura 6.7: Curvas poligonales para L = 1 de las DG y DT para muestras de distribuciones

G0
I (−2, 1, L) y G0

I (α2, 1, L), con α2 = {−2,−3,−5,−6}.

Se observa que este procedimiento proporciona una estimación robusta y un

entendimiento fundamental de la distancia entre los dos muestras. En aplicaciones

prácticas, como las discutidas por [26, 28, 39], se debe emplear una estrategia de

búsqueda más fina.

6.4. Conclusiones para este Caṕıtulo

Los resultados de aplicar la distancia geodésica para detección de puntos de borde

en imágenes sintéticas, son excelentes, con un bajo coste computacional y muestran

que el método se puede utilizar para la detección de bordes. Especialmente al utilizar

el estad́ıstico basado en la DG en comparación con el basado en la DT.

Se comprueba que el método no se ve afectado con el aumento de L de la imagen

SAR sintética. Los resultados muestran, que al utilizar las fórmulas cerradas de la

DG, el es coste computacional es muy inferior, al compararlo con la DT.
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Figura 6.8: Curvas poligonales para L = 2 de las DG y DT para muestras de distribuciones

G0
I (−2, 1, L) y G0

I (α2, 1, L), con α2 = {−2,−3,−5,−6}.
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Figura 6.9: Media de las curvas poligonales de estad́ısticos de prueba en base a las DG y

DT entre muestras de distribuciones G0
I (−2, 1, L) y G0

I (α2, 1, L), con α2 = {−2,−3,−5,−6}
para L = 1.
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Figura 6.10: Media de las curvas poligonales de estad́ısticos de prueba en base a las DG y

DT entre muestras de distribuciones G0
I (−2, 1, L) y G0

I (α2, 1, L), con α2 = {−2,−3,−5,−6}
para L = 2.
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Figura 6.11: Distancia geodésica entre muestras de distribuciones G0
I (−2, 1, L) y

G0
I (−3, 1, L), con L = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
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Figura 6.12: Distancia triangular entre muestras de distribuciones G0
I (−2, 1, L) y

G0
I (−3, 1, L), con L = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
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Caṕıtulo 7

Detección de puntos de borde

entre regiones de Imágenes SAR

Reales utilizando la Distancia

Geodésica

Como se mencionó anteriormente el problema de detectar bordes entre regiones

con diferente textura sigue siendo uno de los problemas principales a resolver en el

estudio de datos provenientes de imágenes SAR.

La DG se ha utilizado para resolver varios problemas de este tipo, entre ellos

la recuperación de la textura multivariante y clasificación de regiones demtro de

una imagen [5, 6, 16]. En estos art́ıculos, los autores calculan una forma cerrada

para la DG entre las distribuciones eĺıpticas multivariadas bajo ciertas condiciones,

incluyendo la distribución polarimétrica G0
Pol [20].

Basado en estos trabajos, y en que se calculó la DG de la distribución G0
I ba-

jo ciertas condiciones, obteniendo una forma cerrada en algunos de estos casos. Y

su aplicación a la detección de bordes sobre datos provenientes de imágenes SAR

sintéticas son excelentes. En este caṕıtulo se aplica el mismo procedimiento para

cuantificar la disimilaridad entre pares de muestras en datos provenientes de imáge-

nes SAR reales.

Se analizan las ventajas del uso de la DG de la distribución G0
I comparando con

la DT.
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7.1. Datos Reales - Imagen SAR

Los datos reales utilizados para el estudio y cuantificación de la disimilaridad

entre regiones provienen de una imagen E-SAR [31] de los alrededores de Múnich. Se

emplea la banda L , polarización HV en formato singlelook complejo para producir

datos de intensidad. La resolución original es

La Figura 7.1 muestra la imagen de E-SAR y las áreas aproximadas de donde se

tomaron las cinco muestras utilizadas para estimar los parámetros de la distribución

G0
I y posteriormente realizar el cálculo de la DG y el de la DT y los estad́ısticos SDG y

SDT . La muestra A3 corresponde a una zona urbana mientras las otras corresponden

a zonas de bosques y pasturas.

Figura 7.1: Regiones de datos E-SAR usados para el estudio de la disimilaridad.

La Figura 7.2 muestra la imagen E-SAR a la cual se le redujo la resolución a 1/4

de la original mediante un suavizado promedio. Esto se realiza con el fin de estudiar

si el método planteado con la DG se ve afectado por la reducción en la resolución

de la imagen.
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Figura 7.2: Imagen E-SAR de baja resolución.

7.2. Estimación del Parámetro α̂

La Tabla 7.1 muestra el tamaño de cada muestra y las estimaciones de máxima

verosimilitud, para la resolución original y la resolución reducida, de las regiones

marcadas en la Figura 7.1 y luego en la Figura 7.2. Se observa que, los valores

estimados de α̂, están acorde con el hecho de que los datos de resolución reducida

se obtuvieron suavizando las observaciones. Este cambio se refleja en los cambios en

las distancias.

Tabla 7.1: Estimados de α en las zonas de estudio.

Muestra Tamaño α̂ α̂BR

A1 1360 −6,09 −11,53

A2 1225 −9,72 −20,00

A3 2088 −1,01 −1,00

A4 1824 −2,75 −4,27

A5 1152 −11,51 −20,00
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La zona urbana A3 posee el valor más alto del parámetro estimado α̂. Se observa

también que los valores estimados de α̂BR en zonas de bosques y pasturas disminu-

yeron considerablemente su valor y la zona correspondiente a A3 mantuvo su valor,

al corresponder a una zona densamente poblada.

7.3. Disimilaridad Entre Regiones

A continuación se muestran los resultados de los estudios propuestos.

Distancia Geodésica Cuando E(z) = 1 La DG para cuando E(z) = 1 esta

dada por la Ec. (4.16), la cual se resuelve numéricamente, como se ha mensionado

anteriormente, pero tiene el limitante de que si α̂ → −1 entonces la DG→ ∞, Y

no es utilizable en caso de zonas texturas y muy texturadas. Por este motivo en el

cálculo de la DG entre las regiones seleccionadas se excluye el área A3.

La Tabla 7.2 muestra los resultados del cálculo de la DG entre las zonas seleccio-

nadas. Se observa, que la DG para las diferentes áreas responde a las caracteŕısticas

de cada área. Aunque, la DG cuando E(z) = 1, se ve limitada a no poder trabajar

adecuadamente con zonas extremadamente texturadas.

Tabla 7.2: Distancia Geodeica Cuando E(z) = 1.

Resolución Muestra A2 A3 A4 A5

O
ri

gi
n
al

A1 3.23 - 4.13 4.22

A2 0 - 7.37 0.98

A3 - - -

A4 0 8.35

R
ed

u
ci

d
a A1 5.31 - 6.63 5.31

A2 0 - 11.95 0

A3 - - -

A4 0 11.95

La Tabla 7.3 muestra la DG y la DT para los valores estimados α̂, tanto para la

imagen original como para la imagen con resolución reducida. Las distancias cambian

en función de α̂, pero los valores más alto y más bajo de DG y DT entre las regiones

A3 y A5, y las regiones A2 y A5, respectivamente, se mantienen. Estas distancias

más grandes y pequeñas corresponden a las zonas con textura muy diferente y a dos

áreas suaves, respectivamente.
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Tabla 7.3: Distancia entre modelos para datos reales.

Muestra A2 A3 A4 A5

R
es

ol
u
ci

ón
O

ri
gi

n
al

DG

A1 0,467 1,807 0,794 0,636

A2 0 2,274 1,261 0,169

A3 0 1,013 2,443

A4 0 1,430

DT

A1 0,097 0,840 0,248 0,170

A2 0 1,097 0,515 0,014

A3 0 0,367 1,182

A4 0 0,617

R
es

ol
u
ci

ón
R

ed
u
ci

d
a

DG

A1 2,277 12,503 4,004 2,277

A2 0 14,781 6,282 0

A3 0 8,498 14,781

A4 0 6,282

DT

A1 0,238 1,524 0,584 0,238

A2 0 1,743 1,061 0

A3 0 0,854 1,743

A4 0 1,061

La Figura 7.3 ilustra las distancias DG y DT calculadas entre A1 y las demás

regiones, ambas con la resolución completa y la resolución reducida. La DG y DT

se representan con naranja y verde, respectivamente. Las ĺıneas más gruesas corres-

ponden a valores más grandes de la distancia.

Detección de Bordes

Se aplica el método a la detección de bordes con ambas distancias, DG y DT,

aplicando la misma técnica utilizada en el caso de lo datos sintéticos a una sección

(banda) de la imagen real. La Figura 7.4 muestra el resultado de aplicar el método

de detector de bordes con la DG y DT. Es notable que ambas, resultan en los mismos

puntos de borde, sólo difieren en el tiempo que tomó para su cálculo. Excepto cuando

la integral de la DT no converge y por supuesto no retorna resultado alguno. Esto no

sucede con la DG para cuando el número de looks es L = {1, 2}, ya que se dispone

de una forma cerrada de la misma.

La Tabla 7.4 muestra la cantidad de tiempo que tomó cada método para calcular

todos los puntos del borde de la Figura 7.4. El tiempo computacional de la DT es

70 veces mayor que el de la DG. Adicionalmente, si el tamaño de la muestra no es

lo suficientemente grande la integral para calcular DT no converge.
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Tabla 7.4: Tiempos en la detección de borde para cada distancia.

Distancia Tiempo

DG 0,002

DT 0,14

7.4. Conclusiones para este Caṕıtulo

El método aplicado a la imagen real, muestra que los valores grandes de la DG

y DT provienen de áreas de la imagen con diferente rugosidad, pero la DT es menor

que la DG, haciendo más dif́ıcil la identificación de las diferencias entre las zonas

que presentan similitudes. Esto por igual para la resolución completa como para la

resolución reducida de la imagen.

Al aplicar la DG directamente a la detección de borde no se encuentra diferencia

en los puntos que encuentra la DT, la diferencia fundamental se encuentra es el coste

computacional, el tiempo de cómputo de la DT es 70 veces superior al de la DG.

Aunado a que la DT no converge para ciertos tamaños de muestra deteniendo el

proceso de detección. Lo cual no ocurre con la DG.

Todos los experimentos muestran que el método de detección de bordes propuesto

es robusto a la baja resolución de la imagen.
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Figura 7.3: Ilustración distancias entre las muestras de datos reales, con la resolución

completa y reducida: GD en naranja, y TD en verde.
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Figura 7.4: Resultado de la aplicación del método de detección de bordes en datos reales.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Este tesis está dedicada a la obtención de la Distancia Geodésica (DG) entre

distribuciones G0
I , un resultado que llena un vaćıo en la literatura sobre medidas

de contraste para esta distribución. También encara el uso de la DG como una

herramienta para la discriminación de regiones y detección de bordes en datos con

ruido speckle, especialmente los provenientes de imágenes SAR.

Derivamos una fórmula cerrada para la distancia geodésica para los valores de

L = {1, 2}, pero proporcionamos la expresión general que puede ser utilizada en

otros casos, que dependen de la integración numérica. Se calcula la DG entre dis-

tribuciones G0
I que describen varias situaciones prácticas, asumiendo el numero de

looks conocido, para los parámetros de textura y escala iguales y diferentes y cuando

la esperanza de la distribución es igual a 1.

Los parámetros desconocidos se estiman utilizando el método de máxima vero-

similitud, ya que luego utilizamos sus propiedades asintóticas en el cálculo de los

estad́ısticos para la prueba de hipótesis.

Se comparan las distancias geodésica y triangular, con resultados favorables para

la primera sobre la segunda.

Se aplica esta nueva herramienta a los problemas de detección de bordes entre

regiones con diferente rugosidad y a la cuantificación de la disimilaridad entre pares

de muestras, realizando los experimentos en datos reales y sintéticos.

Se realiza un análisis comparativo de la DG con la DT, comparándolas directa-

mente y por medio de la construcción de un estad́ıstico de prueba, y el p-valor. Al

igual que su tiempo de cómputo.

Es posible observar que, a medida que se hace menor la diferencia entre α1 y α2,

más bajo es el valor de s (α1, α2), lo que indica que esta distancia es una caracteŕıstica

apropiada para medir el contraste entre regiones.
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Los resultados de aplicar el método en imágenes sintéticas son excelentes, mues-

tran que se puede utilizar para la detección de bordes en imágenes reales. Y en mayor

medida al utilizar el estad́ıstico basado en la DG en comparación con el basado en

la DT. Se comprueba que el método no se ve afectado con el aumento del valor

de L. También se muestra que al utilizar las fórmulas cerradas de la DG, el coste

computacional es muy inferior, al compararlo con la DT.

Cuando se trata con datos reales, los grandes valores de la DG y DT provienen

de áreas de la imagen con diferente rugosidad, pero DT es considerablemente menor

que DG, haciendo más dif́ıcil la identificación de tales diferencias.

Esto por igual para la imagen con la resolución completa como para la imagen

con la resolución reducida.

La efectividad del uso de la DG no se ve afectada por la resolución, pero para

valores superiores a L = 2 aumenta el coste computacional para su cálculo ya que

se requieren métodos numéricos de integración.

Al aplicar la DG directamente a la detección de puntos de borde en la imagen

real no se encuentra diferencia en los puntos que encuentra la DT, la diferencia

fundamental se encuentra es el coste computacional. Y que el de la DT es de apro-

ximadamente 70 veces superior al de la DG.

Al calcular la DG utilizando la forma cerrada para L = {1, 2} no presenta pro-

blemas de convergencia, los cuales se presentan en la DT, para ciertos tamaños de

muestra y de número de looks, deteniendo el proceso de detección de puntos de borde

o de clasificación de regiones.

Se concluye que el cálculo de la distancia geodésica para la distribución G0
I cons-

tituye un aporte muy importante en la interpretación automática de imágenes SAR.
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nieŕıa Biomédica (CASEIB), San Sebastián, España, 2012. Sociedad Española
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