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Objetivos y Resultados
Obtenidos

En esta tesis se estudian diversos aspectos del denominado Juego de las
Minorias (MG). En lo referido a aspectos cualitativos del juego, el eje se ha
centrado en el rol de las influencias, separandolas en influencias wverticales
y horizontales. En el primero de los casos hemos introducido una variante
del MG en la que los agentes poseen distintos niveles de informacién y se
clasifican en lideres o sequidores. Los primeros juegan el rol de los guries de
los mercados, manejan informacion de primera mano y toman sus decisiones
en base a la informacién publica disponible entre sus pares. Por su parte, los
seguidores poseen informacion de segunda mano y su e xito depende de la
efectivididad de los lideres que ellos pueden consultar. Para este juego en-
contramos emergencia de cooperacién de caracteristicas similares al del MG
clésico, e invariancia respecto de la variable reducida z ~ 2™ /L, siendo L el
nimero de lideres un parametro asociado a la memoria de los agentes. Este
resultado se halla publicado en [1] y forma parte del Capitulo 4 del presente
trabajo. En lo que a influencias horizontales respecta, estudiamos un MG
presentado en la literatura en [26]. En ese caso todos los agentes poseen el
mismo nivel informacional, pero a las reglas usuales del MG se le incorpora
una nueva ronda de votacion en la que los agentes pueden consultar “lo-
calmente” a cierto subgrupo de agentes (vecinos con cierta probabilidad) y
utilizar esa informaciéon extra para tomar una decision “diferenciadora”. En
esta tesis se muestra que los aspectos cualitativos visibles en el juego y re-
portados en [26] provienen del hecho de que la dindmica de la votacién local
favorece la formacién de clusters de individuos, y en ese sentido el juego pue-
de replicarse modificando el MG clasico, e incorporando agentes “pesados”
(i.e. agentes cuyo voto vale més que el promedio). Estos resultados fueron
publicados en [2] y se encuentran en el Capitulo 3 del presente trabajo.
Finalmente en cuanto a los aspectos cuantitativos del MG esta tesis inclu-
ye diversos resultados en el Capitulo 2 que son motivo de dos trabajos en
desarrollo [3] y [4]. En ambos casos se trata de generalizaciones del enfoque



dado en [59]. En efecto, por un lado, en el mencionado trabajo los autores
presentan una aproximacion analitica para el MG basada en una instancia
maximal del juego. En particular introducen el Full Strategy Minority Game
FSMG que es un MG en el que todas las estrategias y todos los jugadores
posibles participan del juego. En este sentido el MG se vuelve una mues-
tra estadistica del FSMG, y con ese enfoque, en [59] se obtienen excelentes
aproximaciones para la varianza reducida para valores pequenos de la variable
reducida z = 2™ /N. En [3] se muestra que los calculos pueden simplificarse
notablemente. En este sentido proponemos promediar el juego en el tiempo
(sobre las iteraciones) en vez de promediarlo sobre los ensembles estadisticos
propuestos en [59]. Con esa idea se consiguen aproximaciones simplificadas
que ademds se aplican a juegos més generales (con diferentes reglas de ac-
tualizacién de las historias). Como adelanto mencionemos que la siguiente
aproximacion

A

para el MG, donde H = 2™, es resultado de este enfoque (Teorema 2.5.1) de
la cual se obtiene inmediatamente

N
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Ademads de hacer notar en este trabajo que la aproximacién dada en [59] se
corresponde con la del juego introducido en [42] y no asi con el MG estandar.
Esta técnica, por otro lado, es propicia para otras variantes del juego como
la introducida en [60]. En efecto, por medio de nuestros calculos mostramos
que el FSMG permite reencontrar la aproximaciéon obtenida en [60], esto es

N
] H
SHr (log +7)

siendo 7y la contante de Euler-Mascheroni (ver Teorema 2.5.2) para una va-
riante del juego con actualizacién periddica de las historias. Por otro lado,
diversas cuestiones relativas al F’'SM G son clarificadas en este trabajo. Por
ejemplo demostramos que en realidad la regla de periodo dos PTD no es
una hipotesis del F'SM G sino que se obtiene como consecuencia de su cons-
truccion. Mas aun, gracias al F'SMG puede predecirse con un alto grado de
precision la regién de validez de la PT'D. De hecho damos la siguiente ex-

presion analitica, que concuerda altamente con la experimental (ver Figura
1), de la probabilidad de cumplimiento de la PT'D
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Figura 1: Detalle de la Ppyp experimental, con actualizacion aleatoria de his-
torias en amarillo y estandar en violeta. En celeste la aproximacién analitica.

en el Lema 2.7.2. Con respecto a otras caracteristicas del MG demostramos
en [4] que la existencia de cuasiperiodos de tamano 2k2™ frecuentemente re-
portados en la literatura estan altamente ligados a la validez de la PT'D. En
efecto, se prueba que un MG peridédico que cumpla la PT'D necesariamen-
te tiene periodos de ese tamano (ver Teorema 2.8.1). En consecuencia nos
preguntamos si es posible hallar un juego de las mismas caracteristicas que
el MG (con comportamiento idéntico) pero que manifieste periodicidad en
el mismo rango en el que el MG manifiesta cuasiperiodicidad. La respues-
ta que hallamos es que es posible, simplemente rompiendo aleatoriamente
los desempates entre estrategias de los agentes “a priori”, en lugar de ha-
cerlo aleatoriamente durante la ejecucién. Denominamos MG deterministico
(DMG) a este juego que posee caracteristicas similares al MG (ver Figura
2) pero resulta periédico. Por ende, el mencionado Teorema 2.8.1 se aplica
entonces y garantizamos los periodos de tamano 2k2". Mas aun, es sabido
que los cuasiperiodos de tamano 22™ (i.e. kK = 1) son los primeros en apare-
cer en el MG. Lo que demostramos en el Teorema 2.8.2 es que la existencia
de periodos de ese tamano es equivalente al cumplimiento de la PT' D para
veces pares e impares de aparicién de una historia dada. Este fenémeno no ha
sido reportado nunca, hasta donde sabemos, probablemente porque la PTD
para las veces impares no esta acompanada de muchedumbres segiin mencio-
naremos mas adelante. Estos tltimos resultados forman parte del trabajo en
preparacién [4].
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Figura 2: 02/N del MG estdndar (circulos azules) y el DMG (cruces rojas)
y sus respectivas varianzas para N = 4001.



Capitulo 1

El Juego de las Minorias

1.1. El MG como modelo especulativo

A partir del trabajo fundacional de Adam Smith, la vision sistémica de la
economia y de la sociedad en los tltimos dos siglos como objetos de estudio
disciplinares, permitié generar el marco tedrico que facilité el planteamiento
de modelos de comportamientos socio-economicos. Encontramos entonces a
Malthus como paradigma de los modelos socioldgicos cientificistas de esas
primeras épocas. Con el tiempo, las formalizaciones se hicieron méas com-
plejas de la mano de nuevos desarrollos tedricos de estas disciplinas. Dichos
desarrollos fueron posibles ya no solo gracias al avance de las observacio-
nes empiricas, sino también al establecimento de los datos estadisticos como
las curvas de Pareto de distribucion de la riqueza. A la vez, el individuo
comenzd a tener importancia central en su caracter de unidad minima de
decision formadora del colectivo socio-econémico. Fue asi que hacia finales
del siglo XIX el uso de las probabilidades y las estadisticas se consolidé como
herramienta de andlisis de aspectos del comportamiento individual y social.
Con la consolidacion industrialista de fines del siglo XIX, a la vez que el oro
perdia terreno como unica referencia de valor, se multiplico la diversidad de
las opciones econémicas y financieras en el mundo. Esto llevé a que la formali-
zacion de los comportamientos de individuos, conscientes de su participacion
dentro del colectivo de decisores, adquiriera caracteristicas cuya complejidad
fuera dificil de tratar por métodos netamente analiticos. El trabajo de J.
Von Neumann y O. Morgenstern [5] a mediados del siglo XX represent6 la
aparicién de este tipo de andlisis econémico formalizado, bautizado Teoria
de Juegos.

Algunos anos mas tarde, el avance de las computadoras permitio el desarrollo
acelerado de estas disciplinas basadas en la construccion y simulacién compu-



tacional de modelos que por sus caracteristicas eran dificiles de estudiar en
forma analitica. Estos modelos intentan reproducir de manera cualitativa, y
en algunos casos cuantitativa, las decisiones econémicas y sociales de indivi-
duos o agentes en interaccion con otros individuos dentro de un determinado
conjunto o poblaciéon. Uno de los objetivos era ver cémo estos individuos
influyen y son influidos unos a otros enmarcados dentro de reglas prefijadas
que simulan las reglas observables en un dambito econémico o social, en la
buisqueda de “decisiones éptimas”. Dentro de un gran paraguas llamado sis-
temas complejos [6], este tipo de modelos muestra de forma paradigmatica
que los resultados devueltos, en lo referido al comportamiento agregado o
emergente del conjunto de individuos, va mucho mas alla de la simple suma
de sus comportamientos individuales aislados. Esto no significa que el emer-
gente pueda contradecir la suma de los comportamientos individuales, sino
que los individuos toman decisiones influenciados por, e influenciando a, sus
préjimos. Siendo probable, entonces, que las decisiones que un individuo to-
maria en soledad difieran de aquellas que tomaria sabiéndose parte integrante
de algun tipo de sociedad, donde el beneficio de las decisiones que tomara
dependeria también de las decisiones que tomaran los demas individuos.

En este contexto, la teoria de la elecciones econémicas o sociales se apli-
ca a situaciones donde los individuos estan enfrentados a tomar decisiones
asumiendo la falta de informacién completa sobre cada opcién, el descono-
cimiento de las posibles consecuencias de sus decisiones y la imposibilidad
de analizar en forma totalmente racional toda la informacion disponible. Es-
ta aproximacién muchas veces difiere de la teoria econémica clasica, la que
se centra en la hipdtesis de informacion completa y racionalidad ilimitada,
implicando que los agentes tienen un entendimiento completo sobre lo que
eligen y sus consecuencias. La validez general o sectorial de estas premisas
en el largo y en el corto plazo ain se discute [7, 8]. A menudo se asume que
los agentes carentes de informacion completa intentan tomar en cuenta las
elecciones de otros agentes para orientar su propia elecciéon. El proceso de
elecciéon se vuelve, asi, un proceso social, una “eleccién social”. Actualmente,
los nuevos modelos de dindmica de decisiones han ganado una fuerte pre-
sencia en discusiones econdémicas y sociales. Estos involucran herramientas
de mecéanica estadistica, teoria de grafos, ecuaciones diferenciales, investi-
gacion operativa y métodos estocdasticos, entre otras areas. La fiabilidad de
los modelos se ensaya mediante simulaciones de la toma de decisiones. En
este sentido, algunas teorias establecieron el marco conceptual sobre el que
se sentaron las bases de un gran nimero de modelos computacionales que
fueron surgiendo con los anos. Uno de los temas que desperto y despierta un
gran interés en el comportamiento econdmico y social es el de las elecciones
entre opciones competitivas y cémo funciona el mecanismo de distribucion
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de participacién, no sélo en el mercado de productos y marcas [9] sino incluso
hasta candidatos politicos [10].

Los primeros trabajos modernos de base computacional emulaban mode-
los de decision inspirados en epidemiologia: las elecciones eran binarias, por
ejemplo, comprar o no comprar y las condiciones iniciales correspondian a
unos pocos compradores que “infectaban” a no compradores. Estos ultimos
compraban y se volvian capaces de contagiar a otros no compradores. Asi,
la dindmica agregada (la suma de todas las compras previas) generaba una
curva de participacién del mercado en funcién del tiempo. Tales comporta-
mientos son a menudo descritos como “comportamientos de manada’” y se les
adjudica entre otras cosas la responsabilidad de sostener por largo tiempo las
llamadas “burbujas financieras”, asi como sus desplomes. Estos mismos com-
portamientos son aplicados en estudios y estrategias de Marketing [11, 12]
y en tendencias sociales [13, 14]. En estos casos, el mecanismo individual
utilizado para describir las elecciones de los agentes representa un proceso
basado en informacién publica e informacién privada compartida [15]. Los
agentes interactian en una estructura conectiva que a menudo es un grafo
(regular, aleatorio, small world, etc.), y cada individuo toma una decisién de
acuerdo con la consideracion de las opiniones de otros agentes y la propia,
que pueden estar combinadas de diversas maneras. Algunos mecanismos de
influencias de los vecinos pueden estar basados en encuestas o consejos. En
cualquier caso, las elecciones de un individuo pocas veces son independientes
de las de los otros. Por ejemplo, cuando la eleccién involucra la adopcion de
un estandar tecnoldgico, tener la misma tecnologia que la mayoria puede ser
beneficioso.

En general, los agentes econémicos siempre fueron modelados actuando en
un numero variado de formas [22, 23, 16, 24, 25]. La variedad de compor-
tamientos obedece a la necesidad de darle a los agentes una complejidad y
un rango de posibles acciones de “exploracion inductiva” que nos acerquen a
la capacidad de ajustar los patrones caracteristicos cualitativos, observados
en los modelos, a aquellos observados en la realidad. Dentro de estas posi-
bilidades, los individuos pueden ser mas o menos influyentes o influenciables
por otros. Sus decisiones pueden ser més o menos aleatorias, pueden recibir
estimulos desde el exterior de la poblaciéon o permanecer en un sistema ce-
rrado, etc. En general, buscan maximizar un beneficio individual econémico
(riqueza), social (liderazgo, reconocimiento) o ambos; aunque también han
tenido gran auge los modelos cooperativistas, tanto en los que intervienen
manifestaciones altruistas en busca de un bien comtn, como aquellos con
agentes competitivos donde la cooperacion termina siendo el comportamien-
to que maximiza los rendimientos individuales [16, 17, 18, 19].



El tipo de racionalidad que se asume en economia, perfecta, logica, deduc-
tiva, es 1til para solucionar problemas tedricos. Pero demanda de un compor-
tamiento humano muy dificil de lograr [21, 20]. En este sentido, los humanos
usamos métodos de razonamiento caracteristicos que no son deductivos sino
inductivos. Reemplazamos la capacidad 1égico-deductiva por la capacidad de
reconocer patrones. Realizamos deducciones basadas en nuestras hipétesis y
nos retroalimentamos con los resultados reforzando, debilitando, rechazando
o reemplazando nuestras creencias. Podemos suponer que cuando un agente
debe actuar, lo hace de acuerdo a su modelo mas creible (o més beneficioso)
hasta ese momento. Una vez que se realizaron las acciones, observa el resulta-
do agregado e individualmente evalia el desempeno de sus hipdtesis propias,
generando un proceso de aprendizaje. Esto causa un proceso de histéresis:
una hipdtesis se sostiene no porque sea la “correcta” (no hay forma de saber
eso), sino porque ha funcionado en el pasado y debe acumular fracasos antes
de que merezca ser descartada. Podemos considerar esto como un sistema
de creencias temporalmente cumplidas. Dentro de este marco: aprendizaje
inductivo, especulacién, interaccién, adaptacion, decision binaria, comporta-
miento econémico; el denominado Juego de las Minorias (M G) es un modelo
que reune todas las caracteristicas descritas y que, por ello, ha despertado
gran interés desde su aparicion como planteo elemental de este tipo de pro-
blemas.

En el MG la obtencién individual de la mayor cantidad de recursos posi-
bles lleva a un comportamiento de competencia donde “el negocio” esta en la
diferenciacion, en el sentido de ser la minoria la beneficiada, incentivandose
un comportamiento de anti-manada.

El juego original consiste basicamente en una poblacién de individuos
que deben elegir simultaneamente entre dos opciones posibles. Aquellos que
hayan elegido la opcién minoritaria son los ganadores del juego. Los agentes
toman sus decisiones de acuerdo a un conjunto de reglas o estrategias que
cada uno posee evaluando la tnica informaciéon publica disponible que son
las opciones que resultaron minoritarias en los ultimos juegos, y con la que
cada agente aprende sobre la utilidad de sus estrategias.

Desde que Challet y Zhang propusieron el juego [32] hubo un gran ntime-
ro de trabajos relacionados con el tema en los que se abordaba el juego desde
varios puntos de vista. De los cientos de trabajos que se publicaron sobre el
Juego de las Minorias, algunos se han destacado por el grado de formaliza-
cion logrado o por las interesantes variantes que incorporan. Mencionaremos
algunos de ellos. Zhang [33], Challet et al. [34], Farmer [35], Jefferies et al.
[36], Bouchaud et al. [37], Challet y Marsili [38], Marsili [39], comparan la
dindmica del juego original y algunas variantes con la propia de los mercados



financieros. Savit et al. [40] proponen gréficos de varianzas que caracterizan
las distintas fases del juego y que se volvieron los criterios principales de
andlisis en adelante. Hart et al. [41] analizan la dindmica del juego desde el
punto de vista de las poblaciones minoritarias, los comportamientos antima-
nadas y su relacién con los mercados especulativos.

Paralelamente, surgieron trabajos que analizaban el funcionamiento interno
del modelo, no sélo desde su parte emergente. Ademas, algunos propusie-
ron variantes al juego original que permitian una mayor formalizacion. Fue
asi que Cavagna [42] estudié cémo se relacionaba el resultado del juego con
la secuencia de instrucciones que recibian los agentes. Autores como Challet,
Marsili, Zecchina, Slanina y Zhang [46, 43, 45, 44, 47| propusieron y analiza-
ron una variante de suma cero, formalizable desde la mecéanica estadistica.
Otro gran numero de trabajos fueron publicados con variantes del modelo ori-
ginal hechas con el objeto de mejorar la coordinacion de los agentes. Reents et
al. [48] incorpora fendémenos estocésticos a las estrategias deterministas, Hei-
mel y De Martino [49] analizan la ergodicidad en la utilizacién de las reglas
con las que se rigen los agentes en sus decisiones en los momentos de maxima
coordinacién. Por otro lado, otros autores incluyen en el modelo redes de dis-
tintas topologias a través de las cuales los agentes compiten y se conectan co-
mo forma de optimizar el proceso de auto-organizacién mediante mecanismos
de informacién e interaccién local 26, 27, 28, 29, 30, 31, 50, 51, 52, 53, 54].
Por ejemplo, la informacién de lo que dice la mejor de sus estrategias es com-
partida entre algunos agentes y cada uno de ellos coteja cuan buena parece
ser a priori la jugada que esta por hacer y si vale la pena cambiar de jugada,
aun en contra de lo que su mejor estrategia recomienda.

Para finalizar digamos que si bien no son numerosos los casos en los que
los resultados de los modelos del MG son cuantitativamente trasladables a
los comportamientos socioeconomicos reales, la posibilidad probada de reco-
nocer patrones generales y caracteristicas ha hecho que este tipo de modelos
ganara gran interés entre los que analizan las decisiones binarias diarias de
los individuos.

1.2. Versiones Originales

Originalmente, Schelling [56] plante6 en 1978 el problema de muchedum-
bres y anti-muchedumbres aplicados a ejemplos de transito, asistentes a una
playa, etc. Exponia alli los mecanismos que utilizaban los agentes involu-
crados para evitar las muchedumbres. Méas tarde, el problema fue “redescu-
bierto” por Brian Arthur [21] inspirado en una situacién que observé en un
bar llamado FEl Farol en California. Segiin la anécdota, dicho bar tenia un
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espectaculo de musica irlandesa los jueves por la noche al que concurrian el
propio Arthur y sus companeros del Santa Fe Institute. El lugar era pequeno
y su capacidad méxima era de 60 personas sentadas. De forma que si ellos
pensaban que ese dia serian més de 60 (incluyéndose) preferian no ir dado
que iban a estar incémodos.

Asi fue que a Arthur se le ocurrié pensar que cada uno de los, digamos, 100
asistentes habituales al espectaculo tenia el mismo criterio de incomodidad
para decidir si concurria o no, agregando el aditamento de que ninguno sabia
qué iban a hacer los otros. De esa manera, cada uno podia construirse creen-
cias, patrones, reglas o estrategias que le dijeran si ese jueves debia ir al bar
o quedarse en casa, de acuerdo al consejo de aquella de las estrategias que le
venia dando mejores resultados predictivos hasta ese momento, es decir, la
que mas veces habia acertado si el niimero de concurrentes superaria o no los
60. Por ejemplo, algunas estrategias podian ser: “si el jueves pasado fueron
méas(menos) de 60, este jueves van a ir menos(més)”; “este jueves ird el pro-
medio de los que fueron los tres ultimos jueves”; “siempre van menos de 60”;
etc. Los asistentes “ganadores” en cada jueves eran los que decidian quedarse
en casa suponiendo acertadamente que la concurrencia de ese dia superaria
las 60 personas o los que decidian ir suponiendo acertadamente que habria
sillas para todos. Si bien el armado de dos o tres estrategias de este estilo
para los 100 clientes puede resultar caprichoso o sesgado y no dar resulta-
dos concluyentes, las primeras simulaciones mostraron evidencias de que la
asistencia no seguia una distribuciéon con media 60 y varianza 24, como se
esperaria si fuera aleatoria (i.e., una variable binomial Bi(100,0.6)), lo que dio
el primer indicio de que podria haber algtin tipo de coordinacién emergente
entre los asistentes.

Comportamientos similares a los mencionados en este ejemplo pueden en-
contrarse en la vida cotidiana. El problema del transito automotor es di-
rectamente comparable. Todos los dias muchos automovilistas deciden por
qué calle o autopista acceder a sus destinos, especulando con la saturacion
de los caminos y utilizando también reglas que tienen en cuenta el clima,
huelgas, fines de semana largo, dia de la semana, inicio de vacaciones, etc. La
eleccion de destinos turisticos es otro ejemplo. Tanto en salidas vacacionales
o escapadas de fin de semana mucha gente prefiere evitar los lugares de des-
canso demasiado poblados y por lo tanto busca alternativas que considera
a priori convenientemente tranquilas. Las reglas que utiliza para predecir el
“nivel de tranquilidad” del destino son variadas: la publicidad, la experiencia
en visitas anteriores, la época del ano, el clima, etc.
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m = 3 | Prediccién
000 1
001 1
010 0
011 1
100 0
101 0
110 0
111 1

Cuadro 1.1: Ejemplo de estrategias tipicas de un agente del MG.

1.3. Version Analitica

A partir de la idea de El Farol, Challet y Zhang [32] propusieron un mode-
lo abstracto de decisién binaria mediante “aprendizaje” inductivo en el que
cada jueves corresponde a una jugada, las decisiones de “ir” o “quedarse”
son reemplazadas por 0 y 1 y la division pasa de ser 60-40 a 50-50. Si la
minoria es la que iba, el resultado de esa jugada es 0 y es 1 si la minoria se
quedaba en casa. Obviamente, los ganadores de cada jugada son los que estan
en la minoria. Las estrategias se arman como una lista de todos los posibles
resultados (lados minoritarios) de las ultimas m jugadas, esto es, con todas
las posibles combinaciones de 0 y 1 dentro de una cadena de m caracteres,
donde m representa la longitud de la “historia”, el “cerebro” o la “memoria”
de los agentes. De manera que hay 2" posibles historias y cada estrategia
le asigna a cada historia la predicciéon 0 o 1 para la proxima jugada. Como
ejemplo de una estategia tipica se muestra el Cuadro 1.1.

Asi, hay 22" estrategias posibles de las que cada agente toma aleatoriamente
s estrategias (las posibles repeticiones estan permitidas) al principio del juego
para usar en sus decisiones a lo largo de éste, con lo que cada agente dispone
de un conjunto diferente de estrategias, lo que genera la heterogeneidad de los
individuos en el juego. De sus s estrategias, cada agente selecciona una para
hacerle caso en la proxima decision. El método de seleccion es el siguiente: al
final de cada jugada, a aquellas estrategias que han predicho correctamente
el lado minoritario (0 o 1) se les otorga un punto (independientemente de
que hubieran sido las utilizadas en la decisién o no); para la jugada siguien-
te, cada agente utiliza aquella estrategia que mas puntos recibié (més veces
acertd) desde el comienzo del juego o elige al azar entre las que empaten
en el mayor puntaje. Normalmente en la bibliografia, a los puntos asignados
a las estrategias se los denomina puntos virtuales y simplemente puntos a
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Figura 1.1: Varianza de los votantes de la opcién “1” mostrado en distintas
escalas, (a) 02 vs. m y (b) 0/N vs. 2™/N. Ambos casos con N = 101.

los acumulados por los agentes que utilizan efectivamente una estrategia que
predice el lado minoritario de la jugada. Sin embargo, dado que no tratare-
mos la acumulacién de puntajes individuales de los agentes, a lo largo de la
Tesis por simplicidad nos referiremos indistintamente a los puntos virtuales
como “puntos”, salvo que sea aclarada otra cosa. Para comenzar el juego es
necesario definir una historia inicial (una de las 2™ posibles) elegida al azar
y asignarle aleatoriamente a cada agente s estrategias (tomamos s = 2 en
nuestro caso) de las 22" posibles.

Los resultados mas notables de este modelo estan relacionados con la coordi-
nacion que emerge de los individuos mediante la cual, para ciertos valores de
memoria m la varianza de las distribuciones de las decisiones es sensiblemente
inferior a la que se obtendria por decisiones aleatorias. Como ejemplo, para
una poblacién de N = 101 agentes con 2 estrategias cada uno, la varianza
o? disminuye a medida que aumenta m, es menor a la que corresponderia a
decisiones aleatorias (0,2 = N/4) a partir de m = 4, alcanza el minimo entre
m =5y m = 6y crece acercandose asintéticamente a N/4 para m — oo,
como muestra la Figura 1.1.a.

Al principio del juego, los agentes comienzan eligiendo aleatoriamente en
cada jugada la estrategia a seguir entre sus s disponibles ya que todas se
inician con el mismo puntaje. A medida que van ganando y perdiendo, las
estrategias acumulan puntos que son los que utiliza el agente que las posee
para decidir cudl usar en cada momento. De esta manera decimos que el agen-
te estd “aprendiendo” inductivamente a jugar [32]. El proceso de seleccién
de los lados pretendidamente minoritarios hecho por los agentes, segin las
estrategias asignadas, se repite una cantidad 7' de veces. El modelo original
descrito arriba con N = 101 agentes tiene un tiempo transitorio de alrededor
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de 1000 eventos. Pasado este transitorio, durante el cual los resultados del
modelo muestran un comportamiento comparable con decisiones aleatorias,
el resultado emergente se estabiliza en otros tipos de comportamiento que
pueden ser peores o mejores que el aleatorio, dependiendo del ntimero de es-
trategias, el tamano de la poblacion y la longitud de la memoria. Este estado
estacionario es el que esta relacionado con la coordinacion.

En los numerosos trabajos publicados sobre este modelo [55] las poblacio-
nes se toman impares para evitar posibles empates y es costumbre que cada
agente elija 2 estrategias, puesto que un mayor nimero de éstas por indivi-
duo no aporta cualitativamente nuevas propiedades cooperativas al modelo
sino por el contrario, disminuye la coordinacion, el tiempo de aprendizaje de
los agentes es mayor y el tiempo real computacional también crece. Paralela-
mente, en [57, 40], como forma de independizar los resultados del tamano de
la poblacién N, de la memoria m y de la varianza o? se analizan pardmetros
reducidos como el nimero de historias posibles por agente z = 2™ /N y la
varianza reducida g = 0%/N. Esta redefinicién de los pardmetros permite
ubicar el minimo de = 0,2 en 2, = 0,35 y u = 1/4 para z — oo, de validez
general para todo N, m y o2, con s = 2 (Figura 1.1.b).

Comunmente, en el analisis del juego puede encontrarse que algunos autores
dividen el comportamiento observado en la Figura 1.1 en tres regiones [57]:
la region eficiente, la region de transicion y la region ineficiente. La primera
corresponde a la zona de m pequeiio, donde 0? > N/4, la segunda abarca la
zona entre 02 = N/4 y 0% minimo (2, 2 0,35 en m = 6 y N = 101 para la
Figura 1.1.a) y el ultimo se desarrolla desde el 0 minimo en adelante. Si bien
no pretendemos dar aqui una detallada descripcién de cada region, conside-
ramos necesario al menos caracterizarlas brevemente, dado que resultara ttil
para entender mas facilmente los resultados de los préximos capitulos.

De acuerdo con el trabajo [57], el emergente caracteristico de la regién efi-
ciente puede simplificarse de la siguiente manera: para m = 2 (esto es, 4
historias posibles) y s = 2 se observa que en las ocurrencias impares de una
dada historia las desviaciones son pequenas (la poblacién estd relativamente
bien distribuida), mientras que en las ocurrencias pares las desviaciones son
grandes. La interpretacion es que con m pequeno existe la posibilidad de que
un agente tenga sus dos estrategias muy parecidas. Digamos como ejemplo
que un agente posee dos estrategias cuyas predicciones se diferencian sélo
en una de las historias. La primera vez que aparezca esa historia en el jue-
go el puntaje de sus estrategias estara empatado, la eleccion por una de las
dos sera aleatoria y una de las estrategias ganard y la otra perderd. Has-
ta que vuelva a aparecer esa historia, las estrategias del agente acumularan
la misma cantidad de puntos puesto que realizan las mismas predicciones
y, por lo tanto, ganaran y perderan a la par. La segunda vez que aparezca
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esa historia, la estrategia que adiving en la primera vez matendra el punto
extra que obtuvo la vez anterior y el agente la seguira. Si el nimero de agen-
tes en tal situacion es grande, habra un gran grupo que haga lo mismo: los
agentes cuyas estrategias difieran solo en esa historia y hubieran ganado en
la ocurrencia anterior se repetiran en su jugada y los que hubieran perdido
jugaran ahora con la otra estrategia. Ello ocasionarad que muchos jueguen el
lado que habia resultado minoritario en la ocurrencia impar anterior de la
historia. La desviacion sera grande y la ganadora serd ahora la estrategia
que habia perdido en la ocurrencia impar. Por lo tanto, los puntajes de las
estrategias estardn empatados nuevamente y en la tercera ocurrencia (la se-
gunda impar) la eleccién volverd a ser aleatoria y dard una distribucién de
la poblacién cercana a la media en cada grupo y el ciclo continua. Esto es,
pequenas desviaciones de la media en las apariciones impares de una historia
(similares a una jugada aleatoria) son seguidas por grandes desviaciones en
las pares y el lado minoritario par resulta ser el opuesto al anterior impar.
Cualitativamente, esta dindmica de periodo 2 (PTD) persiste mientras haya
una probabilidad razonable de que el puntaje relativo entre las dos estrategias
de un agente no varie entre dos ocurrencias sucesivas de una dada historia.
En [57] se muestra mediante modelos de random walk que este comporta-
miento es esperable para valores de m relativamente pequenos y se vuelve
crecientemente improbable a medida que m aumenta: el nimero esperado de
agentes que vuelven a la misma historia con el puntaje relativo entre estrate-
gias sin modificar respecto de la ocurrencia anterior es de orden N/(2™)/2.
En efecto, si imaginamos un MG con s = 2 donde las historias son visitadas
con idéntica probabilidad (situacién cominmente denominada ergodicidad),
entonces cada historia es visitada cada 2™ jugadas. En consecuencia, para
un jugador dado que tiene ambas estrategias empatadas en puntos virtuales
en la aparicion de una determinada historia, la probabilidad de que en la
proxima aparicion de esa historia vuelva a tener las estrategias empatadas se
corresponde con un random walk unidimensional que pase por 0 exactamente
2™ pasos después de haber pasado por 0, esto es P = (2,2;:)2*27” ~ ﬁ
(ver [66]). Por ende, el nimero esperado de jugadores que tienen empatadas
2

2ma

Dentro de la region de transicion la dinamica del periodo 2 es menos probable,
ya no es significativo en niimero las estrategias que mantienen sus puntajes
relativos entre ocurrencias pares e impares de una historia. Lo que significa
que la probabilidad de que el grupo minoritario en la ocurrencia par de una
historia sea el opuesto al de la previa ocurrencia impar ya no es cercana a
1. Dado que la distribucién aleatoria binomial (de pardmetros Ny 1/2) tiene
una desviacién del orden de N'/2 la dindmica de periodo 2 va a dominar

sus estrategias para una dada historia es de N

15



mientras N /52— > N2 02™/N < 0,8 lo que a la vez nos da idea del orden
de magnitud donde se ubica la regiéon de transicién entre la region eficiente
y la ineficiente.

En el caso de la region ineficiente, debemos considerar que cuando m es gran-
de la dindmica de periodo 2 es poco probable y la distribucion aleatoria de
estrategias a los agentes representa una pequena porcién de todas las 22"
posibles estrategias. Los agentes poseen menor informacién almacenada en
sus dos estrategias y por lo tanto tienden més a las decisiones aleatorias entre
ambas. Sin embargo, esto no significa que elijan aleatoriamente entre 0 y 1,
sino que eligen aleatoriamente entre sus dos estrategias, aunque tendiendo
a un comportamiento emergente similar a la eleccion aleatoria directa del
grupo minoritario.

Ademas de la divisién en tres regiones expuestas del MG, también es posible
realizar otro tipo de divisién de las etapas del juego [57, 40, 46]. Segun la
dindamica de las opciones minoritarias, es posible dividir el juego en una fase
simétrica y en otra asimétrica. En la primera (z < z.), ambos lados son ele-
gidos por la minoria con igual frecuencia (en promedio, ambos lados reciben
la mitad de los agentes). En la segunda (z < z.), en cada una de las posibles
historias la minoria toma una de las opciones con mas frecuencia que la otra
(el promedio es asimétrico). Esta asimetria es conocida en la economia co-
mo arbitraje. La asimetria esta relacionada con la “separacién de fase” en la
poblacién de agentes: mientras que para z < z, todos los agentes usan todas
sus estrategias, para z > z. una fraccion de los agentes se estabiliza en el uso
de solo una de sus estrategias (frozen agents).
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Capitulo 2

Aproximaciones Analiticas al
MG

2.1. Introduccion

Desde la presentacion del problema, muchos fueron los intentos por darle
un marco formal al juego y por reproducir analiticamente los resultados ob-
servados en las simulaciones. Fue asi como se propusieron distintas versiones
del juego que permitian formalizar todo o parte de éste mediante técnicas
de mecénica estadistica y vidrios de espin [58, 46, 44, 43]. En este sentido,
la mayoria de los trabajos analiticos se realizaron sobre el MG en la region
informacionalmente eficiente, donde z < z..

El objetivo de este capitulo es presentar una aproximacion analitica del
MG, cuantitativamente valida para la regién informacionalmente eficiente,
a partir de la versién del Full Strategy Minority Game (FSMG) presentada
por Caridi y Ceva [59]. Presentamos una formalizacién de MG que nos per-
mitird plantear analiticamente algunos aspectos del juego que ademas nos
permitiran simplificar notablemente los resultados obtenidos en [59], como
asi tambien aplicar las mismas ideas a otras variantes del juego, ademas de
permitir un enfoque formal que describa el proceso de rotura de la PTD.

Si bien las reglas basicas del MG fueron presentadas en el capitulo ante-
rior, conviene a los efectos del caracter analitico de este capitulo introducir
formalmente la notacién y definiciones necesarias. De ahora en mas, dado un
conjunto C, §C' denota el cardinal de dicho conjunto.

Definicién 2.1.1 Dado un m, 2 < m € N, llamamos historia a toda cadena
de longitud m formada por ceros y unos. Denotamos con H = 2™ a la canti-
dad de historias (cadenas) diferentes para un m dado y con Sy = {hy, ..., hx}
el conjunto completo de historias. Notar que 1Sy = H.
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Definicién 2.1.2 Una estrategia del MG es una funcion del conjunto Sy en
el conjunto {0,1}. Es decir que una estrategia asigna univocamente una res-
puesta binaria a cualquier historia dada. Si denotamos con Sy al conjunto de
todas las estrategias posibles resulta evidentemente que 1S, = 27. Usaremos
la notacién L = 2.

Definicién 2.1.3 Dado un s, 2 < s € N, un jugador o agente del MG es
un conjunto de s elementos tomados (con repeticion) de Sy. Llamaremos Sy
al conjunto completo de jugadores posibles diferentes y N a su cardinal. Si
dos jugadores son iguales como conjuntos, entonces diremos que uno es una
copia del otro.

Definicién 2.1.4 Dado un s, 2 < s € N, y un N € N, una instancia del
MG es un conjunto I de N jugadores tomados (con repeticion) de Syr. Para
cada elemento J del conjunto I se tiene ademds un arreglo (vy,...,vs); €
N{ que acumula los puntos virtuales sobre cada estrategia y una funcion de
decision D : Nj — J que determina la estrategia a utilizar como aquella
que posee el mdzimo de los puntos virtuales (si existe un unico | tal que
v = maz{v;, hi<i<s), 0 un elemento al azar (uniforme) de entre aquellos que
alcanzan el mdximo en otro caso.

De aqui en més supondremos que s = 2 como en la mayoria de los trabajos
presentes en la literatura. Tenemos entonces obviamente,

N =Sy = <§) + L.

En las instancias I del MG generadas aleatoriamente puede suceder que
algunos agentes potenciales no participen del juego o que muiltiples copias
del mismo agente puedan participar. En el FSMG introducido en [59] ambos
casos son excluidos. El nimero de agentes es elegido para ser exactamente
N y una sola version de cada agente potencial estd permitida.

Definicién 2.1.5 Definimos el FSMG como la inica instancia del MG que
verifica I = Sy.

Como veremos y siguiendo a [59], ciertas simetrias que se presentan sélo par-
cialmente en el MG, donde las instancias se generan aleatoriamente, pueden
ser explotadas en el FSMG (especialmente, la dindmica de periodo dos, PTD)
y conducen a resultados tedricos satisfactorios.

Siguiendo la estructura del juego descripta al comienzo de esta tesis de-
finimos.
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Definicion 2.1.6 Dada una instancia I del MG, una realizacién o ejecucion
E del juego es un par & = {h° I}. Donde h° € Sy es una historia que
llamaremos historia inicial.

Definicién 2.1.7 Dada una realizacion € = {h°, I}, con la secuencia

X = {X*erl?"' 7X07X17X27"'}

donde x, = 0,1, denotamos la cadena de resultados minoritarios obtenidos
al ejecutar el juego partiendo de la instancia € y con

Se = {h°, ht, ...},

donde ht = (Xt—ms Xt—mt1, -, Xt), la secuencia de historias. Asi h* € Sy para
cualquier k, es decir, ht = h; para algin 1 < i < H. Ademds O, coincide con
la historia inicial aleatoria y dadas h* y h**' diremos que la primera es
predecesora de la sequnda, y que la sequnda es sucesora de la primera.

Notemos que la informacién dada por g es equivalente a la dada por Sg

puesto que cada secuencia puede se reconstruida de otra y que £ no deter-
mina univocamente a xg¢ en la version estdndar del MG (pues el juego no es
deterministico). Més adelante definimos una versiéon deterministica simplifi-
cada en lo que esto si ocurre.
Notemos también que en este marco formal una instancia I del MG o ain
una realizacion € no contiene informacién acerca del modo en que el juego se
llevard a cabo en lo que a las reglas respecta. Es decir, en el capitulo previo
se explico la forma en que los agentes toman las decisiones en base al siste-
ma de puntos virtuales acumulados en sus estrategias. Como nuestro interés
consiste en estudiar casos mas generales que el previsto en el MG estandar
presentamos la siguiente

Definicién 2.1.8 Llamaremos regla de actualizacion RA del juego a una
funcion RA : N — Sy que en cada paso k del juego indica qué informa-
cion (historia) es tenida en cuenta por los agentes a la hora de tomar una
decision durante la votacion en el paso k. Salvo que resulte relevante no ha-
remos mencion a la regla utilizada, pero en caso contrario la denotaremos
con un subindice. Por ejemplo, el MG bajo una regla no estindar RA se
denotard MGpry.

Observaciéon 2.1.1 La RA es en el MG estandar la cadena formada con
los ultimos m resultados del juego (puede por ende pensarse entonces como
una historia del conjunto Sy ). Otras reglas se han introducido en la litera-
tura, si bien volveremos sobre este tema mencionemos que en [42] la RA es
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aleatoria (distribucion uniforme sobre el conjunto Sy) y en [60] se propone
una actualizacion periodica que cicla sobre todas las historias disponibles con
periodo H. Denotaremos MG ona Yy MG, respectivamente a estas variantes
del juego. Mencionemos ademds que varios resultados de este capitulo no de-
penden de la RA, por lo que no haremos referencia a la regla correspondiente
eN €S0S Casos.

Definicién 2.1.9 Dado un MGgra, y un paso del juego k € N, llamaremos
historia presente o actual a RA(k) = h’; (0 h, si queda claro del contexto
cudl es el paso k) a la historia (informacion) dictada por la regla RA en
ese paso. Es decir, que h, es la historia que usardn los agentes en el paso
k para decidir la votacion. Finalizada la votacion y actualizados los puntos
virtuales el juego se halla en el paso k+1, en donde los agentes utilizardan la
informacion hitt.

Como fue mencionado, la PTD implica [57] que en una ocurrencia par de
una dada historia el resultado del juego es con alta probabilidad el opuesto al
obtenido en la previa ocurrencia de esa historia (y por lo tanto, ocurrencia
impar). Usaremos 0 < Pprp < 1 para denotar dicha probabilidad, mas
adelante mostramos cémo el FSMG permite dar un valor aproximado para
la Pprp. Definimos ahora un caso extremo de la PTD.

Definicién 2.1.10 Liamamos Dindmica Estricta de Periodo Dos (SPTD),
a la PTD con probabilidad 1. Dicho de otro modo, Pprp = 1.

Las SPTD nos servira para el tratamiento tedrico del FSMG. En efecto, va-
mos a desarrollar el modelo bajo la condicién de que se verifica la SPTD,
aunque a posteriori demostramos que el FSMG cumple necesariamente con
la SPTD. Esto permitirda comprender por qué el MG la verifica en el rango
informacionalmente eficiente y brinda ademas un valor analitico para la va-
lidez de la PTD. Prestemos atencion a la siguiente observacion.

Supongamos que tenemos una instancia del FSMG. Surge la siguiente
simetria: para una dada historia el nimero de estrategias que predicen 1
y el nimero de estrategias que predicen 0 son iguales a L£/2. Este hecho
permite una significativa simplificacion analitica del juego si suponemos que
se verifica la SPTD [59]. En efecto: después de una ocurrencia impar de una
dada historia, digamos hg, la mitad de las estrategias consigue un punto
virtual, y durante la siguiente ocurrencia de hj solo la otra mitad obtiene
un punto (de acuerdo con la SPTD). Asi, si quitamos el punto previamente
asignado a la primera mitad de las estrategias en lugar de sumar un punto a
la segunda mitad, la dindamica del juego permanecera sin cambios.
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Mostramos en la siguiente seccion que si la paridad asociada a la aparicién
de cada historia hg, 1 < k < H en una realizacién £ se registra en un
arreglo, entonces la variable que mide la diferencia de los agentes que votan
por opciones distintas es funcién de ese arreglo y puede ser explicitamente
evaluada. Por ello definimos:

Definicién 2.1.11 Dada una realizacion € = {h°, I}, con Ps denotamos la
funcion Pe : Nx H — {O, E} que da la paridad de la aparicion de cualquier
historia en cualquier paso del juego. Asi, por ejemplo, Pe(k, h,) = O, implica
que en el paso k del juego, es decir al momento de la votacion k — esima,
la historia h, € Sy esta en una ocurrencia impar. En general escribiremos
también PE para denotar la funcién que da las paridades respectivas en el
paso k.

Observaciéon 2.1.2 Por ejemplo, si m = 2, y x¢ = {0,0,1,0,1,0,1,---}
(ver Definicion 2.1.7) tenemos h® = 00, h' = 01, h? = 10, etc., y al paso
k =6, las historias hy = 00, hg = 01, hg = 10 y hy = 11 han aparecido 1,3, 2
y 0 veces, respectivamente, y por lo tanto 732 =(0,0,E,F).

En [59] estas ideas son desarrolladas con la idea de aproximar ¢%/N, en la
region z << z., definiendo estados apropiados y tomando promedios sobre
ensembles de los valores (N — N0)2, donde N; y Ny son los votantes a las
opciones 1 y 0, respectivamente. Nosotros veremos que resulta mas conve-
niente promediar en el tiempo en el siguiente sentido: con esa modalidad
conseguiremos a) versiones analiticas simplificadas para el juego estandar y
b) poder aplicar la técnica a otras versiones del juego. Por otro lado, clarifi-
camos en este trabajo la verdadera naturaleza de los calculos realizados en
[59], mostrando que en realidad son una aproximacién del MG introducido
en [42] (lo que aqui hemos llamado M G,4pq, ver Definicién 2.1.8), en vez del
MG original. Nuestro enfoque conduce a una importante simplificacion, que
puede ser aplicada ademas al calculo de la zona de validez de la PT'D y a
otras instancias del juego disponibles en la literatura como la propuesta en
[60] (el MGper) por ejemplo.

Vamos a definir antes de continuar otra instancia diferente del juego que
sera de gran utilidad, lo hacemos con la intencion de acceder analiticamente a
otra cuestion cualitativa del M G presente en la literatura. Esto es, la existen-
cia de cuasiperiodos de longitud 2H. Segiin mencionamos antes supondremos
que s = 2, pero la instancia se define en general.

Definicién 2.1.12 Dados s, 2 < s € N, y un N € N, una instancia del
DMG (MG Deterministico) es un conjunto I de N jugadores tomados (con
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repeticion) de Sy, Para cada elemento J del conjunto I se tiene ademds
un arreglo (vi,...,vs); € N§ que acumula los puntos virtuales sobre cada
estrategia y una funcion de decision D : Nj — J que determina la estrategia
a utilizar como aquella que posee el mdzximo de los puntos virtuales (si existe
un unico | tal que vy = max{v;, }1<i<s), 0 un elemento determinado en otro
caso.

La tnica diferencia entre el MG y el DMG consiste en que los empates
han sido rotos a priori (de hecho lo haremos en la practica aleatoriamente)
durante la asignacion de las estrategias a los jugadores. En nuestro caso de
interés s = 2, y por ende cada jugador posee una estrategia preferida a priori
que utilizara en caso de empate entre puntos virtuales de sus dos estrategias
(si tuvieramos s=3, habria que elegir una estrategia predilecta para cada
par de estrategias de cada jugador y otra por si hay triple empate). De este
modo, si bien la asignacion de las estrategias para un jugador dado y la
decision de cudl de ellas resultara preferida ha sido aleatoria, no es aleatorio
el desarrollo del juego ya que los desempates son deterministicos (de alli el
nombre DMG).

Definicién 2.1.13 Como hicimos para el MG, se define andlogamente DM G R4,
por lo que hablaremos del DM Grong 0 DM G, etc.

Notablemente el enfoque analitico que se desarrolla adelante prevee que el
DMG deberia comportarse esencialemente igual al MG, a pesar de que de
esta forma el juego es completamente deterministico. Veremos a través de
simulaciones que en efecto esto es asi y demostraremos que ciertos aspectos
cualitativos presentes en el MG aparecen en forma “pura” en el DMG. En
particular el comportamiento cuasiperiédico varias veces observado en el MG
[61] se vuelve periddico en el DM G. Terminamos la seccién con la siguiente

Definicién 2.1.14 Definimos el DFSMG (FSMG Deterministico) como
una instancia del DMG que verifica que I = Syr, donde cada jugador tiene
una estrategia predilecta seleccionada aleatoriamente.

Observacion 2.1.3 Formalmente no hay un unico DESMG, contrariamen-
te al FSMG, debido a la existencia de estrategias predilectas.
2.2. Puntos Virtuales y Estrategias

Durante esta seccién y la siguiente nos restringimos al FSMG. Con 0 nos
vamos a referir a un resultado posible del juego (i.e. 6 = 0,1) y con ~ 6 al
resultado contrario.
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Definicién 2.2.1 Para una dada historia hy € Sy, el subconjunto de es-
trategias en Sp que predice cierto resultado o0 queda definido como Sg p,—s-
También, dadas historias hy,, hk, ... hy, y resultados 01,09, ...,0; definimos
el conjunto

fhklv“' g, (517 02, .. 75l) = Sﬁ,hkl —o N SL7hk2_’52 e S£7hkl—>61

es decir, el conjunto de estrategias que predicen el resultado 0; para la historia
hy, con'1 <@ < 1. Resumiremos la notacion con Fp, ... n, cuando el conjunto
01,09, ...,0; esté claro en el contexto.

Ky

Claramente Sz p,—1 U Sep—0 = Sy ¥ 8Sc.h—1 = 8Sc.h,—0 = L£/2. De igual
manera definimos,

Definicién 2.2.2 Dado unl € Ny, con S denotamos el conjunto de estra-
tegias con | puntos virtuales.

Definicién 2.2.3 Dado un | € Ny, y dada una historia hy, denotamos con
Sthy—s) (resp. Sgp—~si) €l conjunto de estrategias con | puntos virtuales
que preciden o para hy (resp. ~ 0 para hy).

Consideremos una realizacion arbitraria £ del FSMG, y su secuencia de his-
torias Sg. Supongamos que en el paso ¢ obtenemos la primera (y por lo tanto
impar) ocurrencia de alguna historia hy, es decir ht = hy. Entonces, las
L2 estrategias Sg p,—y;,, son premiadas con un punto virtual. Supongamos
ahora que en otro paso t', t' > t, sucede la segunda ocurrencia (y por lo
tanto par) de la historia hg, es decir h' = hy, entonces el SPTD implica
que X1 =~ Xv+1, v por lo tanto exactamente la otra mitad Sﬁ7hk_’xt/+1 es
premiada. Para un dado agente, puede suceder que tenga ambas estrategias
pertenezcan al mismo conjunto Sz, —y,.1 O ;S h—~yiii, O UNA estrategia
en cada uno. En ambos casos, la diferencia de puntos virtuales entre sus
estrategias debido a la ocurrencia de la historia h; suma cero después de la
ocurrencia par. Por lo tanto, como ya hemos mencionado y siguiendo a [59], si
modificamos la regla usual de los puntos asignados, premiando con un punto
aquellas estrategias que predicen exitésamente el lado minoritario en las ocu-
rrencias impares de las historias y quitdandole un punto a las que pierden en
las pares la dindmica del juego seria la misma que en el MG. Sin embargo, es
facil ver que con nuestra regla de asignacién de puntos la cantidad de puntos
virtuales acumulada por una estrategia, en cualquier momento, varia entre 0
y 2™ = 'H (es decir, el nimero de historias). Asi, una estrategia podria al-
canzar los 2™ puntos si se suceden consecutivamente las ocurrencias impares
de todas las historias y acierta el lado minoritario en todos los casos.
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Para un dado arreglo de paridad P% (ver Definicién 2.1.11) correspondiente
al paso k de un dado &, podemos obtener facilmente el nimero de estrate-
gias con exactamente [ puntos virtuales §S,;. En particular, consideremos
Pk, y fijemos 0 < n,n, < H como el ntimero de ocurrencias pares e impares
guardadas en P§ (notemos que n, = H — n.). Evaluemos primero el caso
n. = H (sucede por ejemplo en el paso k = 0). Entonces ninguna estrate-
gia tiene puntos virtuales debido a que solo durante las ocurrencias impares
las estrategias obtienen puntos, esto es, 1Sz 0 = S, = L, y §S,,; = 0 para
1 < ¢ < 'H. Por otro lado si n, = H — 1, existe solamente una historia,
digamos hi, en alguna ocurrencia impar y las estrategias sélo pudieron haber
acumulado un punto virtual después de la ocurrencia de esta historia. Pero
ahora, sin importar el resultado 6 del juego (sea 6 = 0 0 6 = 1) después
de esa ocurrencia impar de h; tenemos que las estrategias pertenecientes a
Sr.h—s obtuvieron exactamente un punto virtual, y aquellas en el comple-
mento Sg p, .~ obtuvieron exactamente 0 puntos. Asi, §S,0 = 1S,1 = L£/2,
y 88, = 0 para 2 <4 < H. En el caso general para nimeros de paridad n,
y ne observamos que el maximo nimero de puntos virtuales para una dada
estrategia estda acotado por n,, puesto que las ocurrencias pares no suman
puntos.

Sea 0 <[ < mn,, ysean hy,,-- -, h, las estrategias en ocurrencia impares
y 01,02, - ,0p, €l resultado después de la ocurrencia de cada hy,. El ndamero
#Sc, puede ser facilmente evaluado notando que una estrategia tiene exac-
tamente | puntos si ha predicho exitosamente el resultado (gané un punto
virtual) en [ iteraciones de las n, ocurrencias impares, y fracasado en predecir
el resto de las n, — [ veces. Por ejemplo, si una estrategia pertenece a

‘/Thklv“'»hkl (01, 092, ..., Ol)
ha predicho exitosamente el resultado [ veces. Si ademéas pertenece a
fhl+17"'7hkno (N Ol41," ", Ono)

ha fracasado en la prediccién de los resultados n, —[ veces. Asi, las estrategias
que pertenecen a la interseccion de ambos conjuntos

fhlﬂ:"':hlvhl+1:"':hkno (017 02,50l , ™ Ol41," 7" 5™ Ono)
tienen exactamente [ puntos. Podemos obtener entonces que
_ n
ﬁfhkla“'7hl7hl+17"'7hkno - £/2 ’

ya que solamente L£/2 pertenece a Schy,—a ¥ de aquellas estrategias sola-
mente la mitad predice exitosamente el resultado o, de la historia hy,, es
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decir #(Szpy, —a N Seny,—a) = L£/2%, y asi hasta tener el nimero £/2' de
estrategias que han predicho exitosamente o4, --- , 0;, pero de este conjunto
exactamente la mitad fallé en predecir 6,1 (predice ~ 6;41) y asi siguiendo.
En nuestro argumento hemos supuesto que las historias que habian acumu-
lado puntos eran exactamente hy,, ..., hy,, naturalmente hay que contar los
casos en que es otro el conjunto de [ historias, de las disponibles n, en ocu-
rrencia impar, que ha acumulado los puntos. Puesto que hay ("lo) formas
de seleccionar [ historias del conjunto {hy,,--- , hy, } de historias en alguna
ocurrencia impar, obtenemos entonces el siguiente

Lema 2.2.1 Sea £ una instancia del MG, consideremos la funcion de pari-
dades PE en un paso k del juego, y sea 0 < n, < H la cantidad de historias
en ocurrencia impar (i.e. #{h € Sy : PE(h) = O}), entonces para 0 < 1 < n,
tenemos

6Sp, = (T;) L/2m. (2.1)

Es importante destacar lo siguiente: para una dada historia h, y un dado
arreglo de paridad P (con n,+n. = H), el conjunto S, ; puede descomponerse
como Sg; = Sg o1 U Seh—nsi. Sioestos conjuntos son del mismo tamano
o no, depende de la paridad de la historia h. Para comprender mejor el
resultado siguiente pensemos en se han jugado exactamente k pasos del juego.
Sea hF = h, la historia actual (resultado de la ejecucién del paso k), lo que
pretendemos hacer en breve es hacer predicciones acerca de la ejecucion del
paso k + 1, para ello tenemos que estudiar los puntajes de las estrategias en
el paso k. Notemos que si la historia actual h, estd en una ocurrencia impar
entonces en el paso k lo estaba en una par (h, es el resultado de la ejecucién
k), o sea PE(h,) = E y si h, estd en una aparicién par entonces PE(h,) = O.

Lema 2.2.2 Sea £ una instancia del MG, consideremos la funcion de pari-
dades PE en un paso k del juego, y sea 0 < n, < H la cantidad de historias
en ocurrencia impar (i.e. 1{h € Sy : PE(h) = O}), entonces para 0 <1 < n,
tenemos que

1. Si una historia h esta en ocurrencia par (i.e. P¥(h) = E) entonces

Mo .
882 ho—61 = 8Sch—ns) = §Sc1/2 = < ] )5/2 ot (2.2)

donde h, es la subsiguiente ocurrencia impar de h.
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2. Si una historia h esta en ocurrencia impar (i.e. PE(h) = O) entonces,
st llamamos o al resultado del juego en la aparicion previa de la historia
tenemos que

ne,—1 n
8Sche—51 = (l— 1 )E/Q ’ (2.3)

Ny, — 1

ﬂsﬁ,he—wa,l—( ] )E/Q"”. (2.4)

donde h. es la subsiguiente ocurrencia par de h.

Dem. Si h estd en una ocurrencia par podemos aplicar el mismo argumento
usado en (2.1) para el conjunto Sgp,—s (0 Sz p,—~s) en lugar de Sg; y
obtener (2.2).

La situacién es diferente si tomamos una dada historia h en alguna ocu-
rrencia impar. Los cardinales de los conjuntos Sg . —s.1, Sz.h.—~s1 10 pueden
ser iguales. Como después de la ultima ocurrencia de h el resultado del juego
fue 0 entonces las estrategias que pertenecen a S p, .5 tienen al menos un
punto virtual, de manera que aquellas con [ puntos han predicho exitosamen-
te el resultado exactamente [ — 1 veces de las n, — 1 posibles veces (el resto
de historias en ocurrencia impar) que es lo que dice precisamente (2.3). Por
su parte, aquellas que pertenecen a Sg 5, —.~; han predicho exitosamente el
resultado exactamente [ veces de las n, — 1 veces posibles lo que da (2.4).
Obviamente, una vez mas 4S¢ 5. 51 + Sz h.—~s1 = 88, lo que viene de la
identidad (”"_1) + (”"l_l) = (”l") o

-1

2.3. Puntos Virtuales y los Agentes

Definamos como N7 y Ny (resp. N1, Ny) al nimero de agentes que elige 1
y 0, respectivamente en el FSMG (resp. MG). Ademads, con N; y N.; repre-
sentamos el niimero de agentes que eligen la opcion o o la opcion opuesta ~ 0.
Cuando se necesite, la dependencia sobre la iteracion k serd explicitamente
representada por N¥ y N

Particularicemos sobre los N agentes del FSMG. Para una dada &, en
un dado paso k del juego consideramos la historia actual h, (ver Definicién
2.1.9) y la funcién de paridad P%. Llamamos agentes indecisos a aquellos
con ambas estrategias igualmente puntuadas y tal que ambas predicen lados
opuestos para la historia actual; esto es, una estrategia pertenece a Sgj,—.s
y la otra a Sgp,—.~s. El niimero de agentes indecisos es definido como N,,.
Ademss, los agentes decididos son los restantes, y tenemos Ny = N — N,,.

26



También introducimos el nimero de agentes decididos e indecisos que eligen
la opcién 6 como Ny, y N, respectivamente. Claramente, tenemos

N = Na; + N,

Nes =Ny, +N,_..

Supongamos ahora que para Pg tenemos nlg y n’j historias en ocurrencias
pares e impares, respectivamente. Quitamos la k de n, y n, por simplicidad.
Primero asumimos que la historia actual h, estd por aparecer en una ocu-
rrencia impar (es decir que en el paso k su paridad es F, lo que equivale a
PE(h,) = E, y por ende cuando los agentes la utilicen en la votacién del paso
k la veran en una aparicién impar y por ende Pt (h,) = O). N, puede ser
facilmente calculado notando que los agentes indecisos tienen, para cada [,
una estrategia de Sgp, .51 y una de Sgp,—~s;. El nimero total de agentes

en esta situacion es
Mo
N = E 1S hy—58S 0 1y —~i
1=0

y puede ser evaluado de (2.2), teniendo en cuenta que si la historia h, pre-
sente sucede en una vez impar, entonces en P¥ figura en una ocurrencia par

Pk(h,) = E.

Mo 2
N, = L?)22net2 Z (T;O) = [? /2o +2 (2:0) (2.5)

1=0 °

Por otro lado, los agentes decididos que eligen o para la historia actual tienen
o bien dos estrategias, que pueden tener predicciones repetidas, de Sg j,—5 0
una de Sgp, .5, y otra de 8¢, .~ con l > j. Entonces, N, puede evaluarse
€como

stﬁ,hpﬂé S -
Nda = ( 9 + ]jS[;yhp_)(s + ; ﬁsﬁ,hpﬁa,l jgo jjSC,hp—Wfij

v de (2.2)
Ny, = <£2/2) + L)2 4 £2)22met? ;Zl (7;) (l:z: (Z)) (2.6)

es facil verificar que Ny, = Ny
impar

asi si hy, estd por aparecer en una ocurrencia

~0 )

Ny, —Na_, =0 N, = L?/2%oF2 (27%). (2.7)

o
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Asumimos ahora que la historia actual estda por aparecer en una ocurrencia
par. Con argumentos similares usados para la ocurrencia impar, tenemos

oo E () () e () e

y de (2.3), (2.4), obtenemos

e () cnnerm (£ (EC)) oo

J

y
= (P s (S0 (S (0)))) 0w

y por lo tanto

2(n, — 1 2(n, — 1
Na, — Ny, = L2)2% (( (n )> + ( (n )>) (2.11)
n, — 1 Ny
lo que puede ser simplificado como
2n, — 1
Nda _Nd~5 :£2/22n0< " )

Mo

y entonces si la historia actual h, estda por aparecer en una ocurrencia par
tenemos

Nda - NdM} = 52/22710 <2n;— 1)

N, = [2/2%m (2(""0_ 1)) (2.12)

n

La Equacién (2.12) muestra que el FSMG verifica necesariamente el SPTD.
De hecho, las ecuaciones (2.3) y (2.4) fueron obtenidas bajo la asuncién de
que 6 era el resultado del juego durante la dltima ocurrencia (impar) de

la historia actual. Por otro lado (2.12) muestra que Ny, — Ny . > N,. En
particular, de las ecuaciones (2.11) y (2.8) facilmente se obtiene que

Ny, — Ny — N, = [2/22n (2( ——11)) -0
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y entonces no importa el lado al que los agentes indecisos vayan, el lado
minoritario serd ~ 0. Por un lado podria pensarse que este resultado no
sorprende pues la deduccién se llevo a cabo bajo la hipdtesis de SPT'D, sin
embargo, si se ve con detenimiento la deduccién se descubre que en realidad
esa hipotesis resulté comoda unicamente para trabajar en un paso cualquiera
k de una cierta realizacién. En particular, pudimos suponer que los puntajes
virtuales de las estrategias estaban acotados entre 0 y H, y de ahi avanzar
en los célculos. Por otra parte, imaginemos que para una dada realizacion
& estudiamos su evolucién desde el paso &k = 0. En ese paso las estrategias
poseen todas 0 puntos virtuales. A partir de ese momento, podemos esperar
hasta el primer paso k£ en que una cierta historia h se repite por segunda
vez. Evidentemente ese paso verifica 1 < k < 'H, pues de otro modo ya
habria repeticiones. Pero entonces la primera vez que una historia aparece
por sequnda vez necesariamente los puntos virtuales de las estrategias son
menores o iguales a H y por ende podemos aplicar el argumento que conduce
a (2.12) y obtener que necesariamente se cumple la PT'D en la primera
aparicion por segunda vez de una historia. En ese momento los puntos que
acumulan la estrategias por esa historia se compensan y podemos aplicar
nuevamente el argumento y concluir entonces lo siguiente.

Teorema 2.3.1 En cualquier realizacion € del FSMG se verifica la SPT D

Observaciéon 2.3.1 Notemos que el Teorema precedente no depende de la
RA utilizada.

El Teorema 2.3.1 esclarece por qué (como veremos en breve) el FSMG da
excelentes aproximaciones solamente en la primera parte de la regién infor-
macionalmente eficiente del MG, y como veremos echara luz sobre el proceso
que conduce a la ruptura de la PT'D. En la proxima seccién aplicamos las
cuentas desarrolladas al MG,gng al DMGrang v al MGe,. Nuestra aproxi-
macién simplifica la hecha en [59] y estd basada en el hecho de que el nimero
NF — N¥ depende solamente del arreglo de paridad P¥, y por lo tanto para
reglas de actualizacion RA que conduzcan a ocurrencias de paridad “tipicas”
la evaluacion de (2.18) y (2.19) puede simplificarse.

2.4. El MG como muestreo del FSMG

Tomemos una instancia del MG, por definicién se trata de una muestra
al azar de N agentes de los A disponibles del FSMG (con reposicién).

29



Pensemos ahora en una realizacién del FSMG y supongamos que en un
paso dado de tiempo k tomamos una muestra de /N jugadores. Obtendremos
de ese modo Ny, agentes decididos a jugar al lado 0, N;_, decididos al lado
~ 0,y N, indecisos

Ng;+ Ny, +N,=N (2.13)
Pensando de ese modo, los valores (Ng,, Ny_,, N,) son resultados de una
variable aleatoria (1, s, x3) con una distribucién multinomial de probabili-

dades p1,p2 y ps:
Ny Ny N,

PL=F P2= NNB s =37 (2.14)

por lo que

N!
(Nda)! (Nd~5)! (Nu

P(I’lsza,ZEQZNd 1’3:Nu):

. ),pivdapiv oy

(2.15)
En secciones futuras nos va a interesar la variable N; (los agentes que eligen
un lado dado). Notemos que en el contexto presente, N es una variable alea-
toria que proviene del experimento de obtener una muestra de la multinomial
mencionada arriba, tomar Ny, N,. Luego elegir de los indecisos quienes fi-
nalmente votaran o y finalmente sumar ambos resultados. El paso de elegir
los indecisos que finalmente votaran o, NN, requiere conocer la distribucién
de probabilidad de esa variable. Considerando que en el MG los indecisos
eligen al azar entre sus estrategias (aleatoriamente construidas al comienzo
del juego) podemos aproximar esa variable como una x3; ~ Bi(N,,1/2).
Consideremos entonces

Ny = Ny, + N,

que puede verse el resultado de la variable aleatoria x = x1 + x3;. Tenemos
que

Lema 2.4.1 Sea £ una realizacion del FSMG. En un paso k de £ se toman
N agentes con repeticion y se define x el niumero de agentes que eligen 0. Se
tiene que la variable aleatoria x = x1 + x31 tiene distribucion

x ~ Bi(N,p1 +p3/2)
Dem. Queremos calcular P(x = k), con & = 1 + x31. Observemos que de
(2.15) se tiene

b N1
(71 =j N2 =5) JIsi(N — 5 —s)

o5 (L —p1—p2)¥ 0 (2.16)
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estando los p; definidos en (2.14). Por otro lado, sabemos que:

) ) N —j§ — 1\ Nis
p(x31=k—j|x1=jﬂx2:s):( kzjs><§> (2.17)

puesto que si x1 = j y x5 = s, debe ser x3 = N — j — s. Escribimos

k
Plz=k) = P(x1+x31:k):ZP(xlzjﬂxg,l:k—j)
=0
k

= Zp(xlzjm:cglzk—jﬂ(UiV:ofﬂz:S))

J=0
k N

= Y Y P =jnag=k—jna=s)

7=0 s=0

= ZZP(xl:jﬂ:pgzs)P(xgl:k—j|x1:jﬂx2:8)

7=0 s=0

de (2.16) y (2.17) se tiene,

k j —j -5
Pk =Y Np, (1-p-p\" ¢ P 1—p1—ps
1k —j)! 2 (N —s—k)ls! 2

=0/ s=0

Multiplicando y dividiendo por (N — k)! y reordenando:

e Z%j!(k—%%ﬁk)! (1 _pé_pQ)N]g: ( o ) (%>

Jj= s=0

Usando la formula del binomio
ZN:<N—I<:>< 2po )S _ (1+ 2po >Nk
s=0 s L —=p1—p2 1 —p1—p2

(1 - N +p2)N_k
1—pi—p
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O sea

2 71k -
N (L=pi4p)V sk - .
(N =k 12N : j (2p1)’ (1 = p1 — p2)*~7
7=0

Usando nuevamente la férmula del binomio

Z ( I; ) 2p1) (1 —p1 —p2)fF 7 = (o1 + 1 —pa)*

=0

tenemos

P(k) = (%)N ( ];[ ) (L=pr+p2)" (1 +p1 = p2)"

Que podemos reescribir como:

P = (3 ) ot = ot B

es decir una binomial con pardmetros N y p; + &. O

2.5. El MG con diferentes reglas de actuali-
zacion de historias

Supongamos que en lugar de jugar al MG utilizando la historia actuali-
zada que corresponde de acuerdo al lado minoritario del paso anterior, uti-
lizamos una historia elegida aleatoriamente a cada iteracién, en ese caso ob-
tendremos una realizacién del MG,q,q. En [42] se propone por primera vez
el MGqnaq, y como resultado de las similaridades cualitativas entre el MG y
el MG,qnq se propuso en ese articulo que la memoria era irrelevante para la
dindmica del juego. Casi inmediatamente [62, 63], se dieron argumentos tedri-
cos que proponian lo contrario. Varios anos mas tarde [64], se desarrollaron
grandes simulaciones numéricas que muestran que efectivamente o2 /N difiere
substancialmente entre el MG y el MG,qnq en la fase simétrica. También en
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Figura 2.1: 02/L como funcién de z = 2™ /L, MG comun derecha y M G,qnq
izquierda, se observa la invariancia respecto de z en el M G,4,q para todas la
fases.

[64] se muestra computacionalmente que el comportamiento de o/N depen-
de de N en el MG (echando por tierra la invariancia respecto de la variable
z= %) para valores de z < 0, 1, pero que sin embargo MG 4,4 Si rescala con
z. En nuestras simulaciones verificamos ambas cosas (ver Figura 2.1)

Para una dada realizacion £ del MG y un lado minoritario o, escribimos

T
1
O%,MG -7 Z(Nf — N/2)? (2.18)
k=1
y promediando sobre una familia de diferentes realizaciones {&; }1<i<r
1
O AT 2.19)
i=1

Nuestro primer propdsito es mostrar que utilizando los resultados de las sec-
ciones previas, o3,, puede ser facilmente aproximado en el MG, 4, durante
la validez de la PT'D.

Estamos interesados entonces en

0? = E(N; — N/2)? (2.20)

donde el valor esperado esta tomado sobre todos los pasos de todas las reali-
zaciones £ (notemos que distintas RA puede conducir a realizaciones cualita-
tivamente diferentes). Como hemos visto en la Seccién 2.3 la variables Ny; (o
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Nuvs) y N, pueden escribirse en términos de la funcién de paridad P unica-
mente (con expresiones distinguidas para veces pares e impares de aparicién
de la historia presente). Por otro lado, en la seccién previa vimos en el Lema
2.4.1 que N; podia verse como la muestra de una =, x ~ Bi(N,p; + p3/2).
Como las p; dependen de Ny (0 Ngws) v N, (ver (2.14) entonces en aque-
llas instancias del MG con reglas RA que conduzcan a paridades “tipicas”,
(2.20) podria obtenerse promediando sobre estas paridades. Si bien la cuenta
“correcta” requeriria conocer la funcién de distribucion exacta de paridades,
nosotros veremos para el caso M G,.,q que alcanza con evaluar en la paridad
promedio (ver Observacién 2.5.2).

Para aclarar esto, notemos que estamos listos para evaluar (2.20) de (2.7),
en ocurrencias pares de la historia actual, y de (2.12) en ocurrencias impares.
De esta forma (2.18), y asi (2.19) pueden ser evaluadas por medio del arreglo
de paridad solamente. Aqui es donde entra en juego la RA bajo considera-
cion. En particular, notemos que para la regla de actualizacion aleatoria de
la historia (es decir para el MG, 4n4), tenemos que en una dada realizacion
del juego & esperamos en promedio para cualquier tiempo k, que n® = n*
(es decir, habrd tantas historias en aparicién impar como las que haya en
aparicién par) ya que la probabilidad de una dada historia de estar en apari-
cién par o impar es 1/2. Obtenemos entonces, para un dado cerebro m, que
ne = ne = 2™ 1 = H/2. Asi pues, en promedio, para evaluar (2.20) en el
MG, .4nq deberfamos usar la mitad de los pasos (2.7) y (2.12) la otra mitad,
siempre con n, = H/2 en ambos casos. Para hacer este célculo escribimos

1 1
JJQWGrand = §E6(N6 - N/2)2 + §EO<N5 - N/2)2 (221)

para distinguir ambas contribuciones. Por un lado, en las veces impares
E,(N5 — N/2)* = Var(N; — N/2) + (E(N; — N/2))*> = N/4 (2.22)

en efecto, de (2.7) tenemos que N; = Nz, de donde p; = py (ver (2.14))
de alli, debido a que p; +ps+p3 = 1 resulta p; +p3/2 = 1/2, y del Lema 2.4.1,
N ~ x ~ Bi(N,1/2) por lo que Var(N; — N/2) = N/4, E(N; — N/2) = 0.
Por su parte,

E.(N;— N/2)* = Var(N;— N/2) + (E(N; — N/2))?
= N(1—(p1—p2)*)/4+ N?(p1 — p2)*/4  (2.23)
= N(1/4+ (p1 — p2)*(N — 1)/4)

donde, en la segunda igualdad, el primer término es la varianza de la Bi(N, p;+
p3/2), escribiendo p3 = 1 — p; — po, y el segundo se obtiene de notar que
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E(N;z) = N(p1 + p3/2), escribiendo la diferencia en las variables p; y pe. Por
lo tanto, obteniendo de (2.12) la expresién de Nz — N_o; con n, = H/2 y
usando (2.14) tenemos

== (g )Y = g )

como N = (5) + L=L(L+1)/2,y L =2", se sigue

1 H
P1—p2= m (H/Q) (2.24)

Finalmente, (2.21), (2.22) y (2.24) junto con la identidad previa demues-
tran el siguiente

Teorema 2.5.1 Consideremos el MG,qnq con N agentes. Tenemos que la
varianza reducida es

oy JN=1/4+ (@ (7;2))2 (N—1)/8

como N >> 1, podemos decir reescribiendo lo anterior

aMG AN~ 1[4+ (@ (752))2]\[/8

que para el caso 2™ = 22" >> 1 se escribe

oy JN ~1/4+ ( ;{ (Hﬁ/{ 2))2 N/8

y usando la conocida aprorimacion (ver p.ej. [66] pag. 180) QLH( o ) ~ /72

H/2 Hr?
obtenemos la forma simplificada

afmmd/z\f 1/4 4+ —— T

Observacién 2.5.1 Notar que la expresion o3,q /N ~ 1/4 + 47% indica
que la varianza reducida 03, /N es funcion (salvo mayor orden) de la
variable reducida z = %, pues H = 2™, lo que acuerda con la invariancia
del MG ,qnq mencionada previamente.
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Notemos que durante la demostracion del Teorema 2.5.1 puede observarse la
varianza reducida de las veces pares e impares de aparicion de las historias,
en particular durante las veces impares la varianza reducida es }1. Un hecho
conocido en la literatura y observable experimentalmente (ver Figura 2.2).

Observacién 2.5.2 Limitaciéon del modelo I Como hemos mencionado la
aproximacion se hace en los vectores de paridad promedio para los que n, =
H/2, en realidad la cuenta completa es factible aunque no se obtienen mejoras
significativas. En efecto, puede verse que la probabilidad de hallarse en un
vector de paridad con n, dado es precisamente (Z:)) 27" (pues cada historia
estd en ocurrencia par o impar con probabilidad 1/2, en ese caso se pueden
repetir los argumentos del teorema previo para arribar a que

Shenen (#C)) (9

2M(1 + 5 )?

0/~ 1/4+ (N - 1)/
Observacién 2.5.3 Limitacién del modelo II Despreciando las contribucio-
nes de los indecisos en veces pares e impares, i.e. tomando

O31Gyanal N ~ (@ (;/{2))2 (N —1)/4

se obtiene una mejor aproximacion que con la cuenta completa. Ignoramos
la razon de esto pero en [59] el rescale se hace de tal modo que todas esas
contribuciones desaparecen (en nuestra cuenta no vemos como eliminarlas).
En la Figura 2.5 puede observarse esto.

Como otro ejemplo dentro de la PTD, examinamos también la regla de
actualizacion dada por [60], esto es M G,.,. En este caso la actualizacién de
la historia sigue un patron periédico, cubriendo todas las posibles historias
hi, ..., hy (esto es RA*(h;) = h;11 médulo H). Esta regla es introducida en
[60] para evaluar la longitud efectiva de las historias en el M G. Para efectuar
los célculos observemos que por construccién de la RA tendremos que una
historia dada cualquiera estard con probabilidad 1/2 en una aparicién par o
impar. La diferencia respecto del M G,q,.q €s que ahora n, cicla desde 0 a H.
Volvemos entonces a interesarnos en (2.20), pero en vez de la descomposicion
(2.21) consideramos que por construccion de la RA tenemos que, digamos,
la historia h; es visitada dos veces por ciclo, y en la aparicién impar de la
historia actual se tiene que n, = ¢ — 1 mientras que en la aparicién par
n, = H — 1+ 1. Es decir que en las apariciones de la historia h; podemos
escribir

E;(Ns— N/2)* = 1/2E; o no=t—i11(Ns — N/2)* + 1/2E; 4 n,—i1(N5 — N/2)?
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Figura 2.2: 02/N experimental del MG, 4,4, distintos N discriminando apa-
riciones pares e impares de las historias.
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Figura 2.3: 02/N experimental del MG, 4nq con N = 4001 y el cuenta com-
pleta (i.e. primera identidad del Teorema 2.5.1).
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Figura 2.4: Comparacién del 02/N aproximado por la primera y tltima iden-
tidad del Teorema 2.5.1. Se pone un tnico N = 4001 debido a la invariancia
respecto de la variable reducida z ~ 2™/N.
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Figura 2.5: Comparacién del 02/N aproximando al despreciar las contribu-
ciones de N,
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donde, en E; ., —»—i+1 se indica por el subindice que estamos considerando
la historia h; en una aparicién par de la historia actual y con un vector de
paridad para el cual n, = H — ¢ + 1 y andlogamente en E; ,,, —;—1. Sumando
sobre todas las historias

1
2
Uper = ﬁ ( Z Ei,e,no:H—i—i-l + Z Ei,OﬂIoi—l) (225)

1<i<H 1<i<H

donde dividimos por el nimero de historias ‘H y obviamente los valores espe-
rados son tomados sobre la variable (N5 — N/2)? pero no lo escribimos para

acortar la notacion. Una vez mas en las veces impares y como hicimos en
(2.22), de (2.7) tenemos que N; = N5, de donde p; = py (ver (2.14)), y de
alli N; resulta Bi(N,1/2), independientemente del n,, por lo que

E’i,o,nozifl = N/4

y por ende
> Eiong=i-1 = HN/4

1<i<H

en cambio, para las apariciones pares, con (2.12) y (2.14) obtenemos

L£? (2n,—1 L£? [2n,
plno_p2n02%< " )/N:W( )/N

Mo

y desde (2.22), para n, genérico, tenemos en las veces pares

Eiom, = N(1/4 + (225—: (2") //\/)2 (N —1)/4)

No

tenemos ahora que reemplazar n, = H — ¢+ 1 y sumar con ¢ = 1...H, por
conveniencia tomamos n, = ¢y sumamos de ¢ =1...H

Y Eien—i = NH/A+NN-1)/4 > (Qf; (2;>/N)2

1<i<H 1<i<H

por lo que podemos enunciar a partir de (2.25)

Teorema 2.5.2 Consideremos el MG., con N agentes. Tenemos que la
varianza reducida es

(N =1)>cicn <2%2 (2:) /N>2
32H

a?MGW /N =1/4+
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considerando que £ = 2" y N'= (5) + L = L(L +1)/2 se tiene

(N =) i (5 (%))’
SH(1 +2-7)2

o, /N =1/4+

como N >> 1, podemos decir reescribiendo lo anterior

NS (%)
8H(1 +27H)2

TriGy /N ~ 1[4+

que para el caso 2™ = 22" >> 1 se escribe

NS cion (3 ()
8H

Tr1Gy /N ~ 1[4+

y usando la conocida aproximacion (ver p.ej. [66] pag. 180) (%) ~ /L

obtenemos la forma simplificada

N 219‘3% 1/i

TriGye /N ~ 1[4+ i

que puede aprorimarse una vez mas

N
(logH +~)H,

0-12\/[Gper/N ~ 1/4 + 87—{71'

con v =0,57... la constante de FEuler-Mascheroni.

Observacién 2.5.4 En la dltima aprorimacion utilizamos el hecho de que

lfm > 1/i—log(M) — 7

M —o0
1<i<M
Observaciéon 2.5.5 Notar del teorema previo que la aproximacion a?MGW /N ~
1/4+ 87—% log H indica que la varianza reducida de este juego no es solo fun-
2

., . . m . .
cion de la variable reducida z = = en acuerdo con las simulaciones.

En las Figuras 2.6 y 2.7 se ven comparaciones del experimental MG, y las
aproximaciones del Teorema previo.
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Figura 2.6: 0?/N experimental del MG, y con la cuenta completa (i.e.
primer identidad del Teorema 2.5.2), N = 4001 y N = 2001.
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Figura 2.7: ¢2/N aproximado por la cuenta completa y la aproximada, pri-
mera y ultima de las identidades del Teorema 2.5.2, N = 4001 y N = 1001.
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2.6. El DGM y el DFSMG

En las Definiciones 2.1.13 y 2.1.14 se introduce el DMG y DFSMG. Son
la version estandar y full del MG en la cual los agentes poseen una estrategia
predilecta en caso de empate de sus dos estrategias (recordemos que s =
2). En este caso también podemos definir para una familia de realizaciones

{gi}iel

~

I
‘712:>MG = Zgg‘i,DMG (2.26)
i=1

con la salvedad de que debemos promediar ademéas sobre todas las posibles
asignaciones de estrategias predilectas. Comentamos este hecho importante
pero no lo escribimos en (2.26) para no acrecentar la notaciéon. Hecha esta
salvedad observemos que una vez tomada una muestra aleatoria de estrate-
gias predilectas vemos que la dinamica de los indecisos es similar a la que
produce el MG estandar. La diferencia es que en este ultimo los indecisos
eligen aleatoriamente una de sus estrategias en cada paso pero en los indeci-
sos del DM G todo ocurre como si hubieran hecho lo mismo al comienzo del
juego. Esto es, eligen por tinica vez al inicio una entre sus dos estrategias, con
probabilidad 1/2 de ser elegida cada una, mientras que los indecisos del MG
hacen esta eleccién cada vez que sus estrategias se encuentran empatadas.
En este sentido todas las cuentas hechas para el MG se aplicarian al DM G
como forma de aproximar (2.26) sugiriendo que la dindmica en la primera
parte de la fase simétrica debe ser similar en ambas variantes del juego. De
hecho, nuestras simulaciones numéricas muestran no solo que esto es correcto
sino que el comportamiento de ambos juegos es similar a lo largo de todas
las fases, y solo hemos notado diferencias importantes en la varianza de la
varianza reducida, como se aprecia en la Figura 2.8. En este sentido con-
sideramos interesante al DG M pues reproduce dinamicas similares al MG
aun siendo un juego deterministico y admitiendo por lo tanto un tratamiento
tedrico potencialmente mas sencillo. Si bien ciertas caracteristicas cualitati-
vas de este juego se obtienen a partir de resultados de la seccién siguiente,
éstas tienen que ver con periodicidades en la sucesién de lados minoritarios.
Para ello definimos

Definiciéon 2.6.1 Dada una realizacion € del MG diremos que es periddica
si para su secuencia de historias Sg existe un P € N tal que fzk = ;lk+]3
para todo k > K, k € N. También diremos para abreviar que el juego es
periodico y que P es el periodo si es el menor entero que cumple la condicion
mencionada.
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Figura 2.8: 02/N del MG estandar (circulos) y el DMG (cruces) y sus res-
pectivas varianzas para N = 4001.

Observemos el siguiente resultado preliminar que involucra al DFSMG, re-
cordemos que al no mencionar la RA nos referimos implicitamente a la regla
estandar.

Teorema 2.6.1 El DFSMG es periodico.

Dem. En virtud de que para cualquier realizacién £ el FSMG (y por ende el
DFSMG) cumple con la SPT D (Teorema 2.3.1), tenemos que los puntos vir-
tuales de todas las estrategias se mantienen acotados entre 0 y H. Tomemos
un agente J € DFSMG, su arreglo de puntos virtuales (vq, vs) s (ver Defini-
cién 2.1.13) y su funcién de decisién D(vy, ve); — {sY, s%}. Recordemos que
en este caso D devuelve la estrategia con mayor cantidad de puntos virtuales
y si ambas tienen el mismo numero de puntos virtuales devuelve una deter-
minada, que podemos suponer, numerandolas adecuadamente, que es s’. Por
otro lado como hemos mencionado la SPTD implica que las posibles combi-
naciones de puntos virtuales en cualquier paso k del juego (vf, v5); son finitas
(de hecho hay a los sumo (H + 1)?) para todos los jugadores J. Observemos
ahora que en la sucesién de historias Sg debe haber al menos una historia
h € H que aparece infinitas veces (pues Sg = o), luego habiendo finitas
combinaciones de puntos virtuales en cada agente J y finitos agentes (hay N)
tenemos que existen al menos dos pasos k < [ en los que la historia presente h,,
coincide con h y ademés para todo jugador J se verifica (vf, v8); = (v}, h) .
De donde D(v¥, v%); = D(vl,vl); (pues en caso de empate no hay eleccién
aleatoria) y resulta que todos los agentes utilizan la misma estrategia en el
paso [ que en el paso k por lo que deciden lo mismo en la vez [ que en la

43



vez k de alli el resultado minoritario del juego es el mismo en la vez [ que
en la vez k (i.e. xgr1 = xuo1 ) por lo que los puntos virtuales de cada estra-
tegia de cada jugador se actualizan idénticamente en la vez [ que en la vez
ky como (vF,vE); = (v}, vL),, resulta entonces (vFF1 o8+ = (Wi i) ;.
Por otro lado como consideramos el juego estandar la historia presente en
el paso k + 1 deberd coincidir con la historia presente en el paso [ + 1 (no-
tar que esto no ocurre con cualquier RA, por ejemplo en el MG,una), ¥

repitiendo el argumento ahora con (v vty = (v Wl resulta que

(V¥T2 0bT2) ;= (vl 05"2) ;. v asf sucesivamente. Por lo tanto el juego es
peridédico. O

Notemos que la demostracion del Teorema 2.6.1 solo usa que los puntos
virtuales se mantienen acotados (que lo obtuvimos desde la SPTD) y que
la funcién de decision de los agentes D no es aleatoria en caso de empate
(que lo obtuvimos de la version deterministica). Ademds, el Teorema 2.6.1
demuestra una periodicidad mas profunda que la definida en la Definicion
2.6.1. En efecto, siguiendo la demostracion es facil ver que resulta peridédico
el namero de agentes que vota un lado dado o0, y son exactamente los mismos
agentes. Esto que llamaremos Periodicidad Fuerte desde luego implica la
periodicidad de los lados minoritarios, o sea la periodicidad de la realizacion

£.

Observacién 2.6.1 En las Figura 2.9 vemos grdficos del nimero de agentes
que vota un lado dado en algunas ejecuciones del DMG donde se ve que el
juego presenta Periodicidad Fuerte . Esto como veremos es el resultado de
que la SPTD se verifica en la primera parte de la fase simétrica y por ende
el Teorema previo se aplica en este caso. Otros detalles acerca del tamano de
los periodos son tratados en la Seccion 2.8.

2.7. Una aproximacion analitica a la regién
PTD

En esta seccién veremos cémo aplicar los célculos hechos sobre el FSMG
para determinar la zona de validez de la PTD en el MG. Sabemos que en el
FSMG vale la dindmica SPTD siempre (ver Teorema 2.3.1) independien-
temente del valor de m. Esto es, para cualquier funcién de paridad P (es
decir, cualquier valor de n,), siempre que la historia presente h, se encuentre
en una ocurrencia par, y suponiendo que en la ocurrencia anterior el lado
minoritario resulté o, vale que:

Nd;, > ./\/u + Ndwé.
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Figura 2.9: Periodicidad Fuerte para el DMG: periodos de tamano 8,16, 32

y 64 para N = 201 jugadores con cerebros 2, 3,4 y 5 respectivamente.
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Esta desigualdad implica que la mayoria de los agentes iran al lado o, y
que entonces, serd minoritario esta vez el lado ~ 0. Es decir, la condicién
necesaria y suficiente para que se cumpla PT D en una vez par de ocurrencia
de una historia presente h, (siendo que la vez anterior en que ocurrié la
misma historia resulté minoritario el lado o) es evidentemente

Ns> N (2.27)

y como Nz + N.; = N, lo anterior es equivalente a

N5 > E (2.28)
2

Pero el Lema 2.4.1 dice que si consideramos el MG como un sampleo del
FSMG la variable aleatoria x ~ N tiene distribucion Bi(N,p; + &) con
p; como en (2.14). En consecuencia podemos definir la probabilidad Pprp
de que se cumpla la PT'D como la probabilidad de que se cumpla (2.28).
Entonces, si aproximamos la binomial del Lema 2.4.1 con una normal con
la misma esperanza y varianza que la binomial, es decir: N(E(x), Var(z)),
donde

B(r) = N(pr +pa/2) = S0P
y
Var(z) = N(p1 + p3/2)(1 — p1 — p3/2) = G (il —p2) )
tenemos

Lema 2.7.1 Consideremos una instancia del MG con N agentes. Vale la
siguiente aproximacion de la probabilidad de cumplimiento de la PT D

\/N(pl —p2) )

1 - (pl - ]92)2

PPTD ~1 —ETf (—

Observaciéon 2.7.1 Notemos que en el lema anterior deben proveerse las
pi, sequn (2.14). Esto a su vez se obtiene de (2.8), (2.9) y (2.10) en las
veces pares de aparicion de la historia presente, por lo tanto el resultado
de la aprorimacion va a depender de la RA que se utilice. Este detalle es
importante porque brinda en potencia la posibilidad de estudiar el problema
en un juego MGpra cualquiera siempre que podamos conocer las paridades
tipicas que aparecen en P.
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La observacién precedente implica que podemos particularizar por ejemplo
en el MG,qnq, en particular para esa instancia podemos tomar como antes
n, = H/2 y obtener desde (2.24)

Lema 2.7.2 Consideremos una instancia del M Grqng con N agentes. Vale
la siguiente aproximacion de la probabilidad de cumplimiento de la PT D

VN (H7-/(2)

2H(1+2LH)

2
1 (st )

o aprozimando 1+ 5z ~ 1 y QLH(H%) ~a/ =

N
PPTDNl—ETf<— Hr >
2

Notemos en la Figura 2.10 que nuestra aproximacion funciona muy bien
para predecir el valor aproximado de la variable reducida z en el cual deja de
valer la regla. Sin embargo a partir de alli la aproximacion se deteriora. Esto
se relaciona con diversos factores. En principio nuestros calculos predicen un
valor para la probabilidad de rotura de la PTD por primera vez. En efecto,
una vez que la regla deja de valer, los puntos virtuales de las estrategias no
tienen por qué caer en el rango 0 — H y en consecuencia nuestros calculos
dejan de valer.

PPTDN]_—ETf

2.8. El DMG y los periodos de tamano 2H

En esta seccién tratamos el tema de la cuasiperiodicidad de longitud 2kH
en el MG. Para ello veremos propiedades abstractas que implican en juegos
periddicos la existencia de peridos de longitud 2kH. En particular vamos
a ver que la SPTD es en escencia la responsable de ese comportamiento
implicando en el DM G la existencia de los periodos mencionados y sugiriendo
la aparicién de quasiperiodos en el MG.

Definicién 2.8.1 Un grafo es un par G = (V, A) donde V' representa un
conjunto de vértices y A un conjunto de pares no ordenados {v,u} de ele-
mentos de V llamados aristas del grafo. El grafo se llama dirigido si las
aristas son pares ordenados (v,u) (o sea A C'V x V). Dos vértices v,u son
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Figura 2.10: (Izquierda) Pprp analitica (celeste) y experimental para el
MG, 4nq (amarillo) y el MG (violeta). (Derecha) detalle de la zona de ruptura.

adyacentes si {v,u} € A, o en el caso de grafo dirigido si (v,u) € A, o

(u,v) € A.

Definicién 2.8.2 Un camino en un grafo G = (V, A) es una secuencia de
vértices vy, ..., v, tales que {vi,vii1}, (v, vip1) € A. Si el grafo es dirigido
diremos que el camino anterior es de vy a vy,.

Definicién 2.8.3 Un grafo dirigido G = (V, A) se dice fuertemente conexo
st para todo par de vértices v,u € V' existe un camino de v a u y un camino
de u awv.

Consideremos el operador 7" : Sy x {0,1} — Sy definido del siguiente modo,
dado h = ajay...ay, T(h,b) = asas . ..a,b. Es decir, que T' da los posibles
sucesores de una historia h que aparece en una secuencia Sg (secuencia de
historias) de una realizacién € del MG (o del DMG) bajo la RA esténdar
(ver Definicion 2.1.7).

Definicién 2.8.4 Dado un m € N, m > 2, llamamos grafo del MG al grafo
G = (V,A), donde V = Sy (el conjunto de historias correspondiente al
tamano de memoria m) y A= {(h,T(h,i)):heV,i=0,1}.

Notemos que como cualquier secuencia de m bits (historia) puede obtenerse
de cualquier otra despues de finitas iteraciones de T tenemos que

Lema 2.8.1 FEl grafo del MG es fuertemente conexo.
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En la literatura la PTD fue introducida para las apariciones pares. Previa-
mente hemos definido la SPT D también para las historias pares. En breve
veremos que ambas definiciones tienen interés también en las historias impa-
res, algo que hasta donde sabemos no ha sido tratado hasta ahora. De ahora
en mas hablaremos de SPT' D para historias pares (historias en una aparicién
par) y SPTD para historias impares. Veamos el siguiente resultado.

Lema 2.8.2 Supongamos que una realizacion € del MG verifica la SPTD
para historias pares, entonces en la secuencia de historias Sg aparecen todas
las historias de Sy infinitas veces.

Dem. Como el conjunto S¢ es infinito, entonces aparece al menos una historia,
digamos h infinitas veces. Por ende aparece infinitas veces en apariciones
pares e infinitas en impares. En particular se tiene gracias a la SPT'D que los
dos sucesores T'(h,0) y T'(h,1) aparecen tambien infinitas veces. Repitiendo
el argumento con ellos vemos que tambien lo hacen sus sucesores. Como el
conjunto de historias es finito, se sigue el Lema. O

Creemos que el lema previo basta para probar la ergodicidad de las his-
torias (es decir que en cualquier realizacién & aparecen todas las historias
la misma cantidad de veces en promedio) pero no tenemos prueba de este
hecho. Sin embargo bajo la hipétesis de periodicidad ( ver Definicién 2.6.1)
del juego este resultado resulta verdadero como probamos mas adelante.

Vamos a centrarnos ahora en juegos que tiene un resultado periddico ya
que esa cualidad implica propiedades interesantes que aparecen en el MG
estandar. Tenemos el siguiente resultado

Lema 2.8.3 Supongamos que tenemos un juego periodico, si cumple la SPT D
para las historias pares entonces cada historia aparece en el periodo un niume-
ro par de veces.

Dem. Sea h una historia cualquiera (el Lema previo indica que todas apa-
recen) y sea s el nimero de veces que aparece en el periodo. La idea es ver
que s no puede ser impar. Para entender el argumento pensemos que s = 1.
En ese caso tendremos que h tiene distinta paridad de aparicién en cada
periodo, luego el lado minoritario posterior a cada aparicién debe alternar
(por la SPTD) lo que contradice la periodicidad. Supongamos entonces que
s es impar, s > 3 (pues s = 1 no puede ser como vimos), y sea una vez mas
h una historia cualquiera que aparece en un periodo, entonces en el proximo
periodo las apariciones impares se transforman en pares y viceversa (esto es
si h = h¥ est4 en aparicién impar entonces h*+F est4 en aparicién par). Esto
implica cierta alternancia de lados minoritarios en el siguiente sentido: tome-
mos h = h* en una aparicién impar (si estd en una par tomemos la siguiente
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o la anterior) y xx el resultado minoritario del juego después de haber votado
utilizando h = h* como historia presente h,. La SPTD implica que la proxi-
ma vez que aparezca h dentro del periodo (que serd aparicién par) digamos
h*+s con s > P, el resultado de la votacion sera lo contrario ygis =~ xx. Por
otro lado como en el préximo perfodo hF+F estard en aparicién par, el resul-
tado minoritario serd contrario al de su aparicién anterior (que fue impar).
Por periodicidad lo mismo debe ocurrir entonces para h*. En consecuencia,
cualquiera sea el resultado minoritario xy después de h tendremos que es el
contrario al de su aparicion siguiente y anterior. Pero esto es imposible, en
efecto, si miramos h* y h*P deberfan tener el mismo resultado minoritario al
ser usadas como historia presente (por la periodicidad) y sin embargo por ser
s impar hay un numero par de apariciones de h entre ambas. La alternancia
indica que los resultados minoritarios xx ¥ Xx+p son opuestos. Esto prueba
el Lema por el absurdo. O
De hecho podemos decir ademas,

Lema 2.8.4 (Ergodicidad del Juego) Supongamos que tenemos un juego pe-
riodico, entonces si cumple la SPTD para las historias pares todas las his-
torias aparece en el periodo el mismo niumero de veces.

Dem. Sea h la historia que sale méas veces en un periodo (si hay més de
una tomamos cualquiera). Sea s la cantidad de veces que sale. Como s es
par, debido al Lema previo, escribimos s = 2 * k. Llamemos h,o y h,1 a sus
posibles predecesores, esto es T'(hy,0) = T(hp,1) = h, la idea es probar
que ambos aparecen también s veces en el periodo, probado eso el Lema se
sigue inmediatamente mirando los predecesores de los predecesores y usando
que el grafo del MG es fuertemente conexo. Notemos antes de continuar
que si una historia cualquiera h aparece en un periodo s veces precediendo
a un lado minoritario xy entonces aparece otras § veces precediendo a ~ Y,
pues tomando el periodo de modo tal que comience en una apariciéon impar
de h vemos que la SPTD implica un lado minoritario ~ y por cada lado
X. Probemos ahora que tanto h,y como h,; aparecen exactamente s veces.
Como h aparece s = 2k veces y sus Unicos predecesores son hy y hy tenemos,
llamando ky y k; al nimero de veces que aparecen estas historias precediendo
a h, que kg + k1 = s (es importante observar que el argumento contempla
el caso en que h se preceda a si misma). Ahora bién decimos que ko = k; =
s/2 = k. En efecto, de otro modo podemos suponer sin perder generalidad
que ko > s/2, pero si nos concentramos en ﬁpo vemos que aparece kg veces
precediendo a h y por ende a cierto lado minoritario que podemos llamar
X, luego aparece otras ky veces precediendo a ~ x por lo que ﬁpo aparece
al menos 2ky > 2k = s veces lo cual es absurdo debido que s es el nimero
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mayor de veces que aparece una historia en el periodo. Asi que kg = k1 = s/2
y ambos predecesores aparecen s veces. O
Juntando los lemas previos obtenemos

Teorema 2.8.1 Supongamos que tenemos un juego periodico, si cumple la
SPTD para las historias pares entonces todas la historias del conjunto Sy
aparecen el mismo numero par de veces, y por ende el periodo P es de la

forma P = k2H = k2™,

Mas sorprendente es el siguiente resultado que aclara el rol de SPTD en las
historias impares con periodos de longitud minima.

Teorema 2.8.2 Supongamos que tenemos un juego periodico, si cumple la
SPTD para las historias pares entonces: Cumple la SPT D para las historias
impares si y solo si el periodo es P = 2H = 2m*1,

Dem. Veamos primero que periodos de la forma P = 2H = 2™*! junto con
SPTD para historias pares implican la SPTD para las historias impares.
En efecto, como P = 2H = 2™*! el ntimero de historias es H = 2™ y to-
das aparecen el mismo numero de veces tenemos que cada historia aparece
exactamente 2 veces. Sea h una historia cualquiera y veamos que cumple la
SPTD en sus apariciones impares. Para ver que esto es asi construyamos
el periodo de modo tal que h aparezca primero en una vez impar y sea x
el resultado minoritaro que la sucede. Luego la SPT D para las veces pares
implica que la préxima aparicién (que es par y estd atn dentro del periodo)
es sucedida por el lado minoritario ~ y, como la proxima aparicién de h
(nueva impar) difiere exactamente en un periodo de la original (hay exac-
tamente dos historias por periodo) debe preceder a y. En consecuencia los
lados minoritarios alternan en cada aparicion de h y eso implica que cumple
la SPTD para los impares.

Veamos la reciproca: Supongamos que se cumple la SPTD tanto para
apariciones impares como pares, en particular ya sabemos por el Teorema
anterior que el periodo es de la forma P = k2H = k2™*!. Veamos que k = 1.
En efecto, SPT' D en pares e impares implica alternancia en los resultados
minoritarios precedidos por una historia dada cualquiera h, ya que si despues
de h el resultado es x como ese h estd en una aparicién par o impar resulta
que en la préxima aparicion el resultado minoritario es ~ y. Tomemos ahora
de un periodo una historia h que verfique que el niimero de pasos entre tres
apariciones consecutivas sea la menor de todas las historias (si hubiera mas
de una historia en estas condiciones tomamos cualquiera). Supongamos que
h* = hl = h* = h tomadas de la sucesién Sg son esas tres repeticiones con
k <l < sy s—k eslamenor separacién posible entre tres repeticiones de
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una historia. Observemos ahora que las historias precedentes de h! y hs (es
decir, A1 y h*~1) tienen que ser distintas entre si, ya que de otro modo
llamando A = A'~! = h*~! tendrfamos que necesariamente habria otra ocu-
rrencia de h entre las anteriores (va que ninguna historia puede preceder al
mismo lado minoritario en dos apariciones consecutivas), pero eso no puede
ser pues k — [ es la menor separacion entre tres repeticiones consecutivas de
una historia. Usando el mismo argumento, vemos que la historia precedente a
h* es diferente a la precedente a I y por ende es la misma que la precedente
a h*. Ahora bien, llamando a esa historia h = h*~! = h*~! vemos que debe
aparecer necesariamente otra vez entre los sitios k—1y s—1 ya que no puede
preceder el mismo lado minoritario dos veces consecutivas (observar que el
argumento contempla la posibilidad de que h = h, ya que de hecho eso podria
ocurrir). Por lo tanto aparece exactamente tres veces entre k—1y s— 1 pues
mas de tres no podria, sino la separacién minima entre tres repeticiones de
una misma historia seria menor que k£ — [. En consecuencia: las historias que
preceden a h* y a h! son iguales, digamos a h y aparecen exactamente tres
veces entre k — 1 y [ — 1, esto es h est4 en las mismas condiciones que h.
Repitiendo el argumento con la historia precedente a h!=! vemos que en fini-
tos pasos habremos llegado a la historia h¥, pero observando la construccién
resulta que las historias entre la k£ y la [ — 1 debe formar un periodo. En
efecto, como hE = R y todas las historias que aparecen en el rango k [ — 1
lo hacen exactamente dos veces cada una, luego tenemos que despues de h!
viene la misma historia que despues de izk, pues en [ esta la tercera aparicion
a partir de k de la historia h y debe preceder al mismo lado minoritario que
precede a h* debido a la alternancia de lados minoritarios. En consecuencia
h¥*+1 = h!*1 ahora como esa nueva historia estd exactamente dos veces en el
rango k4 1 [, entonces en [ + 1 estd en su tercera aparicion y por ende debe
ser sucedida por la misma historia que sucede a h**! esto es hFt2 = pit2
y asi sucesivamente. Vemos entonces que las historias entre la £ y la l — 1
forman un ciclo periédico pero entonces no hay tres apariciones consecutivas
de una historia en un mismo periodo y como los resultados previos indican
que todas las historias aparece la misma cantidad de veces deben hacerlo
todas exactamente dos veces y por ende P = 2H. O

Los resultados precedentes son en su mayoria abstractos en el sentido de que
extraen consecuencias desde las reglas de periodo dos y las periodicidades
de los lados minoritarios. En este sentido cualquier cadena infinita de lados
minoritarios generados a través de cualquier método (no necesariamente un
MG@) deben verificar los resultados mencionados. Para relacionar estos resul-
tados con el MG veamos las siguientes observaciones.

Como vimos en el Teorema 2.6.1 y la Observacion 2.6.1 resulta que por un
lado el DFSMG es periddico y lo mismo se observa experimentalmente en
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Figura 2.11: Pprp experimental para el MG y el DMG en veces pares e
impares. Se observa que para z << 1 Pprp ~ 1 para las veces impares del
DMQG.

el DMG. La razon en este ultimo caso es que posee funciones de decision
D deterministcas lo que junto con el resultado del Lema 2.7.2 que sugiere la
validez de la SPT D durante la primera parte de la fase simétrica implica la
periocidad.En consecuencia el DM G aplica en las hipdtesis de esta seccion,
esto es, la teoria sugiere la existencia de periodos de tamanno 2kH. Esto
ocurre efectivamente en los experimentos numericos como hemos menciona-
do previamente (ver Figura 2.9).

Para cerebro chico el DM G presenta periodos de tamano 2H, segin nuestros
resultados eso equivale a la existencia de la SPT'D en ocurrencias impares.
La Figura 2.11 muestra experimentalmente que esto es asi. Como vemos,
la Pprp experimental comienza en 1 para las veces impares lo que implica
la existencia de los citados periodos. Luego disminuye, pero mientras que la
SPTD vale para la veces pares continuan existiendo periodos 2k’H, en acuer-
do con la teoria.

Para el MG es un hecho conocido y que hemos tratado previamente que
Pprp ~ 1 para las veces pares. E1 MG no aplica directamente en los resul-
tados de esta seccién debido a que la funcion de decisién de sus agentes es
aleatoria. Sin embargo creemos que el DM G hecha luz sobre los cuasiperio-
dos del MG puesto que pareciera ser que precisamente la rotura aleatoria de
los empates entre las estrategias de los agentes explusa la dinamica de los
periodos naturales de tamano 2k’H generando la conocida cuasiperiodicidad.
Si bien no tratamos aqui este tema, creemos que en funcién del N (tamano
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del sampleo del MG desde el F'SMG) los desvios de N; — N._; respecto de
0 en las veces impares (ver (2.7)) pueden competir con el tamano de N,
generando un comportamiento deterministico (o sea, los indecisos no puede
competir con los desvios de la muestra de la diferencia de los decididos) que
haga caer momentaneamente al MG dentro de las hipétesis de periodicidad.
Si el lapso de tiempo (numero de pasos) esperado de persistencia de estos
eventos es del orden de 2k’H es de esperar que ciertos periodos sean visibles
esporadicamente dando como resultado la cuasiperiodicidad.

Es importante destacar que tanto en los periodos de DMG como en los
cuasiperiodos de MG la PTD de las veces impares no estd acompanada de
muchedumbres como se observa en los célculos de N; — N/2 de las secciones
previas. Creemos que esta cuestién ha facilitado que no se halla observado
este comportamiento hasta ahora. Notemos que el propio MG manifiesta en
la primera parte de la fase simétrica una probabilidad muy alta ~ 0,8 (ver
Figura 2.11) de cumplimiento de esa regla.
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Capitulo 3

Analisis del MG con Agentes
Interactuantes

3.1. Introduccién

Como primer paso definimos lo que llamamos influencias horizontales.
Con ellas nos referimos a las que se dan entre agentes comunes. Las opi-
niones de los demas no son consideradas como provenientes de una “palabra
autorizada” o de alguien que tiene mayor o mejor informacion, sino que se les
da la misma relevancia que puede tener la opiniéon propia. En este caso actia
un efecto de cantidad: la decisién individual depende de las cantidades de
individuos que optaron por una u otra opcién. Son opiniones recibidas desde
una posicion de igualdad en la capacidad de tomar decisiones y el nimero de
opiniones escuchadas es importante para realizar la opcién individual. Como
ejemplo, la decision de ir a uno u otro comercio, supermercado, restaurante,
etc. de acuerdo a las recomendaciones de amigos o familiares. Hacer algo
preventivamente por miedo a (o con la esperanza de) que se cumpla un ru-
mor que circula. Las corridas bancarias, la compra compulsiva de délares a
cualquier precio simplemente porque en la casa de cambio hay cola y otros
efectos manada. También en publicidad se utiliza para promocionar produc-
tos y servicios, apelando a que el consumidor se sienta reflejado e inducido a
imitar el comportamiento de consumo publicitado.

Sin embargo, los agentes no siempre desean ir en el sentido del resultado de
la encuesta. Esto es, en algunos casos los agentes quieren estimar lo que va
a hacer la mayoria, no para imitarlos sino para hacer lo contrario. Para este
caso, también son comunes los ejemplos donde las opiniones y acciones de
los pares es atendida con el objeto de diferenciarse: la eleccién del lugar de
vacaciones tranquilo, la eleccion de un vestido para una fiesta, etc. El caso de
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compartir informacién con el objeto de diferenciarse sera el que trataremos
aqui.

Suponemos que las opiniones son sinceras y sus acciones son verdaderas: un
agente realmente dice lo que opina y no miente para obtener ventajas de
aquellos que lo encuestan. En este capitulo nos enfocamos en la dinamica del
modelo propuesto por I. Caridi and H. Ceva en [26], basado en el MG ori-
ginal, que incluye interacciones locales como un mecanismo para compartir
informacion.

3.2. EIl modelo

Los N agentes estan distribuidos en una grilla cuadrada periodica de k x k
(donde N = k%), y al comienzo del juego, una fraccién p € [0, 1] de ellos ele-
gidos al azar es designada como agentes interactuantes (I1As). Por lo tanto,
cada IA puede tener de cero a cuatro vecinos [As en la grilla, los cuales, a su
vez, pueden tener otros IAs més como vecinos y dos IAs pueden compartir
vecinos [As. En cada iteracion, los agentes siguen las reglas usuales del MG,
pero antes de realizar efectivamente la jugada los IAs poseen una oportuni-
dad extra para cambiar sus apuestas, después de conocer lo que sus vecinos
IAs haran en ese paso. En este punto, cada IA observa lo que cada uno de
sus vecinos [As jugarda de acuerdo con lo que su mejor estrategia aconseja
y, después de esta encuesta, cada IA elegird estar en la minoria del grupo
compuesto por sus vecinos interactuantes mas él mismo. Asi, si la mitad o
més de sus vecinos interactuantes (més él) eligen un lado, entonces el TA
elegird el otro, sin importar lo que sugeria su mejor estrategia. Si un IA no
tiene vecinos TAs, participa como un agente aislado normal que no compar-
te informacion privada. Una vez que los IAs han tomado definitivamente su
decision, todos los agentes hacen sus movimientos simultaneamente y el lado
minoritario se computa como se explicé en el MG original. Un punto es ad-
judicado a cada estrategia que acerto el lado minoritario. Pero si un agente
gana por haber jugado contra la prediccién de su mejor estrategia para evi-
tar la mayoria de su vecindario, entonces no se le asignara ningtin punto a
la estrategia puesto que ésta indicaba otra cosa. Estas reglas no indican que
los TAs jugaran finalmente contra la mayoria de su vecindario de [As. Imagi-
nemos, por ejemplo, que tenemos un IA, sus cuatro vecinos también son IAs
y no hay otros vecinos interactuantes cercanos. Si a cada uno de los cinco
agentes su mejor estrategia le indica que tiene que apostar al 1. Entonces,
obviamente la minoria de los cinco va a ser la apuesta al 0 y jugaran todos
al 0. Con lo cual, terminan jugando lo mismo. La dindmica de este ejemplo
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sera importante en este capitulo.

I. Caridi y H. Ceva estudian en [26] el comportamiento de la wvarianza re-
ducida o*/N de la serie de tiempo del nimero de agentes que en cada paso
juegan el lado 1 (o equivalentemente el 0) para este modelo en términos de
la variable de escala usual z = 2™ /N para diferentes valores de interaccion p.
Los autores obtienen, comparado con el MG, por un lado, una distribucién
de los recursos mejorada para pequeiios valores de p (02/N = 0,03 contra
0?/N =2 0,04 para el MG [57]) y, por otro lado, un valor més pequeno de z
para el cual 6/N alcanza su minimo (z 2 0,3 contra z = 0,35 para el MG
[57]). Finalmente, midiendo la entropia del resultado, observan que la evolu-
cion de las votaciones cae en una dindmica ciclica para p > p* con p* ~ 0,5.
En este capitulo mostramos que el mecanismo de interaccién local presenta-
do en [26] lleva a la formacién de grupos de agentes con un comportamiento
concertado derivado de la comparticion de informacion, que actian como
grupos de agentes con una estrategia cada uno y similares entre ellas. Este
hecho lleva a un mejor entendimiento de la dinamica subyacente, en particu-
lar, dando una explicacién simple del retroceso del valor de memoria m en el
que la varianza reducida llega al minimo, reportado en [26].

En primer lugar estudiamos la dindmica de votacién de IAs, mostrando cémo
este comportamiento puede ser replicado mediante agentes de una tnica es-
trategia. Luego, exploramos la reacciéon de los agentes no interactuantes a
los efectos globales generados en el juego por los IAs, es decir, cémo afecta
su aprendizaje, la velocidad con que aprenden y los beneficios que obtienen
de ello entendido como la facilidad con que reconocen los patrones de com-
portamiento de los TAs y cémo se adaptan a ello de manera eficiente. Para
el estudio de este caso trataremos con agentes con s = 1 (una estrategia) y
s = 2 (dos estrategias).

3.3. Dinamica de los agentes interactuantes

Para empezar, definimos el grafo de interaccion como el grafo G = (V, E),
donde el conjunto de vértices V' corresponde al conjunto de TAs y dos vérti-
ces estan unidos por una arista en E si los IAs asociados son vecinos en la
grilla. Una componente conexa de G es llamada grupo de IAs, y el ntimero
de TAs en el grupo es llamado el tamano del grupo. La Figura 3.1 muestra
el nimero promedio de grupos en funcién de sus tamanos para varios coefi-
cientes p de informacion local, incluyendo p = 0,11, el coeficiente con el que
se logra minimizar la varianza reducida de acuerdo a [26]. Existe un nimero
relativamente alto de grupos de tamano 2, por lo tanto, nos concentramos en
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la dinamica de votaciones para tales grupos.

En un grupo de dos IAs hay dos alternativas de acuerdo a lo que dicen las
mejores estrategias de ambos agentes: o bien juegan lo mismo o juegan di-
ferenciados. En el primer caso, si las mejores estrategias correspondientes
sugieren el mismo lado, entonces la oportunidad extra de estos IAs los for-
zard a cambiar sus jugadas. Asi, ellos jugardn lo mismo de todas maneras
pero las estrategias no sumaran puntos. El puntaje de sus estrategias no
cambiard y, por lo tanto, ambos IAs repetiran las mismas estrategias en la
préxima jugada. En el segundo caso (esto es, si los dos IAs juegan diferente),
no cambiaran sus elecciones iniciales durante la fase de interaccién. Entonces,
uno de ellos ganara y el otro perdera. La estrategia usada por el IA perdedor
no sumara puntos pero la estrategia no usada podria haber predicho correcta-
mente el resultado del juego y conseguira un punto, lo que puede convertirla
en la estrategia preferida del TA.

Esta dinamica fuerza a los dos agentes a jugar con sus estrategias mas pareci-
das: en caso de coincidencia las estrategias no suman puntos, lo que asegura
la repeticion de ambas estrategias en la préxima jugada. En otras palabras,
puesto que cada jugador posee dos estrategias, existen cuatro posibles combi-
naciones de estas, pero la combinacion mas repetida sera aquella compuesta
por las dos estrategias con el nimero mas alto de predicciones coincidentes.
Este comportamiento produce mas coincidencias entre dos vecinos IAs que
las esperadas en una pareja de agentes no interactuantes, puesto que puntian
sus estrategias independientemente. En particular, es esperable que la tasa
de cambio de estrategia (el nimero promedio de pasos en los que un agente
cambia de una estrategia a la otra dividido por el total de pasos [32]) sea
menor para los IAs en grupos de dos que para jugadores independientes, sin
importar el puntaje final. Las simulaciones computacionales confirman este
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Figura 3.1: Numero de grupos de IAs en funciénde sus tamanos. Los puntos
son promedios sobre 10.000 resultados de una grilla periddica de 11 x 11.
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comportamiento, cuyos resultados se presentan en la Figura 3.2.

Las observaciones previas implican que podemos aproximar una pareja de
IAs mediante dos agentes con una tUnica estrategia cada uno, tales que estas
dos estrategias coincidan en un cierto niimero de posiciones. Si v, w € {0,1}*"
son dos estrategias, definimos mediante ¢(v, w) el nimero de posiciones coin-
cidentes entre ellas, es decir, ¢(v, w) = 2" —dist(v, w), donde dist(v, w) denota
la distancia de Hamming entre v y w. Si w! y w son las dos estrategias del
agente i, definimos

maz{c(w, w}), c(w, wy), c(w, wi), c(ws, wh)}
2m '

d(i, j) =

Finalmente, definimos la tasa de similaridad como el valor esperado de d(3, j)
para los agentes 7 y j con dos estrategias cada uno aleatoriamente asignadas
(ver Cuadro 3.1). La tasa de similaridad representa la probabilidad de coin-
cidencias de posicion entre las dos estrategias mas parecidas de dos agentes
cualesquiera. Dado dos grupos de un par estrategias cada uno, la tasa de
similaridad indica en cudnto se parecen las dos estrategias de distinto grupo
que mas se parecen.
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m | Tasa de similaridad
2 0.742
3 0.677
4 0.627
5 0.591
6 0.565
7 0.544
8 0.532
9 0.523
10 0.516
11 0.512
12 0.508
13 0.504

Cuadro 3.1: Tasas de similaridad de dos estrategias en funciéon de m; es de-
cir, el nimero esperado de posiciones coincidentes entre las dos estrategias
mas parecidas de dos agentes cualesquera. Los valores se obtuvieron prome-
diando la fraccion de coincidencias entre estrategias sobre 10.000 parejas de
estrategias generadas aleatoriamente.

Remplazamos, entonces, cada grupo de dos [As por dos agentes no interac-
tuantes de estrategia unica (llamados agentes probabilisticos), tal que estas
dos estrategias coinciden en cada posicion con probabilidad igual a la tasa de
similaridad correspondiente. De acuerdo con la discusion previa, este rempla-
zo intenta replicar el comportamiento del grupo interactuante que se presenta
en la Figura 3.3. Una comparacién de la eficiencia del mecanismo original de
[26] con parejas de IAs por un lado y el modelo con parejas de agentes pro-
babilisticos por el otro. Se observa claramente una correlacion significativa
entre estos dos modelos, implicando que los nuevos agentes probabilisticos
modelan apropiadamente el comportamiento de las parejas de IAs en el juego
original. Esto muestra que el procedimiento de interaccién en [26] puede ser
simplemente entendido como un mecanismo para la introduccién de patrones
de repeticién dentro de las estrategias de los agentes designados como IAs.
La discusién previa se aplica a grupos de IAs de tamano 2 pero, ademas,
puede haber grupos de mayor tamano. El valor de la tasa de similaridad defi-
nida apropiadamente para tales grupos es mucho menor que para los grupos
de dos agentes, debido a la creciente dificultad de sincronizar las estrategias
para alcanzar jugadas coincidentes. Este hecho, combinado con el pequeno
nimero esperado de grupos con mas de dos agentes, implica que los grupos
de parejas de IAs son responsables de la mayoria de los efectos presentados
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Figura 3.3: Varianza Reducida (0?/N) en funcién de la memoria (m) compa-
rando diferente nimero de parejas interactuantes con sus equivalentes parejas
probabilisticas. Los puntos son promediados sobre 100 resultados de una gri-
lla periddica de 11 x 11 dspués de 50.000 iteraciones.

en el juego mediante el mecanismo de interaccién local para p pequeno. Con
p grande la probabilidad de grupos mayores a dos crece y da dindmica cambia.

3.4. La reaccién de los agentes no interac-
tuantes

Estudiamos ahora la reacciéon de los agentes no interactuantes ante las
perturbaciones introducidas al juego por los [As. Como ya mostramos, los
IAs en grupos de dos tienden a jugar con sus estrategias mas parecidas. Asi,
sus estrategias de mejor desempeno haran predicciones coincidentes con alta
probabilidad. En este sentido, dado un grupo de IAs, definimos un cluster
como un subconjunto del grupo cuyos agentes coinciden en sus jugadas con
una probabilidad mas alta que en subconjuntos de igual tamano de agentes
no interactuantes. Notemos que, debido a las razones dadas previamente,
cualquier grupo de dos IAs es también un cluster de dos agentes.

Puesto que los agentes de un cluster tienden a hacer predicciones coinci-
dentes, los clusters generan mayores valores de 0?/N fécilmente detectados
por los deméds agentes y, ademads, esta deteccion es mas facil a medida que el
numero de clusters crece. Como los [As que usaron la oportunidad extra no
suman puntos para sus estrategias, mas alla de su prediccion, la probabili-
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Figura 3.4: a) Histograma de las probabilidades condicionales P.(1|u,,) (ba-
rras blancas) y P;(1|u,,) (barras negras) con m = 5 para 117 agentes no
interactuantes de dos estrategias mas dos parejas de agentes probabilisticos
(los agentes de cada pareja tienen estrategias tinicas parecidas). Hay 32 posi-
bles combinaciones de 0 y 1. Los niimeros, escritos en forma binaria, generan
la cadena u,,. b) Histograma de la probabilidad condicional P.(1|u,,) (barras
blancas) y P;(1|u,,) (barras negras) con m = 6 para 117 agentes no interac-
tuantes con dos estrategias mas dos parejas de agentes probabilisticos. Hay
64 posibles combinaciones de 0 y 1. En ambas figuras, las barras son prome-
dios de sobre 100 resultados en una grilla periédica de 11 x 11 después de
50.000 iteraciones.
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dad de los agentes de un cluster de repetir sus jugadas para dos subsecuentes
ocurrencias de una dada historia es mayor que el valor de orden (2™)~1/2, cal-
culado en el Capitulo 2, correspondiente a los agentes no interactuantes. Esto
permite a otros agentes reconocer clusters regulares como agentes “pesados”,
haciendo que el aprendizaje tome en cuenta a los clusters en cada decisién.
Puesto que estas desviaciones se incrementan con el nimero de clusters, los
agentes no interactuantes pueden “leer” el juego (es decir, reconocer patrones
de comportamiento), mas facilmente que en el MG. Asi, el valor de m que
alcanza el mimino de 0?/N es menor para este modelo, como se muestra en
la Figura 3.3.

El sistema claramente se comporta de una manera cualitativamente diferente
para pequenos y grandes m. Para estudiar la dinamica en estos casos extrae-
mos los unicos datos publicamente disponibles de las series de tiempo del
juego, es decir, los grupos minoritarios. Con este método utilizado en [57] se
estudia la informacién contenida en las cadenas de elementos consecutivos de
las series de tiempo para varias longitudes de m y N. Puesto que las estrate-
gias usan solo la informacién contenida en los iltimos m pasos del juego, surge
la pregunta de cuanta informacion es accesible para las estrategias. Para esto,
los autores consideran la probabilidad condicional P(1|uy), definida como la
probabilidad de que resulte minoritario el 1 dada una determinada historia,
uy, de las 2™ posibles en el juego. Por ejemplo, P(1]1010) es la probabilidad
de que 1 sea el grupo minoritario en algin momento, dado que los grupos
minoritarios de las cuatro jugadas previas fueron 1, 0, 1, 0, en ese orden;
siendo que el juego se estd realizando con m = 4 y que las estrategias usan
solo la informacion registrada en cadenas de longitud m al tomar decisiones.
El trabajo citado muestra que para longitudes de memoria m menores al
correspondiente al 02 /N minimo, la probabilidad condicional P(1]uy) = 0,5.
Es decir, que ninguna estrategia que juegue con esas longitudes de memo-
ria acumula més puntos de los que acumularia jugando aleatoriamente. Sin
embargo, para longitudes de memoria iguales o mayores hay una mayor dis-
ponibilidad de informacién para las estrategias. De hecho, algunos agentes
usando sus estrategias acumulan significativamente mas puntos que si sim-
plemente hicieran elecciones aleatorias, lo que aparece como el origen del
mecanismo de coordinacién mediante aprendizaje inductivo.

La deteccién de los agentes interactuantes por los no interactuantes también
puede apreciarse estudiando el resultado del juego. Para esto, evaluamos la
probabilidad condicional de jugar 1 para una dada cadena wu; de longitud
m cuando parejas de agentes probabilisticos participan del juego. La Figura
3.4.a muestra estos valores P;(1|ug) y P.(1]ug) para m = 5 para agentes no
interactuantes y dos parejas de agentes probabilisticos con estrategias tini-
cas parecidas (tasa de similaridad 0, 591), respectivamente. El histograma de
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Figura 3.5: Diferencia D entre las probabilidades condicionales P.(1|uy) y
P;(1|uy) en funcién de m para 117 agentes no interactuantes con dos estrate-
gias mas dos parejas de agentes probabilisticos con estrategia inica parecida.
La transicion de fase se observa para m = 6. Los puntos son promedios sobre
100 resultados de una grilla periédica de 11 x 11 después de 50.000 iteraciones.

P;(1|uy) es plano para ese valor de m (tal como aparece en [57] para el MG
original) mostrando que los clusters no han sido detectados. La Figura 3.4.b
muestra los valores de P;(1|ug) y P.(1|ugx) para m = 6 (tasa de similaridad
0,565), y ahora los agentes no interactuantes tienden a evitar la prediccién
hecha por los clusters.

Para medir esta tendencia computamos la distancia promedio entre P.(1|uy)
y P;(1]u) mediante

1
ug

y la Figura 3.5 muestra estas mediciones en funciéon de m. Como podemos
ver, param < 5 el gréafico de P;(1|uy) es plano (P;(1|uy) ~ 0,5) y la diferencia
esperada aparece siendo | P;(1|uy) — Pa(1|ug)| ~ |0,5 — P.(1]ug)| ~ 0,188. Por
otro lado, la deteccién del cluster aparece para m > 6, como se muestra con
mayores distancias promedio para valores crecientes de m.
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Capitulo 4

El MG con Agentes Lideres y
Agentes Seguidores

4.1. Introduccién

Inicialmente, definiremos las influencias verticales como aquellas que se
ejercen desde distintos niveles de decisiéon. Un agente considera valiosa la de-
cision u opinién de otro agente que esta “mas calificado” que él para tomar
una decisién, por varios motivos: porque posee mas o mejor informacion,
porque esta mejor asesorado, porque tiene mas experiencia o simplemente
porque es mas inteligente. Este es el caso tipico que se da con los llamados
“guries”, referentes o lideres, cuyos comentarios son escuchados atentamente
por los agentes “comunes” y tenidos en cuenta al momento de decidir. La
influencia de sus comentarios y consejos marca una tendencia. Son opinio-
nes recibidas desde una posicion de “autoridad en la materia” y sélo una de
estas opiniones es suficiente para realizar la opcién individual. Sin embargo,
pueden estos gurties dejar se ser referentes de los comunes por los malos re-
sultados que les significo a estos 1ltimos seguir sus pasos. En ese caso, cada
agente comun tiene la plena libertad de seguir los consejos de otro referen-
te con el que observa mejores resultados. Suponemos en esta definiciéon que
los consejos son sinceros y sus acciones son verdaderas, esto es, un referente
realmente dice lo que opina y no miente para obtener ventajas de aquellos
que ocasionalmente lo siguen.

Ejemplos de este comportamiento tenemos en muchos lados. Los pequenos
inversionistas y especuladores estan muy atentos a las opiniones de analistas
y a las ultimas grandes inversiones privadas o estatales, contando con que
estan mejor informados y asesorados. También es posible identificar dindmi-
cas similares en el ambito local dentro de los mercados inmobiliarios con las
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apuestas al desarrollo de nuevas urbanizaciones, o urbanizaciones estableci-
das revalorizadas gracias a inversiones en infraestructura o la instalacion de
algin servicio publico, vial, etc. También es un mecanismo muy utilizado en
publicidad, como cuando alguna persona referente recomienda un producto
o0 servicio.

En este capitulo, estudiamos un modelo basado en el original MG intro-
duciendo agentes que actuan como gurties y otros que intentan imitar sus
acciones, ejerciendo lo que hemos definido como influencia vertical, con el
objeto de quedar del lado minoritario. Estas reglas establecen un escenario
de dos niveles de decisién donde uno de los grupos podria tomar ventaja de
ello. El modelo propuesto es comparado entre distintas formas de jugar (pre-
sentadas en la siguiente seccién), prestando atencién al desempeno de cada
grupo y al desempeno de la poblacion agregada, asi como al surgimiento de
la coordinacién.

4.2. El modelo

En esta seccién, caracterizamos el MG extendido a las dos clases de to-
madores de decisién. Asumimos que una de éstas mantiene las instancias
caracteristicas del MG original, presentado en [32] y previamente explicadas
(esto es, cada jugador posee s estrategias de prediccién binaria y, en cada pa-
so de tiempo, las estrategias que predicen correctamente el resultado ganan
un punto). Por el contrario, el otro grupo no tiene estrategias de decisién bi-
naria sino que sus estrategias refieren a jugadores del grupo anterior; aquellas
que predigan correctamente alguno de los agentes del primer grupo que acer-
tard el resultado (esto es, aquellas estrategias que indiquen a qué agentes del
primer grupo imitar en su jugada) ganard un punto virtual, sin importar si
participé de esa jugada o no. Por una cuestién de sencillez, llamamos lideres
a los agentes del primer grupo y sequidores a los del segundo. El Cuadro 4.1
ilustra un ejemplo de dos estrategias tipicas para ambos, lideres y seguidores.
Bajo estas reglas, algunas configuraciones estan prohibidas, por ejemplo, el
caso extremo con un unico agente del lado de la minoria es posible sélo si
el ganador pertenece al grupo de los lideres y ningtn seguidor lo imité en
esa jugada, puesto que las decisiones de cualquier seguidor estan atadas a las
de algun lider y, por lo tanto, no podria haber sélo seguidores en uno de los
lados.

Consideremos a los agentes jugando con la misma longitud de memoria m,
el mismo valor de eleccién (la eleccion de cada agente pesa uno) y el mismo
numero s de estrategias (tomadas al azar del conjunto que corresponde al
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Estrategia de Lider Estrategia de Seguidor
m =3 | Prediccién m =3 Prediccién

000 1 000 lider 02

001 1 001 lider 34

010 0 010 lider 18

011 1 011 lider 55

100 0 100 lider 71

101 0 101 lider 12

110 0 110 lider 09

111 1 111 lider 43

Cuadro 4.1: Ejemplo de estrategias tipicas para un lider y un seguidor.

grupo de cada agente) para asumir similar capacidad de razonamiento y en-
focandonos en las diferencias entre los grupos generadas a partir del nivel de
decisién que cada agente tiene. Tenemos, ademas, una poblacion total de N
jugadores de los cuales L son lideres y F' son seguidores. Vale notar que los
agentes que cumplen el rol de seguidores deben utilizar reglas més complejas
que los lideres (puesto que la columna de prediccién no es binaria), a menos
que L < 2. El ntimero total de estrategias disponibles es 22" para los lideres,
L?" para los seguidores y hay N = L + F agentes interactuando en el juego
simultaneamente.

Tomando en cuenta el premio del juego, la distribucién 6ptima de recursos,
desde el punto de vista de social, tiene (N — 1)/2 ganadores sin considera-
cion del ntmero de lideres y seguidores que participen de la minoria. Por lo
tanto, cuanto menor sea el nimero de ganadores, mayor sera el desperdicio
de recursos debido a su ineficiente distribucion.

En el MG original, tanto como en mercados financieros, la varianza o? de
la divisiéon de la poblacién entre las dos opciones es considerada uno de
los parametros mas importantes del juego porque mide la forma en que la
poblacién esta globalmente desperdiciando o desaprovechando los recursos
disponibles. Cuanto menor es o, menor es el desaprovechamiento, la incerti-
dumbre y la volatilidad del mercado. El surgimiento de la coordinacién entre
agentes en el MG es dado por el hecho de que los agentes colectivamente
se comportan de una manera mejor que si actuaran aleatoriamente, en cuyo
caso, la varianza serfa 0,2 = N/4. De hecho, ya vimos anteriormente que la
varianza de los agentes coordinados, incluso en el MG original es o2 < 0,2
[42, 45, 65, 46]. Sin embargo, cuando algunos jugadores siguen las eleccio-
nes de otros, no se supone a priori que el juego vaya a comportarse de la
forma clasica conocida. Esto no sélo incluye nuevas variables criticas para
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considerar sino que ademas hace necesario redefinir el concepto de “instancia
aleatoria” para medir los parametros de coordinacién.

Definimos la instancia aleatoria como sigue: en cada paso, cada seguidor alea-
toriamente elige un lider para imitar, y luego cada lider, “arrastrando” su
conjunto de seguidores, aleatoriamente elige una de las dos alternativas (0 o
1).

Para ello definamos la variable aleatoria z; como la jugada (0 o 1) del lider 4
y como y; al nimero de seguidores que en una determinada iteracion tiene el
lider i. Asumimos que las variables aleatorias son independientes. Tenemos,
entonces, que las probabilidades P(x; = 1) = P(z; = 0) = 1/2 y que la
cantidad de agentes que eligen la opcién 1 aleatoriamente es Zle zi(y; +1).
Por lo tanto, su varianza queda definida como

o —Var(;.xz y,+1> (Zx Yi + )2 <E<ixi(yi+1)>>2

_ (sz w1 ) (L2 L )P

pues las y; ~ Bi(F,1/L). Pero,

(Zlﬁz(yz-i-l)) ZE (y; +1)° —i—ZE zi(yi + Daj(y; + 1))

7]

Como
E(z}(y4+1)%) = 1/2E((y;41)%) = 1/2(Var(y,)+(F/L+1)%) = 1/2(F/L(1-1/L)+(F/L+1)?)

y

B+ 1l + 1)) = B+ Dy, + 1)

Podemos reescribir el tltimo término como

L Blyyy) + Bw) + E(y;) + 1)

1
1P + ity +1) = 4

4

Sabemos que E(y;) = F/L, por lo que resta encontrar E(y;y;).
Dado que y; y y; no son independientes tenemos



Asumiendo que la asignacién aleatoria de seguidores por lider sigue una dis-
tribuciéon binomial tenemos

s S50 (1) () () (o)

k=0 =0

Observando que

‘%lF—k Lo LN Pk
= l L—1 L—1 L—1

reescribimos

O sea

F-1 F—1-k
F 1 F—1\1* 1
o =5 (=) 20z (-4)

lo cual implica que

(F - 1)F
E(Z%"Jy) = T
dado aue {0 K(T ) EH(1 — DFioE = £

Finalmente, entonces, recopilamos lo obteniendo

Ug_g{(gﬂ)ﬁg(l_%)} @)

Notemos que si s6lo L agentes con peso total F' aleatoriamente distribuido
entre ellos jugaran el MG, la contribucién del promedio ponderado a 0,2 serfa
(F/L+ 1)? y la contribucién a la varianza de pesos serfa F//L(1 —1/L).

4.3. Resultados

El objetivo de esta seccion es mostrar las posibilidades de coordinacién,
las ventajas o desventajas de este tipo de estructura social con respecto al
desempeno del sistema. Para ello, analizamos el juego organizandolo de tres
maneras distintas, donde en cada una tenemos diferentes comportamientos
de los seguidores:
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» seguidores estratégicos (SF): con seguidores actuando de acuerdo al
modelo presentado aqui;

» seguidores fijos (FF): con cada seguidor eligiendo aleatoriamente al
comienzo del juego un lider para imitar a lo largo de todo el juego y

» seguidores aleatorios (RF): con cada seguidor eligiendo aleatoriamente
para cada paso del juego un nuevo lider para imitar.

Como la varianza mide cudn bien los agentes son capaces de distribuir los
recursos, el punto clave es observar a partir de dénde 02 < 0,2, bajo diferentes
condiciones. Para L grande, tenemos (1 —1/L) ~ 1. Entonces, de la ecuacién
4.1 obtenemos

0,2~ g{(k+1)2+k}, (4.2)

donde k = F/L.

Para el MG original (recuperable para el caso particular & = 0 o en forma
equivalente N = L), los mismos resultados aparecen para diferentes valores
de m y N convenientemente reescalados mediante los factores de escala 2™ /N
y 02 /N que ya fueron considerados [42, 65, 44]. En nuestro modelo, un efecto
de escala comparable es obtenido utilizando L en lugar de N, como se infiere
de la ecuacién 4.2. Puesto que ,2/L sélo depende de k, podemos estudiar
instancias donde el comportamiento de los agentes evoluciona para alcanzar
la coordinacion para diferentes valores de k.

Comparemos la varianza o2/ L de agentes que eligieron la alternativa 0 como
funcién de 2™ /L, con s = 2, para las tres clases de seguidores presentadas
arriba. Las figuras 4.1.a y 4.1.b muestran los resultados para k =1y k = 5,
respectivamente. Observamos que, a medida que la informacion disponible de
los agentes crece (esto es, 2™ /L crece), o/ L tiende al valor de la instancia
aleatoria (ecuacién 4.2) debido a su dificultad de manejar aquella creciente
cantidad de informacién [32]. Vemos que el mejor desempeno de los agentes
(la minimizacién de 02 /L) se alcanza cuando los seguidores juegan estratégi-
camente (SF), en vez de fijados (FF) o aleatorios (RF). Esto significa que ellos
colaboran junto con los lideres en mejorar la coordinaciéon cuando también
poseen un aprendizaje inductivo. En este sentido, el movimiento aleatorio de
seguidores (RF) no permite su proceso de aprendizaje y dificulta el de los
lideres, entonces el juego desarrolla su peor desempeno. A pesar de que los
tres casos consiguen una coordinacion que mejora la instancia aleatoria, el
comportamiento SF muestra los niveles de coordinacién mas elevados. Por lo
tanto, lo comparamos al MG original por medio de una escala apropiada de
acuerdo a los valores de k. El objetivo es comparar el desempeno del juego
para cualquier k£ con una instancia del MG definida aplicando un peso fijo

70



Q
1o o?IL.25 @ | ot o?IL10.25 () |
k=1 o k=5
6 60
5 * sof O ®
2
=, <
NOA * me °
(o]
ab o 3o o
2 20
8 5 o
i é é 8 & @ @ @ 1ok E g 8 @ @ &
* ® s & &
a é é # o °
10 10 10 10 10 103 10 10 10 10 10° 10
2L 2"

Figura 4.1: 02 /L en funcién de 2" /L para comportamientos SF (O), FF (O)
y RF (%) con (a) k =1y (b) k=5.

k + 1 para cada agente (k + 1 corresponde al peso de los seguidores por lider
k maés el propio lider). En este MG ponderado (WMG), cada agente pesa
siempre lo mismo, el “ruido” generado por los seguidores es minimizado y
por lo tanto es 1til como referencia contra qué comparar.

La varianza 0,2 para la instancia aleatoria del WMG est4 dada por L/4(k +
1)%, por lo que podemos definir un factor de escala 1/\ = (k+1)%. Se muestra
en la Figura 4.2.a la forma en que la poblacién total genera una coordinacion
eficiente, para varios valores de k, cuando ambos grupos, lideres y seguidores,
aprenden. Esta coordinacién resulta ser (alrededor del minimo /L) incluso
mejor que la instancia WMG, pero empeora més rapidamente a medida que
2™ /L crece, tendiendo finalente a Ao,?/L ~ (1 + k/(k + 1)?). Puesto que
este valor asintético es mayor que 1/4 (para k > 0) una varianza similar a
aquella del WMG, en la region de maxima coordinacion, implica un intere-
sante desarrollo del juego.

Sin embargo, este comportamiento global no conlleva ninguna informacion
acerca de los beneficios de cada grupo. Por ejemplo, la coordinacién general
podria ser muy mala pero los lideres podrian coordinarse bien dentro de la
descoordinacion general. En otro caso, la coordinacién de los lideres puede
aparecer como mala votando una gran mayoria de ellos a un lado, y sin am-
bargo, esa mayoria estar en la minoria de la poblacién total. Considerando
este punto, utilizamos la tasa de éxito definido en [32] como la fraccién de la
poblacién que en una jugada se encuentra del lado minoritario. Idealmente, la
tasa de éxito 6ptima del MG con una poblacién de N individuos es (N —1)/2.
Las tasas de éxito promedio de cada grupo son analizadas separadamente.
La Figura 4.2.b muestra a los lideres tomando ventaja sobre los seguidores
con comportamiento SF, para diferentes valores de k, principalmente debido
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Figura 4.2: (a) Escalado del comportamiento SF para A correspondiente a
E=0(V),k=1(x),k=2(0Q)yk=>5(0). Notar que k = 0 es equivalente
al MG original (Ecuacién (4.2)). (b) Tasa de éxito de lideres con SF, para
k=1 (W) yk=>5(0);y seguidores con comportamiento SF, para k = 1
(@) y k=5 (0O). Notar el cambio de grupo exitoso cuando comienza la
coordinacién.

al nivel de decisiones que cada grupo toma. Sin embargo, esta ventaja decae
con el crecimiento de k, evidenciando la dificultad de los lideres para manejar
la opinién de los seguidores. De hecho, esta tendencia puede ser vista en los
diferentes comportamientos de los seguidores, como aparece en la Figura 4.3
y 4.4 a través de las tasas de éxito de lideres y seguidores, respectivamente,
para k =1y k = 5. Otra importante caracteristica de la Figura 4.2.b apare-
ce para pequenos valores de 2™ /L, donde 0% > 0,2. En aquella regién de la
figura, la tasa de éxito de los seguidores supera a la de los lideres, implicando
una transicién de fase en 02 ~ 0,2 (2™/L ~ 0,2), independientemente de k.
Vale aclarar que si bien por la misma definicién del juego no es posible que la
tasa de éxito de la poblacion total sea superior a 0,5, porque la minoria no
puede estar formada por mas de la mitad de la poblacién, cuando se toman
las tasas de éxito de las dos subpoblaciones separadamente es posible que
alguna supere el 0,5 dado que la minoria se compone teniendo en cuenta las
dos subpoblaciones. Eso indicaria que la mayor parte de los individuos que
pertenecen a una de las dos se encuentra dentro de la minoria de la poblacion
total.

Aun cuando la coordinacién global se comporta similarmente al MG original,
existe una desigual distribucion de los recursos que beneficia a los lideres. En
este sentido, vemos en la Figura 4.2.b que los seguidores con comportamiento
SF se aproximan a la tasa de éxito de los lideres sélo en la region de maxima
coordinaciéon. En general, los tres comportamientos de los seguidores difie-
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ren significativamente del comportamiento de los lideres, siendo comparables
solo con el crecimiento de k. Se ve claramente que el comportamiento RF
es la peor forma de jugar porque no sélo genera menores ganancias a los
seguidores, sino que también perjudica el juego de los lideres. Sin embargo, a
pesar de las diferencias de las tasas de éxito entre los tres comportamientos
de los seguidores, no se ve afectada en forma destacable la tasa de éxito de
los lideres. De acuerdo con la Figura 4.3, los lideres siempre mejoran su tasa
de éxito en comparacion a cuando juegan solos pero, como fue mencionado,
esa mejora decrece a medida que aumenta k, estabilizandose asintoticamente
en el desempeno del MG original. Esto sugiere que, en la regién de coor-
dinacioén, los lideres no toman ganancia extra basados en la incapacidas de
aprendizaje de los seguidores, sino en el nivel de decisién y en el valor de k.
Como fue mencionado, donde 02 < 0,2, la tasa de éxito de los lideres tiende
a la instancia MG original a medida que crece k, esto es, tiende a la tasa de
éxito de la instancia £k = 0. Por lo tanto, deberia existir algin 0 < £ < oo
donde el desempeno de los lideres es éptimo. Simulaciones complementarias
focalizadas muestran que el punto éptimo corresponde a k = 1, independien-
temente de 2™ /L.
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Apéndice A

Descripcion de la
implementacion

La mayoria de los experimentos sobre el juego de minorias reportados en
esta tesis fueron realizados con un software implementado especificamente
para el presente trabajo. En este Apéndice se describen los detalles técnicos
de esta implementacién.

A.1. Estructura de clases

La implementacién fue realizada en lenguaje C++ utilizando el entorno
Borland C++ Builder 5.0, con la intencién de aprovechar las posibilidades
del lenguaje C++ en cuanto a la orientacion a objetos. En particular, las
capacidades de herencia y polimorfismo de los lenguajes orientados a objetos
fueron muy importantes para mantener acotado el volumen de la implemen-
tacion. Dicha implementacién se basa en un nucleo del software disenado y
desarrollado de tal forma que el mismo cédigo permite ejecutar todas las
variantes del juego de minorias descriptas en esta tesis, por medio de las
configuraciones apropiadas. Ademas de simplificar el esfuerzo destinado a la
implementacion, esta caracteristica del cédigo permite asegurar que los expe-
rimentos destinados a comparar distintas variantes o parametrizaciones del
juego se realizan en igualdad estricta de condiciones.

La simulacion del juego de minorias se encuentra estructurada alrededor
de las clases Poblacion y Agente. Una instancia de la clase Poblacion re-
presenta a la poblacién de una instancia del juego, compuesta por un conjunto
de agentes no necesariamente homogéneos. Por su parte, la clase Agente es
una clase abstracta que reine el comportamiento comin a todos los agentes
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(incluyendo los agentes interactuantes, que votan en dos fases), y se imple-
mentan subclases para especificar los distintos tipos de agentes y estrategias
involucrados en el juego. Es importante observar que las estrategias que con-
forman la base de las decisiones de los agentes también se consideran como
subclases apropiadas de Agente dentro del juego, dado que esencialmen-
te el comportamiento de una estrategia no difiere del comportamiento de
un agente. Esta caracteristica del diseno permite, por ejemplo, implementar
facilmente agentes con una sola estrategia generando como instancia direc-
tamente la clase que representa a una estrategia, que en este caso también
responde a la interfaz y funcionalidad de un agente. Por otra parte, dado
que los agentes mantienen un registro de los puntos que han obtenido en el
juego, no es necesario generar coédigo adicional para el registro de los puntos
virtuales de las estrategias.

La Figura A.1 muestra el diagrama de clases de la simulacion del jue-
go. Cada cuadro corresponde a una clase y, en los casos en los que alguna
clase contiene instancias de otras clases, se indica esta situacion en la parte
inferior del cuadro. Las flechas simples corresponden a la relacion “usa a”
y las flechas con un tridangulo corresponden a la relacién “hereda de”. Los
recuadros punteados se utilizan para agrupar las clases con un objetivo si-
milar (lideres y seguidores, en este caso), y las flechas con un tridngulo que
van de un recuadro punteado a una clase especifican que todas las clases in-
cluidas en el recuadro punteado heredan de la clase a la cual apunta la flecha.

Se realiza a continuacién una descripcién funcional de las clases incluidas
en el diagrama de clases de la Figura A.1.

Poblacion. Una instancia de la clase Poblacion representa una instancia
del juego de minorias, con el conjunto de los agentes que participan en el
juego y la informacion relevante a la ejecucion de la simulacion. Contiene
un arreglo de Agente que, debido a los requerimientos del lenguaje C++ en
cuanto al polimorfismo, se implementa como un vector de punteros a Agen-
te (se utilizan las implementaciones estandar de la biblioteca STL para el
manejo de listas y arreglos). Durante la construccién de una instancia de Po-
blacion, se construyen en memoria dinamica las instancias de las subclases
de Agente especificadas por la configuracién de la corrida y se agregan a este
vector los punteros a estas instancias. El tipo de los agentes que se agregan
especifica la variante del juego de minorias que se ejecutara. Por ejemplo, si
se desea ejecutar una corrida del juego de minorias clasico, entonces solamen-
te se instancian agentes de la clase Seleccionador; si se desea ejecutar una
corrida con lideres y seguidores, entonces se instancian agentes de la clase
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Poblacion
. |Agente
Vector <Agente>
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\ Vector <Cerebral> || || Vector <Deterministico> ‘
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! ‘Determinl’stico ‘ | | |Cerebra|‘ |
T - o !
Lideres Seguidores
Mixto

Vector <Deterministico>
Vector <Cerebral>

Figura A.1: Diagrama de clases del simulador del juego de minorias.

Seleccionador y de la clase Metaacolito, etc.

En caso de que la configuracion especifique que se utilizan agentes interac-
tivos, el constructor de Poblacion ubica los agentes interactivos en una grilla
rectangular y selecciona aleatoriamente a los agentes que seran interactivos,
de acuerdo con la probabilidad de que un agente sea interactivo, especificada
también en la configuracién. Esta grilla no se construye explicitamente, sino
que se calcula la posicion dentro de la grilla para cada agente de acuerdo
con su posicion en el arreglo de agentes. Una vez seleccionados los agentes
que seran interactivos, se informa a cada agente si es interactivo o no y, en
caso de ser interactivo, quiénes son sus vecinos. Este mecanismo permite a
los agentes abstraerse de la configuracién en forma de grilla, especificando
cualquier grafo dirigido como patréon de interaccion.

La clase Poblacion cuenta con el método votar(), que ejecuta una ron-
da de la simulacién. Durante cada ronda, se pide a los agentes que ejecuten
las dos fases de votacién (fase de seleccién de voto y fase de interaccion).
Cada subclase de Agente implementa distintos comportamientos en estas
dos fases, de acuerdo con las descripciones que se realizan més adelante. Una
vez realizada la votacion, este método decide cudl es la decision minoritaria e
informa a los agentes el resultado de la votacion. Ademas de este método, la
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clase cuenta con métodos para consultar las cantidades de agentes, sus pesos
y puntajes.

Agente. La clase Agente representa un agente genérico, implementando
la funcionalidad comtn a todos los agentes. Es una clase abstracta, lo cual
significa que algunos de los métodos no estan implementados y deben imple-
mentarse en las subclases, y por este motivo no es posible instanciar esta clase
directamente dentro del coédigo. La interfaz principal de Agente esta dada
por los siguientes métodos:

» void primeraRonda(). En este método se implementa la primera fase
de decision, que corresponde a decidir qué se votara en la proxima vota-
cion, en funcion de la historia del juego y las caracteristicas del agente.
Se llama al método protegido, virtual y abstracto tomarDecision()
que no se implementa en Agente y debe, por lo tanto, implementarse
en las subclases con funcionalidad especifica de cada tipo de agente.

» Decision segundaRonda(). Este método retorna la decision final de
la votacion, que se implementa por medio del método protegido, virtual
y abstracto tomarDecisionFinal() que, nuevamente, debe definirse
en las subclases.

» void ganadora(Decision). Este método permite informarle al agente
cual fue la decision minoritaria en la ronda anterior, y es utilizado
por las subclases de Agente cuya decision se basa en la historia del
juego para actualizar la historia. Al finalizar cada ronda de votacion, la
instancia de Poblacion informa a todos sus agentes cual fue la decision
ganadora mediante este método.

Ademas de otros métodos de consulta, la clase Agente mantiene como datos
protegidos la cantidad de rondas del juego, los puntos obtenidos por el agente
a lo largo del juego, el peso del agente y, en caso de ser interactivo, una lista
de sus vecinos interactivos (informados por la instancia de Poblacion al mo-
mento de su construccién). Estos datos se actualizan dentro de los métodos
implementados en Agente, dado que esta funcionalidad es comun a todas
las versiones de agentes.

Las subclases de Agente implementan los distintos tipos de agente que
se consideran dentro de la aplicacién, y que fueron utilizados a lo largo de es-

te trabajo. Las subclases que se presentan en la Figura A.1 son las siguientes:

Seleccionador. Corresponde a un agente del juego de minorias clésico, o
bien a un lider en caso de que se juegue con lideres y seguidores. Como
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muestra la figura, cada instancia de Seleccionador tiene como dato privado
una lista de agentes de la subclase Deterministico, que representan las es-
trategias individuales del agente. La primera fase de votacién implica llamar
al método primeraRonda() de sus sub-agentes (es decir, de sus estrategias),
quedandose con la decision del sub-agente con la mayor cantidad de puntos
virtuales. La segunda fase de votacién retorna el resultado de la primera fase
si el agente no es interactuante, y el resultado minoritario de la compulsa con
los vecinos si el agente es interactuante.

Deterministico. Como se mencioné en el parrafo anterior, esta subclase
representa a una estrategia individual. El constructor de esta subclase toma
como parametro el tamano del cerebro y genera aleatoriamente los resultados
para cada outcome del juego. La implementacién del método tomarDeci-
sion() sencillamente retorna la indicacién de la estrategia de acuerdo con la
historia actual del juego. Al igual que todos los agentes no interactuantes,
el método segundaRonda() por defecto retorna el resultado de la primera
fase.

Liderandom. Esta subclase corresponde a un agente que toma una decisién
aleatoria en cada ronda, con lo cual la implementacion de tomarDecision()
genera un nimero aleatorio y retorna con probabilidad 1/2 una de las dos
posibles decisiones. Al ser potencialmente un agente interactuante, el méto-
do tomarDecisionFinal(), que corresponde a la segunda fase de votacion,
consulta a los agentes interactuantes vecinos para tomar la decision final.

Metaacolito. Esta subclase corresponde a un agente seguidor, cuyas estrate-
gias informan no la decision a tomar sino el lider a seguir en cada ronda. Por
este motivo, un Metaacolito tiene como dato privado una lista de instancias
de la subclase Cerebral, que responden a esta descripcién. La implementa-
cién de las dos fases de votacion es igual a la clase Seleccionador.

Cerebral. Como se mencioné en el parrafo anterior, esta subclase representa
a una estrategia individual de un agente seguidor. El constructor de esta sub-
clase toma como parametro el tamano del cerebro y genera aleatoriamente el
nimero de lider que se debe seguir para cada outcome del juego. La imple-
mentacion del método tomarDecision() decide a qué lider se debe seguir
de acuerdo con el estado actual del juego, y retorna la decisién del lider co-
rrespondiente (consultando a la Poblacion para obtener la decisién del lider
seleccionado). Al igual que todos los agentes no interactuantes, el método
tomarDecisionFinal() por defecto retorna el resultado de la primera fase.
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Alocado. Esta subclase corresponde a un agente seguidor que en cada paso
selecciona un lider aleatoriamente y sigue a ese lider, comportamiento que
se reimplementa el método tomarDecision(). Este tipo de agente no tiene
comportamiento interactuante, con lo cual el método tomarDecisionFi-
nal() retorna el resultado de la primera fase de votacion.

Alocado. Esta subclase corresponde a un agente seguidor que al comienzo
del juego selecciona un lider aleatoriamente y sigue a ese lider. El constructor
de Alocado realiza esta seleccién, y el método tomarDecision() retorna la
decision del lider seleccionado en la construccion. Al igual que con la subclase
anterior, este tipo de agente no tiene comportamiento interactuante.

Mixto. Esta subclase corresponde a un agente que tiene tanto estrategias de
lider como estrategias de seguidor. Cuenta con un arreglo de Determinis-
tico para almacenar las estrategias normales del juego de minorias clasico y
con un arreglo de Cerebral para almacenar las estrategias de seguidor. El
método tomarDecision() consulta a todos estos agentes que representan a
las estrategias, y selecciona la decisién de la estrategia con la mayor cantidad
de puntos virtuales.

A.2. Descripcion de la interfaz

En esta seccién mostramos algunas caracteristicas de la interfaz grafica
contruida sobre la base de la implementacion recién descrita. En la Figura
A.2 aparecen las opciones de configuracion de las dos interfaces utilizadas
para los trabajos realizados y el listado de simulaciones posibles. En el pri-
mer caso, podemos ubicar a lideres y seguidores dentro de cendas grillas mas
otros libres. Esta opcion permite darles a los que estan dentro de las grillas
la posibilidad de interactuar. Luego se especifica el cerebro m, la cantidad de
estrategias s y la probabilidad de interaccion p para cada grupo; el nimero de
corridas del juego y las iteraciones por corrida, sobre lo que se promediard la
varianza o2. Luego siguen las opciones que permitieron definir los tres ti-
pos de estrategia de los seguidores del Capitulo 4. La segunda interfaz de
configuracion corresponde a un programa complementario para los agentes
interactivos del Capitulo 3. Las opciones son relativamente similares salvo
por la posibilidad de incluir algunos agentes con una estrategia y agentes
con 2 estrategias con una determinada probabilidad de coincidencias en las
predicciones de sus historias. La tercer figura muestra el meni de opciones
de simulacién (ambas interfaces tienen basicamente las mismas opciones).
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Figura A.2: Interfaces de las dos configuraciones utilizadas para los modelos
de lideres y seguidores y de interactuantes y opciones de simulacion.

En la Figura A.3 aparecen las cuatro primeras opciones de simulacion. Em-
pezamos con la serie de tiempo de los votantes a la opcién A, indica entre
otras cosas cuantos agentes interactuantes y cuantos aislados hay y el pro-
medio de rondas en los que cada tipo de agente cambié de estartegia. Luego
tenemos la ganancia promedio de lideres y seguidores por separado en el
tiempo, la serie de tiempo de la cantidad de seguidores por lider (méaxima,
minima, promedio y desviacién estdndar) y el histograma de seguidores por
lider.

En la Figura A.4 mostramos tres solapas que nos permiten evaluar cémo
se distribuye la ganancia general segin las rondas y qué tan buenos son los
seguidores para encolumnarse detrds de los lideres de forma de maximizar
sus ganancias.

En la Figura A.5 mostramos los graficos de la varianza segin distintos
parametros relacionados con el tamano de cerebro, las poblaciones, el niimero
de estrategias, la probabilidad de interaccion, etc. En las figuras superiores se
muestran las configuraciones posibles de la varianza para distintos ejes segiin
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Figura A.3: Simulaciones de serie de tiempo de votantes a A, ganancia
agentes y distribucién de lideres por seguidores.
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Figura A.5: Varianza en funcién de diversos parametros caracteristicos.

los tipos de agente diferenciados. En las inferiores se muestran gréaficos simi-
lares pero con la posibilidad de variar la probabilidad de interacciéon dejando
fijos los demas parametros.

En la Figura A.6 muestra graficos similares a los de la la Figura A.5 pero
para valores de ganancia promedio de los agentes.

En la Figura A.7 mostramos primero la grilla de lideres o seguidores que
votan A o B en blanco y negro, respectivamente; lo que permite darnos una
buena de como se forman los patrones espaciales de interaccion. Debajo se
muestran dos solapas: una con el porcentaje de rondas en que cada grupo de
agentes cambié de estrategia (lo que da idea del éxito o fracaso que tienen
en el juego) y la otra con la serie de tiempo de votantes a A separado por
tipo de agente.

En la Figura A.8 mostramos la probabilidad condicional promedio de que
un agente juegue la opcién 1 dada una historia h.
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