Universidad MNacional
de General Sarmiento

DOCTORADO EN CIENCIA Y TECNOLOGIA

Evaluado y acreditado por la Comisién Nacional de Evaluacién y Acreditacion Universitaria (CONEAU).
Resolucion N’ 1178/ 11. Calificacion “B”.

Titulo

Teoria, modelado y simulacion del transporte de calor en sistemas de baja dimension

Trabajo de tesis para optar por el titulo de Doctor en Ciencia y Tecnologia de la Universidad
Nacional de General Sarmiento

Autor: Roberto Antonio Barreto

Director: Maria Florencia Carusela

Co-Director: Alejandro Gabriel Monastra

Fecha: 21 de Mayo de 2020



Universidad MNacional
de General Sarmiento

DOCTORADO EN CIENCIA Y TECNOLOGIA

Evaluado y acreditado por la Comisién Nacional de Evaluacién y Acreditacion Universitaria (CONEAU).

Resolucion N’ 1178/ 11. Calificacion “B”.

FORMULARIO “E”
TESIS DE POSGRADO

Niveles de acceso al documento autorizados por el autor

El autor de la tesis puede elegir entre las siguientes posibilidades para autorizar a la
UNGS a difundir el contenido de la tesis: a)

a)
b)
¢)

a.

Liberar el contenido de la tesis para acceso publico.

Liberar el contenido de la tesis solamente a la comunidad universitaria de la UNGS:
Retener el contenido de la tesis por motivos de patentes, publicacion y/o derechos de
autor por un lapso de cinco arios.

Titulo completo del trabajo de Tesis: Teoria, modelado y simulacion del transporte

de calor en sistemas de baja dimension.

b. Presentado por (Apellido/s y Nombres completos del autor): Barreto Roberto
Antonio.
c. E-mail del autor: rbarreto@campus.ungs.edu.ar
d. Estudiante del Posgrado (consignar el nombre completo del Posgrado): Doctorado en
Ciencia y Tecnologia.
e. Institucion o Instituciones que dictaron el Posgrado (consignar los nombres
desarrollados y completos): Universidad Nacional de General Sarmiento.
f. Para recibir el titulo de (consignar completo): Doctor en Ciencia y Tecnologia.
a) Grado académico que se obtiene: Doctorado
b) Nombre del grado académico: Doctor
g. Fecha de la defensa: 21/ 05/2020
dia mes afio
h. Director de la Tesis (Apellidos y Nombres): Carusela Maria Florencia.
Co-Director de la Tesis (Apellidos y Nombres): Monastra, Alejandro Gabriel.
1. Tutor de la Tesis (Apellidos y Nombres): Claudio Daniel El1 Hasi.
j. Colaboradores con el trabajo de Tesis: -----
k. Descripcion fisica del trabajo de Tesis (cantidad total de paginas, imagenes, planos,

L.

videos, archivos digitales, etc.): 141 paginas, 31 imagenes.

Alcance geografico y/o temporal de la Tesis: Alcance para la comunidad cientifica

internacional.



Universidad MNacional
de General Sarmiento

DOCTORADO EN CIENCIA Y TECNOLOGIA

Evaluado y acreditado por la Comisién Nacional de Evaluacién y Acreditacion Universitaria (CONEAU).
Resolucion N’ 1178/ 11. Calificacion “B”.

m. Temas tratados en la Tesis (palabras claves): Transporte de calor, Fonénica,
Termodinamica fuera del equilibrio, Sistemas de baja dimension.

n. Resumen en espaiol (hasta 1000 caracteres):

Se estudia el transporte de calor en sistemas de baja dimension (cadenas y laminas de
atomos) que pueden vibrar en tres dimensiones, los cuales se encuentran sometidos a
gradientes de temperatura y tensiones. Se analiza el rol de los modos vibracionales
longitudinales, transversales y flexurales en la corriente y conductividad térmica. Para
aproximaciones armoénicas de los potenciales se resuelven analiticamente las ecuaciones de
Langevin/Fokker-Planck obteniendo correlaciones espacio-temporales. Para el caso de
potenciales anarmodnicos generales se recurre a simulaciones de dinamica molecular.
Analizando efectos de tamaio finito se encuentra que existe transporte anomalo de calor.

En sistemas con asimetria estructural se analiza ademas el fendémeno de rectificacion térmica.
Para cadenas de atomos se extendio la teoria de fluctuaciones hidrodindmicas al caso no lineal
con vibraciones en 3D. Analizando las correlaciones espacio-temporales de los modos de
calor y sonido, se caracteriza el transporte anomalo.

0. Resumen en portugués (hasta 1000 caracteres):

O transporte de calor ¢ estudado em pequenos sistemas (cadeias e ldmina) que podem vibrar
em trés dimensdes, sujeito a gradientes de temperatura e estresse. E analisado o papel dos
modos vibracional longitudinal, transversal e flexural em corrente térmica e condutividade
térmica. Para aproximagdes harmonicas dos potenciais, as equacgdes de Langevin/Fokker-
Planck sdo resolvidas analiticamente obtendo correlagcdes espago-temporais. No caso de
potenciais anarmonicos gerais, simulagdes de dinamica molecular sdo usadas. Analisando
efeitos de tamanho finito um transporte de calor ¢ encontrado.

Em sistemas com assimetria estrutural, também ¢ analisado o fendmeno de retificagdo
térmica. Para cadeias de atomos, a teoria das flutuacoes hidrodinamicas foi estendida ao caso
ndo linear com vibragdes 3D. Analisando as correlagdes espago-temporais dos modos de calor
e som, o transporte andmalo ¢ caracterizado.

p. Resumen en inglés (hasta 1000 caracteres):

In this thesis I study the heat transport in low dimensional systems (atomic chains and
membranes), that can vibrate in three dimensions. The systems are subjected to temperature
gradients and mechanical stress. I analyzed in detail the role of longitudinal, transverse and
flexural modes on heat current and thermal conductivity. For harmonic approximation of the
potentials, Langevin/Fokker-Planck equations are analytically solved, obtaining spatio-
temporal correlations. For the case of general anharmonic potentials, molecular dynamic
simulations are performed. Analyzing small size effects, anomalous heat transport was found.
Besides, the phenomenon of thermal rectification in systems with structural asymmetry is
analyzed.

For atomic chains, the nonlinear fluctuating hydrodynamic theory was extended to vibrations
in 3D. Analyzing the spatio-temporal correlations of sound and heat modes, the anomalous
transport is characterized.
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Aportes Originales:
(Especificar cuales son los aportes originales o innovadores conseguidos en la realizacion de
esta tesis. Indicar donde se encuentran. Maximo una carilla)

Hasta el momento los modelos tedricos y computacionales de sistemas de baja dimension
consistian en dtomos que vibran en una sola dimension (o a lo sumo dos en alglin caso muy
particular). El aporte de este trabajo es generalizar estos modelos permitiendo a los atomos
moverse en un espacio de tres dimensiones, lo que origina la presencia de nuevos modos
vibracionales acoplados entre si a través de interacciones no lineales, afectando el transporte
térmico. Este enfoque mas realista ya ha sido estudiado a través de dindmica molecular con
potenciales empiricos, comparandose en algunos casos con observaciones experimentales. Sin
embargo, aun restaba un estudio tedrico general a partir de primeros principios, que permitiera
entender el rol de estos modos en el transporte de calor.

Otro aporte de esta tesis es considerar condiciones de contorno mas acordes a situaciones
experimentales donde los dispositivos suelen estar suspendidos y fijados por sus extremos.
Estas condiciones de contorno pueden ser criticas para sistemas de tamafio pequefio. Ademas
se ha considerado la aplicacion de una tension uniaxial, analizando sistematicamente su efecto
sobre los modos vibracionales y en consecuencia sobre el transporte de calor. Se determin6
que para ciertos valores de los parametros algunos de estos modos son localizados lo que
reduce la conductividad térmica.

Para el caso de cadenas de atomos con interacciones no lineales, se ha extendido la teoria no
lineal de fluctuaciones hidrodindmicas al caso de vibraciones 3D. Esto representa un salto
cualitativo ya que en la literatura hasta la fecha unicamente se habian considerado vibraciones
en 1D, prediciendo solo la presencia de un modo de calor y dos de sonido longitudinales. La
generalizacion tedrica desarrollada en esta tesis, predice ademas la presencia de cuatro modos
de sonido transversales con propiedades estadisticas diferenciadas. Esto permitié desacoplar
las contribuciones anémalas y normales al transporte de calor.

Todos los resultados tedricos obtenidos fueron contrastados con simulaciones de dindmica
molecular mostrando un muy buen acuerdo entre ellos. Esto evidencia que las herramientas
teoricas aportadas por esta tesis son relevantes para comprender, a partir de primeros
principios, el transporte de calor en baja dimension.
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Capitulo I: Introduccién

I.1. Nanotecnologia y transporte térmico

La nanotecnologia es la ciencia que estudia el diseno y la utilizacién de
materiales y dispositivos en escala nanométrica (107?m). La miniaturizacién
de estructuras y dispositivos tecnolégicos ha tenido un gran desarrollo en
las ultimas décadas, con enormes avances en diferentes disciplinas cientificas
como fisica, quimica, ciencia de los materiales, biologia, medicina, e inge-
nierfa [1]. En la Fig.(1) se muestran a modo de ejemplos algunas estructuras

y dispositivos tecnoldgicos en diferentes escalas que se han convertido en

protagonistas.
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Figura 1: Ejemplos de materiales y dispositivos tecnologicos en distintas es-
calas [2].

Los materiales y dispositivos con longitudes de hasta el orden de los 100
nm son considerados nanométricos. Para tener una referencia, estos son ta-
manos mucho menores al diametro de un cabello humano que es de unos
100.000 nm. En estas escalas los sistemas son de baja dimension, es decir que
el movimiento de electrones o excitaciones dentro del material en una o mas
direcciones estd fuertemente restringido, teniendo el sistema una dinamica
que responde a una baja dimensionalidad (ej. gases de electrones bidimen-
sionales, nanotubos, puntos cuanticos).

Las respuestas dinamicas y energéticas de estos sistemas de baja dimen-

sién son muy diferentes a sus contrapartes macroscopicas, ya que los efectos



cuanticos y de tamano se tornan relevantes y las propiedades fisicas del mate-
rial como punto de fusién, conductividades térmica y eléctrica, permeabilidad
magnética y reactividad quimica pueden presentar caracteristicas diferentes.

En particular en las ultimas dos décadas, ha cobrado una enorme atencién
en la comunidad cientifica el estudio de la fisica de la transferencia de calor
y la gestion térmica principalmente en pequenas escalas. Este nuevo interés
fue impulsado fundamentalmente por los avances de la industria electrénica.

Cada vez se busca disenar dispositivos con un mayor nivel de empaque-
tamiento en el rango de los cientos de nanémetros. Esto hace que uno de
los desafios mas importantes sea lograr una adecuada gestion térmica para
controlar el calentamiento por el alto aumento del consumo de potencia en
dimensiones tan pequenas, y asi evitar el dano o el deterioro de la vida 1til
del dispositivo.

Una forma efectiva de enfriamiento en estas escalas son los dispositivos
termoeléctricos, como una forma efectiva de convertir calor en electricidad.
Otra posibilidad son los dispositivos con una alta capacidad para transferir
calor hacia disipadores y partes menos sensibles de los dispositivo. Las arqui-
tecturas térmicas en estas escalas deberan por lo tanto contener unidades con
alta y baja conductividades térmicas que operen en forma cooperativa. En
este escenario materiales como el C y el Si se han convertido en protagonistas
de esta carrera por una gestién térmica funcional.

Simplemente para tener una idea de la relevancia que ha tomado esta
cuestion, sélo en el ambito académico, en la Fig.(2) se muestra cémo se
ha incrementado el nimero de publicaciones relacionadas al problema del

transporte de calor en la nanoescala, tendencia que continia en aumento.
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Figura 2: Numero de publicaciones sobre transporte de calor a partir del ano
2000, encontrados s6lo por palabras claves en las leyendas (fuente: Web of
Science) [2].

Ademas del Si, el grafeno se convirtié en la plataforma ideal para estu-
diar propiedades de transporte térmico en sistemas de baja dimensién [3].
En el ano 2004 el aislamiento de una hoja de grafeno a partir de una sola
capa de grafito [4], les otorgaria a los investigadores Konstantin Novoselov y
Andréy Geim el Premio Nobel de Fisica (2010), abriendo nuevos horizontes

de investigacion en nanotecnologia.

Figura 3: Grafito en estado sélido y estructura atémica de grafito (izquierda).
Cada capa de la estructura del grafito es una ldmina de grafeno (derecha).

Se ha encontrado que el grafeno posee entre sus asombrosas propiedades,
una mayor conductividad térmica que el diamante y el cobre. Ademas, da-

do que son estructuras de baja dimension, se ha encontrado que los bordes,



contornos o cémo se corte el material afectan notoriamente sus propiedades
térmicas. Por ejemplo se sabe que nanobandas de grafeno presentan conduc-
tividades térmicas diferentes dependiendo de que el corte sea tipo zigzag o

armchair[5, 6].
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Figura 4: Estructura de un panal de abejas: grafeno armchair y grafeno zizag.
Ambos estructuras se diferencian por los atomos del borde.

El auge de nuevas investigaciones basadas en trabajos experimentales y
modelos computacionales de nuevos materiales y dispositivos, abrieron un
nuevo e inesperado horizonte en relaciéon al transporte de calor: la ley de
Fourier que explica la conduccién de calor, no se verifica en sistemas de baja
dimensién.

Estudios basados fundamentalmente en grafeno, asi como otras estructu-
ras compuestas de C y Si, han mostrado que las caracteristicas inherentes
a la baja dimensionalidad de las estructuras, genera propiedades térmicas
novedosas y diferentes a las que se encuentran en sistemas macroscopicos
[7, 8,9, 10]. Ademds desde un punto de vista tecnoldgico, se busca esencial-
mente aprovechar estas caracteristicas tan novedosas, para implementar y

disenar dispositivos y nuevos materiales con:

1. Baja conductividad térmica: para ser utilizados en la conversion de

calor en energfa (termoelectricidad).
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2. Alta conductividad térmica: para ser utilizados en arquitecturas térmi-

cas que requieran una importante disipacion.

Esto ha generado el desafio y la necesidad de nuevos estudios y apro-
ximaciones no solo experimentales y numéricas, sino tedricas de primeros
principios que permitan comprender mas cabalmente la fisica térmica subya-

cente en estas escalas.

1.2. Fononica

El transporte de calor se debe fundamentalmente a electrones en metales,
mientras que en materiales semiconductores esta mediado principalmente por
los fonones (vibraciones de la red cristalina). Sin embargo dependiendo de la
temperatura, ambos portadores pueden contribuir a la energia térmica que
se transfiera a lo largo de un sistema.

El nombre fonén proviene del término griego ¢wrn (foné), que significa
sonido o voz, y fue introducido en el ano 1932 por el fisico ruso Igor Tamm.

En mecénica clésica, el término fonén designa un modo normal de vibra-
cién en arreglos de atomos o moléculas. En mecanica cudntica se designan
como cuasiparticulas que obedecen las leyes de la mecanica cuantica, de la
misma manera que los electrones y fotones. Representan estados cuantiza-
dos de los modos vibracionales de estructuras formadas por las particulas
interactuantes.

Fenémenos fundamentales como vibraciones en resonadores mecanicos,
ondas actsticas superficiales y conduccion de calor, que se encuentran bien
descriptos por la fisica clasica macroscépica, deben ser reconsiderados en la
nanoescala teniendo en cuenta los efectos del confinamiento, la dimensiona-
lidad, la naturaleza atomistica de la materia, y la interaccién de fonones con
otras particulas [11]. Los fenémenos surgidos a partir de las interacciones de
los fonones con otras particulas como los electrones y fotones han permitido el
desarrollo de un amplio abanico de aplicaciones tecnolégicas: nanoelectrénica
[12, 13], obtencién de energias renovables [14, 15|, nano y opto mecanica [16],
tecnologias cuanticas [17] y terapia médica, imagenes y diagndsticos [18].

El sonido y el calor pueden ser descriptos como vibraciones mecanicas



transmitidas a través de una estructura de atomos acoplados. Estas vibra-
ciones pueden ser caracterizadas por fonones de diferentes frecuencias. Los
modos de sonido oscilan a frecuencias bajas (kilohertz) propagandose grandes
distancias a lo largo de la estructura. Sin embargo los modos de calor oscilan a
frecuencias altas (terahertz) viajando distancias menores. Esta caracteristica
ha permitido a investigadores e ingenieros emplear diferentes estrategias para
el control del sonido y la propagacion del calor. Por ejemplo en la Fig.(5), se
muestran cristales fondnicos con periodicidad isotrépica en la macro, micro

y nano escala, con sus respectivos intervalos de frecuencia.

THz

Figura 5: Frecuencias de sonido en el rango de los centimetros (izquierda),
frecuencias de hipersonido en el rango de los micrémetros (centro) y frecuen-
cias de calor en el rango de los nanémetros (derecha), [19].

La Fonénica es un campo emergente que busca comprender la naturaleza
intrinseca del movimiento mecanico en materiales y dispositivos, enfocandose
principalmente en propiedades acisticas y térmicas [20, 21, 22, 23].

El flujo de calor en dispotivos/estructuras con base de C o Si puede te-
ner contribuciones electrénicas. Sin embargo a temperatura ambiente, estos
materiales son ideales para explorar nuevas propiedades térmicas, debido a
que la movilidad de los electrones se ve reducida por la dispersién de fonones
[20]. Ademas a diferencia de las aplicaciones electrénicas, donde son relevan-
tes los electrones cercanos al nivel de Fermi, en aplicaciones fonénicas se debe
considerar toda la poblacién de fonones en un amplio rango de frecuencias.

El arte de modificar el espectro de frecuencias para sistemas fondnicos
confinados, permite no solo manipular la velocidad de grupo, la polariza-

cién y la densidad de estados, sino principalmente modificar el camino li-



bre medio de un fonén debido a sus interacciones con otros fonones. En
cristales fondnicos a temperatura ambiente, este camino libre medio (Lyrp)
puede rondar entre los 50 y los 300 nm, con una longitud de onda térmica
Ao = 1.48hV;/(kgT) entre 1 y 2 nm, que es inversamente proporcional a la
temperatura [19]. En la Fig.(6) se puede apreciar el espectro de frecuencias
para cristales fonénicos, donde a temperatura ambiente los fonones podrian

tener una maxima frecuencia de vibracion del orden de las decenas de THz.
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Figura 6: Espectro de frecuencias fonénicas.

Entre los diferentes estudios tedricos e implementaciones experimentales
en el rango de los THz se han propuesto diferentes modelos de dispositivos
fononicos como diodos o rectificadores térmicos, memorias térmicas, transis-

tores térmicos y puertas ldgicas térmicas [24, 25, 26, 27, 28, 29].

1.3. Ley de Fourier y transporte anémalo de calor

La comprensién de la transferencia de calor sigue siendo un problema
desafiante y fundamental de la fisica estadistica en sistemas clésicos y cuanti-
cos de muchas particulas [30]. La ciencia de la termodindmica desarrollada a
partir del siglo XVIII como una descripciéon macroscépica de las propiedades
de la materia en el equilibrio, ha permitido una extensién de la mecanica
estadistica a modelos microscopicos fuera del equilibrio, que involucran pro-
cesos de transporte de carga, masa y energia, entre ellos el calor.

En este contexto, la generacion, manipulaciéon y control térmico eficien-
te en dispositivos en la nano (107%) y micro (107%) escala, ha despertado
una necesidad de extender la descripcién del transporte de calor anémalo en

sistemas de baja dimension dentro del marco de la mecénica estadistica.



Hace mas de doscientos anos, Fourier propusé la ley de conduccién de
calor que hasta el dia de hoy lleva su nombre. Esta ley establece que hay una
proporcionalidad entre el flujo de energia q (energia por unidad de édrea y

por unidad de tiempo) y el gradiente de temperatura dado por
q= —kVT,

donde x es la conductividad térmica del material, siendo una propiedad
intrinseca del mismo. Para un sistema homogéneo y de secciéon transver-
sal constante A, el flujo |q| = J/A, donde J es la corriente de energia que
atraviesa a dicho sistema. Por otro lado el gradiente de temperatura resul-
ta constante y se puede calcular como |VT| = AT/L, donde L es el largo
del sistema y AT la diferencia de temperatura entre sus extremos. De esta
manera, la ley de Fourier se puede reescribir como
J=kKr A % ,

y de esta manera se puede medir experimentalmente la conductividad térmica
de un dado material.

La ley de Fourier es una ley fenomenoldgica que implica transporte de
energia difusivo, y que cumple con la ecuacion de continuidad para siste-
mas de cualquier tamafio y dimensiones [31]. En sistemas macroscopicos la
conduccion de calor es normal y la ley de Fourier se verifica. Sin embargo
diversos estudios tedricos, numéricos y experimentales de los ultimos anos,
muestran que en sistemas de baja dimension la ley de Fourier no se verifica,
encontrandose transporte de calor anémalo [32, 33, 34, 35].

La ley de Fourier es valida cuando la conductividad térmica es indepen-
diente de las dimensiones y caracteristicas estructurales del sistema. Es decir
es una propiedad intrinseca del material. Sin embargo bajo ciertas condi-
ciones, la conductividad térmica k puede crecer indefinidamente con alguna

longitud caracteristica del sistema /N. De esta manera:

Kk~ N° |



donde el valor exacto de ¢ depende del modelo. Esta dependencia hace que
la conductividad tienda a infinito en el limite termodindmico. £ usualmente
depende de la temperatura y es un escalar si el material es isotrépico, o
un tensor si el mismo es anisotropico. El caso 6 = 0 corresponde a una
conductividad térmica finita en el limite termodindmico, donde la ley de
Fourier se cumple. Mientras que para el caso § # 0, la ecuacién de difusién
ya no es valida y el transporte de calor por conducciéon es anémalo.

El transporte andémalo ha sido observado en una amplia variedad de
sistemas revelando que este fenémeno es ubicuo en la naturaleza. Ha sido
observado en procesos que tienen lugar en plasmas, materiales vitreos, me-
dios porosos, polimeros y filamentos flexibles en medios viscoelasticos, células
biolégicas, reaccion quimica-difusion, propagacién epidémica, etc [36, 37, 38].

En lo que respecta a la conduccién de calor, en las tltimas décadas se han
llevado adelante numerosos trabajos con el objeto de estudiar y comprender
la violacion de la ley de Fourier en estructuras de baja dimension 1D o cuasi
2D.

Se ha encontrado que las bandas fondénicas pueden ser manipuladas a
partir de la presencia de impurezas, gradacion de masas, geometrias, inho-
mogeneidades, dopajes, vacancias, efectos de borde, potenciales anarménicos,
afectando todas estas variables la conductividad térmica &, [39, 40, 41, 42, 43],
e incluso pudiendo dar origen al transporte anémalo.

Por otra parte a partir de trabajos tedricos basados en primeros principios,
se encontro que la existencia de transporte anémalo también se relaciona con
el tipo de interacién entre atomos. Por ejemplo, interacciones armonicas ge-
neralmente dan lugar a un transporte balistico y a una divergencia de k. Por
otra parte la presencia de términos anarménicos en el potencial interatémi-
co juega un rol relevante sobre la conductividad térmica pudiendo originar
transporte normal o superdifusivo. Esto se debe al cambio que se produce
en la distribucién de la vida media de los fonones debido a la interaccion
fonén-fonén determinada, entre otras cosas, por el tipo de interaccion.

Landauer [44] fue uno de los pioneros en desarrollar una descripcién (am-
pliamente usada en fisica mesoscépica) en el contexto del transporte de carga,

que posteriormente ha sido extendido al caso fonénico para calcular tedrica-



mente conductividades térmicas. Esta descripcién es adecuada para poten-
ciales armonicos, en regimenes de transporte balistico. Su extensién a poten-
ciales anarmoénicos mas realistas resulta muy dificultosa técnicamente y sus
alcances son muy limitados.

Otra manera de abordar el problema es a partir de simulaciones de
dindamica molecular, para lo cual es necesario modelar interacciones atéomicas
y los tipos de entornos térmicos donde estan inmersos. Para estructuras de C
o Si los potenciales interatémicos empiricos, tipo Tersoff-Brenner o Stillinger-
Weber [45, 46, 47|, contemplan los efectos cudnticos de los enlaces covalentes
(direccionalidad) en una forma efectiva. Esto permite realizar simulaciones de
dindmica molecular clasica que reproducen con precision propiedades térmi-
cas y mecanicas. En este escenario el modelo Fermi-Pasta-Ulam [48, 49] y
sus variantes, proporcionan un banco de pruebas del impacto de los primeros
términos no lineales de un potencial general de corto alcance. Estos modelos
abordan problemas fundamentales en mecanica estadistica, tal como la vali-
dez de leyes microscépicas en sistemas de baja dimensién. Ademas permiten
modelar en forma sencilla geometrias diversas, presencia de impurezas y/o
dopajes. Estas simulaciones pueden hacerse en situaciones de equilibrio o no-
equilibrio termodindmico, siendo necesario definir cuidadosamente los flujos
de calor local y global en forma consistente. Una ventaja de las simulaciones
de no-equilibrio es que no requieren alcanzar el limite termodindmico (ta-
manos grandes), sino que valen también para sistemas de tamafo finito [31].
Este punto es importante en estas escalas donde la ley de Fourier se viola
(transporte anémalo).

Hasta el momento, los estudios tedricos con modelos de primeros princi-
pios han considerado en general movimientos unidimensionales de los atomos
de la estructura. A pesar de que estos modelos han permitido estudiar as-
pectos fundamentales de la conduccién de calor en baja dimension, su apli-
cabilidad es reducida debido a que no contemplan el movimiento real de los
atomos.

Una herramienta tedrica que se puede utilizar para analizar y comprender
la dindmica de estos modelos, son las ecuaciones de Fokker-Planck [50]. Ellas

permiten caracterizar las fluctuaciones estadisticas, pudiendo obtenerse co-
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rrelaciones espaciales y temporales. Para un potencial general Fokker-Planck
solo puede resolverse de manera numérica. Solo el caso arménico puede ser
resuelto de manera analitica, con el precio de perder la informacién del aco-
plamiento de modos.

Por lo tanto las propiedades térmicas estudiadas a partir de modelos
armonicos no contemplan el rol de los distintos tipos de modos (longitudi-
nales, transversales, flexurales) y el acoplamiento entre ellos. Sin embargo
estudios numéricos y experimentales recientes han mostrado el rol funda-
mental de los modos transversales y flexurales en estructuras 1D y cuasi 2D
como el grafeno [51, 52]. Sumado a ésto las acciones mecénicas, como ten-
siones aplicadas que pueden aparecer en estructuras suspendidas, también
modifican las bandas fonénicas y sus acoplamientos [53, 54, 55, 56, 57, 58].

Otra variable fundamental es el tamano de estos sistemas, ya que el trans-
porte fononico es esencialmente balistico en escalas pequenas, pasando a di-
fusivo en escalas mayores. Esta transicién desde un transporte anémalo a
uno normal requiere ser estudiado en modelos atomisticos extendidos. Para
poder captar estos efectos de tamano finito y de borde, es imprescindible
considerar condiciones de contorno que no los enmascaren. Usualmente en
la bibliografia existente, y a los efectos de simplificar simulaciones, se consi-
deran condiciones de contorno periddicas, lo que no permite discriminar los
efectos de tamano y borde. Esta cuestion puede ser critica cuando se modelan
estructuras que son de tamano pequeno en todas sus direcciones. Por lo tanto
es necesario extender estos modelos de primeros principios para estudiar y
comprender el rol de los diferentes modos vibracionales junto con el de las
condiciones de contorno.

Otro abordaje tedrico que permite estudiar el transporte andémalo del ca-
lor proviene de la teorfa de fluctuaciones hidrodindmicas (FHT). La teoria
hidrodinamica es un esquema sélido que puede ser aplicado a dinamicas ge-
nerales, siempre y cuando las interacciones entre dtomos sean locales y cum-
plan invarianza traslacional, generando como resultado campos localmente
conservados [59, 61]. Bajo estas condiciones, es posible calcular las corrientes
de distintas variables dindmicas (en el estado estacionario), que serd funcion

de estos campos conservados.
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Para describir la dindmica de las fluctuaciones y correlaciones es habitual
agregar ruido a una ecuacion linealizada resultando en una teoria lineal hidro-
dindmica. Sin embargo es insuficiente para describir el transporte anémalo,
donde las interacciones anarmonicas son fundamentales. Esto hace que sea
necesario generalizar el marco tedrico a una teoria no-lineal de fluctuacio-
nes hidrodindmicas (NLFHT) que permita desacoplar las contribuciones al
transporte debido a los distintos modos involucrados.

Esta teoria se ha aplicado recientemente a cadenas anarmoénicas unidi-
mensionales de atomos que vibran en una sola direccién y donde sélo se
consideran condiciones periddicas de contorno [62, 63, 64, 65]. Estos modelos
no describen cabalmente situaciones mas realistas donde la interaccién de-
pende de la posicién relativa entre atomos. Tampoco contemplan condiciones
experimentales de sistemas que estén suspendidos o fijados por sus extremos,
y por lo tanto sujetos a esfuerzos externos (presién positiva). Hasta esta tesis
no se habia realizado una generalizacién de la teoria al caso de vibraciones
en 3D para lograr una descripcién més acabada del rol de los diferentes tipos

de modos en sistemas con condiciones mas proximas a las experimentales [66].
El esquema de trabajo de esta tesis se divide en los siguientes capitulos:

En el capitulo II presentamos el modelo general de lamina y el calculo
tedrico y numérico de las propiedades térmicas a estudiar, que sera utilizado
en los capitulos I1I y IV.

En el capitulo III estudiamos distintos aspectos del modelo de lamina
bidimensional. En la primera seccién de este capitulo, estudiamos sistemas
con gradacion de masa, analizando las correlaciones espaciales y temporales
y las condiciones para una rectificacion térmica. Se analizé el rol de la ten-
sién mecanica aplicada y como la conductancia térmica del sistema depende
de la longitud del mismo. El estudio se complementa con el formalismo de
Fokker-Planck, mostrando similitudes y diferencias con los resultados numéri-
cos obtenidos a partir de simulaciones de dindmica molecular (MD). En la
segunda seccion del capitulo I1I se analiza el rol de los términos anarmonicos,

del tamano y de la tensién uniaxial aplicada sobre la conductancia térmica.
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También se tiene en cuenta el movimiento de los atomos fuera del plano de
la ldmina (modos flexurales). En particular se hace un estudio detallado de
los modos vibracionales y su contribucion al transporte térmico.

En el capitulo IV, se consideran cadenas anarmonicas tensionadas con
atomos que se mueven en 3D, en el marco de la NLFHT. A partir del es-
tudio de las correlaciones espacio-temporales de los campos conservados, se
obtienen exponentes que permiten caracterizar el transporte anémalo.

Finalmente en el dltimo capitulo, presentamos las conclusiones y la posi-

bilidad de futuros trabajos.
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Capitulo II: Modelo General

En este capitulo se presenta el modelo general de ldmina atémica, que
es la base para los estudios sobre el transporte térmico que se haréan a lo
largo de toda esta tesis. Se analizaran en detalle las distintas variables (topo-
logia, potencial interatémico, tensién, tamano) y entornos (banos térmicos,
condiciones de contorno) que pueden afectar a las propiedades de la ldmina.
Ademads se presentaran las ecuaciones basicas que gobiernan su dindmica y
el calculo de sus propiedades térmicas.

En las siguientes secciones se dara una breve sintesis de cada uno de estos
items, indicando cudles seran utilizados para este trabajo. Finalmente en
las tultimas dos subseccidnes, se definiran la corriente, la conductancia y la
conductividad térmica, y luego cémo calcularlas a partir de simulaciones
numéricas. Todas estas definiciones seran muy relevantes para el andlisis

posterior de esta tesis.

I1.1 Topologia: Lamina bidimensional

El modelo general de lamina se esquematiza en la Fig.(7). Esta se com-
pone de un arreglo rectangular de N = N, x N, particulas, donde N, y
N, corresponden al nimero de atomos en la direccién longitudinal (largo)
y transversal (ancho) respectivamente. Se considera que las particulas in-
teractian a primeros vecinos, con un potencial interatéomico que tiene un
minimo a una distancia caracteristica ly. En este caso la posicién natural de
equilibrio de las particulas se encuentra en una matriz rectangular, donde la
distancia de separacion entre particulas viene determinada por los parame-
tros de red (ay, a,) = (lo, lp). Cada dtomo de la red se encuentra identificado
por el par de indices i=(i,, iy).

Se considera en general que la lamina estd fija por sus extremos y puede
estar sometida bajo una tensién uniaxial en la direccién longitudinal, que
sera donde se establezca el gradiente de temperatura, y en consecuencia el
flujo de calor. Para fijar la lamina, se puede pensar que existen dos colum-
nas adicionales de atomos que estan en posiciones fijas en todo momento,

correspondientes a i, =0 e 1, = N, + 1.
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Las masas de cada atomo m;, que pueden ser iguales o diferentes, y la
distancia [y, se seleccionan de acuerdo a los parametros caracteristicos del

sistema o material que se quiera modelar.

Figura 7: Esquema de una ldmina de dtomos (topologia 2D). Los extremos en
la direccion z se encuentran fijos, y la primera (i, = 1) y ultima (i, = N,) filas
de particulas estan acopladas a dos banos térmicos a diferente temperatura,
Ty, (rojo) y T (azul) respectivamente. Las particulas pueden vibrar en las
direcciones z-y (2D) o en las direcciones z-y-z (3D).

En el caso que la distancia L, entre los dtomos fijos sea mas grande que
(N, + 1)y, la ldmina estard tensionada y la distancia de equilibrio entre

atomos en la direccion longitudinal se vera modificada a:

N, +1

donde € es la fraccién que indica cuanto se han separado las particulas res-

Ay = (1—|—6)l0 s

pecto a su distancia natural de equilibrio (estiramiento o deformacién). Asi
si € < 0 corresponde a una lamina plegada, mientras que si € > 0 se tiene
una lamina estirada.

La posiciéon de equilibrio de las particulas en coordenadas absolutas es
Ry = (ayiy, ay(iy, — 1)), mientras que r; = R; — Ro; representa el desplaza-
miento de cada atomo con respecto a su respectiva posicion de equilibrio. Se

asume que cada particula interactia solamente con sus vecinos mas cercanos
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a través de un potencial v(r) que sélo depende de la distancia relativa entre
ellos ;5 = |R; — Ri|, creando un enlace.
La suma de los potenciales interatémicos sobre todos los enlaces posibles

v(ri ) da finalmente la energia potencial total de la ldmina

VR = D v(riy)

enlaces
N, x N Y

= Z Z v(|R(iz+1,iy) - R(izviy)D

ip=01iy=1

N, Ny—1

2 2 (R — Reiay]) &

ip=1 iy=1

El primer término de esta ecuacion representa a todas las interacciones po-
sibles para los enlaces en la direccion longitudinal z, y el segundo término a
todas las interacciones para los enlaces en la direccion transversal y. Los ato-
mos también pueden vibrar en la direccion z, que en la jerga al movimiento

o vibracion fuera del plano de equilibrio de la lamina se lo llama flexural.

Atn siendo un modelo sencillo, se puede observar de la Eq.(1) que las
variables dinamicas se encuentran acopladas, lo que sera fundamental en las
vibraciones del sistema y en el rol de ellas en el transporte de calor. Como
ya se ha mencionado en la introduccion general, el flujo de calor en sistemas
de baja dimensién depende principalmente de su tamano y de otras carac-
teristicas del sistema. El transporte de calor mediado por fonones se activa
mediante una diferencia de temperaturas (potencial térmico), similar al caso
de un flujo eléctrico que se origina a partir de una diferencia de potencial
eléctrico. Entonces el otro aspecto relevante al momento de simular el movi-
miento de estas particulas con dindamica molecular, es el tipo de reservorio al
cual se conectan los extremos de la lamina.

La eleccion del tipo de reservorio térmico y las condiciones de borde de-
penderan del sistema que se desee modelar. En este trabajo en particular, se
utilizan condiciones de borde fijo para los extremos del sistema, y libres en

los bordes laterales. Los banos térmicos utilizados seran de tipo Langevin.

16



La eleccion de estas condiciones seran explicadas mas en detalle en la sec-
cién I1.3 y secciéon 11.4. Antes de realizar este andlisis, en la proxima seccion
se discutira el tipo de interaccion a primeros vecinos que se utiliza en los

modelos de la presente tesis.

I1.2 Interacciones entre atomos

En materiales semiconductores y aislantes, el flujo de calor se debe fun-
damentalmente a las vibraciones de la red cristalina, que en la dualidad
onda-particula dada por la fisica cuantica, se las puede llamar fonones. Los
modelos con tales vibraciones suponen pequenas oscilaciones alrededor de la
posicion de equilibrio de los atomos de la estructura.

En sistemas macroscépicos, Ly, L, > Lypp (longitud del camino libre
medio de un fonén), la conductividad térmica no depende de la longitud
del sistema y generalmente es una constante, que a lo sumo podria ser una
funcién de la temperatura. Este no es el caso en sistemas de baja dimension,
donde se presentan dos casos a ser considerados sobre la relacién entre la

longitud del camino libre medio de un fonén Lyrp, y la longitud del sistema

L,:
u Lz << LMFP~
» L, =~ Lyrp.

El primer caso supone que la distancia promedio que un fonén viaja entre
eventos de dispersién con otros fonones es mucho mayor que la longitud ca-
racteristica del sistema. En este caso el modelo supondra fundamentalmente
una interacciéon armoénica a primeros vecinos entre particulas que oscilan al-
rededor de la posicién de equilibrio. Esta es una buena aproximacién para el
caso de sistemas con tamanos mucho menores que el camino libre medio de
los fonones involucrados o en el caso de muy bajas temperaturas. Numero-
sos estudios han mostrado que en este caso se produce una difusion térmica
anémala (balistica), es decir una conductividad térmica que tiende a infinito

cuando el tamano del sistema se incrementa [67, 68, 69, 70, 71, 72].
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En el segundo caso cuando L, &~ Lyrp, las interacciones entre fonones
ya no pueden ser despreciadas y se requieren modelos que contemplen po-
tenciales no lineales o anarmonicos. En este caso el sistema puede presentar
un transporte superdifusivo, subdifusivo o normal, con una conductividad
térmica que varia acorde a una ley de potencia con la longitud del sistema
(k ~ L2, con § el exponente caracteristico).

Uno de los potenciales mas utilizados para estudiar el transporte de calor
anomalo en sistemas anarmoénicos es el potencial a — § Fermi Pasta Ulam
[48, 49], dado que es una buena aproximacién a los primeros términos de
una expansion de Taylor de un potencial general de interacciéon. Este tipo de
potencial permite modelar a primeros érdenes interacciones que contemplan
atraccion y repulsion entre atomos.

A los efectos de estudiar el rol de los primeros 6rdenes no lineales en
el transporte térmico, elegimos para v(r) la forma funcional dada por el
potencial a-f Fermi-Pasta-Ulam (FPU):

v(r) = %kz(?” — 1)+ %a(r — 1) + %6(7‘ — ), (2)

donde [, es la distancia natural entre primeros vecinos, ks es la constante
elastica del término armonico, y o y [ son los pardmetros que dan cuenta
de la intensidad de los términos anarmonicos ciibicos y cuarticos respectiva-
mente. Los iltimos dos términos de la Eq.(2) son los responsables principales
de la mezcla y acoplamiento de los diferentes tipos de modos que son activa-
dos por la presencia de los reservorios, asi como también en menor medida
dependencias no lineales de la distancia r con las coordenadas atémicas. En
particular, a lo largo de esta tesis, estos parametros se especifican a partir de
los primeros érdenes de la expansion de Taylor de los potenciales empiricos
[45, 46, 47] correspondientes a las estructuras cristalinas que nos interesan
modelar.

Para el caso de una lamina, cuando la temperatura es baja o moderada,
se espera que los atomos oscilen alrededor de sus respectivas posiciones de
equilibrio, siendo sus desplazamientos mucho menores que la distancia tipica

entre dtomos [y (distancia de equilibrio del potencial interatémico).
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En esta tesis se considera solamente el caso de tensién uniaxial en la
direccion del gradiente térmico, que es la direccion longitudinal de la lamina
(direccién 7). La tensién viene determinada por la deformacién € = (a, —
lo)/ly, donde a, es la distancia de equilibrio en la direccién longitudinal.
Recordamos que al no haber tensién en la direccién transversal g, la distancia
de equilibrio a, siempre es igual a .

Para un enlace entre atomos vecinos en la direccion longitudinal, el vector
desplazamiento relativo entre los atomos es:

A = Ri,414,) = Ry — @
Proyectando este vector en la direccién longitudinal z, y en el plano perpen-

dicular, se puede definir:

Along = Aiv
A2 = (A9 +(A-2)%.

De esta manera la distancia absoluta entre dos atomos vecinos se puede

calcular de la siguiente forma:

r=R+1i,) — R, iyl = el + A = \/ (4 + Along)® + A7 .

Cuando Ay y Ay son simultdneamente mucho menores que a,, se puede
expandir la raiz cuadrada hasta cuarto orden en estos desplazamientos. In-
troduciendo luego esta expansién en la expresién general del potencial a-f
FPU Eq. (2), se obtiene finalmente el potencial interatémico de un enlace

longitudinal expandido hasta cuarto orden

1 1 1
U(T) = o + FOAlong + §keffA120ng + §kJ_Ai + gaeﬁAlsong + C3AlongAi
1 1
+16Afong + Z/BLAjl_ + C4A120ngAi ’ (3)
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con

1 1 1
vo = v(a,) = 5]{2[362 + galg’e?’ + Zﬁl§€4
Fy = kaloe + alge® + Bl3e’
keg = ko + 2alye + 3ﬂl§62

Qeg = «+ 30lpe

o= 10
T (16
b = lo(1+¢)
1 ky 1 1 1 2
S S Sy R S DR (. R S
“ 210(1+e)2+2a( (1+e)2)+45°((1+e)2 +€>
1 ks 1« 1 1
_ - - (1) .
“ 2[8(1+6)3+210(1+e)3+25( (1+e)3)

Iy es la fuerza entre particulas vecinas que depende del estiramiento lon-
gitudinal €, es decir que provee el valor de la tension de la lamina. k.g es una
constante elastica efectiva correspondiente a desplazamientos en la direccion
longitudinal, que puede incrementarse o decrecer respecto a ks dependiendo
del estiramiento € y del valor de o y 5. aeg modifica al término cibico origi-
nal del potencial interatomico. k£, es una constante elastica correspondiente
a los desplazamientos transversales, que desaparece en el caso de no existir
estiramiento longitudinal. En ese caso, el término a orden mas bajo en el
desplazamiento transversal es cuartico y proporcional a ;. Finalmente c3 y
c4 son dos constantes que respectivamente acoplan las coordenadas longitu-
dinales y transversales a tercer y cuarto orden en los desplazamientos. Estos
términos son los responsables de la mezcla y acoplamiento de modos vibra-
cionales colectivos longitudinales, transversales y flexurales en el transporte
térmico.

Para los enlaces en la direccién transversal se puede hacer un desarrollo

similar, pero ahora definiendo:

A = R+ — Ry —ayy -
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Proyectando nuevamente en la direccién longitudinal y perpendicular, se ob-

tienen los respectivos desplazamientos relativos:

Along = AQ,
A = (A-2)2+(A-2)%.

Realizando la misma expansion que antes sobre el potencial, se llega a las
mismas expresiones que para los enlaces longitudinales. Sin embargo como
en los enlaces transversales no puede haber tensién (a, = ly), las expresiones
se simplifican considerablemente ya que € = 0. Entonces el potencial v(r) se

reduce a la siguiente expresion:

long

1 1 1 1
v(r) = §k2A2 + gaAf’ong + c3A1ong AT + ZﬁAﬁmg + Zﬂ LAY+ c4A120ngAi ,

con
1 ks
61_ - 5%7
1k
G = 557
1k
Cy = —§E

Estas expresiones también son validas para los enlaces longitudinales en
el caso de deformacion sea nula (¢ = 0). La Eq.(3) muestra que el poten-
cial interatémico tiene diferentes términos que daran cuenta de las contri-
buciones asociadas a vibraciones longitudinales, transversales/flexurales y al
acoplamiento respectivo entre ellas, y cémo la tensién (caracterizada por el

estiramiento €) las puede modificar.

I1.3 Reservorios térmicos

Para estudiar el transporte de calor a través de un sistema Hamiltoniano,
es necesario conectarlo a reservorios térmicos a distinta temperatura para

establecer una corriente térmica.
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Un reservorio térmico es un sistema termodinamico que cede o absorbe
energia en forma de calor, trabajo o bien permite un intercambio de particulas
a un entorno. Al ser un sistema mucho més grande que el sistema en cuestion
(ntimero de particulas tendiendo a infinito), se considera que su temperatura,
volumen y potencial quimico se mantienen constantes.

En general para un sistema clasico 1D de particulas interactuando a través

de un potencial de interaccién V(x) a primeros vecinos, el Hamiltoniano es:

9  N-1
i

H= Z 2];” + Z V(i — ziy1) , (4)

i=1 t i=1

donde m;, z;, p; = m;x; para i =1,2,..., N,, denotan las masas, posiciones y
momentos de las N particulas. Por simplicidad discutimos el caso 1D, ya que
su generalizacion a mayores dimensiones es directa.

Existen variadas implementaciones de termostatos, pero en general los
dos modelos de reservorios mas populares que se encuentran en la literatura

para simular el transporte de calor en sistemas atomisticos son [30, 31]:

» Reservorio térmico de Nosé-Hoover

» Reservorio térmico de Langevin

Reservorio térmico de Nosé-Hoover

Estos son banos deterministas con una dinamica reversible en el tiem-
po, que sin embargo sorprendentemente, tienen la habilidad de generar un
comportamiento difusivo irreversible. Para un conjunto de particulas los re-
servorios de calor son definidos a través de las siguientes ecuaciones de mo-

vimiento:

o= fi— G
pi = fi para i=2,3..., N, — 1
PN, = fn, — CrDN,,

donde f; y fn, son las fuerzas del reservorio térmico de Nosé-Hoover actuando

sobre las particulas ¢ = 1 e + = N,. Mientras f; es una fuerza newtoniana
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actuando sobre la particula 7.
Por otro lado (; y (g son también variables dindamicas que satisfacen

respectivamente las siguientes ecuaciones de movimiento:

. 1 p2
(L = — —1 1),
QL mlkBTL
) 1 2
I e O I
Or \mn,kpTr
con 01 y 0g, pardmetros que controlan la fuerza del acoplamiento a los re-

Servorios.

Reservorio térmico de Langevin

Estos reservorios se definen por adicionar una fuerza en la ecuacién de
movimiento de las particulas en contacto con los banos. En su forma mas
simple, la fuerza adicional consiste de un término disipativo, y un término
estocastico, que es dado por un ruido Gaussiano blanco. Luego con los reser-
vorios de Langevin conectados a las particulas i =1 e © = N, las ecuaciones

de movimiento estan dadas por:

1= fl—ﬁprﬂh(t)
my

pi = fi para i=2,3...,N, — 1
PN, = sz—ﬂpN+ﬁR(t),
m xT
OH
donde fi = ——
(%m-

es la usual fuerza newtoniana sobre la particula 7. Los términos de ruido
dados por 7, g(t) son Gaussianos, con valor medio cero, y relacionados con

los coeficientes de disipacién 7y, g, dados por la usual relacién de fluctuacion
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disipacion:

(e (t)) = 2kgTryLo(t —t)
nr(t)) = 2kgTryr(t —t')
(ne(t)ne(t)) = 0,

donde ( ) denota valores medios y 77, y Tk son las temperaturas de los
reservorios izquierdo y derecho respectivamente.

En los modelos de Nosé-Hoover y Langevin, se describen situaciones don-
de los reservorios estan conectados a ciertas particulas determinadas, y no
a aquellas que estén en una dada region del espacio en un cierto instante.
En el caso de materiales sélidos esta diferencia no es esencial ya que los
atomos vibran alrededor de una posicion fija. La mayor diferencia entre am-
bos termostatos es que en el reservorio de Nose-Hoover la temperatura en
la region del bano se ajusta globalmente y deterministicamente reescalean-
do las velocidades de los atomos con un factor comun, mientras que en la
dinamica de Langevin las velocidades de los dtomos se ajustan localmente y
estocasticamente.

En general, para sistemas con un ntimero grande de particulas, no se
observan grandes diferencias en los resultados numéricos de las propiedades
térmicas al utilizar un reservorio de calor de Nosé-Hoover o Langevin [31].

La eficiencia en el intercambio de calor entre el sistema y los reservorios
depende de la intensidad de las constantes de acoplamiento v y 6 . Ademés
el acoplamiento de los banos al sistema genera una resistencia térmica de
contacto [30, 31], que se manifiesta con un salto o discontinuidad del perfil
de temperaturas sobre los bordes. Esta cuestién se torna critica para ta-
manos pequenos donde la resistencia de contacto puede ser importante y los
resultados obtenidos con uno u otro reservorio son diferentes [31].

Por todo esto la eleccién adecuada del tipo de reservorio y las constantes
de acoplamiento es una cuestién delicada al momento de realizar las simu-
laciones. En este trabajo, debido a que se trabaja con sistemas pequenos, se

ha decidido utilizar el reservorio térmico de Langevin.
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I1.4 Condiciones de contorno

El otro elemento del modelo que requiere una cuidadosa eleccion es el
tipo de condiciones de contorno. Las mismas dependeran de qué tipo de
dispositivo o condiciones experimentales se desee modelar.

Si el sistema es muy grande en todas sus dimensiones ( L, L,, L, >
Lyrp) las condiciones de contorno no jugaran un rol tan determinante en
el sistema, y la conductividad térmica sera finita e independiente de las di-
mensiones. Sin embargo, en el caso de los dispositivos o materiales de baja
dimensién y en escalas nanométricas (L, < Lygp 0 L, &~ Lyrp), las condi-
ciones de borde tendran un rol muy importante en la conduccién de calor y
por lo tanto, su modelado requerira de un anélisis cuidadoso.

Los fonones, en su interaccion con el borde preservan la energia del pa-
quete de ondas, a tal punto que su interacciéon puede ser pensada como una
reflexién [73]. Sélo a modo de ejemplo para mostrar la sensibilidad de los
modelos frente a las condiciones de contorno elegidas, en la Fig.(8) se pue-
de observar la corriente de una cadena armonica unidimensional de masas

desordenadas en funcién del nimero de particulas N [31].

0.01

1

0.0001 o Model (a) free BC

+—+ Model (b) free BC
== Model (a) fixed BC
% Model (b) fixed BC

le-06

100 1000 10000 le+05
N

Figura 8: Corriente de calor J vs N, para condiciones de frontera libre y fijo.
Los resultados corresponden a: (a) reservorio Gaussiano blanco; (b) modelo
de Rubin.

Aqui se pueden observar los resultados para dos condiciones de contorno:
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libre y fijo. Para cada una de ellas, ambos modelos de reservorios coinciden en
sus resultados. Sin embargo la corriente de calor para una cadena de bordes
libres es diferente a la corriente de calor para una cadena de bordes fijos. Este
resultado muestra que la eleccién de las condiciones de frontera adecuadas
son un factor importante al momento de calcular propiedades térmicas.

Las condiciones de contorno mas utilizadas en la literatura del transporte

de calor fonénico son [31, 73]:

» Condiciones de borde fijo.
» Condiciones de borde libre.

= Condiciones periédicas de contorno.

Las condiciones de borde libre y/o borde fijo suelen ser empleadas pa-
ra modelar sistemas suspendidos y/o con extremos fijos. Las condiciones de
borde libre son generalmente utilizadas cuando el efecto de borde no es im-
portante debido a que los procesos ocurren en escalas temporales mucho
menores a las que requieren los fonones para alcanzar los bordes. Por ejem-
plo, cuando el tiempo de vida de un fonén es muy corto y no llega a difundir
por el sistema. Las laminas con bordes fijos se emplean para sistemas que

estan fijos a contactos.

Figura 9: Izquierda: Lamina bidimensional de grafeno con extremos libres.
Derecha: Nanobanda de grafeno suspendida de dos de sus extremos.

Por ultimo las condiciones peridédicas de contorno son utilizadas gene-

ralmente para modelar sistemas parcialmente cerrados como nanotubos de
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carbono o totalmente cerrados como fulerenos Cgg. También suelen aplicarse
en la direccién en la cual los sistemas tienen dimensiones mucho mayores
que las caracteristicas del proceso que se estudia. En otras palabras el siste-
ma en esa direccion se comporta como un bulk, donde ademas los bordes se

encuentran lo suficientemente lejos para no afectar la dinamica.

Figura 10: Izquierda: Fullereno C60. Derecha: Nanotubo de carbono.

Usualmente los sistemas en los que se requiere estudiar el transporte de
calor poseen condiciones de contorno mixtas. Por ejemplo: un nanotubo tiene
condiciones periddicas de contorno para representar un cilindro perfecto, pero
sin embargo sus extremos pueden contener atomos libres o fijos.

El modelo general de esta tesis considera condiciones de contorno mix-
tas. Las laminas consideradas en el capitulo III tienen sus extremos fijos
a reservorios térmicos. Las columnas de particulas ubicadas en (i, = 0) e
(i, = N+ 1) corresponden a bordes que se encuentran fijos durante toda la
simulacion. Los bordes laterales de la lamina, es decir la fila de atomos ubi-
cados en (i, = 1) y la fila ubicada en (i, = N,) poseen condiciones de borde
libre y no interactiian con ningun sustrato externo o reservorio térmico. Este
es un buen modelo para una membrana suspendida.

En la cadena unidimensional del capitulo IV, la particula i = 0 sera el
extremo fijo, mientras que la particula ¢ = N estard libre, pero sometida a

una fuerza externa constante que tensionara la cadena.
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I1.5 Ecuaciones de movimiento

En el esquema de la Fig.(7), las particulas de la izquierda y derecha se
encuentran acopladas a dos reservorios térmicos a diferente temperatura.
Como ya se mencion6 anteriormente, este tipo de interacciéon contempla un
término viscoso proporcional a la velocidad de la particula y una fuerza alea-
toria Gaussiana actuando sobre las particulas en contacto con los reservorios.
En estas condiciones la ecuacién de movimiento general de cada una de las

particulas es:
d’r; oV dr
i— = —— —%i— + fi(t) , 5
mi o~ gy T (5)

1
donde 73 = 1 para i, = 1 0 i, = N,, y cero en caso contrario. V' es el
potencial general dado por la suma de las interacciones v(r;;) de todos los
enlaces, y fi(t) son las fuerzas aleatorias que sélo actiian sobre las particulas
conectadas a un reservorio. Las correlaciones espacio-temporales de estas
fuerzas aleatorias vienen dadas por la ecuacién generalizada de la relaciéon de

fluctuacion-disipacion correspodiente a un ruido Gaussiano:

(Giput) &) = 2% kp T3 0150, 0(t — 1), (6)

donde los indices p y v corresponden a las direcciones cartesianas (z,y, 2).
Las temperaturas constantes de los banos térmicos pueden ser escritas como:
Ty, =T, 0Tk si 1, =101, = N,, respectivamente. Para un dado ensam-
ble de condiciones iniciales las ecuaciones de movimiento Eq.(5) de todas
las particulas son integradas hasta alcanzar un estado estacionario, en don-
de las propiedades estadisticas de las variables dindmicas (valores medios,

varianzas) sean invariantes en el tiempo.

Parametros de trabajo

Para realizar las simulaciones numéricas es necesario adimensionalizar las

ecuaciones de movimiento mediante las siguientes unidades:

1. La distancia de equilibrio [y entre atomos vecinos como la unidad de

longitud.
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2. La masa m de los atomos que conforman la estructura como la unidad
de masa, en el caso de atomos idénticos. En el caso de existir gradacion
de masas, se puede tomar la masa mayor o la menor de la ldmina como

unidad, o sino una masa promedio.

3. 79 = /m/k como la unidad de tiempo, y 1/7 como la unidad de
frecuencia, siendo k la constante elastica (orden dos) del potencial in-

teratémico.

4. kly como la unidad de fuerza, kI como la unidad de energia y kiZ/7g

como la unidad de corriente de energia.

5. Ty = ki%/kg como la unidad de temperatura, donde kg es la constante

de Boltzmann.

Para tener algunos 6rdenes de magnitud, y considerando que en esta tesis
se utilizan modelos tedricos de laminas 2D, podemos tomar como referencia
las propiedades mecanicas y térmicas de atomos de carbono en estructuras
de grafeno. En este caso los d4tomos de C tienen masa m = 1.9723.107% kg,
k = 652 nN/nm (constante eldstica dada por la expansién a segundo orden
de la interaccién a lo largo de la direccién carbén-carboém), y [y = 0.1421
nm (distancia de equilibrio) [74]. Con estos valores, la unidad de tiempo se
reduce a 7y = 5.5 fs, y la unidad de temperatura a Ty ~ 10° K.

Por otro lado, los modelos de grafeno suelen introducir anarmonicidad a
través del potencial interatémico clasico Tersoff-Brenner. Este potencial es
usado habitualmente para estructuras de baja dimensién basadas en Si o C.

Realizando una expansién de la parte radial del potencial Tersoff-Brenner
[45] hasta el cuarto orden de interaccién alrededor de la posicién de equili-
brio, se obtienen los parametros adimensionales del potencial a-3 Fermi Pasta
Ulam, o = —5.45 y § =~ 16.93. Estos pardametros seran utilizados como refe-

rencia en los capitulo III y IV, para el analisis de casos particulares.
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I1.6 Corriente de calor

Para una cadena de atomos moviéndose en una dimensién, donde sus
extremos estan conectados a banos térmicos de Langevin, las ecuaciones de
movimiento son p; = f; — ;1 f1L + 0 nfr, donde fr v fr son las fuerzas que
sienten los atomos de los extremos debido al contacto con los reservorios. La

tasa a la cual los banos realizan trabajo sobre el sistema viene dada por:

Jir = four,

Jvr = frun,

donde J; , v Jn g son las corrientes de energia térmica entre los reservorios y
el sistema. La densidad de energia local asociada con la particula ¢ o energia

de la cadena en el sitio i se puede escribir como:

2
Y4 1
- P Sy, -
‘1 2my + 2 (1 = 22)
p; 1
€ = 2—7;%%—5[1/(@_1—xi)—kV(mi—xiH)] , para 1=23.,N-1
2
PN 1
= -V = .
N 2mpy + 2 (xN ! xN)

Tomando la derivada temporal de estas ecuaciones, y después de algunos

calculos, obtenemos las ecuaciones de continuidad en forma discreta:

€6 = —Jo1+JiL,
& = —Jiyi+Jiio1, para 1=23..,N—-1
en' = —JIvrt+JInn-1,
con Jiic1 = % (Vie1 + ;) fiie1
donde fi,z'—l—l = _fi—i-l,i = -0V (xz - Iz’+1) /axi

es la fuerza que la particula (i + 1) ejerce sobre la particula .
En estas ecuaciones J; ;i es la corriente de energia que fluye desde el sitio
1— 1 al .

En el estado estacionario las corrientes de energia de cada enlace, prome-
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diadas en una ventana de tiempo, deben ser idénticas en valor medio e igual

a la corriente térmica total J:

J = <J1’L> = <J2’1> = <J3,2> = ~~~<JN,N—1> = _<JN,R> .

La extensién del célculo de la corriente al caso de una lamina es directa,
teniendo la precaucion de que ahora el flujo de energia que pasa por cualquier
secciéon transversal de la lamina, es el resultado de la suma de las corrientes
locales de varios enlaces, lo que dara una corriente total por seccién, ver el
esquema de la Fig.(11). Ademas la corriente por cada enlace tendra en cuenta

las contribuciones debidas al movimiento en 3D de cada &tomo involucrado.

Area transversal

Figura 11: Esquema de la lamina y de una seccién transversal por donde
fluird la corriente térmica de izquierda a derecha de la misma. La corriente
sera la suma de las corrientes de todo enlace individual que atraviese dicha
superficie.

Para este caso general de dos atomos interactuantes i y j vibrando en tres

dimensiones, la corriente de energia intercambiada entre ellos viene dada por:

Jij = (Fij- (vi+vy), (7)

donde Fjj es la fuerza que la particula i hace sobre la particula j, siendo v;

y v;j sus velocidades instantdneas.
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En el régimen estacionario la corriente de energia total a través de una
seccién transversal debe ser constante en el tiempo (a menos de fluctuaciones
estadisticas), e independiente de la seccién elegida.

Sin embargo los valores de corriente J; j correspondientes a enlaces en dis-
tintas filas iy pueden ser ligeramente distintos debido al efecto de los bordes
laterales libres. Por lo tanto la corriente total J que atraviesa el sistema, cal-
culada para una seccién transversal que pasa entre las columnas i, e (i, + 1)

€s:
Ny

T = Jiwiy)liatii) (8)

iy=1
donde la suma corresponde a todos los enlaces longitudinales que atraviesan
esta seccion transversal.

Ademas en el estado estacionario, este valor debe ser independiente de
la seccién elegida. Por lo tanto para aprovechar los datos de una simulacion
numeérica, podemos calcular la corriente total promediando sobre las corrien-

tes de todos los enlaces longitudinales:

Ny—1 Ny

1
= w1 DD i iatiy) - 9)

ip=1 iy=1

Cabe destacar que por la simetria del sistema y sus bordes libres en la direc-
cion transversal, la suma de corrientes de los enlaces en dicha direcciéon debe
ser nula en el régimen estacionario.

Para una diferencia de temperatura constante AT entre los extremos de
la 1dmina, la conductancia térmica C'y la conductividad térmica (k) pueden

ser calculadas a partir de la corriente longitudinal total J como:

J N, J
C=— K= ———

AT N, AT
Estas ecuaciones dan por sentado que la ley de Fourier se cumple. Justamente
luego si se observa que x depende del tamano y geometria del sistema, seréd

un indicio fuerte de que el trasporte de calor es anémalo.
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I1.7 Métodos para calcular la conductividad térmica

Los enfoques mas utilizados en los estudios de transporte de calor se

pueden dividir en dos categorias:

= De equilibrio: Aquellos basados en la relacién Green-Kubo, que per-
mite calcular los flujos y la conductividad a partir de las funciones de

correlacién en el equilibrio.

= De no equilibrio: Aquellos que permiten calcular flujos y conductividad
a partir de estados estacionarios de no equilibrio, como resultado de
conectar un sistema a reservorios térmicos a diferentes temperaturas o

someter el sistema a algiin otro estimulo que lo aparte del equilibrio.

La férmula de Green-Kubo proporciona una relacion que permite calcular los
coeficientes de transporte, tal como la conductividad térmica x o la conduc-
tividad eléctrica o, en funcién de integrales de funciones de correlacion en
el tiempo de las corrientes respectivas. Para un sistema clasico 1D, la con-
ductividad térmica puede ser calculada a través la formula de Green-Kubo

COINo.

k

'l 1im + / " (I0)J (1) | (10)

o ]{jBTQ T—00 L—00

J(t) :/0 dx j(z,t) (11)

donde J(t) es la corriente total en un instante temporal. El valor medio del
correlacionador (J(0).J(t)) indica un promedio sobre las condiciones iniciales
elegidas de un conjunto microcanénico o canénico a temperatura constante
T.

La formula de Green-Kubo es muy 1til para calcular el valor de la conduc-
tividad térmica en sistema macroscopicos. Sin embargo en sistemas de baja
dimension surgen ciertas limitaciones. Cuando las estructuras son pequenas
tomar el limite termodindmico de la Eq.(10) carece de sentido. En estos ca-
sos el transporte suele ser anémalo y la conductividad térmica diverge. En
tales casos la magnitud mas adecuada es la conductancia, que cuantifica la

capacidad del sistema en su conjunto para conducir el calor.
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El otro inconveniente de las simulaciones de equilibrio, proviene del limite
7 — oo en la Eq.(10). Este limite indica que el tiempo debe ser suficientemen-
te largo (tiempo de computo para asegurar que el sistema ha evolucionado
hasta alcanzar el régimen estacionario) para recorrer todo el espacio de fa-
ses disponible al momento de promediar las fluctuaciones. En simulaciones
numéricas de sistemas integrables o altamente armoénicos esto es practicamen-
te imposible de lograr por el alto costo computacional. En estas situaciones,
simulaciones de no equilibrio son las mas adecuadas. Sin embargo cuando las
contribuciones anarménicas son importantes las simulaciones de equilibrio
son abordables.

Dado que en esta tesis trabajamos con potenciales arménicos y anarmoni-
cos en sistemas de baja dimensién, estudiaremos el transporte de calor rea-
lizando simulaciones fuera del equilibrio en general. En el capitulo III se
analizara la corriente de calor a partir de modelos que se acoplan a reser-
vorios térmicos a distinta temperatura. Por otro lado, en el capitulo IV se
centrard en el comportamiento difusivo o superdifusivo de las correlaciones
espacio-temporales presentes una cadena vibrando en 3D. En este caso las
simulaciones seran en un ensamble microcanénico donde la energia total es
constante (equivalente a temperatura global T'). Estas correlaciones permi-

tirdn en un futuro determinar la conductividad térmica utilizando la relacion
de Green-Kubo.
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Capitulo III: LAmina bidimensional

En este capitulo se estudiaran las propiedades térmicas de laminas en
funcién de distintos parametros y bajo distintas condiciones. El capitulo se
divide en dos grandes secciones.

En la primera seccion se analizard el fenomeno de rectificacién térmica en
sistemas con gradacion de masas, que crea una asimetria estructural. Para es-
te caso se estudiaran correlaciones espacio-temporales de variables dinamicas,
y se compararan resultados numéricos con predicciones analiticas obtenidas a
partir de la descripcién dada por las ecuaciones de Langevin/Fokker-Planck
(LFP), que se pueden resolver en el caso de una aproximacién armonica de
los potenciales. También se analizara el rol de la tensién aplicada. Para sim-
plificar el andlisis, el movimiento de las particulas se restringird al plano de
la ldmina (movimiento 2D).

En la segunda secciéon de este capitulo se estudiaran laminas homogéneas,
cuyas particulas pueden moverse en tres dimensiones (movimiento 3D). Se
analizard en este caso el rol de los términos anarmoénicos del potencial in-
teratémico, asi como el de la tensiéon uniaxial. Utilizando la expansién de
los potenciales a partir de las posiciones de equilibrio, se podran analizar las
propiedades térmicas en términos de constantes efectivas. También se anali-
zard el rol de los distintos modos de vibracién (longitudinales, transversales
y flexurales), asi como el fenémeno de localizacién de los mismos. Para ésto

también se estudiara el efecto tamano en las propiedades térmicas.

ITI.A Laminas con gradacion de masas (2D)

En este primer modelo, el objetivo central es estudiar el rol de la asimetria
estructural en la conduccién de calor en laminas atémicas vibrando en 2D,
que pueden estar sometidas a tensiones mecéanicas.

En base al modelo general de lamina presentado en el Capitulo 11, consi-

deramos los siguientes parametros de trabajo:

s Potencial interatémico cuadratico en la distancia.
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= Atomos que pueden vibrar sélo en el plano 2D.
» Gradacién de masas lineal en la direccion longitudinal.

s Tension uniaxial.

La rectificacién térmica, andlogamente a la rectificacién eléctrica, es el
fenémeno que puede aparecer en un sistema en donde la corriente térmica
es diferente invirtiendo el signo de la diferencia de temperaturas entre sus
extremos. Para que esto suceda tiene que existir necesariamente una asi-
metria en la direccion longitudinal, que pueda afectar el transporte en una
direccién respecto de la otra. Para ésto nos enfocaremos en el caso simple de
un gradiente de masas en dicha direccién, siendo entonces la masa de cada
particula:

my = My — (ip — 1)(Mp — Mg)/(N, — 1), (12)

donde My y Mpg son las masas de las columnas izquierda y derecha respec-
tivamente.

Para simplificar el modelo y concentrarnos en esta propiedad de rectifica-
cion, nos restringiremos a un potencial interatémico cuadratico, es decir que
si tomamos el potencial a —  FPU general, corresponderia al caso en donde
a =0y f = 0. También restringiremos el movimiento de las particulas al
plano de la lamina, por lo tanto la coordenada z de todas las particulas sera
nula en todo momento.

Ademas de la rectificacién térmica nos interesa caracterizar las siguientes

propiedades del sistema:

1) Velocidades cuadréticas medias.

La velocidad cuadratica media de un atomo se puede identificar con
su temperatura 7T;, a través de la energia cinética promedio de una
particula i, atin si el sistema no se encuentra en un estado de equilibrio
termodinamico. )

kpTi = omi((viy) + (0,) - (13)

2) Correlaciones temporales.
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Si llamamos Q;(t) a cualquier variable dindmica, como la posicién o
la velocidad de una particula i, podemos definir su autocorrelacion

temporal como:

Co (1) = (&) Qi(t + 7)) , (14)

donde el promedio se hace en una ventana de tiempo ¢ lo suficien-
temente larga, y 7 representa la diferencia de tiempo en la cual se
analiza la correlacion. Esta funcion contiene informacién muy tutil so-
bre las escalas de tiempo caracteristicas del sistema, y se espera que
sea decreciente en 7 debido al ruido estocastico introducido al sistema
por los banos térmicos. Ademas esta funcién nos ayuda a estimar el
tiempo entre muestreos de distintas variables para poder considerarlas
estadisticamente independientes. De esta manera se puede estimar el
tiempo durante el que hay que propagar la dinamica del sistema, que

es proporcional al tiempo computacional.

Correlaciones espaciales
CQin - <Ql(t)Q.]<t>> : (15)

En general, a un mismo instante ¢, el movimiento de la particula i estard
correlacionado con el movimiento de la particula j. Se espera entonces
que las particulas vecinas tengan una correlacion mas fuerte que las
particulas mas distanciadas entre si. Por lo tanto surge una longitud
de correlacion que podra depender de distintos pardametros del sistema

y de los banos térmicos.

Corriente térmica
Jij = (Fiy- (vi+vy)) - (16)

A partir de las corrientes de cada enlace, se puede calcular la corriente
térmica total que atraviesa al sistema, en direccion opuesta al gradien-
te de temperatura, y de esta manera calcular una conductancia y/o

conductividad.

Primero procederemos a un calculo analitico de estas cantidades de in-
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terés, para luego contrastarlo con simulaciones numéricas (dindmica molecu-
lar).

III.A.1 Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck en la

aproximacion armonica

Las ecuaciones de Fokker-Planck y Langevin son utilizadas generalmente
para estudiar la dindmica de sistemas microscopicos que abarcan diferentes
campos de investigacién en ciencias naturales: fisica del estado sélido, éptica
cuantica, fisica-quimica, biologia tedrica y teoria de circuitos. La mayoria
de estos de campos de investigacion contemplan dentro de sus parametros,
fluctuaciones estadisticas que no permiten saber de manera exacta, en cada
instante de tiempo, la posicion y velocidad de cada una de las particulas del
sistema. El ejemplo arquetipico es el movimiento estocéstico de particulas
pequenas inmersas en fluidos, el llamado movimiento browniano.

La ecuacién de Fokker-Planck es un tipo especial de ecuacion maestra
que permite calcular la dindmica de la funciéon de densidad de probabili-
dad W(x;,t), donde z; son N macrovariables. La solucién de esta ecuacion
maestra permite obtener la W. Un camino alternativo es resolver la ecuacion
dinamica de Langevin, la cual es una ecuacién de movimiento estocastica
asociada al sistema de particulas, y que es formalmente equivalente a una
ecuacion de Fokker-Planck [50].

La ecuacion de Langevin describe una de las posibles trayectorias del
sistema dada una condicién inicial y una realizacién de la fuerza estocastica.
Por otro lado, la ecuacién de Fokker-Planck contiene mas informacion dado
que describe la evolucion de la distribucién de probabilidad de cualquier
trayectoria posible del sistema. Sin embargo a diferencia de Fokker-Planck,
la ecuacion de Langevin es resoluble numéricamente con relativa facilidad
aun en el caso de un potencial general o condiciones de contorno complejas.

Las formulaciones Langevin/Fokker-Planck brindan informacién comple-
mentaria y equivalente relevante sobre la dindamica del sistema tanto en su
estado transitorio como en su estacionario, permitiendo calcular los momen-

tos de las variables macroscopicas.
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La funcién W (x,t) depende de la fuerza de interaccién y de las fuerzas
estocasticas de los reservorios térmicos. La ecuacién de Fokker-Planck que

da la dindmica de W (z,t) en funcién de N variables macroscépicas es

N N g2

Z HED + Y g DL deh|w . a)

=1 1,j=1

donde D! v D?. son matrices Y = X4 . xy son variables que re-
i 1,j 3 )
presentan una posicién y velocidad instantanea. La ecuaciéon de Langevin

equivalente es
d$i 1
= D! ({zh) + l0) (15)

con 7;(t) un vector ruido estocéstico con distribucién gaussiana.

Las ecuaciones de Fokker-Planck y de Langevin no son resolubles analiti-
camente para el caso de un potencial general, pero si cuando el mismo de-
pende de forma cuadratica de las variables espaciales del sistema.

Dado que las dos formulaciones son equivalentes, se pueden utilizar para
obtener las variables dinamicas y correlaciones necesarias para caracterizar
las propiedades térmicas. Asi, en esta tesis se denomina LFP al conjunto
de ecuaciones y soluciones del sistema equivalente Langevin/Fokker-Planck,
que en este caso se circunscribe especificamente a la solucién analitica de las
ecuaciones de Langevin en las que se utiliza una aproximacion cuadratica del
potencial total del sistema Eq.(2), se pueden calcular las variables dindmicas
y sus correlaciones. Eventualmente, de ser necesario, a partir de la solucion
de Langevin en un dado ensamble, se puede obtener la W correspondiente.

Para obtener la aproximacién cuadratica de la energia potencial se deben
sumar las expansiones correspondientes a todos los enlaces, tanto longitudi-
nales como transversales. Para ello se utiliza la expansion desarrollada en el

capitulo anterior (Eq.(3)) sélo hasta segundo orden obteniendo:
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V({ri}) = (N + 1) Nyvg

Nx Ny
#3203 [k iy + O+ e
ix=114y=1
N,—1 Ny
= > D [k 2y
ix=1 iy=1
KLY (i i) Yl 10y
Nz Ny_l
- Z Z ko Y(ig i) Y(iz,iy+1) - (19)
ix=1 iy=1

En esta ecuacion vy = $hkolde?, ki = kae/(14+€), y ¢;, = 1/2sii, =10
iy = Ny, en cualquier otro caso ¢;, = 1. En esta aproximaciéon armonica
de la Eq.(19), las direcciones z e y estdn completamente desacopladas, y la
dependencia en la tensiéon viene dada por la constante efectiva en la direccion
transversal k| .

Para comenzar a resolver las ecuaciones de LFP, es necesario identificar
los diferentes grados de libertad del sistema. Como todos los atomos de la
ldmina bidimensional gradada tienen dos posibles direcciones de movimiento
(z e y), entonces el sistema tendrd un total de M = 2N, N, grados de liber-
tad. Si llamamos a cada una de estas coordenadas {g,}, podemos reescribir

las ecuaciones de movimiento estocasticas a través del siguiente sistema de

ecuaciones:
. 1
dn = —DPn,
my
- i
‘n:_ Knmm__nn nta 20
p mzﬂ In = P+ full) (20)
donde P21
K, = , 21
0Gn0m (21)

son elementos de una matriz fuerza, p, = m,q, los diferentes momentos
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o impulsos lineales, y v, v fn(t) la viscosidad y la fuerza estocastica del
reservorio térmico de Langevin.

Este conjunto de ecuaciones dinamicas lineales estocasticas puede ser
exactamente integrado para una dada realizacién de las fuerzas { f,(¢)}. Una
discusion sobre la solucién general de la Eq.(17) es explicada méas en detalle
en la cita [50].

Para el caso estudiado, definiendo dos vectores de dimension 2M, X =

(@15 s qrr; 1y o) Yy F(t) = (0,...,0; fi(t), ..., far(t)), es posible reescribir
el sistema de Eqs.(20) en forma matricial:

X =—-AX+F(t). (22)

La matriz cuadrada A tiene la siguiente estructura

0 —M-!
A:<K ! ) (23)

donde K es la matriz de fuerzas, con los elementos definidos en la Eq.(21),
M, = OnmIm, es la matriz de masas, y G = 0pmYn/my €s una matriz que
contiene los términos de viscosidad de las particulas acopladas a los banos
térmicos.

Esta matriz A puede ser diagonalizable obteniendo 2M autovalores com-
plejos \; que vienen en pares conjugados, donde su parte real siempre es po-
sitiva. Los autovectores son también complejos, y ordenandolos luego como
columnas, obtenemos la matriz unitaria U, que cumple AU = UA’, donde A’
es una matriz diagonal con los autovalores como elementos. Transformando
y definiendo X’ = U™'X, y F/(t) = U"'F(¢), la ecuacién matricial, Eq.(22),

se transforma en:

X' =—A'X +F(t).

Ahora las ecuaciones de Langevin estan desacopladas, aunque cada compo-
nente de F’(¢) es una combinacién lineal de todas las componentes de f,,(t).

De esta forma el sistema se reduce a 2M ecuaciones desacopladas:
i = =Nzl + fl(t) .
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Para una dada realizacién de las fuerzas aleatorias, y una condicién inicial,

cada ecuacion puede ser integrada obteniendo:

t
F(t) = e Ma0) e [ M par
0

Tomando las soluciones para cada z) y usando que X(t) = UX'(¢), ob-
tenemos las soluciones para las posiciones ¢, y momentos p,. El término
proporcional a las condiciones iniciales desaparece para tiempos lo suficien-

temente largos, tales que:

1

t max — T e N -
> min(Re(\;))

A partir de estos resultados nos interesa estudiar el comportamiento es-
tadistico en el régimen estacionario. Teniendo en cuenta las correlaciones
de las fuerzas aleatorias dadas en la Eq.(6) se define la matriz diagonal
Dy = 2v:kpTr0k, donde T}, se corresponde a la temperatura del bano a
la cual se encuentra acoplada la particula si el indice k corresponde al mo-
mento de dicha particula, sino vale cero para cualquier otro caso. A partir de
la matriz Dy; y de la matriz unitaria U, es posible definir una nueva matriz

como I = U'D (U1)T para luego definir la matriz

D’ e—/\nT
_ “mn

Hyn (1) = A+ A (24)

Finalmente a partir de este tltimo resultado es posible obtener la funcion

correlacién general para todas las variables dinamicas originales del sistema
(wi(t)a;(t + 7)) = (UHU"),; (25)

En esta matriz que depende de 7, se encuentra toda la informacién necesaria
para calcular las cantidades buscadas: la temperatura de cada atomo a partir
de la autocorrelacién de los momentos con 7 = 0, las corrientes térmicas de
cada enlace a partir de las correlaciones cruzadas entre momento y posicion;
ya que la fuerza es proporcional al estiramiento que deriva de un potencial

armonico, y las correlaciones espacio-temporales de las variables dinamicas.
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II1I.A.2 LFP y MD: Similitudes y diferencias

El potencial completo de la ldamina contiene términos no lineales, debido
al movimiento bidimensional de los a&tomos y a la dependencia en la distancia
absoluta entre ellos, lo que termina acoplando los movimientos en las direccio-
nes = e . Por lo tanto ni las ecuaciones de Langevin ni las de Fokker-Planck
se pueden resolver analiticamente con el método expuesto anteriormente.

Entonces una manera de calcular correlaciones, perfiles de temperatura
y corriente de calor, es realizando una integracion numérica directa de las
ecuaciones estocdsticas de movimiento en el estado estacionario (MD). En
nuestro caso se us6 un integrador Runge-Kutta estocéastico de orden 2, que
permitié estimar los valores medios de las magnitudes fisicas mencionadas.

A muy baja temperatura, donde los términos no lineales son despreciables,
los resultados tedricos de LF'P deberian coincidir con las simulaciones de MD,
dentro de los errores estadisticos. A temperaturas intermedias, si se compara
la funcién de correlacion temporal calculada por ambos métodos, se observa
solo una pequena diferencia entre ellas.

En general las funciones de correlacion decaen mas rapido a través de
las simulaciones, lo que significa que los términos no lineales inducen més
descorrelacion. Por lo tanto podemos tomar el tiempo tedrico Ta.x calculado
por LFP, como una buena estimacién superior del tiempo de descorrelacion

tipico del sistema para todos los regimenes de temperatura.

IT1I.A.3 Correlaciones temporales y espaciales

En esta seccién analizaremos las correlaciones espaciales y temporales de
las variables dinamicas del sistema, comparando los resultados obtenidos a
través de LFP y de MD.

Correlaciones temporales

En la Fig.(12) y Fig.(13), graficamos las funciones de correlacién temporal
para las posiciones y velocidades calculadas a través de LFP.

En ambos graficos se observa que las particulas acopladas a los banos
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térmicos, o cerca de este, se descorrelacionan en tiempos muy cortos debido
a las fuerzas aleatorias. Mientras que las particulas en el interior del sistema
tienen correlaciones a tiempos mas largos.

Las frecuencias de estas funciones se encuentran relacionadas con los mo-
dos normales que estén acoplados débilmente a los banos térmicos. También
se observa que para tiempos del orden de 200, muchas de estas funciones
decaen significativamente, excepto la componente de la velocidad en la direc-
cién transversal y. De todas formas, las fluctuaciones rapidas y no periédicas,
hacen que sea dificil predecir en promedio el comportamiento durante largos
periodos de tiempo.

Desde estas funciones de correlacién temporal, concluimos que el sistema
puede alcanzar un régimen estacionario para tiempos del orden de 500, donde
las mediciones de las variables dinamicas separadas por esta escala temporal

pueden ser consideradas independientes entre ellas.

0 50 100 150 200

0 50 100 . 150 200

Figura 12: Funcién de autocorrelaciéon temporal normalizada para algunas
particulas seleccionadas en la posicién z (arriba) e y (abajo). En todas las
figuras My = 1.6, Mg = 0.4, constante de los resortes ko = 1, y longitud
natural lo = 1. (N, N,) = (9,5), T, =1.5-107*, Tp =5-107°, a, = 1.25.
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Figura 13: Funcién de autocorrelacion temporal normalizada para las veloci-
dades en z (arriba) e y (abajo) de algunas particulas seleccionadas. Mismos
valores que la Fig.(12).

Correlaciones espaciales

Las funciones de correlacion espacial para las posiciones y velocidades, se
muestran respectivamente en la Fig.(14) y Fig.(15). La posicién x de una dada
particula esta altamente correlacionada con la posicion x de otras particulas
que se encuentran sobre la misma fila. Sin embargo cuando las particulas x se
ubican en filas diferentes, la correlacién decae casi a cero abruptamente. Este
ultimo resultado se puede explicar ya que el acoplamiento es solo a través de
los términos de orden superior en el potencial, y por eso en los calculos por

LFP esta correlaciéon es estrictamente cero.
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Figura 14: Funcién de correlacién espacial normalizada para z (izquierda)
e y (derecha), de una particula en la posicién (i, i,) = (12,6). (N, N,) =
(25,12), T, =1.5-107* TR =5-107°, a, = 1.25.

Por otra parte, la posicién y de una dada particula esta fuertemente
correlacionada con las posiciones y de todas las restantes particulas. Por lo
tanto, la longitud de correlacion es del orden del tamano del sistema para los
paramétros estudiados.

Por otro lado, la correlacion espacial de velocidades en ambas direcciones
x ey, decae fuertemente incluso para dos particulas vecinas. Este resultado
implica que la mediciéon de temperatura local a partir de las velocidades es

més directa.
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Figura 15: Funcién de correlacion espacial normalizada para las velocidades
en z (izquierda) e y (derecha), de una particula en la posicién (iz,i,) =
(12,6). (N, N,) = (25,12), Ty, = 1.5-10~%, T = 5- 1075, a, = 1.25.

II1.A.4 Perfiles de temperatura

Promediando la energia cinética de cada particula podemos obtener un

mapa de temperatura como se muestra en la Fig.(16).

Figura 16: Perfiles de temperatura cinético. LFP (izquierda) y MD (derecha).
En ambos casos: (N, N,) = (9,5), T, =1.5-107% Tp =5-1077, a, = 1.2.

En la direccién x hay una disminuciéon previsible de la temperatura desde

el reservorio de temperatura mas caliente al reservorio de temperatura mas
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frio. Sin embargo esta disminucién no es uniforme a lo largo de cada fila de
atomos debido a las correlaciones espaciales. También se pueden observar
algunas fluctuaciones en la direccién transversal y, aun en el caso de muy
baja temperatura. Esto es el producto de la asimétria de particulas entre las
filas superiores e inferiores, que estan acopladas a tres vecinos a diferencia de
las particulas del interior de la lamina que se encuentran acopladas a cuatro

vecinos.

ITI.A.5 Flujo de calor y rectificacion térmica

A partir de las expresiones analiticas del capitulo II (ecuacién de corrien-
te) y dados los resultados de las simulaciones de MD, se pueden calcular las
corrientes térmicas por enlace en cada instante de tiempo. Esta magnitud
es una cantidad con grandes fluctuaciones temporales, pero si se promedia
durante un tiempo de simulacion computacional lo suficientemente largo se
puede obtener un valor medio estable cuando se establece un régimen esta-
cionario, en direcciéon contraria al gradiente térmico.

Por conservacién de la energia, se espera en promedio que la corriente
de calor en los enlaces transversales sea practicamente nula, mientras que en
los enlaces longitudinales, al menos en lo que respecta a los de una misma
fila, sean todos iguales. A partir de estos valores promedio de corriente de
cada enlace, se puede establecer finalmente la corriente térmica total J que
atraviesa al sistema.

En general se considera el caso donde la temperatura del bano izquierdo
T7, es mayor a la temperatura del bano derecho Tk. De esta manera la co-
rriente total J tiene signo positivo, y para este caso estandar se llama a la
corriente J, . Si el sistema no tuviera gradacién de masas, al intercambiar las
temperaturas de los reservorios de calor, se obtendria una corriente térmica
que llamariamos J_, igual en moédulo a J,, pero simplemente con el signo
cambiado, es decir J_ = —J,.

Sin embargo en un sistema con gradiente de masas, esta propiedad no
se cumple en general, y aparece una rectificacién térmica producto de esta

asimetria estructural. Una manera posible de implementar un sistema recti-
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ficador de calor podria ser una ldmina compuesta de una superposicion de
capas de atomos de diferente espesor (ej. geometria tipo cuna), que podrian
proporcionar efectivamente un gradiente de masas a lo largo de una direccion.
Sin embargo una objecién importante es la disminucién de este fenémeno con
el incremento de la longitud del sistema. Si la masa o espesor de la lamina
es el mismo en un extremo y en el otro, M; = Mg, el gradiente de masas se
vuelve nulo y la distribucién de masas se hace constante para cualquier lon-
gitud (no hay fenémeno de rectificacién). En cambio si M, # Mg se puede
modelar un rectificador de calor que depende de la gradacién de masas y que
disminuye con la longitud del sistema (ver Eq.(12)).

Para analizar la rectificacion térmica como funcién de los distintos parame-
tros, también se calcula la conductancia por fila Cy = J/(N,AT) para
ambos signos de la diferencia de temperatura. La diferencia entre estos dos
valores, da una estimacion de la eficiencia del sistema para rectificar la co-
rriente térmica.

En primer lugar se estudié cudl es la distribucién éptima de masas del
sistema que genera la mayor rectificacion posible. Los resultados de este
primer anédlisis se muestran en la Fig.(17), donde se grafica la diferencia en

las conductancias para diferentes cocientes de las masas My y Mg.
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Figura 17: Diferencias en las conductancias como una funcién del cociente
de las masas My /Mpg. (N, N,) = (20,20), T, = 1.5-1075 T = 51077,
a, = 1.10.

Los primeros resultados muestran una dependencia con la gradacién de
masas y un valor 6ptimo cuando el cociente My /Mg =~ 4. Es decir que si
la gradacién del sistema es muy pequena o muy grande, el modelo rectifica
débilmente. Por este motivo, en la lamina bidimensional se definié el valor
M;, = 1.6 y Mr = 0.4, de tal forma de asegurar una configuracién con
maxima rectificacion. Queda pendiente un andlisis un poco méas exhaustivo
del rol de la gradacion de masas del sistema.

A continuacion se analiza cémo la rectificacion térmica depende de los
demés parametros del sistema a partir de LFP y MD: diferencia de tempera-

tura de los banos térmicos AT = (T, — Tr), tensién mecénica a, y longitud

del sistema N,.

III.A.5.1 Dependencia en el gradiente térmico

Como se habia mencionado anteriormente, en la direcciéon longitudinal x
la corriente promedio es la misma para todos los enlaces dada una fila i,.
Sin embargo, las corrientes de cada fila resultan ser ligeramente diferentes,
dependiendo del estiramiento longitudinal y de otros paramétros del sistema,

como por ejemplo la diferencia de temperatura de los banos térmicos. Esto
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se debe principalmente a la anisotropia que hay entre filas, ya que los &tomos
que estan en los bordes laterales (filas i, = 1 e i, = N,) se encuentran
acoplados a tres vecinos, mientras que los a&tomos de las restantes filas tienen
cuatro vecinos.

La corriente total J se calcula sumando las corrientes de cada fila. Sin
embargo, se observa numéricamente que al aumentar el ancho de la lamina
Ny, la corriente se vuelve proporcional a este nimero para valores N, > 10.
Por este motivo se decide estudiar la corriente por fila J/N, que se puede
identificar con un flujo de energia térmica.

En la Fig.(18) se puede observar la corriente del sistema por fila como
una funcion de la diferencia de temperatura entre los banos térmicos AT =
(T, — Tr), tomando siempre una temperatura promedio entre los banos Ty =
(T, 4+ Tr)/2 de valor constante. Las corrientes J; y |J_| son el resultado de
una diferencia de temperatura positiva y negativa, producto de la inversion
de los reservorios térmicos.

Se observa que las corrientes J; y |J_| aumentan con la diferencia de
temperatura de los reservorios térmicos como es predicho por la ley de Fou-
rier. Ademas las corrientes crecen linealmente, aunque las pendientes son
diferentes debido al gradiente de masas y a la parte no-lineal del potencial
(25, 31].
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Figura 18: Corriente total por fila J/N, como una funcién de AT. (N,, N,) =
(25,12), Ty = 5- 1074, a, = 1.0.

Por otro lado este efecto no es observado en la aproximacién armoénica
usada para resolver LFP, debido a que son ecuaciones lineales en la diferencia
de temperaturas, sin depender de su signo. De esta manera la corriente de
calor calculada por LFP discrepa de los valores obtenidos a través de las

simulaciones de dindmica molecular.

III.A.5.2 Dependencia en el estiramiento

Para estudiar la corriente de calor y la rectificacién térmica como una
funcién del estiramiento a,, en la Fig.(19) se grafica la conductancia por fila
para ambos signos de la diferencia de temperatura.

En primer lugar se observa un incremento en las conductancias C y
|C_| a medida que la tension del sistema se incrementa. Este resultado esta
en acuerdo con la eficiencia de los modos lineales en la propagacion de energia
a lo largo del sistema, y correlacionado con el aumento de keg v k1 con el es-
tiramiento a,. En segundo lugar el valor de las conductancias, en proporcion,
se acercan al aumentar el estiramiento (y por ende la tensién), disminuyendo

asi la rectificacién térmica.
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Figura 19: Conductancia promedio por fila como funciéon del estiramiento
longitudinal. (N, N,) = (25,12), To =5-10"*

I11.A.5.3 Dependencia en la longitud

En la Fig.(20) se grafica la conductividad y la conductancia térmica por
fila, como una funcién de la longitud del sistema N,.

Los célculos a través de LPF muestran un decrecimiento de la conduc-
tancia, aunque ésta parece aproximarse a un valor constante, rompiendo asi
con la clasica Ley de Fourier, que predice que la corriente de calor es in-
versamente proporcional al largo del sistema (en este caso N,.). En efecto,
la conductividad parece diverger con N, como es esperado para un cristal
armoénico ordenado [31].

Para simulaciones de dinamica molecular se observa una conductancia
mas pequena con respecto a LFP, y un decrecimiento més rapido con respecto
al tamano del sistema. Ademads se observa que la rectificacién térmica se
incrementa con la longitud, al menos para este régimen de sistemas pequenos.

Este efecto puede ser la base para implementar un diodo térmico.
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Figura 20: Conductividad (parte superior) y conductancia (parte inferior)
promedio por cadena, como una funcion de la longitud del sistema. La linea
azul corresponde a los calculos tedricos realizados a través de las ecuaciones
de LFP. N, =5, Ty =5-107%, a, = 1.0.

La continuidad del incremento de la rectificacién térmica con la longitud
del sistema N, en el limite termodindmico (N, — o0), no es un resultado
que se pueda inferir a través de estas simulaciones. Responder esta pregunta

estd mas alla del alcance del presente trabajo.

II1.A.6 Resumen

En esta primera seccion estudiamos las propiedades térmicas de conduc-
cion de calor en modelos atomicos 2D que pueden vibrar en el mismo plano.
Estos modelos poseen una gradacion lineal de masas y la lamina se encuentra
sometida a una tensién mecanica longitudinal. A modo ilustrativo se com-
paran algunos resultados del modelo con trabajos experimentales y compu-

tacionales en estructuras de carbono (grafeno).

1. La temperatura ambiente de 300 K corresponde a un valor adimensional
de T ~ 3 - 107 De algunos trabajos experimentales [75], se sabe que

el grafeno suspendido es estable hasta una temperatura de 2600 K que
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corresponderia a T ~ 2.7 - 1072, donde el desplazamiento medio de
las particulas es del orden de la constante de red. Esto indica que la
aproximaciéon cuadratica propuesta en esta tesis es valida en los rangos
de temperatura considerados siendo un primer buen modelo para estas
estructuras. Para temperaturas mayores, la aproximacion cuadratica
para la interaccién atomica a primeros vecinos ya no seria valida, dado

que las variables dinamicas estarian fuertemente acopladas.

Las funciones de autocorrelacién obtenidas sugieren una escala tempo-
ral de 3 a 6 ps para la pérdida de informacion. Estos tiempos carac-
teristicos son de orden similar a los encontrados en experimentos tipo
‘pump-probe’ para la relajacion de fonones acisticos a temperatura
ambiente [81].

Se observa un incremento de la conductividad térmica como funcion del
tamano del sistema y de la tension uniaxial aplicada. Esto indica que
para estos sistemas pequenos la transmisién de fonones es esencialmente
balistica. Ademds este comportamiento es cualitativamente similar a lo
que se encuentra para el caso de una lamina de grafeno a partir de

simulaciones de primeros principios [28, 54].

Se observa rectificacién térmica en un sistema con un gradiente de
masas ya que existe una asimetria estructural. A pesar de que el modelo
considera un potencial cuadratico en la distancia absoluta entre a&tomos,
el mismo no es lineal en las coordenadas cartesianas. El efecto podria
ser aun mas fuerte incorporando los términos cubicos y cuarticos en
los potenciales interatémicos (modelos Fermi-Pasta-Ulam), términos
direccionales (fuertemente presentes en la interaccién carbono-carbono)
y la presencia de modos flexurales que no son considerados en esta

seccidn.

Para temperaturas menores o cercanas a la temperatura ambiente (7" ~
10~1) los resultados analiticos dados por LFP permiten explicar las
correlaciones espacio-temporales. Ademdas dan una buena estimacion

del orden de magnitud de la conductancia térmica. Sin embargo no
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permiten explicar el fendmeno de rectificacion térmica ya que no tiene

en cuanta los términos no lineales.

Estos puntos muestran que el modelo propuesto, aunque sencillo, permite
realizar estimaciones cualitativa y cuantitativamente acordes a las obtenidas

en trabajos experimentales o computacionales con potenciales empiricos.

56



III.B Anarmonicidades y Modos Vibracionales
(3D)

En esta segunda seccion el objetivo principal es estudiar el rol de la anar-
monicidad en la conduccién de calor de laminas atémicas. Se estudian las
condiciones bajo las cuales el transporte térmico presenta un comportamiento
superdifusivo o balistico, es decir que la conductividad térmica es divergente
con la longitud caracteristica de la ldamina. En base al modelo general de
lamina presentado en la Capitulo II, consideramos los siguientes parametros

de trabajo:

Potencial anarmoénico a —  Fermi Pasta Ulam.

Atomos que puedan vibrar sélo en las dos dimensiones del plano de la
ldmina (caso 2D), o en las tres coordenadas cartesianas (caso 3D). De

esta manera se podra identificar el rol de los modos flexurales.

Sin gradacién de masas, es decir que todas las masas m; son iguales.

Tension uniaxial.

I11.B.1 Resultados numéricos. Parametros

La integracién de las ecuaciones de movimiento Eq.(5) fueron realiza-
das mediante el algoritmo estandar de Runge Kutta estocdstico de orden
2, con un paso de integracion At = 0.001. En t = 0, se considera que el
sistema se encuentra en equilibrio térmico a una temperatura promedio de
T = (T, + Tg)/2. La velocidad inicial de las particulas corresponden a una
distribucion Gaussiana correspondiente al equilibrio térmico . En ese instante
los reservorios térmicos son conectados al sistema, y después de integrar las
ecuaciones de movimiento hasta alcanzar el régimen estacionario, se calcula
el flujo de calor promedio.

Los valores de temperatura de los reservorios de calor de este segundo
modelo son: T;, = 3.8 -10* y T = 2.0 - 107°, que se corresponden a tem-

peraturas de los banos térmicos en 380K y 20K respectivamente, siendo el
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promedio de temperatura del sistema en 200K. Ademas como se menciond
anteriormente, en esta seccion se analiza un caso en particular del potencial
a — [ Fermi Pasta Ulam, donde se estudia la conductancia en funcién de
las dimensiones del modelo, N, y N,. Cuando no se indique lo contrario, se
usaran valores de a &~ —5.45 y 8 ~ 16.93, estimados aproximadamente de
una expansion del potencial semiempirico de Tersoff-Brenner para atomos de
carbono, como se explico en el Capitulo II.

Aunque se presentan algunos resultados para estos parametros especificos,
también se estudia el rol de f (seccién 11.B.2) y el rol de « (seccién I11.B.3)
sobre la conductancia térmica de la ldmina tensionada.

En la Fig.(21), se grafican las constantes eldsticas keg y k1, que resul-
tan de la expansién del potencial de interaccién o — 8 FPU para pequenos

desplazamientos respecto a las posiciones de equilibrio, segiin las ecuaciones

(3).
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Figura 21: Constante eldsticas efectivas: Longitudinal (kes) y Transversal
(k1), como funcién de « para 8 = 16.93 (fila superior) y como funcién de
para o = 0 (fila inferior). En todos los casos ks = 1.0 y [, = 1.0. € = 0 (puntos
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Estos graficos ayudaran a comprender algunos resultados de las proximas

secciones.

I11.B.2 Rol del término cuartico

Para un potencial simétrico, el término anarmoénico cudrtico representa
el orden més bajo no lineal de una fuerza de interaccién. Es de esperar
entonces que este término juegue un papel més relevante sobre la conduccion
de calor, ya que esta enteramente relacionado con los procesos de dispersion
fonén-fondén. Sin embargo, es interesante analizar si la fisica de este término
se modifica por la presencia de diferentes factores geométricos, ya sea por

una tensién mecanica uniaxial o por la presencia de modos flexurales dada
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la dimensionalidad del sistema. En la Fig.(22) se muestra la conductancia
térmica C para los casos 2D y 3D, como una funciéon de 3 para diferentes
valores de la tension uniaxial e.

Para hacer mas exhaustivo el analisis del rol de 8 en la conduccién de
calor, asumimos en este apartado que el término ciuibico no se encuentra

presente, siendo entonces (a = 0).
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Figura 22: Conductancia C como una funcién de [ para diferentes valores de
e. En ambos casos 2D (izquierda) y 3D (derecha), e = 0 (circulos), € = 0.05
(cuadrados), e = 0.1 (tridngulos) y € = 0.15 (diamantes), N, = 20, N, = 20,
T, =38-107%, T =2.0-107 y a = 0.

Lamina sin tensién uniaxial (e = 0)

Encontramos que para una ldmina sin tensién, circulos en la Fig.(22), la
conductancia térmica C' tiene un valor constante para todo valor de 3, tanto
en los casos 2D como 3D. Observando la Eq.(3), el potencial anarménico se

reduce a:

1
’U(Ti,j) k ffAlong + ﬁAlong + 6LAL + C3A10HgAL + C4AlongA2i :

Se observa que casi todas las constantes efectivas del potencial v(r;;) depen-

2 12
término en Af‘ong que depende explicitamente de [5.

. _ __ ¢3
den de ks: kegg = ko, B = o, 3= 2 lo y ¢4 = —>%. La tnica excepcion es el

Al no observarse dependencia de la conductancia con 3, significa que la

contribucion no lineal en los modos longitudinales no es relevante frente al
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término armoénico dominado por keg = ko, al menos en el régimen de baja
temperatura estudiado.

Para analizar la contribucién a la conductancia térmica de los diferentes
tipos de modos, calculamos el espectro de amplitudes de los desplazamientos
longitudinales () y flexurales (2) para un atomo al azar en la regién del cen-
tro del sistema. En la Fig.(23) graficamos el espectro de los desplazamientos
longitudinales y flexurales para diferentes valores de (3. Se observa que para
el caso sin tensién uniaxial, los modos flexurales se encuentran presenten con
una considerable contribucién energética y a una frecuencia que casi es inde-
pendiente de 5. Como la constante elastica transversal efectiva es nula, los
modos flexurales son esencialmente no lineales. Mas atin, de la Fig.(22), se
puede observar que la contribucion de los modos flexurales a la conductancia
térmica es practicamente despreciable. Esto sugiere que estos modos flexu-
rales se encuentran localizados y estdn débilmente acoplados con los banos
térmicos. Por lo tanto, la conductancia térmica 3D no cambia con respecto

al caso 2D, como se muestra en la Fig.(22).

Lamina con tensién uniaxial (¢ > 0)

Cuando € es finito, la constante elastica efectiva k, también es finita,
incrementandose con el valor de 5. En estas condiciones el potencial tiene
términos armonicos en todas sus direcciones, y por lo tanto la principal con-
tribucién a la conductancia proviene de modos lineales. Por otro lado, las
magnitudes de c3 v ¢4 también se incrementan con el valor de 3, y asi se pro-
duce un acoplamiento mas intenso entre los modos dentro y fuera del plano
de la lamina. La energia almacenada en los modos flexurales, que ahora son
esencialmente lineales, contribuye a la conduccién de calor incrementando C
con 3. Estos efectos son mas evidentes para tensiones mas grandes, porque
las constantes efectivas de acoplamiento también son mayores. Aqui se pue-
de ver la correlacion existente entre la conductancia y la constante kg, ver
Fig.(21).
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Figura 23: Espectros de desplazamientos longitudinales (paneles izquierdos)
y espectros de desplazamientos flexurales (paneles derechos), para el caso 3D.
La fila superior corresponde a 5 = 4 y la fila inferior corresponde a 5 = 20. En
cada panel, la linea sélida negra corresponde a un caso sin tension mecanica
(e = 0) y la linea sélida magenta corresponde a € = 0.1. En todos los casos
a=0,N, =20, N, =20, T, =38-10"% Tr =2.0-1077.

En cuanto a los espectros de desplazamiento, el pico principal de la banda
longitudinal se desplaza hacia valores mas grandes de la frecuencia para valo-
res finitos de €, correspondientes a modos con mas alta energia. Este cambio
es mayor cuando [ se incrementa. Ademas, el segundo pico del espectro de
modos flexurales y el primer pico del espectro longitudinal se encuentran en
la misma banda de frecuencia. Esto es una evidencia del acoplamiento entre
modos fuera y dentro del plano que contribuyen a la conductancia térmica.

Adicionalmente en la Fig.(23), se indica la frecuencia del primer modo
lineal calculado analiticamente a partir de kog v k£, . Para valores finitos de ¢,
existe una gran coincidencia con el primer pico de cada espectro que muestra

la naturaleza lineal de estos modos, y en consecuencia es un régimen casi
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balistico. Para € tendiendo a cero, las frecuencias de los modos flexurales li-
neales tienden a cero a diferencia de los longitudinales. Ademas la frecuencia
de los modos lineales longitudinales no coincide con los del espectro, senalan-

do su naturaleza no lineal.

I11.B.3 Rol del término cubico

Usualmente en una expansion de un potencial interatémico de dos cuer-
pos alrededor de la distancia de equilibrio, el término cubico del potencial es
negativo. Esto se debe al nicleo repulsivo dado por los electrones internos,
que hace que el potencial se incremente rapidamente a distancias relativa-
mente cortas, mientras su intensidad va disminuyendo y tendiendo a cero a
medida que las distancias interatémicas se hacen mas grandes. Por lo tanto
el término a es importante al momento de tener en cuenta la asimétria del
potencial de interaccion en la conduccién de calor.

En esta subseccion vamos a estudiar la dependencia de la conductividad
térmica con «, mientras se mantiene constante el termino cuértico del poten-
cial FPU. Para ello en las simulaciones de dindmica molecular, consideramos
£ = 16.93 para garantizar que el potencial no diverja a un valor infinito nega-
tivo a distancias grandes. Se ha chequeado ademaés que para este valor de 5y
los rangos de valores analizados para «, exista en todos los casos una sola dis-
tancia de equilibrio entre las particulas. Una segunda distancia de equilibrio
produciria una conformacion de equilibrio diferente para la lamina.

Considerando el potencial anarménico a-f FPU de la Eq.(2) y pidiendo
que su derivada primera con respecto a r sea nula, se puede definir un tnico

punto de equilibrio r, = [,:
0 = —(r—r,) [kg +a(r—r,) + B(r— 7"0)2]

Para que el inico punto de equilibrio sea 7,, es necesario definir el intervalo de

valores de «, como funcién de ky y 5. Planteando el polinomio caracteristico

|Oé|<\/4'ﬁ'k‘2.

obtenemos:
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En este caso considerando el valor adimensional de § = 16.93 y ky = 1.0, «
se reduce a: |a| < 8.23.

En esta seccién estamos interesados en estudiar la asimetria proporcio-
nada por a y su efecto sobre el transporte de calor. Para ello es necesario
definir el siguiente intervalo de valores de «, haciendo principal hincapié en
los valores negativos:

—823 < a<823.

Con esta condicion, dados los valores de [ y ko, todas las particulas
oscilaran en torno a una tnica posicion de equilibrio, r, = [,.
En la Fig.(24) se muestra la conductancia para los casos 2D y 3D en

funcién de «, para diferentes valores del estiramiento e.
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Figura 24: Conductancia C como una funcién de a para diferentes valores
de e. En ambos sistemas, 2D (izquierda) y 3D (derecha), ¢ = 0 (puntos),
e = 0.05 (cuadrados), € = 0.1 (tridngulos) y € = 0.15 (diamantes). N, = 20,
N, =20, Ty =3.8-107%, Tr = 2.0-10~% y 8 = 16.93.

Lamina sin tensién uniaxial (¢ = 0)

En ausencia de tension (circulos), la conductancia no depende del valor
de a, Fig.(24). Ademas el mismo valor Cy =~ 0.18 es observado tanto para el
caso 2D como 3D. Este comportamiento es muy similar al observado en la
dependencia con (3. La principal contribucién al transporte térmico provienen
de los modos longitudinales que son armoénicos. Los términos anarmonicos

que en este caso dependen del valor particular de o no contribuyen al aumento
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o decrecimiento de la conductancia. En este caso también apareceran modos
no lineales en la direccién transversal y flexural, que aunque puedan tener
una energia almacenada grande (con gran amplitud y baja frecuencia), no

contribuyen a la conduccién.

Lamina con tensién uniaxial (¢ > 0)

Por el otro lado, tan pronto como la lamina es sometida a una tensién
mecanica, la conductancia muestra un incremento monoténico con «. Para
un dado valor de tension, existe un valor critico de a* para el cual C' es mas
grande que Cj si @ > «*, mientras que C' < () si a < o*. Este valor critico
o es mas negativo a medida que la tension se incrementa. Este efecto es mas
evidente en el caso 3D que en el caso 2D. Por ejemplo: en el caso 3D y para
e = 0.15; a* = —5, y para el caso 2D o* = —4.

En los siguientes dos cuadros se muestra a3, y a3, para los valores de

tensién analizados.

*

Qsp
e=0.05]e=0.10 | e=0.15
2 3 4

Cuadro 1: a3, para diferente valores de e.

Ap
e=0.05]e¢=010|e=0.15
-3 -4 -5

Cuadro 2: ajj, para diferente valores de e.

Estos comportamientos pueden ser comprendidos a partir de las ecuacio-
nes del potencial efectivo, especialmente en el valor de la constante efectiva
longitudinal. En ella se puede observar la dependencia del valor de k.g como
una funcién de los pardmetros a-f del potencial. En la Fig.(21), se obser-

va la dependencia de la constante armoénica efectiva como una funciéon de «
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para diferentes valores del estiramiento uniaxial. Los valores de esta constan-
te tienen una fuerte correlacién con el comportamiento de la conductancia
térmica. Cuando k.g toma valores mucho méas pequenos que 1, la lamina se
ablanda en la direccién longitudinal, y entonces el acoplamiento de modos es
menor. La constante eldstica k, = € - ko para pequenos valores de €, lo cual
contribuye a incrementar las frecuencias de los modos transversales y flexu-
rales (direcciones y y z en el modelo de ldmina). Por lo tanto, ésto también
ayuda a explicar la mayor conductancia en el caso 3D comparado con el caso
2D.

En la Fig.(25), graficamos el espectro de los desplazamientos en las di-
recciones = - z, de uno de los atomos en el centro de la lamina de tamano
N, x N, = 20 x 20, para el caso 3D con y sin tensién uniaxial.

Para € = 0, solo se observan diferencias menores entre los espectros para
diferentes valores de «, que es compatible con la ya observada conductancia
constante.

Para ¢ = 0.1, se observa una frecuencia mas pequena en el primer pico
para a = —6, en comparacion con « = —2. Esto se correlaciona nuevamente
con el valor de kg = 0.969 y £k, = 0.088, para a = —2, v keg = 0.569 y
ki = 0.052, para a = —6.
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Figura 25: Espectros de desplazamientos longitudinales (panel izquierdo) y
flexurales (panel derecho) para el caso 3D. La fila superior corresponde a
a = —2.0 y la inferior a @ = —6.0. En cada panel, la linea sélida negra
corresponde al caso donde no existe estiramiento longitudinal (¢ = 0) y la
linea sélida magenta a ¢ = 0.1. En todos los casos f = 16.93, N, = 20,
N, =20,T,=38-10"* Tp =2.0-107° .

I11.B.4 Efecto tamano en la conductancia

Para investigar la dependencia de la conductancia con respecto al tamano
del sistema, fijamos los parametros del potencial interatémico en: ks = 1 |
a=-545y [ =16.93.

En primer lugar se fija la longitud de la ldamina en N, = 50, y se estudia
la dependencia de la conductancia en funcién del ancho N,. Los resultados
se encuentran en el grafico de la izquierda de la Fig.(26). Aqui se puede ob-
servar un decaimiento en la conductancia para pequenos valores de N,, que
es mas rapido para las configuraciones que no tienen estiramiento aplicado

(e = 0). En todos los casos, la conductancia por fila converge a un valor cons-
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tante a partir de N, = 10. Cabe recordar que el caso N, = 1 corresponde
a una cadena de dtomos (topologia de una dimensién), siendo cualitativa-
mente diferente al caso N, > 1 correspondiente a una lamina (topologia de
dos dimensiones) [51, 76, 77]. Este grafico muestra ademds que los efectos
causados por los bordes laterales libres desaparecen rapidamente a medida
que N, crece.

En segundo lugar se fija el ancho de la ldamina en N, = 20 y se varia
la longitud del sistema N,. Los resultados se pueden apreciar en el panel
derecho de la Fig.(26). Se observa en general que la conductancia es menor
en el caso con estiramiento que en el caso sin estiramiento. Esto es debido al
valor particular de a que es menor a a* (ver subseccién anterior).

Sin embargo aqui hay una diferencia cualitativa: en el caso con estira-
miento la conductancia apenas decrece con la longitud, mientras que en el

caso sin estiramiento el decrecimiento es maéas evidente.
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Figura 26: Panel izquierdo: Conductancia (C') como una funcién de N, (ancho
de lared), 2D (rojo) y 3D (verde) con N, = 50. Panel derecho: Conductancia
(C') como una funcién de N, (longitud de la cadena), 2D (rojo) y 3D (verde)
con N, = 20. En ambas figuras, los circulos corresponden a € = 0 y los
tridngulos a € = 0.1. En todos los casos 8 = 16, « = —5, T, = 3,8.107%,
T = 2.1075.

Cuando € es pequeno pero de valor finito, la lamina tiene modos armoénicos
deslocalizados en todas sus direcciones, generando una conductancia térmica
casi constante [78]. En cambio para el caso sin estiramiento (e = 0) algunos

modos transversales y todos los modos flexurales son no lineales. A su vez,
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la mayor parte de estos modos no lineales son localizados (ver Apéndice B).
Los modos localizados no contribuyen a la conduccién de calor, y ademas
producen una dispersion de los modos arménicos o fonones, reduciendo su
camino libre medio. Esto es lo que hace que la conductancia disminuya con
la longitud del sistema de una manera mas acentuada en el caso sin tension.
Este argumento también puede explicar porqué en el caso 3D la conductancia
es mas pequena que en el caso 2D. Todos los modos flexurales son no lineales
y reducen la conductancia dada por los modos armoénicos longitudinales y

transversales.

II1.B.5 Resumen

Hemos investigando el rol que tienen los términos no lineales del potencial
interatémico sobre la conduccion de calor cuando una lamina se encuentra
sometida a un estiramiento longitudinal. Se consideré un modelo a-3 Fermi-
Pasta-Ulam como una expansion general de un potencial, que incluye un
término armonico, y términos anarmonicos cibico y cuartico.

A diferencia de otros trabajos tedricos recientes nuestro modelo es mas
general, ya que el potencial depende de la distancia absoluta entre dtomos,
y donde cada uno de ellos puede vibrar en las 3 direcciones, como se espera
para un sistema fisico real. Por lo tanto, las bandas fonénicas se encuentran
constituidas por modos longitudinales, transversales y flexurales.

Se estudid el rol de estos modos sobre el transporte de calor, considerando
para ello pequenas oscilaciones alrededor de la nueva posicién de equilibrio
dada por la tensién aplicada. Se analizé como los parametros «, [ y el esti-
ramiento longitudinal afectan a las constantes de acoplamiento efectivas, y

en consecuencia la conductancia térmica. Las principales observaciones son:

1. El modelo atomista propuesto es un enfoque adecuado para comprender
el transporte térmico en nanosistemas mediados por fonones actsticos.
Muchas aplicaciones tecnolégicas se basan en el uso de nanocables y
nanotubos. Una potencial aplicacion que surge de estos resultados es
la utilizacion de estos sistemas 1D como sensores de tension a partir de

mediciones de propiedades térmicas [79, 80].
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2. Aun a bajas temperaturas y para sistemas de tamano pequetnio donde
la dispersion fonén-fonén puede no ser relevante (N.ly < Lyrp), la
dependencia de la conductancia con la tension permite entre otras cosas
extraer informacién acerca de los primeros términos no lineales en el

potencial interatémico.

3. Se encontrd que en ausencia de estiramiento, la conductancia 3D es mas
pequena que la conductancia 2D, a diferencia del caso con estiramiento.
Este hecho desconcertante se basa en el cambio de modos no lineales
a lineales cuando se enciende la tension. En el caso del sistema con
e = 0, todos los modos flexurales y algunos transversales son no lineales
y localizados. Por lo tanto no contribuyen a la conductancia o incluso
la reducen debido a los procesos de dispersién con los modos lineales
restantes. En otras palabras, el sistema pasa de un régimen donde los
fonones se pueden dispersar (¢ = 0) a un régimen donde ellos pueden
propagarse de forma balistica a lo largo de la red (e > 0), ademds de
crearse nuevos modos armoénicos que también propagan balisticamente

el calor.

4. Es interesante notar que esta transicion toma lugar ain en sistemas
pequenos. Esto puede aportar una solucién innovadora para el control
térmico a partir de un ajuste adecuado de la tension. En otras pala-
bras, se propone un control térmico sobre nanoestructuras basado en la

localizacién/deslocalizacién de modos fonénicos lineales y no lineales.
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Capitulo IV: Cadena 3D

En los capitulos anteriores se estudiaron numéricamente las propiedades
térmicas de laminas. Se pudo resolver de manera analitica el caso donde los
potenciales se aproximan hasta términos armoénicos, resolviendo las ecuacio-
nes de Langevin, y de esta manera se pudo explicar las propiedades a bajas
temperaturas. Por otro lado en el caso sin tension, los modos no lineales de
vibracién que son localizados, permiten entender de manera cualitativa la
dependencia de la conductancia térmica con el tamano, y el rol de los modos
flexurales.

Sin embargo hace falta una teoria que explique de manera mas cuanti-
tativa el transporte anémalo en sistemas con topologia de baja dimension,
vibrando en tres dimensiones, y con interacciones no lineales, como por ejem-
plo obtener exponentes caracteristicos y correlaciones espacio-temporales. Es
con este propdsito que se decidio extender la teoria no lineal de fluctuaciones
hidrodindmicas (NLFHT) al caso de dtomos que vibran en tres dimensiones.
La generalizacién propuesta en este capitulo de la NLFHT es valida para
interacciones a primeros vecinos de cualquier tipo, y ademés incorpora una
tension externa global que actia sobre la cadena.

Los resultados tedricos obtenidos para correlaciones espacio-temporales y
sus exponentes y funciones caracteristicas, se compararan con simulaciones de
dindmica molecular (MD), utilizando como modelo un potencial Fermi-Pasta-
Ulam. Se analizaran las dependencia de estas correlaciones con la tension y

la temperatura.

IV.1 Modelo y Equilibrio Global

El modelo consiste de una cadena de (N + 1) particulas idénticas de masa
m, etiquetadas con el indice n, con 0 < n < N. La primera particula (n = 0),
se encuentra fija en el origen de coordenadas. Las restantes particulas pueden
moverse libremente en las tres dimensiones z-y-z, y se encuentran conectadas
a través de un potencial V(r) de interacciéon a primeros vecinos, que sélo
depende de la distancia de separacion entre ellas. En este punto consideramos

un potencial no lineal general, con la condicién de tener un sélo minimo a
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una distancia de equilibrio finita 9. Ademds, la dltima particula (n = N)
se encuentra sujeta a una fuerza externa constante F, que proporciona una
tension a lo largo de la cadena y una direccién privilegiada, que generalmente

tomaremos coincidente con el eje = longitudinal, ver Fig.(27).

. n=N
F
M n=2 1 e ——
y i

n=0 n=1
n=N-1

Figura 27: Esquema de la cadena. La particula azul (n = 0) se encuentra
fija. Las restantes particulas pueden moverse en las tres direcciones.

En términos de las posiciones absolutas R, y de los momentos P,, de las

particulas, el Hamiltoniano es:

N N
1
H({Rn, Py}) = o Y P.P+d V(R,—R,|)—F-Ry.  (26)
n=1 n=1

Debido a que las interacciones son solamente a primeros vecinos, las ecua-
ciones de movimiento dadas por este Hamiltoniano pueden ser reescritas
de una manera mas simple en términos de las coordenadas relativas entre
particulas r,, = R,, — R,,_1, y la fuerza que la particula (n — 1) hace sobre la
particula n:

f,=—-V'(r,)—, (27)

T'n

donde 7, = |r,|. Finalmente se obtiene:

dI‘n Pn Pn—l

o T 2
dt m m (28)
dP,,

Estas ecuaciones son vélidas para 1 < n < N, recordando que Py = 0, y que
fyi1 = -F.
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Por otro lado, la energia por sitio puede ser definida como:
P 4+ V() (30)
€&, = —|P, Tn) -
2m

Esta es la energia cinética de la particula n, mas la energia potencial del
enlace entre la particula (n —1) y la particula n. La Eq.(30) es una definicién
arbitraria de la energia por sitio, dado que la energia potencial del enlace es
compartida por dos particulas. La derivada con respecto al tiempo de esta
energia por sitio es:

de 1 1
" __f .P. - —_f P 1
dt mn n—1 mn+1 n (3)

que corresponde a la conservacion local de la energia. En el limite termo-
dinamico N — oo, las propiedades estadisticas del sistema tienden a los
mismos resultados tanto en el ensamble canénico como microcanénico. En
el ensamble canodnico, la densidad de probabilidad de encontrar al sistema
en una configuracién particular es P({R,, P, })dl' = Z~ exp(—8H)dT, con
B =1/(kgT) lainversa de la temperatura, Z la funcién de particién canénica,
y dI' =[], dR,dP,, el diferencial del espacio de fases [60].

El valor medio de una cantidad se calcula integrandola sobre todo el espa-
cio de fases con esta densidad de probabilidad. Aunque las variables canénicas
son R,, y P,,, podemos aprovechar de nuevo la estructura del Hamiltoniano,
y cambiar las coordenadas espaciales de R,, a r,. Esta transformacion tie-

: : . N
ne un Jacobiano igual a uno. Ademds, Ry = >,

r,, v la densidad de

probabilidad se factorizan completamente a:
P({r,,P,})dl =

N
%gexp <—%|Pn’2) dP, exp (—8V(r,) + SF - r,)dr, . (32)

En esta ecuacion se ve explicitamente que cada componente del momento es
una variable aleatoria Gaussiana. Las elongaciones r,, para diferentes enlaces
también estan descorrelacionadas, aunque sus tres componentes cartesianas

estan correlacionadas entre si a través del término V (r,,). Luego integrando
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esta densidad de probabilidad sobre todo el espacio de fases, se obtiene la

funcion de particion:

2mm \ /2
2.0 = () com (33)
con ((B,F) = [ exp[~B(V(r) — F -1)] dr.

Para calcular esta funcion y otros valores medios en el ensamble candnico,
es necesario cambiar a coordenadas esféricas, poniendo el eje polar en la
direccién de la fuerza externa. En este caso las integrales en las coordenadas
angulares se calculan facilmente. Ademas para simplificar las expresiones

explicitas, es util definir las siguientes integrales radiales:

Sp(B, F) = /Ooodr r¥ sinh(BFr) exp [-BV (1)] , (34)

Cv(B,F) = /000 dr r* cosh(BFr) exp [-BV (r)] . (35)

Estas integrales convergen sélo para potenciales que crecen mas rapido que
un potencial lineal, es decir que V (r)/r — oo cuando r — co. Esta condicién
corresponde a fuerzas entre particulas que son mas fuertes que la fuerza
externa aplicada para elongaciones grandes. En términos de estas integrales
radiales, la funcién de particion, los valores medios de la elongacion, y la

energia promedio pueden ser expresados como:

A7
¢ = GpS (36)
Cy 1
() = S_l_ﬂ_Fzg(ﬁ’F)’ (37)
(y) = (=0, (38)
@ = g5+ V)=<B.F). (39)

Las funciones ¢ (elongacién promedio) y e (energia térmica promedio por
sitio) seran de relevancia para los siguientes calculos tedricos. Para pasar al
ensamble microcanénico, en el limite termodindmico donde N — oo, uno

puede invertir las relaciones mateméticas y conseguir 5(¢,e) y F(¢,e).
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Los valores medios de los momentos y fuerzas son: (P,) = (P,) = (P;) =
0, (fz) = —F,y (fy,) = (f:) = 0. También es posible calcular los segundos

momentos, obteniendo:

Sy 2 Cy 2

W)= S TBFS T ERR o
o _ oy 1 1 O

W) = )= 5r S - G g (41)

(P?) = <P5>:<P3>=%, (42)
(&) = 41—552+%<v>+<v2>. (43)

Se puede generalizar este ensamble a una situacion en donde exista una
velocidad del centro de masa Vj (correspondiente a la velocidad constante
de la primera particula n = 0, originalmente fija), y una direccién arbitraria

de la fuerza. Con estos cambios los valores medios se convierten en:

() =B, F) = | (yy =0, )2, (2)=1BF),
<P$>:mvo$7 <Py>:m%ya <Pz>:m‘/0z’

(€) = 3m|Vol* +e(B,F) , (44)

donde ¢ y e son las mismas funciones previamente definidas.

IV.2 Teoria No Lineal de Fluctuaciones Hidrodinamicas
IV.2.1 Campos Mesoscopicos y Corrientes

Siguiendo los desarrollos tedricos aplicados a cadenas anarménicas en [61],
extendemos los resultados de esta publicacion a nuestro modelo de trabajo

de una cadena tensionada vibrando en tres dimensiones (3D). Para ello, en
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primer lugar definimos siete campos microscopicos:

gl(nvt) = xn(t) ) 92(n7t) = yn(t) ) 93(n’t) = Zn(t) )
94(n7t) = Px,n@) ) 95(n’t> = Py,n(t) ) 96(n7t) = Pz,n(t) )

g7(n, t) = En(t) )

y sus correspondientes corrientes microscopicas:

Ti(n,t) = —%Px,n(t)  D(nt) = —%Pym(t)  s(n,t) = —%sz(t)
Ja(n,t) = font1(t), Js(n,t) = fynaa(t), Js(n,t) = font1(t) ,

Tint) = (1) Po(t) (45)

Para estas definiciones, las ecuaciones de movimiento (28) y (29), y la con-

servacién de la energia (31), pueden ser reescritas en forma compacta como:

a0, t) + Ja(n,t) = Jo(n —1,6) =0 (46)

que son conocidas como las ecuaciones de Euler. El indice n es discreto, y
las ecuaciones son validas desde n = 1 hasta n = (N — 1), donde la primer
particula (n = 0) se encuentra fija, y la ultima particula (n = N) se encuentra
sometida a la fuerza externa F.

Para conectar estos campos con los resultados del ensamble candnico
generalizado, definimos para alguna cantidad microscépica arbitraria h,(t)

un promedio mesoscopico

() (n,t) = > h,O(n' —n) (47)

con ©(x) una funcién de suavizado con las siguientes propiedades: ©(x) >
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0V z (positiva); [O(x 1 (normalizada); y con una varianza finita

? = [2?0(z)dx, donde 1 < 0 < N (se puede pensar tipicamente en una
funcién gaussiana). Entonces n se convierte en una variable continua a lo
largo de la cadena, en lugar de un indice discreto.

Este promedio mesoscopico es valido lejos de los extremos de la cadena
(30 Sn <N —30),y en un sentido estadistico, esta relacionado a un equi-
librio térmico local de la cadena alrededor de n. Los campos y las corrientes
promediadas se convierten en funciones suavizadas, no variando demasiado
en la escala de unos pocos sitios, y proporcionando finalmente las ecuaciones

(continuas) de Euler

9
ot

donde G, = (ga) v Jo = (Ja) son respectivamente los campos y las corrientes

Ga(n,t) + iJa(n, t)=0, (48)

suavizadas.

Un equilibrio microcanoénico local puede ser mapeado al ensamble canéni-
co general definido por los siete pardmetros Vo, F y § (velocidad del centro
de masa local, tensién local y temperatura local), que pueden variar suave-
mente a lo largo de la cadena, no lejos del equilibrio global, obteniéndose

como resultado para los campos suavizados:

F F, F
— (== — ¢y ===
gl F 9 gQ F 9 g3 F 9

Gs = mVi, , QSZmeya G = mVp, ,

1
g7 = §m]V0|2 +e. (49)

Uno puede invertir estas relaciones para obtener los siete paramétros del

ensamble en términos de los campos:
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1 1 1
%x = _g47 %y:_g57 %z:_gﬁa
m m m

e =G (Gi+G5+G5) . (50)

1
T om
donde ahora £ = \/G? + G2 + G2 es también una funcién de los campos sua-
vizados. La temperatura § y el médulo de la fuerza F' son definidos implici-

tamente en términos de ¢ y e. Esta inversién permite expresar las corrientes

mesoscopicas locales en términos de los campos promediados:

1 1 1

Jo= —Gi, Jo=——G5, JTs=-——Gs,
m m m
F F F
Js = —791 , Js= _7% , Je = —793 ,
1F
T = —57(9194 + GoGs + G3Gs) - (51)

Para la ultima corriente [J7, hemos usado que la fuerza microscépica que solo
depende de las coordenadas espaciales, esta descorrelacionada del momen-
to microscépico, como en general sucede en el ensamble canénico. Ademas
explicitamente, se puede observar que las corrientes son funciones no lineales
de los campos (excepto para las primeras tres componentes).

Considerando que el equilibrio local no esta lejos de un equilibrio global,
las corrientes pueden ser expandidas hasta segundo orden. El equilibrio global

es un estado uniforme sobre la cadena donde los campos son:

—

gO = (60707()’07070760) . (52)

Este estado puede ser definido por una temperatura global 3, y una tension

externa Fy en la direccién z, por lo tanto ¢y = €(5y, Fo) v eo = e(Bo, Fo).
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Por otra parte, se puede restringir que la ultima particula se mueva en el
plano y-z a una distancia Ly de la primera particula, con un valor de energia
total constante de la cadena Ej, de esta manera ¢y = Lo/N y ey = Ey/N.
En el limite termodinamico de N — oo ambas condiciones deberian dar los
mismos resultados.

Alrededor de este equilibrio global, las corrientes pueden ser expandidas

hasta segundo orden:

=

. 7 1 7 7
Ta(9) = TalG0) + D Aagus + 5D Y Hiuguy + O’ . (53)
B=1

=1 =1

con la matriz Jacobiana

aja 5
Aaﬁ = agﬁ (g0) ) (54)
y la matriz Hessiana
o aQJa 5
By = m(%) ; (55)

Y Ua(n,t) = Go(n,t) — Goa, las fluctuaciones de los campos alrededor del
equilibrio global que son tipicamente pequenas.

La matriz A puede ser calculada explicitamente a partir de la Eq.(51), en
términos de las derivadas F, = 0F/0(, y F, = OF/0e:

o 0 0 -+ 0 0
o 0 0 0 —-L 0
o o o o0 o -%
Ag=| -F, 0 0 0o 0 0 -F (56)
-£0 0 0 0
o -£ 0 0 0
o o0 -£ 0 o0

Aunque la fuerza F' es una funcion implicita de £ y e, estas derivadas pueden
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ser calculadas en términos de las derivadas de £ y e con respecto a 5y F' [61],
que a su vez pueden ser expresadas en términos de los segundos momentos de
los campos. De la misma manera, las matrices Hessianas H® son escritas en
términos de la primer y segunda derivada de la fuerza externa, necesitando
hasta el tercer momento de los campos. Sus expresiones explicitas completas
se encuentran en el Apéndice C.

A partir de estas ecuaciones, estamos interesados en las correlaciones
espacio-temporales entre las fluctuaciones de los campos, definidas de la si-

guiente manera:
Cap(n,t) = (ua(no, to)ug(ng +n,to +t)) . (57)

Este promedio se realiza sobre diferentes sitios de referencia ng lejos de los
extremos de la cadena, y para diferentes tiempos de referencia ty. Paran =0
y t = 0, esta matriz de auto-correlacion puede ser calculada explicitamente

a partir de los segundos momentos calculados en el ensamble candnico:

Ch 0 0 0 0 0 Cy
0 ﬁiF 0 0 0 0 0
0 0 BLF 0 0 0 0
Cos(0,0) = 0 0 0 % 0 0 0 , (58)
0 0 0 0% 0 0
0 0 0 0 0 % 0
Ci» 0 0 0 0 0 Cn
con
Ch = <x2)—<x>2=<51’2>, (59)
Cir = (xe) — (x)(e) = (dz §V) (60)
Corr = <e2>—<e>2:i+<5v2> (61)
77 252 )
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donde por simplicidad dx =z — (x), y 6V =V — (V).
Con la expansién previa de las corrientes Eq.(53), las ecuaciones de Euler

hasta segundo orden en los campos son:

O, 0 (< 1 0
E*%@Amuﬁi&%uww):0- (62)

ﬂ:l 'y:]_

En estas ecuaciones todos los campos estdn acoplados. Sin embargo hasta
el orden lineal, las ecuaciones pueden ser desacopladas mediante la diagona-
lizacién de la matriz A, que es garantizada por la propiedad CA = CAT,
siendo C' = Cup(0,0), ambas verificadas explicitamente en nuestro modelo.

Esta diagonalizaciéon proporciona siete modos normales con sus respectivos

autovalores:
C; = {OJ +Cx7 —Cq, +Cy> _Cya +CZ7 _CZ} 9 (63)
donde .
¢z = —=\F,+ FF, , (64)
T
y
F
=c, = =/ — . 65
Cy C C| ml ( )

Las soluciones de las ecuaciones de Euler hasta el orden lineal son ondas
viajeras con velocidades ¢;. El modo con autovalor cero es llamado modo de
calor. Ademds existen dos modos de sonido longitudinal (cada uno viajando
a velocidad ¢, en direcciones opuestas a lo largo de la cadena), y cuatro
modos de sonido transversales, con velocidades de sonido degeneradas ¢, . Las
expresiones explicitas de los autovectores se encuentran en el Apéndice C. En

esta representacion de modos, los campos originales u,, son transformados a:

¢a(n7 t) = Z Raﬂuﬁ(nv t) ) (66)
5=1

donde R es la matriz cambio de base, compuesta por los autovectores izquier-
dos de la matriz A que se escriben como filas. Los modos son ordenados de

la siguiente manera:
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01 Modo calor
@2 | Modo Longitudinal | x4+
¢3 | Modo Longitudinal | x—
¢4 | Modo Transversal | y+
¢5 | Modo Transversal | y—
¢s | Modo Transversal | z+

¢7 | Modo Transversal | z—

En la nueva base las correlaciones espacio-temporales son:

8047,3(”7 t) - <¢a(n07 t0)¢5(n0 +n,to+ t)) ) (67)

donde el promedio se calcula de la misma manera que se explico para los

campos originales

1V.2.2 Ruido, difusién y correlaciones espacio-temporales

Después de considerar el suavizado del promedio mesoscopico de la elon-
gacion, del momento y de los campos de energia, y el de sus correspondientes
corrientes, es necesario analizar las fluctuaciones de corto alcance para ca-
racterizar las correlaciones en el tiempo y el espacio.

Sobre las fluctuaciones suaves de los campos mesoscépicos a lo largo de la
cadena, existen fluctuaciones de corto alcance que pueden ser consideradas

aleatorias. Uno puede modelar estas fluctuaciones agregando difusién y ruido
a la Eq.(62), obteniendo:

Oug 0 /<
Bt g (2 Awsus + 5 ZZHm“ﬂ“v

p=1 /3 1 y=1

0
—% Doég’l% + Z Ba5§5> = 0 s
B=1 B=1

N

con u,, indicando los campos sometidos a las fluctuaciones estocasticas {5(n, t),
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que son componentes de ruido blanco aleatorio cuyas correlaciones son:

(aln, 1)Es(n', 1)) = dapd(n —n")o(t —1') . (69)

B,s es la matriz de la intensidad del ruido, que es diagonal [62]. El ruido
no afecta a las primeras tres componentes de la elongacion, y debido a la
simetria del modelo en la direcciones transversales, la matriz B,z tiene la

siguiente estructura:

000 0 0 0 0
000 0 0 0 0
000 0 0 0 0
Bs=|000o0, 0 0 0 (70)
000 0 o5, 0 0
000 0 0 o, O
000 0 0 0 o

La simetria de la matriz de difusiéon D,z esta relacionada con la matriz ruido
y con las correlaciones dadas por la generalizacién del teorema de fluctuacién-
disipacion.

DC +CD" = BB" . (71)
De esta relacion podemos obtener la matriz difusién de manera univoca y

explicita (ver el Apéndice C para su expresion completa). Ademds en la base

de los modos normales, la Eq.(68) se transforma a:

N O S e T

51'7—

0 o - N
o > Dasds + Z Ba5§ﬁ> =0
f=1

B=1

(72)

donde D = RDR™! y B = RB. En la nueva base la relacién, Eq. (71), se

transforma a D + DT = BBT. Las matrices G son obtenidas a partir de las
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matrices Hessianas H® como:

7
G =5 > Rog(RH'HR™. (73)
B=1

A medida que los modos viajan con sus respectivas velocidades de sonido,
los términos cruzados para las correlaciones S, 5(n,t) con a # 3, tienden a
cero para tiempos largos. En nuestro modelo las tinicas excepciones podrian
ser las correlaciones Sy y Ss7, porque las velocidades de sonido en las di-
recciones y y z son degeneradas. Ademas, dada la simetria entre los modos
G2, G4, y ¢g (viajando a lo largo de la cadena en la direccién positiva) con
los modos ¢3, ¢5, v ¢7 (viajando en la direccién negativa), las correlaciones

relevantes para estudiar en la cadena son &11, S22y Sia.
Para tiempos largos se espera que las correlaciones se comporten de la

siguiente manera:

81,1(71,75) = t_51f1(nt_51),

Saa(n,t) = t72f((n — e t)t™2) ,

Sia(n,t) t70% f4((n — c t)t™%) (74)
El modo de sonido longitudinal tiene un término cuadratico auto-acoplado
G3, que no se anula. Por lo tanto, la correspondiente Eq.(68) tiene la estruc-
tura de una ecuacién ruidosa tipo Burgers, cuya solucién es la funcion de
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), con un exponente caracteristico d, = 2/3.
Para el modo de calor y los modos de sonido transversales, los términos
de auto-acoplamiento G, y G4, desaparecen en el tiempo. Por lo tanto, para
calcular sus auto-correlaciones Sy 1 y Sy4 respectivamente, es necesario tener
en cuenta las correcciones a orden superior. Esto se puede hacer utilizando
la teoria de acoplamiento de modos (mode coupling theory MCT). En este
enfoque, la evolucién dindmica de las correlaciones esta dada por la ecuacion

integro-diferencial, que involucra el siguiente kernel con memoria [61]:
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Moo (n,t) = 23 (G52 Saa(n, £)S,(n, 1) . (75)
By

Para tiempos largos, debido a la propagacién de las correlaciones a diferen-
tes velocidades, las principales contribuciones a este kernel provienen de los
términos diagonales, mas una eventual contribuciéon de los modos transver-
sales degenerados.

Para los modos de sonido transversales, debido a la simetria de la matriz
G*, el kernel en la Eq.(75) desaparece. Bajo estas condiciones, la ecuacién
para este modo se reduce a una ecuacion de difusion normal, con una solucién
Gaussiana de exponente caracteristico 6, = 1/2.

Para el modo de calor, debido a la estructura de la matriz G*, el kernel
tiene contribuciones de todos los restantes modos de sonido. Si uno considera
solo el acoplamiento con los dos modos de sonido longitudinales, cuya funciéon
de correlacion se aproxima a una funcién KPZ con exponente 2/3, se esperaria
para la correlacién del modo de calor, una funciéon Levy con exponente §; =
3/5. Por otra parte, considerando sélo el acoplamiento con los cuatro modos
de sonido transversales, cuyas correlaciones son funciones Gaussinas, uno
deberia esperar una funcién Levy con exponente §; = 2/3 para la correlacién
del modo de calor [65].

La situacion es més compleja en nuestro modelo de cadena 3D, ya que para
el modo de calor se mezclan los acoplamientos con los modos longitudinales
y con los transversales. Por este motivo el exponente §; dependera de los
pardmetros particulares (tensién y temperatura), a través de los elementos
de la matriz G'. De todas maneras el andlisis previo indica que el modo de

calor siempre tendra un comportamiento super-difusivo con d; > 1/2.

IV.3 Simulaciones de dinamica molecular

En esta seccion aplicamos los resultados tedricos mencionados al caso de

un potencial a — 3 Fermi-Pasta-Ulam,

1 1 1
V(?") = 5/{2(7" — 7“0)2 + §k3<7’ — 7“0)3 + Zk4(7“ — 7“0)4 y (76)
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que puede ser considerado como una expansion general de un potencial arbi-
trario en torno a su minimo.

El término cuartico k4 debe ser positivo para garantizar la convergencia de
todas las integrales necesarias para el promedio candénico. Para este anélisis
consideramos ko = 1, k3 = —5 y k4 = 16, valores que garantizan la existencia
de un tnico minimo en torno a r = rqy. Por otra parte, k3 gobierna la asimetria
del potencial, y se toma negativo en este caso, con el fin de modelar una fuerza
repulsiva a distancias cortas.

Dependiendo de la temperatura y de la tensién aplicada, la cadena puede
presentar dos configuraciones diferentes. Cuando la elongacién media ¢ es
menor a uno, la cadena no se encuentra tensionada, y entonces el sistema
tiene un gran nimero de configuraciones disponibles, haciendo dificil explorar
numéricamente todo el espacio de fases. Por otra parte si £ > 1, la cadena se
encuentra tensionada, y el espacio de fases disponible del sistema se reduce
dréasticamente.

En esta seccion se estudian cuatro juego de parametros que son represen-

tativos de situaciones a baja y alta temperatura, con y sin tension mecanica

longitudinal.

AYT=01y £=1.0
B)T=01y ¢=1.1
C)T=10y ¢=1.0
D)T=10y (=1.1

Para cada conjunto calculamos analiticamente la matriz R, necesaria para
transformar los siete campos u, a los correspondientes campos ¢, dado por la
Eq.(66). Los campos fueron obtenidos a partir de la elongacién, del momento
y de la energia, como funciones del tiempo.

Para calcular numéricamente las correlaciones espacio-temporales de es-
tos campos, es necesario hacer un promedio estadistico, comenzando desde
una condicion inicial de equilibrio térmico. Con este propdsito, primero se
integra numéricamente la extension estocéstica de la Eq.(28) y Eq.(29), a

la temperatura deseada, usando un algoritmo Runge Kutta estocéstico de
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orden 2. Esto permite alcanzar un equilibrio térmico en un tiempo compu-
tacionalmente razonable. Luego estas ecuaciones vuelven a ser integradas en
el ensamble microcandénico usando un algoritmo wvelocity Verlet. Es en esta
ultima etapa de la integracion numérica que se calculan los modos normales
de los campos. Por lo tanto, haciendo un promedio estadistico en el tiempo,
obtenemos las correspondientes correlaciones espacio-temporales.

Como los modos de sonido se encuentran en pares viajando en direcciones
opuestas a lo largo de la cadena, y ademas existe una degeneracién en las
direcciones transversales, solo se muestran las correlaciones para el modo de
calor ¢1, el modo de sonido longitudinal ¢, y el modo de sonido transversal
s

En la Fig.(28), graficamos las correlaciones Sy 1, Sa2 y Sq4 para los juegos
de pardmetros C) y D), como una funcién del sitio en la cadena n, y para
diferentes tiempos t.

Observamos en todos los casos, que los picos se ensanchan y aplanan para
tiempos cada vez més grandes. Los modos de sonido se propagan a lo largo
de la cadena a una velocidad constante, mientras el modo de calor permanece
en su posicion inicial. Ademas, para el pico de calor, observamos la presencia
de dos pequenos picos laterales, que se corresponden al acoplamiento con los
modos de sonido transversales, debido al término no lineal en la expansién
hidrodinamica. Se espera entonces que a tiempos més largos estos modos se

encuentren completamente desacoplados.
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Figura 28: Funciones de autocorrelacion para diferentes tiempos: Paneles
izquierdos (a) y (d) Si1 (modo de calor), paneles del centro (b) y (e) Sa
(modo de sonido longitudinal) y paneles derechos (c¢) y (f) Sy4 (modo de
sonido transversal). Las flechas verticales indican la posicién tedrica para los
picos de sonidos en ct. La temperatura es T" = 1.0, y los paneles superiores
(a), (b) y (c) corresponden a elongaciones ¢ = 1.0 y los paneles inferiores (d),
(e) y (f) a elongaciones ¢ = 1.1.

Dadas las posiciones de los picos, se calcularon numéricamente las veloci-

dades de los modos de sonido (ver Cuadro 3), observando resultados satisfac-

torios acorde a las predicciones tedricas para todos los juegos de parametros.
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Set || ¢, Teo ¢, Num c; Teo c¢; Num

A | 1.12923 | 1.17 £ 0.01 || 0.608417 | 0.61 £ 0.01
B || 1.24087 | 1.37 £ 0.01 || 0.661516 | 0.66 4+ 0.01
C || 2.05064 | 2.07 £ 0.02 || 1.40817 | 1.41 + 0.01
D | 2.25594 | 2.30 = 0.02 || 1.45634 | 1.46 4+ 0.01

Cuadro 3: Velocidades numéricas y tedricas de las correlaciones de los modos
de sonido longitudinal y transversal.

Ademas obtuvimos numéricamente los exponentes caracteristicos d, do y
04 de la Eq.(74), a partir de la tasa de ensanchamiento para cada pico, que
es la misma que la tasa de aplanamiento, dentro de los errores numeéricos.

Los resultados son presentados en el Cuadro 4.

Set 0 ) 04

A) | 0.74 £ 0.02 | 0.70 £ 0.02 | 0.46 + 0.01
B) | 0.78 £ 0.02 | 0.70 + 0.02 | 0.46 + 0.01
C) | 0.60 £ 0.02 | 0.69 + 0.02 | 0.50 + 0.01
D) | 0.62 £ 0.02 | 0.69 £+ 0.02 | 0.50 £+ 0.01

Cuadro 4: Exponentes caracteristicos para los modos de calor, de sonido
longitudinal y de sonido transversal.

Para el modo de calor y de sonido longitudinal, se encontré que sus expo-
nentes caracteristicos son mas grandes que 1/2, correspondiendo a un trans-
porte super-difusivo. Mientras que para el modo de sonido transversal, su
exponente se encuentra cerca de 1/2, correspondiendo a una difusién nor-
mal.

Para los juegos C y D, los exponentes numéricos concuerdan con las pre-
dicciones tedricas. A baja temperatura el sistema explora regiones alrededor
del minimo del potencial, donde los términos no lineales son insignificantes y
el criterio de ergodicidad es dificil de lograr en un tiempo computacionalmen-
te aceptable. Esto puede ser observado en la desviacién de los exponentes,

especialmente para el modo de calor, correspondientes a los conjuntos A y
B.
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Para el modo de sonido transversal, el comportamiento difusivo normal
viene dado por una funcién de escaleo Gaussiana, con un exponente d, = 1/2.
Para el modo de sonido longitudinal, como ya fue discutido previamente, se
espera una funcién de escaleo KPZ, con un exponente d; = 2/3, que esta cerca
del valor numérico obtenido. Para el modo de calor, se obtienen exponentes
caracteristicos d; en el rango esperado entre 3/5 y 2/3, pero mas cercanos
3/5.

En la Fig.(29), se muestra para diferentes tiempos los picos de las corre-
laciones desplazadas y reescaleadas por sus velocidades y exponentes carac-
teristicos tedricos. Ademas se superpone la correspondiente funcién de escaleo
esperada. Se observa un buen ajuste para los picos de los modos de sonido
transversales y longitudinales, con una funciéon Gaussiana y una funcion KPZ,
respectivamente. Para el modo de calor, proponemos una funcién Levy con
un exponente 5/3, que estd mas cerca de nuestra estimaciéon numérica. Las
desviaciones observadas en las colas pueden indicar que el limite de tiempo

largo atin no se ha alcanzado.
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Figura 29: Funciones de autocorrelacion reescaleadas y desplazadas para di-
ferentes tiempos. (a) Modo de calor S; ; superpuesto a una funcién Levy 5/3
reescaleada. (b) Modo de sonido longitudinal S, » superpuesto a una funcién
KPZ reescaleada. (¢) Modo de sonido transversal S,4 superpuesto a una
funcién Gaussiana normalizada. T'= 1.0, £ = 1.0.

Numéricamente también observamos que a alta temperatura la tensién
no modifica los exponentes caracteristicos de los modos de sonido (dentro

el error estadistico), ni las funciones de escaleo (Cuadro 4). Sin embargo,
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para el modo de sonido existe una dependencia leve de sus exponentes con

la tension.

IV.4 Resumen

En este capitulo estudiamos una cadena anarmoénica vibrando en tres di-
mensiones, con un potencial interatémico a primeros vecinos que solo depende
de la distancia de separacién entre particulas. La cadena tiene un extremo
fijo, mientras el otro se encuentra sometido a una tension externa constan-
te. Este es un modelo méas realista que puede ser aplicado por ejemplo, a

nanocables y polimeros suspendidos.

Resultados

1. El movimiento en 3D y la tensién dan a este modelo un comportamien-
to mas complejo en comparacién con modelos de cadenas anarmoénicas
en 1D. La extensién de la NLFHT origina dos modos de sonido longi-
tudinales y cuatro modos de sonido transversales, ademas de un solo
modo de calor. Para los modos de sonido longitudinales, los términos
de auto-acoplamiento no desaparecen. Esto da lugar a que la correla-
cién espacio-temporal presente un comportamiento superdifusivo con

un exponente caracteristico de 2/3.

2. Para cada modo de sonido transversal, el término de auto-acoplamiento
desaparece, y por lo tanto es necesario aplicar MCT. Sin embargo este
modo no estd acoplado a ningin otro (hasta segundo orden), resul-
tando asi en un comportamiento difusivo para su correlacion espacio-

temporal.

3. Para el modo de calor, el término de auto-acoplamiento también des-
aparece. MCT muestra que este modo se acopla a todos los modos de
sonido, generando una funciéon de escaleo mas compleja, con un expo-
nente caracteristico entre 3/5 y 2/3. A baja temperatura, donde las

particulas sienten un potencial casi arménico, la teoria no puede ser
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comprobada numéricamente en un tiempo computacional razonable,

porque la ergodicidad es dificil de conseguir.

4. A alta temperatura, las predicciones tedricas para las velocidades de
sonido y los exponentes caracteristicos, concuerdan muy bien con las
simulaciones numéricas. Para el modo de calor el exponente estd mas
cerca de 3/5, pero parece depender levemente de la tensién, la cual

afecta el acoplamiento con los modos de sonido.

Estos resultados para las correlaciones espacio temporales de los campos
pueden ser aplicados para obtener la conductividad térmica de la cadena
utilizando la féormula de Green-Kubo. Los exponentes caracteristicos obte-
nidos sugieren que habra una conductividad térmica anémala, dependiendo

del tamano del sistema.
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Capitulo V

Conclusiones y extensiones a futuro

En esta tesis estudiamos el transporte de calor en laminas y cadenas de
atomos, paradigmas de los sistemas de baja dimension.

Hasta el momento en la literatura del transporte de calor fonoénico, los
modelos teodricos de sistemas de baja dimensiéon han considerado topologias
en 1D (cadenas). El trabajo de esta tesis consistié en generalizar estos mo-
delos a topologias 2D con el agregado importante de que los atomos puedan
moverse en un espacio de hasta tres dimensiones. Esto origina la presencia de
nuevos modos vibracionales acoplados entre si a través de interacciones no
lineales que tendran un efecto sustancial en el transporte de calor. Ademés
se han considerado inhomogeneidades estructurales, condiciones de contorno
y mecanicas mas acordes a situaciones experimentales. Esto marca otra dife-
rencia con la mayoria de los trabajos de la literatura, en donde generalmente
se usan condiciones periddicas de contorno, las cuales no permiten contem-
plar los efectos de borde fijo (I&minas suspendidas) y de tamano finito que
son muy relevantes en nanoestructuras.

Para el caso de cadenas de atomos se ha extendido la teoria no lineal de
fluctuaciones hidrodinamicas al caso de vibraciones 3D. Esto representé un
salto tedrico cualitativo, ya que en la literatura hasta la fecha inicamente se
habian considerado vibraciones en 1D, lo que simplificaba el analisis tedrico
y la fisica del sistema.

Todas estas generalizaciones de modelos de primeros principios a situacio-
nes mas realistas, ha permitido comprender la influencia de distintos factores
mecanicos y estructurales sobre los modos vibracionales. El rol de los dife-
rentes tipos de modos y sus acoplamientos, tienen una directa implicancia en
las propiedades térmicas de estos sistemas.

Los resultados de esta tesis y los modelos considerados permiten incor-
porar nuevos elementos que den una descripcién méas detallada de la fisica
subyacente en el transporte térmico para sistemas de baja dimension.

A continuacién se enumeran las principales conclusiones y extensiones a
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futuro de la presente tesis.

Conclusiones

1. La existencia de gradacion de masas en una lamina introduce una asi-
metria estructural que origina una rectificacion térmica. La intensidad
de este fenémeno depende ademas de otros factores tales como la di-
ferencia de temperatura de los reservorios, la longitud del sistema y la
tensiéon aplicada. Estos factores modifican los valores de las corrientes
generadas a partir de gradientes de temperatura con signos opuestos,

y por lo tanto la eficiencia del sistema para rectificar el flujo de calor.

2. Tomando sélo los términos arménicos del potencial, las ecuaciones de
Langevin y Fokker-Planck se pueden resolver analiticamente permitien-
do comprender de manera sencilla las correlaciones espaciales y tem-
porales de las variables dinamicas y calcular conductancias térmicas.
Sin embargo esta aproximacién no permite estudiar los acoplamientos
no lineales entre modos. Atn en el caso de potenciales interatémicos
cuadraticos, existen no linealidades que provienen de que la distancia

absoluta entre atomos es no lineal en las coordenadas cartesianas.

3. En laminas de atomos idénticos que interactiian mediante un potencial
anarmoénico, como por ejemplo un Fermi-Pasta-Ulam tipo a-3, la ten-
sién uniaxial aplicada juega un rol relevante. En ausencia de tension,
las propiedades térmicas no dependen de los coeficientes o y [ que
caracterizan los primeros érdenes no lineales de un potencial genérico.
Por otro lado, cuando hay tension, la conductividad depende de di-
chos coeficientes pudiéndose correlacionar con los valores de constantes
efectivas de fuerza. Estas provienen del desarrollo del potencial para
pequenos desplazamientos respecto a la posicién de equilibrio. En au-
sencia de tension todos los modos flexurales y algunos transversales son
no lineales. A su vez muchos de estos modos no lineales son localizados,
lo que reduce la conductividad térmica. Esto se evidencia especialmente

al estudiar su dependencia con el largo del sistema. Cuando se aplica
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una tension, se produce una transiciéon a un régimen donde todos los
modos son lineales y no localizados, observandose por lo tanto un incre-
mento de la conductividad térmica. En relacién al ancho de la lamina,
se observa una saturacion de la conductividad térmica debido a que el
efecto de los bordes libres transversales se diluyen, independientemente

de la tensién longitudinal aplicada.

4. La extension de la teoria no lineal de fluctuaciones hidrodinamicas
al caso 3D ha sido de gran ayuda para comprender las correlaciones
espacio-temporales en una cadena de atomos interactuando no lineal-
mente a primeros vecinos. La dinamica del sistema se pudo reducir a
la evolucion de siete modos: uno de calor, dos de sonido longitudina-
les y cuatro de sonido transversales. La teoria permitié caracterizar
estos modos encontrandose un comportamiento superdifusivo para los
modos longitudinales y de calor, mientras que los modos transversales
presentan un comportamiento difusivo normal. Los exponentes carac-
teristicos de las correlaciones espacio-temporales de estos modos no
dependen sensiblemente de la tension o de la temperatura. Los resulta-
dos tedricos han sido corroborados a partir de simulaciones numéricas
en el ensamble microcanénico a altas temperaturas. A bajas tempera-
turas se requieren tiempos de computos extremadamente largos, debido

a que la ergodicidad es dificil de conseguir.

Extensiones a futuro

1. Seria interesante extender nuestros modelos a interacciones de largo
alcance, para analizar como el orden del alcance afecta a los modos
dentro/fuera del plano y su contribucién a la conductividad térmica.
Para el caso de sistemas gradados seria deseable también entender si
el fenémeno de rectificacién térmica se reduce o intensifica con interac-

ciones mas alla de primeros vecinos.

2. En relacion a la teoria no lineal de fluctuaciones hidrodinamicas, un

préximo paso es comprender como las correlaciones espacio-temporales
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entre los distintos modos acusticos y de calor afectan a la conductividad
térmica. Esto permitiria calcular un exponente que caracterice el tipo

de transporte de calor (normal o anémalo) a través de la férmula de

Green-Kubo.

Para concluir, el estudio tedrico y numérico presentado en esta tesis ha
permitido comprender con mayor profundidad las propiedades térmicas y
el rol de los modos fondénicos en sistemas de baja dimensién embebidos en
3D. Estos modelos, si bien sencillos, tienen un mayor grado de aproximacién
a situaciones experimentales y a simulaciones de dindmica molecular con

potenciales empiricos.
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Apéndices

A. Aproximaciéon armonica de la energia potencial para
LFP

La expresién del potencial de la Eq.(19) se deriva de sumar la contribucién
de todos los enlaces de la lamina, descomponiendo a su vez la contribucién
de desplazamientos longitudinales y transversales a cada enlace. Para ello
partimos de la Eq. (3) truncada hasta segundo orden
1

2kLA2L,

1
U(’f’) = Vg + FOAlong —+ §keﬁA120ng +

donde r es la distancia absoluta entre dos atomos vecinos, que a su vez
depende de Ajone ¥ A1, que son la resta de los desplazamientos relativos de i,
j en las direcciones longitudinales y perpendiculares al enlace. Las constantes
efectivas keg v k1, v la tension Fy dependeran a su vez de la separacién a
entre atomos cuando la ldmina esta en equilibrio mecanico. En los enlaces
longitudinal a = a, y en los enlaces transversales a = a,,.

Analizaremos por separado la contribuciéon de los enlaces longitudinales
al gradiente de calor (direccién x) y de los enlaces transversales (direccién y),

para luego sumarlos y obtener la aproximacion armoénica del potencial total.

Contribuciéon de los enlaces longitudinales
" Apgng = Tlie+1iy) = Llig,iy)-
" A= Y(int1iy) = Y(inyiy)-

Aqui z¢;_;.y e yi. i, son las coordenadas cartesianas del desplazamiento
(ie)iy) (tyiy)s
de cada atomo respecto a su posicién de equilibrio en la lamina. Reempla-

zando estas expresiones en el potencial v(r), obtenemos la contribucién de
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un enlace longitudinal:

1 2 2
v(r) = Fo [x(izﬂ,iy) - I(iz,iy)} + §k2 [m(ix-f—l,iy) = 2% (i, 41,i,) T (inriy)) T Lig,iy)

1
+ §kL [y(2i$+1,iy) - 2y(iz+1,z’y)y(iz,iy)) + y(QWy)] )

donde no tenemos en cuenta el término vy que es solamente una constante
agregada a la energia potencial.

Si ahora sumamos todas las contribuciones de los enlaces longitudinales a
lo largo de una fila de dtomos i, los términos lineales en z(;, ;) se cancelan.

Luego sumando la contribucién de todas las filas, finalmente se llega a:

Nz Ny szl Ny
2
Vlong: E E /fzﬂﬂ(iz,iy)— E E k2$(iz+1,iy)x(il,iy)
ip=11iy=1 ip=1 iy=1
Nz Ny Nz_l Ny
2
+ E E lﬁy(imiy)— E E KLY (int1))Y(iniy) -
ip=1iy=1 ix=1 iy=1

Contribucion de los enlaces transversales
. A1ong = Y(iz+1,iy) = Y(in,iy)-
n Ay = L(ip41yiy) = L(ig,iy)-

Para los enlaces transversales, debido a las condiciones libres que existen en
los bordes laterales de la lamina, no puede existir tension en esta direccién.
En este caso Fy =0y k; = 0. Por lo tanto solamente hay una contribucion

cuadratica del desplazamiento relativo longitudinal al enlace, dado por:

1
o(r) = §k2 y(QiI,'iy+1) - Qy(im,iyﬂ)y(u,iy)) + y(2iz,z‘y)
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Sumando las contribuciones a lo largo de una columna de enlaces transver-

sales dada por el indice i, se obtiene:

Ng Ny Ny Ny*l
2
Viransy = Z Z Ciyk2y(iz,iy) - Z Z K Y(iaiy)Y(iz,iy+1)
in=11y=1 iz=1 iy=1
donde ¢;, = 1/2 si la particula se encuentran en los bordes laterales del

sistema (zy =lo = Ny)7 sino ¢;, = 1 para las otras particulas. Finalmente
si sumamos las contribuciones de los enlaces longitudinales y transversales,

obtenemos la expansién cuadratica de la energia potencial total de la lamina:

N;v Ny

V{rh) =>_ > [kz iy + (kL + cz-y/@)y?iz,iy)}

ip=11iy=1

Nz—1 Ny

_ Z Z [k:2 T i i) Tlig+1,iy)

ip=1 iy=1

KLY (i i) Y 4 1)
N, Ny—1

B Z Z ke Y(iz i) Y(iz,iy+1) -

ip=1 iy=1
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B. Modos flexurales no lineales

Para que existan modos flexurales no lineales sin términos armonicos,
se requiere que la lamina no tenga tensién. Para estudiarlos aisladamente,
se considerara el caso especial en que las particulas vibren solamente en la
direccion z, con desplazamientos y velocidades nulas en las direcciones x e
y. Es decir que la lamina tendra un movimiento vibratorio colectivo sélo en
la direccion z. En este caso particular, los enlaces en la direccién transversal
no contribuirdan al potencial general ya que en todo momento estaran en
su longitud natural de equilibrio. Asi se puede analizar la vibracién de la
ldmina estudiando cada fila por separado, como si se tratara de una cadena
con topologia 1D. Para los enlaces en la direccion longitudinal, utilizando la

Eq.(3) el potencial interatémico a orden més bajo se reduce a:

1
U(T‘i,j) = ZﬁLAAL )

donde A| = z;11 — z;, siendo 7 el indice en la direccién longitudinal i,, ya

que en esta situacion el movimiento no dependera del indice 4,.

Modos normales no lineales

En las condiciones mencionadas anteriormente, se puede escribir la ecua-

ciéon de movimiento en la direccion z para todas las particulas de una fila:

dQZi
m_
dt?

Para resolver este sistema de ecuaciones, se propone una soluciéon en que

= Bl(zie1 — 2)° — (2 — 2zi21)"] - (B1)

todas las particulas se muevan en fase:

zi(t) = Ad(t)

que define un modo normal de vibracién para la lamina en la direccién z.
Por lo tanto, reemplazando en la Eq.(B1), esta es la solucién para todas las

particulas si y solo si:
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ef
5z = (B2)

—*m;A; = Bu(Air — Ai)® — (A — 40)°] (B3)

De esta manera se ha reducido el problema a una ecuacién diferencial or-
dinaria en el tiempo, y a N = N, ecuaciones algebraicas, siendo v y A;
parametros a determinar.

La Eq.(B2) tiene una solucién analitica en términos de la funcién eliptica

de Jacoby
fit) = en(~t]1/2) . (B4)

Esta es una funcién periédica oscilante, con periodo 7 = ©/v, donde © =
7.4162987 y su amplitud es 1, ver Fig.(30). La frecuencia fundamental de
esta funcién es w = 27y/© = 0.847213~, donde v también se puede pensar
como una frecuencia.

La expansion de Fourier de esta funcién periddica es:

en(yt|1/2) = Z Cany1 €O8 {(271 + 1)%7)} ,

n=1

con C; = 0.955006, C5 = 0.0430496, C5 = 1.86049.1073, C7 = 8.0399.107°, y
an+1 =~ C2n71/231407

1,0+
0,5
0,04

o)

-0,54

0 10 20 30

Yt

Figura 30: Solucién temporal de f(t).
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Antes de resolver las ecuaciones algebraicas para los coeficientes A;, con-
viene remarcar una importante propiedad de estas ecuaciones. Si los coefi-
cientes v y A; resuelven la ecuacién Eq.(B3), v/ = ¢y y A = cA; también
deberian resolver la misma ecuacion. De esta manera observamos explicita-
mente que la frecuencia temporal de la solucién es proporcional a las ampli-
tudes, propiedad muy diferente a los modos normales arménicos, en donde
la frecuencia es independiente de la amplitud de oscilacion.

Para resolver simultdneamente las N ecuaciones (B3), se procede de ma-
nera iterativa. Para ello se calcula A;,; como una funcién de las amplitudes
previas A; y A;_1 y del parametro de frecuencia . Por lo tanto:

2 1/3
A = A+ (A=A = 224 (B5)
B
donde siempre se considera el valor real de la raiz ctibica

Imponiendo condiciones de borde fijo sobre Ay = 0 y dado un valor ar-
bitrario para A, obtenemos todas las restantes amplitudes. Por otro parte
también deberiamos obtener Ay.; = 0, que es la otra condicién de borde
fijo, para asi encontrar las soluciones de los modos normales no lineales. Gra-
ficando Ayy1 como una funcién de v, cada raiz proporciona una frecuencia
~ para un modo normal particular. A partir de cada valor obtenido de ~, y
usando la ecuacién iterativa (B5), se obtienen las amplitudes A; del modo
normal correspondiente.

Cuando f(t) se encuentra en un valor maximo o minimo, la velocidad de
todas las particulas es cero, y la energia del modo normal es equivalente a la

energia potencial

1 &
E= ZﬁJ_ nZ:O(AiJrl — A" (B6)

Para comparar los diferentes modos normales, se pueden normalizar las am-
plitudes de ellos para que tengan el mismo valor de energia.

Ademas de la propiedad de que la frecuencia es proporcional a la am-
plitud, se observan otras propiedades peculiares de estos modos normales no

lineales. Por ejemplo, el nimero de modos parece incrementarse exponencial-
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mente con el nimero de particulas (para N = 8 se encontraron 62 modos
normales). Los modos con las frecuencias mas bajas, son muy similares en
su forma a los modos lineales y son extendidos. Por otro lado la mayoria
de los modos de frecuencia més alta son localizados, ver Fig.(31). En este
fenémeno de localizacién, algunas pocas particulas (incluso sélo 3 o 4) tienen
una amplitud de movimiento significativa, mientras las restantes particulas
tienen una amplitud exponencialmente pequena, que a fines practicos es nula.
Ademas, algunos modos tienen siempre frecuencias y amplitudes indistingui-
bles, siendo diferentes simplemente por una traslacion espacial (ver paneles
(d) ¥ (e), Fig.(31)). Por otro lado, estos modos no lineales no cumplen con

el principio de superposicion.

4 a) d)
2 0
0 -1
2 1
0 0
, 'b)v | . e)
1
.
0 0
41 ©) f)
. -1

Figura 31: Algunos modos normales no lineales para N = 8. (a)-(c) corres-
ponde a las frecuencias méas bajas, siendo modos deslocalizados. (d)-(f) co-
rresponde a modos con frecuencia mas altas, presentando localizacién. Todos
los modos estan normalizados a la misma energia.

Un estudio mas sistematico y detallado de los modos normales no lineales,

su interaccién entre ellos, y con modos arménicos seria muy necesario para

comprender mejor su relaciéon con el transporte térmico.
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C. Ecuaciones complementarias para la Teoria No Lineal

de Fluctuaciones Hidrodinamicas

Se comienza por escribir explicitamente la derivada de una magnitud
general h(3, F') con respecto a las variables microcanénica £ y e como:
oh 0B oh  OF Oh
- (1)
ol ot op ol OF
oh ap @ oF %

9% = 9cop T acoF (C2)

Adicionalmente, dado el valor medio de h en un ensamble canénico, se tienen

las siguientes reglas para la derivacién con respecto a 8y F":

%? = F((hz) = (h)(x)) — ((WV) = (A)(V))

= F(héz) — (h 6V) , (C3)
a(h)
5p = Plha) = (W)a)) = Bk oz) . (C4)

Estas reglas generales permiten calcular las derivadas de la fuerza externa

(necesarias para la matriz A), que se obtendran a partir de las siguientes

expresiones:
% _ %?:FC’H—CHM
g_; _ %g — FCyy— Coy . (C5)

104



Usando que F' = F({(B,F),e(58,F)) y = BB, F),e(5,F)) es posible

determinar que:

or _ 1o
o ToB’
or _ 1ot
de  Top’
05 _ 1o
ot TOF’
opB 1 00
9% — Tor’ (C6)
con
Je 0  0Oe O¢
Reemplazando la ecuacién (C5), obtenemos:
oF Crr — FCyr
ot B(CuCm —Cf)
oF FCy - Cir
Oe ,6(011077 - 0127) ’
o _ O
ol C1Crm —C%
% _ —Cun (C8)

(96 - 011077 — 0127 '
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Ademas también se pueden calcular las derivadas de las correlaciones de

orden dos:

oCn
p

oCn
oF

9C17
ap

9C7
oF

0C77
op

Cr
oF

F(62%) — (62% §V) |
B(oa?)
F{62* 6V) — (0x 0V?) |
B(dz* 6V |

3 2 3
—@ﬂLF((M V=) — (6V7) |

B{sx 5V?) | (C9)

en términos de los correlacionadores de orden tres. Estos resultados permiten

calcular las segundas derivadas de la fuerza externa.

Para la matriz A de los acoplamientos lineales, los autovectores a derecha

Son:
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1
URI - _(Fe707070a0707 _FZ> )
Al

1

UR2 = _(170707_mcx70707F)7
Zo
1

VUr3y = _(170707+m6170707F) )
Z3

1

Upa = (0,1,0,0,—mc,,0,0) ,
Zy
B 1
VR — —(0,1,0, O, —f—mCL,0,0) s
Zs
. 1
Ure = —(0,0,1,0,0,—mc,,0) ,
Zg
B 1
Urr = - (0,0,1,0,0,+mcy,0) , (C10)
7

con Z; una constante de normalizaciéon. Como columnas, estos vectores for-

man la matriz R~!. Por otro lado, los autovectores a izquierda de A son:
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7
i = —(£,0,0,0,0,0,—1) ,

mc2
. Z
U2 = 2mc§ (Fb 07 07 —Cq, 07 07 Fe) 5
ULy = 2m02 (F€70707 +C:E70707 Fe) ’

Vg =

2
Z 1
ULG = _6 0707170707__70) )
2 mcy
Z 1
17L7 = _7(07071a0)07+_70) ) (Cl]')
2 mc |

que como filas forman la matriz R. Las constantes Z; pueden ser determinadas
univocamente (a menos de una fase) imponiendo que la matriz de correlacion
en la base de modos sea la identidad (RCRT = 1I).

F2011 - 2F017 + 077 mc2

7} = =__Z C12
(oo N s (C12)

- 2(F2011 — 2F017 + C77)

72 = 72 = C13
2 3 011077 . 0127 ( )
= 2mpc:
28F
22 = ool o2 (C14)
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Las matrices Hessianas a partir de las derivadas segundas, son explicitamente:

Hoyg=H.;=H;3=0, (C15)
—Fy 0 0 0 0 0 —Fu
o L£-%Z 0o 0 0 0 O
0 o L-Z 0 0 0 0
Hyy= 0 0 0 L0 0 0 : (C16)
0 0 0 0 £ 0 o
0 0 0 0 0 £ o0
~Fy, 0 0 0 0 0 —F.
0o LZ-Z o000 o0
E-%& 0 0000 —£
0 0 0000 O
H); = 0 0 0000 O , (C17)
0 0 0000 0
0 0 0000 O
0 -L 0000 O
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(C18)

?

0

Fe
000 —L

0

(C19)

Finalmente, la matriz de difusion tiene la siguiente estructura:

(C20)

’

D17

00 0 0

-Dll

2

Bo

0

0
Bo

Pz

2m

0
0

0
0

0

Pl

2m

Pl

Bo,

2m

D77

0

0

Dz 00

Das =
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con

Dy, = Ciroe (C21)
H 2(C11Cr7 — C3)(Cry + C7) 7
2
Di; = o, (C22)

_2(011077 — C127)(Cll + C"77) ’

(C11C77r — C}; + CFy)o?
2(C11Crr — CF)(C + Crp)

(C23)
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