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En esta tesis se prueba la existencia de soluciones tipo breathers a una ecuacién discreta no
lineal de Schrodinger (DNLS), con no localidad de tipo Hartree. Se estudian ciertas propiedades
de éstas que no han sido observadas en la DNLS cubica (local). Se prueba la existencia de
minimizadores de la energia que poseen propiedades de simetria y monotonicidad. Se analiza el
espectro del operador asociado a la DNLS no local en torno a los breathers hallados y se estudia
la estabilidad de estas soluciones.

En el Capitulo 3 se prueba la existencia de distintos tipos de soluciones tipo breathers a
la DNLS no local bajo diferentes regimenes: casos autoenfocante (self-focusing) y desenfocante
(defocusing), con interaccién lineal entre nodos vecinos suficientemente pequenia y considerando
distintos tipos de interaccién no local. Se estudian propiedades de los breathers de un pico,
de muchos picos consecutivos y con infinitos picos consecutivos formando un frente constante.
Hallamos una propiedad de saltos en los picos de la interfaz entre los nodos donde la solucién se
anula y donde toma valores no nulos, que no esta presente en las soluciones a la DNLS cibica
y es un fenémeno claramente asociado a la interaccién no local.

En la dltima secciéon del Capitulo 3 se prueba la existencia de breathers que minimizan la
energia en el caso enfocante. Estas soluciones poseen propiedades de simetria y decrecimiento
respecto de su pico central que se corresponden con las que hemos hallado para los breathers de
un pico cuando la interaccién lineal es pequeina.

En el Capitulo 4 se presentan resultados sobre el espectro del operador linealizado en torno a
los breathers tratatados en el capitulo anterior, y resultados de estabilidad de dichas soluciones.
Observamos la aparicién de bandas de mayor densidad asociadas al espectro esencial del operador
y un espectro puntual que se mantiene invariante por la cantidad de nodos. Otra propiedad que
distingue a los breathers con finitos picos de los correspondientes a la DNLS cuibica local, es
que en el caso no local la cantidad de modos internos varia en relacién a la magnitud de la
interaccion no local, siendo siempre superior a 2 X k — 2 que es la cantidad de modos internos
de una solucién de la DNLS cubica local con k picos.

En el Capitulo 5 se construyen aproximaciones analiticas para los breathers de un pico en
el caso enfocante. Para aproximar a las soluciones numéricas proponemos ansatz con dos y tres
parametros. Apicando métodos variacionales y resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange
resultantes conseguimos expresiones analiticas que aproximan a los breathers tanto globalmente

como en su decaimiento.
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Capitulo 1

Introduccion

La ecuacién discreta no lineal de Schrédinger (DNLS) es un modelo de propagacién de la luz
en medios Opticos con estructura inhomogénea en las direcciones perpendiculares al eje 6ptico
que ha sido ampliamente estudiado. También aparece en la literatura como discretizacion de
la ecuacién (continua) no lineal de Schrédinger (NLS) que modela la dindmica de dtomos en
condensados de Bose-Einstein [K09, PS11, PKF05].

Una forma de expresar la DNLS es la siguiente
ity + 0AUy + |un|Pun =0, neZ, t>0. (1.1)

donde 1, es la derivada de la variable de evolucién, u, = %ﬁf cuando la variable de evolucién es
el tiempo, como en la dindmica de condensados de Bose-Einstein; y %, = % en propagacion de
la luz, donde z representa el eje 6ptico. Au,, = up1 — 2uy + up—1 es el denominado laplaciano
discreto, § es la constante de acoplamiento entre nodos vecinos y p € N la potencia de la no
linealidad. Cuando el pardametro § surge de la discretizacién del laplaciano en una ecuacion de
derivadas parciales, su valor es esperable que sea muy grande, por lo que cuando § tiende a cero
se denomina a esta ecuacién como el limite anti-continuo. Cuando p = 1 la ecuacién (1.1) es la
denominada DNLS ctbica. Se han estudiado también variantes de ésta, con combinaciones de
no linealidades, como la DNLS cubica-quintica [CTCMO06].

En 2005 Fratalocchi y Assanto propusieron un modelo discreto para la propagacion de la luz
en un medio no local conformado por un sustrato de cristales liquidos nematicos, que da lugar
a la siguiente ecuacién DNLS con no linealidad ctbica de tipo Hartree

i + 0 AUy, + 2fytanhg 3 e P, =0, neZ, t>o0. (1.2)
meZ
con k > 0, 0, 7 € R. u,(z) es una cantidad relativa a la intensidad del campo eléctrico en el

nodo n, asociada a la propagaciéon de un haz de luz laser sobre el eje 6ptico z. La magnitud de
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la interaccién no local entre nodos estd asociado al pardmetro x y serd tanto mayor cuanto méas
pequeilo sea éste. Cuando « tiende a infinito la Ecuacién (1.2) se convierte en la DNLS ctibica
(1.1), cuya no linealidad es local. El pardmetro ¢ representa la magnitud de la interaccion lineal
entre nodos vecinos. Cuando § es grande se puede interpretar como una discretizacién de la NLS
continua, de ahi que llamaremos limite anti-continuo al caso en que § es cercano a cero. Cuando
d y ~y tienen el mismo signo se lo denomina caso auto-enfocante (self-focusing) y cuando sus
signos son opuestos es el caso desenfocante (defocusing).

En esta tesis se encuentran soluciones explicitas a la DNLS no local bajo determinados
regimenes, se prueba la existencia de soluciones como continuaciones de las soluciones halladas
explicitamente, se presentan soluciones numéricas y se analizan algunas propiedades que no han
sido observadas en la DNLS ciibica. Se prueba la existencia de minimizadores de la energia con
propiedades de simetria y decrecimiento que se corresponden con las soluciones de un pico y
se hallan aproximaciones analiticas para este tipo de soluciones. Se analizan los espectros de
la linealizacién del operador asociado a esta ecuacion en torno a las soluciones estudiadas y se
realiza un anélisis de estabilidad de dichas soluciones.

En este capitulo esbozaremos el camino a seguir para una derivacién del modelo dado por la
Ecuacién (1.2) partiendo de las ecuaciones de Maxwell siguiendo las referencias principales en
el tema [BPRS18, VP19, FA05].

En el capitulo 2 se presentan los conceptos y enfoques metodoldgicos que se utilizaran a lo
largo de la tesis. Alli se deduce la formulacién variacional del lagrangiano y el hamiltoniano
asociados a la Ecuacién (1.2). Se prueba que el hamiltoniano y la norma ¢5 de una solucién son
cantidades conservadas. Se define la nocién de estados estacionarios y soluciones tipo breathers.
Para probar la existencia de este tipo de soluciones en el Capitulo 3 se utiliza el Teorema de la
Funcién Implicita que es presentado aqui en su formulacion general para funcionales definidas
sobre espacios de Banach. No es posible hallar soluciones exactas en forma explicita, en términos
de funciones elementales, por lo que haremos una breve referencia a los métodos de Newton y
de Newton-Krylov que se aplican en los cédigos que hemos implementado para hallar soluciones
numéricas. En el caso de los breathers de un pico hemos hallado aproximaciones analiticas a las
soluciones numéricas exactas aplicando un enfoque variacional que serd presentado esquemati-
camente en este capitulo.

En el capitulo 3 se prueba la existencia de soluciones tipo breathers a la Ecuacién (1.2). Los
breathers discretos son soluciones periédicas en el tiempo (o eje ptico), espacialmente localiza-
das, y cuyo perfil conserva su forma [MT89]. En primer lugar hallamos soluciones explicitas con

una cantidad finita de picos (consecutivos) en el limite anti-continuo y local. Mediante argumen-
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tos basados en el teorema de la funcién implicita demostramos, para ¢ suficientemente pequenio
v k suficientemente grande, la existencia de breathers que son continuaciones de las soluciones
halladas de forma explicita y dependen univocamente de la constante de acoplamiento con los
nodos vecinos y de la interaccién no local. A este regimen lo denominamos caso local por su
aproximacion a la DNLS cubica. Posteriormente analizamos el caso no local, esto es, con una
interacciéon no local x arbitraria. Para las soluciones con muchos picos consecutivos hallamos
una propiedad de saltos en los picos de la interfaz entre los nodos donde la solucion se anula y
donde la solucién toma valores no nulos. Esta propiedad no estd presente en las soluciones a la
DNLS cibica y es un fenémeno claramente asociado a la interaccién no local.

Otro tipo de soluciones que presentamos en este capitulo son los breathers con un frente
constante que decaen a cero en un unico sentido. Estas soluciones, que aqui hemos llamado
breathers tipo estante', pueden pensarse como extensiones de las soluciones con finitos picos.
Son acotadas pero no estan en f3 (Z,R), por lo que los argumentos utilizados ppreviamente,
tanto para demostrar la existencia como para hallarlas numéricamente, no son extensibles de
manera directa a este tipo de soluciones. Para acotar la convolucién del operador asociada a
la interaccién no local hemos utilizado una versién discreta de la desigualdad de Young que no
hemos encontrado en la literatura (damos una demostracién en el Apéndice A). En la interfaz
de estas soluciones encontramos un comportamiento similar al observado en la interfaz de los
breathers con finitos picos.

En la dltima seccién del Capitulo 3 se prueba la existencia de breathers que minimizan el
hamiltoniano en el caso enfocante, cuando la constante de acoplamiento entre sitios vecinos es
arbitaria. Estas soluciones son positivas (en caso de ser complejas son una rotaciéon de una solu-
cién positiva) y tienen propiedades de simetria y decrecimiento respecto de su pico central que
se corresponden con las halladas para los breathers de un pico para ¢ suficientemente pequeno.

En el Capitulo 4 se presentan resultados sobre el espectro del operador linealizado en torno a
los breathers presentados en el capitulo anterior, y resultados de estabilidad de dichas soluciones.
Mediante una discretizacion finita del problema estudiamos computacionalmente el espectro y
la estabilidad de las soluciones numéricas. Explicamos algunas propiedades de simetria de los
modos internos en el caso de los breathers con finitos picos, que se pierden en los breathers
con infinitos picos. Estudiamos la estabilidad de los breathers de un pico en el caso enfocante
para distintos tipos de interaccion no local analizaando el espectro del operador en torno a estas

soluciones. Observamos la aparicion de bandas de mayor densidad asociadas al espectro esencial

No hay una nomenclatura extendida para este tipo de soluciones, en inglés las hemos denominado shelf-type
breathers [BBP17]. Otras denominaciones que se encuentran en la literatura para breathers discretos y solitones

continuos con esta forma son kink y front-like [CMR99]
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del operador y una cantidad de autovalores (espectro puntual) que se mantiene invariante por
la cantidad de nodos. La estabilidad de las soluciones en el caso general (soluciones con méas de
un pico) estd asociada a la relacién entre los signos de las interacciones no locales lineal y no
lineal: estable en el caso desenfocante e inestable en el caso enfocante.

Otro resultado que distingue a estos breathers con finitos picos de los correspondientes a la
DNLS cuibica local, es que en el caso no local la cantidad de modos internos varia en relacién a
la magnitud de la interaccion no local, siendo siempre superior a 2 X k — 2 que es la cantidad de
modos internos de una solucién de la DNLS ciibica local con k picos [PKF05].

En el Capitulo 5 construimos aproximaciones analiticas para los breathers de un pico en el
caso enfocante. Para aproximar a las soluciones numéricas proponemos expresiones (ansatz) con
dos y tres parametros. Uno de los pardmetros estd asociado al decaimiento de la solucién y el
otro a la amplitud, en el caso de las aproximaciones con dos parametros, y el tercero agrega un
grado de libertad en el pico central del breather. El enfoque variacional consiste en resolver las
ecuaciones de Euler-Lagrange que surgen de restringir el problema de optimizacion al lagrangiano
efectivo calculado para cada ansatz. Aplicando este método obtenemos los pardmetros asociados
a la amplitud y al pico central del breather. El parametro asociado al decaimiento de la solucién
lo hemos aproximado por dos caminos: con las ecuaciones de Fuler-Lagrange y planteando el
problema lineal asociado a la DNLS. El primer camino provee una mejor aproximacion global,
con la desventaja de aumentar la complejidad del sistema de ecuaciones a resolver; mientras que
el segundo camino provee una muy buena aproximacion al decaimiento exacto de la solucién. Por
lo que, aplicando este segundo camino al ansatz de tres parametros, conseguimos una expresion

que aproxima a la solucién tanto globalmente como en su decaimiento.

1.1. Derivacion del modelo

En esta seccion presentamos esquematicamente la derivacion de la ecuaciéon no local dis-
creta no lineal de Schrodinger con la que trabajaremos en los sucesivos capitulos, siguiendo
esencialmente el camino delineado en [VP19] y [BPRS1S].

Si un conjunto de moléculas de cristales liquidos que ocupan cierto dominio tridimensional
es sometido a la accién de campos eléctricos que las orientan macroscépicamente en determi-
nada direccion, este fendmeno es usualmente descripto por un sistema de ecuaciones en el que
las ecuaciones de Oseen-Frank, que describen la energia eldstica de las moléculas de cristales
liquidos, estan acopladas con las ecuaciones de Maxwell, que describen los campos eléctricos.
La complejidad del sistema resultante de ecuaciones acopladas depende principalmente de la

geometria de las moléculas de cristales liquidos, de la geometria del dominio en el que éstas se
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encuentran y de los campos eléctricos que actiian sobre el conjunto.

En el apéndice de [BPRS18], se considera el caso de un material homogéneo de moléculas
de cristales liquidos nematicos atrapadas entre dos placas planas y paralelas sobre las que se
aplica un campo eléctrico externo, perpendicular a las placas, que es periédico en una direccién
y constante en la otra. Este tipo de moléculas presentan una geometria elipsoidal con simetria
alrededor de un eje principal sobre el que son mas alargadas. Y el dispositivo disefiado presenta
una geometria que permite simplificar el problema a uno bidimensional (plano y — z). Sobre
este dispositivo actiia también un campo eléctrico asociado a los haces de luz que son aplicados
en la direccién en que el campo eléctrico externo es constante, llamada eje dptico (eje z), y se
estudia su propagacién a lo largo de dicho eje desde una posicién inicial (z = 0). Bajo estas
condiciones, el sistema acoplado de ecuaciones de Maxwell-Oseen-Frank puede traducirse en el

siguiente sistema acoplado de ecuaciones de tipo Schrodinger no lineales, ver [BPRS18]:

o,u = %iAu + %iv (sin2 6§ — sin? 90) u, (1.3)
VAO = —1y (Eg + |u|2) sin 26. '

Aqui v y v son constantes positivas y A = 92 + (95. La variable z corresponde al eje éptico y
tiene un tratamiento andlogo al que usualmente se le da al tiempo en las ecuaciones no lineales de
Schrondinger, por ejemplo en la dindmica de condensados de Bose-Einstein (BEC). Fisicamente
u representa la amplitud del campo eléctrico de un haz de luz de un laser que se propaga a
lo largo del eje 6ptico z; en tanto que 6 representa macroscopicamente el promedio local del
campo de angulos que describen la orientacion de las moléculas de cristales liquidos nematicos.
Se asume que este angulo 6 es paralelo al plano x — z. Fy y 6y son funciones que se suponen
conocidas, Fy representa el campo eléctrico externo aplicado sobre el sustrato de moléculas de
cristales liquidos para producir sobre éstas la orientacién del dngulo 6y (cuando ain no se ha
aplicado ningun laser).

Llamando 6 = 6y + 1, la segunda ecuacién de (1.3) permite establecer la dependencia de
0y respecto de Ey (ya que bajos estas condiciones se tiene 6 = p y u = 0, méas las condiciones
de borde necesarias, ver [BPRS18]). Asumiendo que v es pequeno, tomando aproximaciones de
Taylor de primer orden en la variable 1, considerando que las placas metélicas (paralelas al
plano y — z) entre las cuales se alojan las moléculas estdn separadas por una distancia que es
relativamente muy pequeiia en comparacion con la extensién del material en las otras direcciones
y realizando ciertos reescalamientos y simplificaciones del problema (ver detalles en [VP19]) se

llega al siguiente sistema simplificado:
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dyu = %ic?yu + %iﬁwu,
— 2+ V() + g°% = aul*.

donde g%, a y 3 son constantes positivas y V (y) representa un potencial asociado a las funciones

(1.4)

0o v Ep. Resolver el sistema (1.4) implica hallar ¢ y u conociendo 1(0) = 19 y u(0) = ug. Aqui
1) representa el angulo que se desplazan las moléculas de cristales liquidos desde el angulo 6
prefijado por el campo eléctrico externo Ej.

Podria intentarse simplificar el sistema de ecuaciones (1.4) buscando la inversa del operador
-0y +V + g® para reducirlo a una tnica ecuacién en la variable u, sin embargo este camino
no resulta conveniente para computar la solucién, como se muestra en [VP19]. Vélez-Pérez y
Panayotaros presentan en ese mismo articulo un enfoque centrado en el uso de las funciones de
Wannier, que discretiza de forma general el problema (1.4). La ecuacién que trabajamos en esta

tesis es un caso particular de dicha discretizacion.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan los conceptos y enfoques metodoldgicos que se utilizaran a lo
largo de la tesis. Comenzamos deduciendo la formulacién variacional del lagrangiano y el ha-
miltoniano asociados a la ecuacién (1.2). Se prueba que el hamiltoniano y la norma ¢ de una
solucién son cantidades conservadas. Se define la nocién de estados estacionarios y soluciones
tipo breathers. Para probar la existencia de este tipo de soluciones en el Capitulo 3 se utiliza
el Teorema de la Funcién Implicita que es presentado aqui en su formulacién general para fun-
cionales definidas sobre espacios de Banach. No es posible hallar soluciones exactas en forma
explicita, en términos de funciones elementales, por lo que haremos una breve referencia a los
métodos de Newton y de Newton-Krylov que se aplican en los cédigos que hemos implementado
para hallar soluciones numéricas. En el caso de los breathers de un pico hemos hallado apro-
ximaciones analiticas a las soluciones numéricas exactas aplicando un enfoque variacional que

sera presentado esquematicamente en este capitulo.

2.1. Fomulacion Variacional

En esta seccidn se presenta la estructura lagrangiana y hamiltoniana de la ecuacién discreta
no-linal de Schrondinger que es el objeto de estudio de esta tesis. Probaremos también algunas
leyes de conservacién. Seguiremos la linea argumentativa de Sulem-Sulem ([SS99]), adaptada al

caso discreto.

2.1.1. Lagrangiano

A continuacion obtendremos el lagrangiano para la ecuacién no local de Schrédinger con no

linealidad cubica de tipo Hartree
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iUy, + 6Auy, + ¢ Z e =l 1y, 2, = 0, neZz,t>0. (2.1)
mezZ

donde ¢ = 2ytanh §, K > 0,0 > 0y Aup = Upy1 — 2Up + Up—1.
Fijado ~ definimos p € [,(Z,R) dado por sus componentes p, = e " Vn € Z, y definimos
la funcién fi : lI2(Z,R) = I[,(Z,R), fe(x) = p*x, estoes, (p*T)n =D ez e~ Hm=nly V¥n € Z.

De esta forma, la ecuacién (2.1) puede reescribirse como
ity + AUy 4 c(fe(|u[*)ntn =0, neZ t>0.

Asociada a la ecuacién (2.1) se puede definir una funcién densidad del lagrangiano £ que
puede pensarse en términos de las partes reales e imaginarias de u o, equivalentemente, en

términos de u y u* pensadas como variables independientes:
L = . * . % 51V 2 C —Kk|m—n| 2 2 7
n—i(unun—unun)— |V —|—§ e [tm | Jun|”, n € Z.
meZ
donde Vu, = tupy1 — Up.

De igual manera llamamos lagrangiano al funcional

L(’LL, U*) = Zﬁna (2.2)

neL

y definimos la accién S

t1
S(u,u®) :/ L(u,u") dt.
t

0

Buscamos la condiciéon que debe satisfacer una tal u para realizar el minimo de S. Se puede
chequear que la accién S es Fréchet diferenciable y, por lo tanto, Gateaux diferenciable. Por lo
que alcanzard con ver que su derivada de Gateaux se anula (ver e.g. [CO1]). Verifiquemos esto

formalmente:
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d 4 d
0= —S(u+ep) = Z—Ln(u+sgo) dt
to

de e=0 = de o
b d i . , X * - x
to pez <
— 0 [(Vup +eVy,) (Vuy, +eVer)| +
5D eI g i) (1 + £97) (1 + ) (- 57) |
meZ e=0
t1 i
= / Z 9 [(nup + tngy) — (i, + ungy,)] — 6 [Ver Vuy, + Vupn Vi ] +
to pez
c — — * * * *
+5 20 e (ot + i) fual® + [ (o + )|t
meZ
to pez
— 0 [VepVuy, + Vu, Vi ] +
c - — *
23 e Gty + ) un?
meZ
& — — * *
5 D0 e (s + )|
mMEZL
Para simplificar el cdlculo dividamos esta integral en tres partes
a) Usando que
~ lino}, — pits] = 5 [20Tm (inp})] = — T (i) = Re (iin})
de donde
t1 i t1 N .
/ Z 3 [Uney — @nty] dt = Re / Z ilnpy, dt
to pez to nez
Analogamente

3 [Pnuy, — udy] = — Re (iunpy,)
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de donde, usando Fubbini e integracién por partes en t,tenemos

t1 i t1
Dplly, — Uny] dt = —Re iupp, dt
/to D 5le ) </ > g >

nez 0 nez

t1
= —Re 12/ Up Py, dt
nez”to
i1
~ Re iZ/ (it dt
nez v to

t1

= Re </ Zz’ungp; dt)
to pez

Por lo tanto, en definitiva la integral de los primeros términos resulta

/ Z 5 [“nSOn - @nun] + 5 [(pﬂun - un(pn] dt =
to
ne”

. (2.3)
2Re (/ > g}, dt)

b) Usando que
Voo Vur + Vu,Ver =2Re (Vu,V;)

entonces, usando partes

t1
/ Z =0 [VopVuy + Vu,Ver| dt =

to nez

(2.4)
t1 t1
—2Re (/ ZéVuanp;'; dt) =2Re </ Z(SAUM@; dt)
to

t nez nezZ

c¢) Usando que

> e (g, + umphy) [unl? = Y e T2 Re () fun
meZ mez
y analogamente que

> e I P (pnuf + wng) = D e ugn [ 2 Re (une},)
mGZ mEZ
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tenemos

t1 c

[ 530 S emn [omtg + umei) funl? + (s + )] it =

to 2
nEZ mEZL

/ttl gz Z o—rlm=nl [2 Re (tm?,) [unl® + |um|? 2 Re (unsoil)} dt =
0

ne€zZ mez
c M —k|lm—n)| * 2
: / 2Re (3% e (um@p) [ |+ (25)
0

neEZ meZ
+2Re (Z Z e~rm=nly,, 2 (ungo;))] dt =
neZ meZ
t1
=2Re (/ CZ Z e~ M=l 12 0t dt)
to pezmez

Volviendo a la cuenta variacional junto con los célculos (2.3), (2.4) y (2.5), tenemos

t1 t1
0=2Re (/ Ziungo; dt> +2Re (/ Z(SAuncp: dt) +

0 nez 0 nez

1
+2Re (/ CZ Z e~ mm=nl 12w dt)

to neZmez

t1
= 2Re </ Z <iiLn + 0Au, +c Z e—Hlm—nI |Um|2 Un) 901*1 dt)

to nez meZ

Como esto vale para toda ¢ € Y resulta que la suma de los tres términos en el paréntesis interior
a la sumatoria, debe anularse. Y asi recuperamos que una solucién que minimice la acciéon S

debe cumplir la ecuacién (2.1).

2.1.2. Estructura hamiltoniana

La estructura hamiltoniana usualmente se deduce de la estructura lagrangiana planteando
una relacién de dependencia entre las densidades que definen a los funcionales correspondientes.
Asi, la densidad hamiltoniana puede definirse formalmente como

Hp = B (Unuy — uptiy,) — L, n € 7.
de donde resulta

& _ _
Hy =6 |uns1 — un)® — 5 > e P lug |, ne
mEZ
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y asi podemos definir al hamiltoniano H =, ., H,, esto es:
K —klm—
H = 62 U g1 — Un|? — ’ytanh§ Z Z |t |26 |y, 2.
ne”L n€EZ meZ

Se puede verificar ademas que de la estructura hamiltoniana

Uy = —1 n € 7,

our’
se deduce nuevamente la ecuacion DNLS
K
U, = 0iAu, + 2ytanh 51 Z e~ HKlm=—nl |um|2 Unp, ne,t>0.
MmeEZ

Ademas, se puede verificar que la derivada del hamiltoniano respecto del tiempo se anula, i.

e., %—I;I = 0, por lo que resulta una cantidad conservada.

2.1.3. Conservacion de la potencia

Como es usual en este tipo de ecuaciones con estructura hamiltoniana, la norma ¢% de toda
solucién al sistema de ecuaciones 2.1 es una cantidad conservada. En éptica no lineal a esta
cantidad se la denomina potencia, mientras que en materia condensada se la denomina carga.

Es sencillo chequear que esta cantidad se mantiene contante en el tiempo observando que la

derivada se anula.

d, .o d . - .
7 lully = ai Zunun = Z (Unuy + upiy,)

nez neL
= (i}, + (inug)*) = 2Re Y (i)
nez neZ
=2Re (Z <6iAun + 2+ tanh gz Z e~ film=nl |um|2 un> ufl)
neZ meZ
=2Re (Z (—5iVunVuZ + 27 tanh gz Z e M=l g, 12 |un|2>>
ne” meZ
=2Re (Z Z 5 |Vun|* + 27tanhg Z e~ m=nl |y, 2 un|2> =0.
nez meZ

La tdltima igualdad se cumple dado que todos los términos de la sumatoria son reales puros.
Por lo tanto

2
Jull3 = cte.
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2.2. Estados estacionarios y Breathers

Uno de los objetivos que trataremos en esta tesis es hallar estados estacionarios de la ecuacion

(2.1). Dada una ecuacién de evolucién de la forma
U= F(u,ug, gy, -..),

donde @ denota la derivada respecto de la variable de evolucién (e. g. ¢ si es la evolucién de una
funcién de onda en el tiempo, z si es la evolucién de un pulso en el eje éptico). Eventualmente
u y F pueden ser complejas y F' puede depender también de ciertos parametros. Una solucion
u es estacionaria si no varia en la variable de evolucién, i. e., si uz = 0. A estas soluciones se
las denomina estados estacionarios y el problema de encontrarlas se reduce a hallar ceros de la
funcion F'.

En nuestro caso estamos trabajando con el conjunto de ecuaciones

iy, = —0Au, —c Z e~ =l 1y, neZ, t>0. (2.6)
meZ

con c=2ytanh g, k >0,0> 0,7y €ERy Aup = upy1 — 2Up + Up_1.

Por la estructura de la Ec. (2.6), la variacién en la variable de evolucién produce un cambio
en la fase de la solucién. Por lo que resulta conveniente plantear que las solueciones toman la
—iwt

forma u, = e"""v,, con w real. Sustituyendo en (2.6) tenemos que

10y, — WU, = —0Av, —C Z e~ Klm—n| |vm|2 Uns neZ,t>0. (2.7)
meZ
Por lo que los estados estacionarios v, = 0 son soluciones de la ecuacién (2.7) de la forma

v = A con A:7Z — C independiente del tiempo. Tales A satisfacen

—wA, = 6(AA), + 2ytanh g(z el 4,12 A, Vn € Z. (2.8)
meZ

Llamaremos soluciones tipo breathers a las soluciones de la ecuacién (2.1) de la forma
up, = e @A, con A : Z — R independiente del tiempo, solucién de la ecuacién (2.8). En
el Capitulo 3 desarrollaremos tres caminos en la busqueda de soluciones tipo breathers. Un
camino tedrico consiste en hallar soluciones exactas a la ecuacién (2.8), que sélo es posible ex-
plicitarlas para ciertos valores de los pardmetros (e. g. para § = 0 y el resto de los pardmetros
fijos), y luego probar la existencia de continuaciones de estas soluciones en un entorno de los
valores considerados. Para ello utilizamos una idea que fue introducida por MacKay y Aubry en

1994 [MA94] y se basa en aplicaciones del teorema de la funcién implicita (Seccién 2.4).
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Por otra parte estudiaremos soluciones numéricas a la ecuacién (2.8), para lo cual aplicaremos
métodos de Newton (Seccién 2.5) para hallar ceros de la funcién que define esta ecuacion.
Y por ultimo, apoyandonos en la estructura hamiltnoniana de la ecuacién (2.1), probaremos
la existencia de soluciones tipo breathers que minimizan el hamiltoniano y cumplan ciertas

propiedades de simetria y decaimiento. Para esto nos apoyamos en el Lema de Lions [L.84].

2.3. Breathers, solitones discretos y nematicones

Un solitéon u onda solitaria, es una onda que se propaga sin deformarse en un medio no
lineal. Esta propagacion puede darse en el tiempo, soliton temporal, o en el espacio, soliton
espacial. En la literatura los términos breathers y solitones discretos se utilizan muchas veces de
manera indistinta. En [A13] (p. 44) se denomina breather a una solucién localizada que oscila
periédicamente versus la propagacion (espacial o temporal). Los breathers se caracterizan por su
no expansion (en este sentido son localizados) y por sus oscilaciones de area total nula ([MT89]).

En la literatura se encuentra tanto la denominacién de breathers como la de solitones dis-
cretos (u ondas solitarias discretas) para el tipo de soluciones que aqui presentamos. Aunque
este ultimo uso es el més extendido, aqui nos inclinamos por llamarlos breathers considerando la
distincién entre una y otra denominacién que hace Assanto ([A13]): “parecen un par de gemelos
nacidos en diversos sistemas fisicos nolineales [...] pero son fisicamente distintos: en el solitén,
la difraccién (o dispersién) estd exactamente balanceada por la no-linealidad, mientras que en
el breather, la difraccién (o dispersién) solo estd parcialmente balanceada por la no-linealidad.”

Por su parte Frattalochi y Assanto [APCO03] acunaron el término nematicon, para referirse
particularmente a un solitéon espacial en un sustrato de cristales liquidos nematicos. El uso de

este término es extendido en Optica no lineal.

2.4. Teorema de la Funcion Implicita

Una de las principales tesis del teorema de la funcién implicita (TFI) nos permitird probar,
en el Capitulo 3, la existencia de continuaciones de soluciones a partir de una solucién hallada
analiticamente. Aqui presentamos esqueméticamente este teorema. Para maés detalles ver e. g.
[286] o [CO1].

Dados dos espacios de Banach X y Y y una funcién F : X x Y — X, supongamos que

conocemos (Xp,yo) € X x Y tal que F(x0,y0) = 0, y queremos resolver la ecuacién

F(x,y)=0 (2.9)
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en un entorno de (Xg,yo). Por resolver entendemos: hallar una funcién x — y(x) definida en un
entorno de xg, tal que y(xg) =yo y F(x,y(x)) = 0, para todo z en dicho entorno.

Para cada y € Y consideramos g(x) := F(x,y). Si g es diferenciable definimos la derivada
parcial de F con respecto a la “primera” variable: D1 F(x,y) := ¢'(x).

El TFI nos provee la existencia y unicidad de soluciones y(x) a la ecuacién (2.9).

Teorema 2.4.1 (Teorema de la Funcién Implicita) Sea U(xg,y0) € X x Y un entorno
abierto de (x9,y0) y F : U(x0,y0) — X tal que F(x9,y0) = 0. Si se cumple simultineamente

que:
i) F es continua en (Xo,y0),
i1) existe D1 F en U(xo,y0) y es continua en (Xg,yo),
i11) D1F(x0,y0) es un isomorfismo lineal de X.

Entonces existen §y y 6 positivos tales que: para cada x € X tal que |[(x —xp)| < do existe

un unico y(x) € 'Y para el cual ||(y —yo)|| < y F(x,y(x)) =0.

En 1994 MacKay y Aubry [MA94] utilizaron el teorema de la funcién implicita para probar
la existencia de soluciones periddicas en el tiempo y espacialmente localizadas a ecuaciones
discretas de osciladores débilmente acoplados, reversibles en el tiempo o que se correspondan a

un sistema hamiltoniano. Un ejemplo prototipico viene dado por la ecuacién

d?z,,
dt?

+ V' (2n) = @ (Tps1 — 22n + 41), V'(0)=0,V"(0) = wd > 0.

2.5. Meétodo de Newton

El método de Newton permite aproximar numéricamente, aplicando iteraciones, soluciones de
funciones o ecuaciones no lineales. El sistema de infinitas ecuaciones definido por (2.8) se puede
expresar como F' = 0, en términos de cierta funcién F cuyo dominio y codominio dependeran
de la forma en que consideremos el sistema de ecuaciones no lineales a resolver, dependiente de
ciertos parametros (e. g. 4, 7, kK, w). En cualquier caso este es un problema de dimensién infinita.
Para hallar soluciones numéricas en la maquina, necesariamente debemos restringir este sistema

a un problema finito
F(z)=0
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con F: RV — RN (N ecuaciones y N incégnitas). La forma en que adoptaremos la restriccién
F en cada caso serad estudiada en el Capitulo 3, aqui presentamos de forma general el método
de Newton para una funcién F' ya definida, que cumple con ciertas condiciones de regularidad.

La aproximacién de Taylor de primer orden establece que si F' es una funcién de clase C?

en un abierto U ¢ RY y zy € U, entonces

F(x) = F(x) + F'(x0)(x — x0) + r(z, 20), (2.10)

llr (.0

con lim m_%ﬂ” = 0. En particular, si z* es un cero de F' y x( esta suficientemente cerca de

Tr—xTQ
x*, se tiene que

0~ F(xo) + F'(x0) (2" — ).

Aqui, F'(z) representa la matriz jacobiana de F' en x, F'(x);; = %(l’), paral <i,j <n.
Por lo que tiene sentido quedarnos con la aproximacién lineal de (2.10) y definir la siguiente

sucecién recursiva partiendo del dato inicial xg
0= F(xn) + F'(zn)(Tnt1 — 2n),

donde z;,11 estd definido de forma univoca, siempre que F’(z,,) sea no singular, por la sucesién

de Newton
Top1 = & — (F'(20)) "' F(x). (2.11)
El método de Newton consiste en los siguiente pasos:
a) Determinar el dato inicial x.
b) Aproximar una solucién de F'(z,)s = —F(z,,), para obtener el paso de Newton s.

c¢) Construir recursivamente z,+1 = =, + S.

d) Evaluar F(z,41) y realizar un test que decida si la iteracién ha concluido (i. e., si Z,41

estd suficientemente cerca de ser un cero de F').

Observar que el costo computacional de calcular la inversa del jacobiano en la ecuacién (2.11)
en general es muy elevado, de ahi que se implementen los pasos (b) y (c), donde (b) puede ser
resuelto por métodos computacionales més eficientes (factorizacion lu, gr, etc.).

Existen una gran variedad de cédigos que aplican el método de Newton (ver e. g. [Kelley03]).
Principalmente difieren en la forma en que aproximan el paso de Newton s en la solucién al
paso (b) que, como recién expresamos, es computacionalmente el calculo més costoso. También
algunos métodos introducen una variante en el paso (c), costruyendo recursivamente z,41 =

T, + As, eligiendo X para garantizar el decrecimiento de || F|.
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En las aproximaciones numeéricas realizadas en el Capitulo 3 hemos utilizado el paquete nso-
li.m desarrollado por Kelley para MATLAB® [Kelley03] y adaptaciones de codigos desarrollados
por Carretero-Gonzalez [CK19].

Para asegurar la convergencia del método se requiere el cumplimiento de varias condiciones,
tipicamente: que exista una solucién al problema F(z) = 0; que F’ sea Lipchitz continua en
un entorno de z* y que F’(z*) sea no singular. En cada caso que hemos aplicado el método de
Newton, hemos comprobando que estas condiciones se cumplen, no para F', sino para la funcion
F' determinada por la ecuacién (2.8) en el problema de dimensién infinita.

Otra condicién necesaria es que el dato inicial (o semilla) esté suficientemente cerca de la
solucién x*. Bajo estas condiciones, llamando e, = =, — x,,—1, se tiene el siguiente teorema que

afirma que la iteraciéon de Newton converge con orden cuadratico.

Teorema 2.5.1 Si x* es una solucién de F(x) =0, F' es Lipchitz continua en un entorno de
x*, F'(x*) es no singular y xq estd suficientemente cerca de x*, entonces la iteracion de Newton

estd bien definida, converge a x* y existe K > 0 tal que
2
lens1ll < K len]]
para n suficientemente grande.

El paquete nsoli.m que hemos implementado utiliza una variante basada en métodos llama-
dos de Newton-Krylov. Esta variante aproxima el jacobiano de F' con diferencias finitas de tipo
forward y resuelve el sistema de ecuaciones lineales resultantes que define el paso de Newton
aplicando métodos iterativos lineales que utilizan subespacios de Krylov, terminando la iteracién

cuando se cumple, para un 1 > 0 dado, la condicion inexacta de Newton
| F"(@n)s + F(xn)|| < nllF(2n)]l-

Hemos optado por utilizar este paquete porque, al ser de dimension infinita el problema que
queremos resolver, la restriccién a un problema de dimensién finita de tamano N necesariamente
implicard que N sea grande. Esto influye en el costo de evaluar F' y F’, sumado a que en
general F’ no es una matriz esparsa (no tiene muchos ceros). El paquete nsoli.m implementa una

combinacién de métodos de Newton-Krylov que son los indicados para este tipo de problemas.

2.6. Meétodos variacionales

Usualmente las soluciones exactas a las ecuaciones de tipo Schrédinger No Lineales, tanto

en el caso continuo (NLS) como en el caso discreto (DNLS), no pueden expresarse en forma
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analitica. Esto ha motivado el estudio de aproximaciones analiticas a las soluciones exactas que
provean informacién importante acerca de la solucion exacta. Por caso: la amplitud y el ancho
del perfil, en el caso de un bright soliton que es solucién de la NLS, ajustable por ejemplo por una
distribucién gaussiana; o la amplitud y el decaimiento, en el caso de breathers de un pico que son
solucién de la DNLS, como los que trataremos en esta tesis. Por supuesto, estas aproximaciones
pueden perder informacion relevante sobre las soluciones exactas, pero en muchas ocasiones han
sido 1tiles para una mejor comprensién del fenémeno fisico y del modelo matematico que se esta
estudiando.

Este enfoque fue presentado por primera vez en 1983 por Anderson [A83], para estudiar la
propagacion de un pulso no lineal en fibra éptica, modelizado por la ecuacién NLS cibica

O

2

Y posteriormente fue desarrollado en un articulo de 1988, por Anderson, Lisak y Reichel [ALRSS],
que segin Malomed [MO02] se convirti6 en la base de los métodos analiticos basados en un enfoque
variacional, en éptica no lineal. A continuacién damos una idea esquematica de este método para
la NLS siguiendo la presentacién que se hace en los tres articulos citados.

La idea fundamental consiste en elegir una funcién de prueba adecuada que permita estudiar
caracteristicas que a priori se sabe que son propias de la evolucién de un pulso en fibra éptica.
A esta eleccidn se la denomina cominmente con el vocablo alemén ansatz, que puede traducirse
como planteamiento.

Un ansatz utilizado frecuentemente es el siguiente

z2 32
U(z,z) = Ae(fﬁﬂbx ), (2.13)

donde A = A(z), a = a(z) y b = b(z) son pardmetros variacionales que dependen de la variable
asociada a la evolucién (en éptica no lineal el eje 6ptico z, el tiempo ¢ en condensados de Bose-
Einstein). Estos pardmetros permiten estudiar la variacién de la amplitud |A], el ancho del pulso
a, la frecuencia b (llamada chirp), y el desplazamiento de la fase arg(A).

La ecuacién (2.12) puede reformularse en forma variacional en términos de la densidad del
lagrangiano £ definida por
; 2

E:—z[w

K

S vl (2.14)

o *W] o
oz = 0z ‘

O‘ax

donde £ = L (w, ¥, g—f, égi* , g—f, aaf). Se define ademds el lagrangiano L = [ Ldx y la accién
S = [ Ldz. Y (2.12) se deduce del principio variacoinal (;Zf* =0.
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Insertando el ansatz (2.13) en la densidad del lagrangiano (2.14) se obtiene una densidad
efectiva del lagrangiano, L.r, e integrando en todo el espacio en la variable x, se obtiene el

lagrangiano efectivo
o0
Loy = / Ley dx. (2.15)
—00

que, en tanto pueda calcularse analiticamente, dependerd de los pardmetros A, a 'y by de sus de-
rivadas con respecto a la variable de evolucién. Es la necesidad de poder calcular analiticamente
esta integral (2.15) lo que impone muchas de las condiciones sobre la eleccién de la funcién de
prueba.

Otro ansatz que cumple estas condiciones y frecuentemente aparece en la literatura viene

dado por la secante hiperbdlica
_ TN iptiba?
P(z,x)=A (Sech—> e . (2.16)
a
con A, a, ¢ y b dependientes de la variable de evolucién z.

.. .. 59
El principio variacional £

= 0 aplicado al lagrangiano efectivo, restringe el problema de
optimizacion al “subespacio” de los pardametros libres dando lugar a las siguientes ecuaciones de

Euler-Lagrange
0 OLcy B OLy

0z 8p;~ Op;

=0, 1<j<n, (2.17)

donde {p;(2) : 1 <j < n} representa el conjunto de pardmetros libres del ansatz y p; = %. Por
ejemplo, en (2.16),p1 = A, p2 = a,p3 = ¢y, ps = b. Y el sistema de ecuaciones (2.17) resulta ser,
en este caso, un sistema acoplado de 4 ecuaciones ordinarias. Hallar aproximaciones analiticas a
un solitén de la ecuacion (2.12) equivale a hallar un punto fijo (una solucién estacionaria, p; =0,
1 < j < n) del sistema de ecuaciones (2.17). Aqui reside la segunda dificultad de este método,
un ansatz demasiado complicado podria dar lugar a un sistema de EDQO’s imposible de resolver.

Este enfoque variacional no es un método matematico riguroso, en general el planteamiento
de una buena funcién de prueba reside principalmente en una buena intuicién fisica del fenémeno
modelado.

Es también muy extendida la aplicacién de este método a ecuaciones de Schrédinger no
lineales discretas (ver e. g. [CTCMO06], [CCMK11]). En [K09] (Capitulo 2) y [MW96] se utiliza
este enfoque para hallar estados estacionarios en el caso de la DNLS local con no linealidad de

potencia o. El problema estacionario se reduce a la ecuacién
—Witty, = 6Auy, + u neZ,t>D0. (2.18)

Para o = 1 (2.18) es el problema estacionario de la DNLS ctbica, equivalente al problema

estacionario de (2.1) cuando k — 0o, que trataremos de forma general en el Capitulo 3 para k
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arbitrario. Esta ecuacién puede derivarse del lagrangiano

1
L= " 1) Un —20)u? + ——u2tD | 2.1
%[(5@ 41+ Un1) Up + (W 5)un+a+1un (2.19)

Sustituyendo el ansatz u, = Ae~®"l en el lagrangiano (2.19) y calculando la suma infinita

se obtiene el lagrangiano efectivo

A2(0'+1)

Lep = 26A% csch o — (w + 26) A% coth o + coth ((o +1) a).

g

Dado que aqui estamos tratando con el problema estacionario, las dervadas respecto de la

variable de evolucién en las ecuaciones de Euler Lagrange (2.17) se anulan. Dando lugar a las

. AL, AL , . )
ecuaciones — Af = aaf = 0. Ademss, se tiene que el cuadrado de la norma ¢? (o potencia) de

la aproximacion estd dado por
P = Zui = A%cotha.
nel

Juntando esta ecuacién con las de Euler-Lagrange se obtienen relaciones para A, a y w, que
conectan la amplitud del pulso, con su ancho y con la frecuencia. Las raices de las ecuaciones
resultantes se pueden hallar con cualquier software numérico y/o simbdlico (Matlab, Octave,
Mathematica, Maple, etc.).

En el Capitulo 5 utilizaremos este enfoque para hallar aproximaciones a soluciones estacio-

narias de la ecuacién DNLS no local (2.1).



Capitulo 3

Breathers

En este capitulo se presentan soluciones a una ecuacion discreta no lineal de Schrédinger
(DNLS) con un potencial no local ciibico (de tipo Hartree) que modela la propagacién de un
haz de luz laser en una sucesién de guias de ondas que forman un campo eléctrico que orienta
las moléculas en un sustrato de cristales liquidos nematicos.

En la Seccién 3.1 se muestran los tipos de soluciones que buscamos a la ecuacién DNLS
presentada en el capitulo anterior, que dan lugar a una ecuacién independiente del tiempo (o
del eje 6ptico). La existencia de este tipo de soluciones, llamadas breathers, es estudiada bajo
diferentes regimenes dependientes de dos pardmetros: el pardmetro ¢ asociado a la interaccién
lineal acoplada con los nodos vecinos; y k, correspondiente a las interacciones no locales.

En la Seccién 3.2 se prueba la existencia de breathers con una cantidad finita de picos, en
el limite “anticontinuo” y local, esto es, § suficientemente pequenio y k suficientemente grande;
para ello se utiliza el teorema de la funcion implicita. Se prueba también la existencia de este
tipo de breathers en el caso no local (k arbitrario) y se presentan algunos ejemplos para analizar
ciertas propiedades de estas soluciones. Entre ellas, la aparicién de saltos en la interfaz cuando
se tienen breathers con una cantidad finita de picos (Figs. 3.1-3.3) y la variacién en la amplitud
en los breathers de un pico en funcién de la interaccién no local. Estas propiedades distinguen
a estas soluciones de las que se obtienen para la DNLS cibica (cf. [PKFO05] y referencias allf).

En la Seccién 3.3 volvemos a analizar los regimenes tratados en la segunda seccién, pero
probando la existencia de breathers que hemos denominado tipo meseta: soluciones con una
cantidad infinita de picos, con forma de frente constante con un méximo en la interfaz. Para
probar la existencia de este tipo de soluciones deben abordarse dos dificultades que no estan
presentes en el caso de los breathers con finitos picos. Por un lado, estos breathers “infinitos” no

pertenecen a ¢?(Z,R), y por otro, la interaccién no local con infinitos nodos no permite extender

21
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de manera directa los argumentos de acotacién utilizados en la seccién anterior. Se presentan dos
ejemplos que permiten comparar a estos breathers infinitos con los de finitos picos analizados en
la seccién anterior y observar que esencialmente tienen el mismo comportamiento en la interfaz.

Por tdltimo, en la Seccion 3.4, se prueba la existencia de breathers que minimizan la energia
restringida a bolas de ¢? de norma 2 constante (Teorema 3.4.1), utilizando el principio de con-
centracién-compacidad de Lions [L.84] adaptado al caso discreto. Se prueba también (Teorema
3.4.2) que todo minimizador restringido a una bola es (salvo cambios en la fase) real, positivo,

simétrico y que decrece a derecha e izquierda desde su pico central.

3.1. Soluciones tipo breather a la ecuacion DNLS no local

Consideramos la ecuacién no lineal de Schrodinger discreta (DNLS)

iUy = —0(Au), — 27y tanh g(z e_“‘m_n‘]umIQ)un n e 7z, (3.1)
meZ

donde 4, v, k son constantes reales, k > 0, y (Au)p, = Upt1 — 2uy + up—1. Este modelo fue
propuesto por Frattalochi y Assanto [FA05].

Como vimos en el capitulo 2 la ecuacién (3.1) es formalmente un sistema hamiltoniano, esto

es:
Uy = —ia—u;, ne€Z, con (3.2)
K kel
H = 52 [Unt1 — tn|? —tanh B Z Z |ty |21 s |2 (3.3)
nez neEZ meZ

La potencia (también denominada carga total cuando refiere a modelizacién de dindmica de
dtomos, e. g. en condensados de Bose-Einstein) estd dada por la cantidad P = |[u|3 = Y, 5, [un|?
y es una cantidad conservada.

Consideramos ahora soluciones a la ecuacién (3.1) que hemos denominado breathers. Estas
son soluciones de la forma: u, = e *'A,,, con w real, y A : Z — C independiente de t. Tales A
satisfacen

—wAy = 6(AA), + 2y tanh g(z e~rm=nl| 4, 24,  VYneZ. (3.4)
meZ

En el Teorema 3.2.1 se prueba la existencia de soluciones A € ¢5(Z,R) en el limite “anticon-
tinuo”y local (i. e. para || suficientemente pequeno, y k suficientemente grande). Los breathers
que hallamos en el limite kK — 0o, § = 0, son los correspondientes a los breathers § = 0 “anticon-
tinuos” de la ecuacién DNLS local ciibica estudiada por [MA94] y ampliamente tratada por otros

autores (ver [PKFO05] y referencias alli). En el segundo resultado de existencia, Teorema 3.2.2,
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se muestran continuaciones de soluciones del problema § = 0 no local, esto es, con x fijo pero
arbitrario. Tomando una discretizacién finita de (3.4) con condiciones de tipo Dirichlet en los
bordes y aplicando un método de Newton-Raphson se muestran algunos ejemplos que permiten
observar las propiedades mencionadas al comienzo de este capitulo: variacion en la amplitud del
pico central en funcién de la interaccién no local x, en el caso de los breathers de un pico; y
saltos en las interfaces de las soluciones con una cantidad finita de picos.

En los Teoremas 3.3.1 y 3.3.2 se prueba la existencia de soluciones A € (o (Z,R) a la Ec.
(3.4), con infinitos valores no nulos, analizando como antes los casos local (k pequeno) y no
local (k arbitrario) respectivamente. Para ello se utilizan argumentos de continuacién sobre
perturbaciones B € (3(Z,R) en torno a las soluciones exactas halladas para 6 = 0. Tomando
nuevamente una discretizacion finita y aplicando un método de Newton-Raphson adaptando las
condiciones de bordes se muestran dos ejemplos de breathers con “infinitos” picos' que permiten
realizar comparaciones con los breathers finitos estudiados previamente y observar que presentan

el mismo comportamiento en la interfaz.

3.2. Breathers con finitos picos

Sea X = (?(Z,R) el espacio de Banach de suceciones a valores reales f definidas sobre Z,
con la norma || f||x := (3 ,cz | ful?)1/2. Ademés llamaremos {é, }nez a la base canénica de X.

Seany € Ryc>0,Para A€ X,we€R,yd, ureales, con pu # 0, definimos F,,, n € Z, como

1 _m=n]
F, (A w,d, p) :=6(AA), + 2vtanh ﬁ(z e w2 AZ)A, +wA,, Vn € Z. (3.5)

meZ
donde hemos sustituido el pardmetro de interaccién no local x (presente en (3.4)) por p~2. La
razon de esta sustitucion es que nos interesa hallar ceros de Fj, en un entorno de § = p = 0. Esta

1

eleccién resulta méas conveniente que, por ejemplo, kK = p~", como se verd en la Observacion

3.2.1. Asi definida F,,, hallar soluciones a la ecuacién (3.4) equivale a hallar ceros de (3.5).

Hemos definido F}, para p # 0. Sin embargo, lim tanh § = lim tanhQL2 = 1y, ademas,
K—00 u—0 H
e
lim e=#lm=nl = 1fm ¢ 242 m=nl _ Om,n; donde 0y, 5, s la delta de Kronecker, esto es, 6., , = 0 si

K—00 n—0
n#mYy Omyn = 1si n=m. Porlo que tiene sentido definir a F}, de la siguiente manera cuando

u=0para Ae X, wyd€eR,

Fo(A,w,8,0) := 0 (AA), +2vA3 +wA,, VnelZ (3.6)

'En rigor, tratdndose de soluciones de una discretizacién finita de (3.4), necesariamente tendran una cantidad

finita de picos; pero representan aproximaciones finitas de las soluciones con infinitos picos.
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En particular, tenemos que
Fu(A,w,0,0) =2yA3 4+ wA,, VneZ. (3.7)

Dado que las soluciones de la ecuacién (3.4) deben conservar su norma, definimos también,
para A € X, w, § y pu reales, a F. como
F (A w,o,p) = ZA?L —c. (3.8)
nez
La dependencia de F con respecto a ¢ no estd hecha explicita en la notacién previa, los
resultados que probaremos en esta seccién son vélidos para todo ¢ > 0.
A continuacion expresamos algunas notaciones que nos permitirdn abreviar la escritura.
Llamaremos X := X x R con la norma ||(a,b)||x = (||a||* + |6]*)"/2, y Y = R? con la norma
euclidea. X, Y son espacios de Banach reales. Ademds notaremos con Bz(z,r) a la bola de radio

r alrededor del punto z de un espacio de Banach Z. Se puede chequear que

F(A7 w, d, :U') = ({Fn}nGZ(A7 w, d, :U')? F+(A7 w, 9, M))v (3'9)

con F,,, F definidas como en (3.5), (3.6) y (3.8), define una funcién F': X x Y — X. Omitimos
aqui esta demostracién dado que, mutatis mutandis, repite las acotaciones realizadas en el Lema

3.2.1 para probar la continuidad de F'.

3.2.1. Caso local

Nuestro interés es hallar soluciones a la ecuacién (3.4). En esta seccién comenzaremos consi-
derando ¢ y u cercanos a cero. Llamamos a este caso local porque, al ser pequeno el pardmetro u,
la interaccién no local entre los distintos nodos tiende a ser local (la convolucién en la Ec. (3.4) se
“parece” al término ctbico en la Ec. (3.7)). Para conseguir este objetivo buscaremos soluciones
exactas a la ecuacién F(A,w,0,0) = 0 y las extenderemos a otros valores de ¢ y p aplicando
el teorema de la funcién implicita. Comencemos fijando ¢ > 0 y consideremos una solucién no
trivial de F(A,w,0,0) = 0, esto es, tomemos (A,&) € X, no nulo, tal que F(A,&,0,0) = 0.

Por (3.7), (3.8), y el hecho de que A € X, vemos que dicha solucién esté determinada por
a > 0y dos subconjuntos finitos disjuntos S;, S_ de Z de tal forma que

O=-2va* A,=+4a, neSiy, A,=0, n¢S, US_. (3.10)

Ademés estos conjuntos y o deben cumplir la condicién (]S |+ |S_|)a? = ¢, donde |.| denota el
cardinal del conjunto.
A continuacién probaremos el principio de prolongacién continua para este tipo de soluciones

en funcion de los parametros § y pu.
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Teorema 3.2.1 Sea ¢ > 0 y (A,®) € X una solucion no trivial de F(A,w,0,0) = 0, definida
como en (3.10). Entonces existe €9 > 0 y una unica funcidn continua (A,w) : By (0,e0) — X,
que satisface (A(0,0),w(0,0)) = (A,3), y F(A(S, 4),(5, 1), 6, 1) = 0, ¥(6, 1) € By (0, eo).

Observacion 3.2.1 La unicidad de la continuacion de las ramas y el hecho de que hayamos

-2

tomado k = p~*, implica que las soluciones (A(S, 1)) y (A(d, —p)) de (3.5) coinciden. Ademds,

¥ se mantiene positivo en todo entorno de pu =0, de ahi

1

con esta sustitucion, el exponente de e”

que hayamos optado por esta eleccion y no por k = pu~

Demostracién: Para probar este resultado utilizaremos el Teorema 2.4.1 (TFI) alrededor de
una solucién (x,y) = (Xo,yo) de la ecuacién F = 0, donde xg = (A4,&), 4, & como en (3.10), y
yo = (0o, po) = (0,0).

Debemos chequear que D;F(xg,yo) existe y es un isomorfismo lineal de X, y que tanto F
como D1 F' son continuas en (Xo,yo).

Comenzaremos calculando D1 F' en (xg,yo) partiendo de la ecuacién (3.7) y tomando deri-
vadas parciales de F,,, n € Z, F con respecto a A,, n € Z, y con respecto a w,

OF, oF,

=0+ 6vA2, =0, VneZ IlcZ ) 3.11
oF, - OF, . OF,

= o) _— 2ATL7 Z’ —_— = . 12

D 94, vn € oo (3.12)

Se puede chequear que la matriz infinita de derivadas parciales resultante es la derivada
parcial D1 F en (xg,yo).

Llamemos Sp := Z \ (S4+ U S_). Para chequear la biyectividad de D;F en (xq,yo), conside-
ramos las entradas de la matriz D1 F como sigue. Las componentes de F' las enumeramos en el
orden F, (j), j € S4; F,_(jy, J € S—; Fiy; F (), J € So, donde vy, vy refieren a los elementos de
S+, Sp respectivamente. Y las variables las enumeramos segun el orden A, (;), j € S+; A,_(5),

J € S—;w; Ayy(j)s J € So- De esta manera DlF(fl,cD,0,0) tiene la forma diagonal

(3.13)
0 M,

. My O
D1F(A,®,0,0) = [ ] )
donde M; € RUMHDX(m+1) 'y — |§ | +|S_|, y My = —2ya?Iy, con Iy la identidad en X, el
subespacio generado por los vectores é,, n € Sp.

Dado que My es miltiplo de la matriz identidad, para mostrar que Dy F(A,,0,0) es inversi-
ble alcanza con probar que M; es una matriz no singular. Describimos a la matriz M7 en forma

de bloque
Ay C

M, =
20T 0

, (3.14)
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siendo Ay = 4vya’l,, Iy, la identidad en R™ ™ C = [Cy,...,Cp]T, con C; = 2a, si j =
L., |9%], C; = —2a, si j = [S4]| +1,...,]59+| + |S—|. Buscamos la factorizacion LU de M,
con L triangular inferior unitaria y U triangular superior, obteniendo:

Ay ¢
0 p

U= , (3.15)

donde p = 1/2(|S+| + |S—-|) # 0. De donde se deduce que M; es no singular y por lo tanto D1 F'
es inversible.

La continuidad de F en (xq,yo) se demuestra en el Lema 3.2.1.

Para probar la continuidad de D1 F en (xq,yo) serd necesario calcular primero las derivadas

parciales de F' en y # yo, partiendo de (3.5) obtenemos

OF, K
noo_ n —k|lm—n| 42 2
oA, = 26 + w + 27 tanh 5 <m§€Z e A, +245), VnelZ,
F, el
8— = (5+4’ytanhﬁe Kl ”lAlAn, VYneZ, le{n—1n+1},
0A; 2
8Fn K —k|l—n|
A = 4~ tanh € AlA,, YneZ, leZ\{n—1nn+1}, (3.16)
l
OF, OF OF,
A, Lt o4, wnez o, 3.17
B 04, mEE T BAL (3:.17)

Se puede chequear que la matriz infinita de derivadas parciales es efectivamente la derivada D1 F.
Para finalizar la demostracién resta probar la continuidad de D1 F en (xg,yo), lo que haremos
en el Lema 3.2.2. m

Hemos probado asi la existencia de soluciones cuando delta y p son cercanos a (0,0). Una
pregunta que nos queda por responder es jcudn cercanos? Por el momento tan sélo podemos
afirmar que hay existencia de soluciones suficientemente localizadas (con poca interaccién no

local).

3.2.2. Caso no local

Ahora consideraremos soluciones reales a la ecuacion (3.4) para el caso § = 0, para un valor
de x > 0 fijo, pero arbitrario. En este caso la interaccién no local comienza a jugar un rol
importante. Dado ¢ > 0 consideramos una solucién no trivial (4,w) de F' = 0, con F' definida
como en (3.5) y (3.8). Buscamos soluciones de la forma A = {A,},cz € X, con A, # 0 para
n € Sy, S4 un conjunto finito, y A, = 0, Vn € Sy = Z \ S4. De esta manera, para hallar

soluciones a la ecuacién F'(A,w,0, ) =0, con F,,, F} como en (3.5) y (3.8), debemos resolver

K —Kklm—n| A2\ _
—2’ytanh§( Z erm=mlAZ Yy — o ne Sy (3.18)

meS
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Este es un sistema de ecuaciones lineales en las componentes J,, := A2, m € Sy, del vector

mo

J € RI%al, y podemos escribirlo en forma matricial como
MJ = (—2fytanhg)*1w5, (3.19)

con & = [1,...,1]T € R4l La matriz M estd definida de forma explicita en las ecuaciones
(3.18), (3.19), y se puede chequear ficilmente que es simétrica y que todas sus entradas son
positivas (potencias de e™"). De las ecuaciones (3.18) deducimos que w y - deben tener signos
opuestos para que el sistema tenga solucién.

Si M es no singular, y ML tiene todas sus coordenadas positivas, entonces las soluciones

de F,, =0, Fy =0, F,, F como en (3.5), (3.8) son de la forma (A4,w) = (A,&), con

~ K -1 -1 i 7 i
@ = —2vytanh 50[ ; M E)m] ™, An=x\/Jp, neSy, A,=0, neSy (3.20)
meSa

donde
J=c[ Y (MTE)m"ME, (3.21)

meSa
y Sy, S_ son subconjuntos disjuntos de S4 que satisfacen S4 =5, US_.

Obsérvese que el sistema (3.19) puede tener solucién incluso en el caso en que M sea singular.
Sin embargo, en los casos que aqui consideramos mostraremos que M resulta inversible. Mas
aln, aunque no trataremos aqui el caso general, conjeturamos que M es no singular cualquiera
sea la eleccién del conjunto finito S4.

Veamos un primer ejemplo. Consideremos la elecciéon Sy = {ng,no + 1,...,n0 + m}, i.e.
m + 1 nodos consecutivos. En este caso M resulta ser una matriz simétrica en R(mTDx(m+1) de
tipo Toeplitz, cuya primera fila es [1, p, p2,...,p™], p = e *. Para m = 0, 1, la inversibilidad de
M es inmediata. Para m > 2, M~ resulta ser la matriz tridiagonal simétrica definida por su

diagonal principal
diagM ™) = (1= 2™ (1= ) (14 D))o, (L= D)1+ D), (1= D)D), (3:22)
y su diagonal adyacente inferior igual a la adyacente superior
M Vi1 =—1—p)7 o, VeE=1,...,m. (3.23)
De donde se deduce que

1
ML = m[1, 1—p,....,1—p 1T (3.24)
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Observacién 3.2.2 De las ecuaciones (3.20), (3.21) se desprende que el vector M™1E de-
termina, multiplicando por los escalares correspondientes, la amplitud del perfil en los nodos
ng,-..,ng +m. Dado que 1 — p < 1, la amplitud resulta ser mayor en los extremos ng y ng +m
de Sa (param > 2), mientras que en el resto de los nodos la amplitud es constante (ver Fig. 3.1).
Este fenomeno de picos en los extremos no se observa en el caso de las soluciones localizadas

estudiadas en el Teorema 3.2.1 y estd claramente asociado a las interacciones no locales.

1.4

| | | | | |
100 110 120 130 140 150 160

n

Figura 3.1: Solucién (positiva) definida en (3.20) para Sy = {116,...,146}, v = —1, k = 0,8,
c=31.

Para aplicar argumentos de continuaciéon como lo hicimos para los breathers presentados
mas arriba, debemos restringir la definicién de la funcion F fijando k. Utilizaremos una notacion
similar a la del Teorema 3.2.1. Sean ¢ > 0, y k # 0 fijo, Para A € X, w € R, y § real, definimos
G, n € Z como

Gn(A,w,8) = 6(Aps1 + An_1 — 2A,) + 27y tanh g(z e M A2V AL b WA, (3.25)
meZ

Y definimos G4 como

Gi(Awd)=> A2 —c (3.26)
nez

Sea X = X x R con la norma ||(a,b)||x = (||a]|> + [b]*)'/?, y sea Y = R con la norma
euclidea. X, Y son espacios de Banach sobre el cuerpo de los reales. Sea Bz(z,7) la bola de

radio r alrededor del punto z del espacio de Banach Z. Se puede chequear que

G(A,w,0) = ({Gn}nez (A, w, 8), G (A, w,8)), (3.27)



CAPITULO 3. BREATHERS 29

con Gy, y G4 como en (3.25), (3.26), define una funcién G : X xY — X. En la notacién utilizada
no se hace explicita la dependencia de G en funcién de ¢ y &, y los resultados que siguen son

validos para todo ¢, k > 0.

Teorema 3.2.2 Sean ¢ > 0 y k > 0. Dados un entero positivo m y una solucion no trivial
(A,w) = (A,@) de G(A,w,0) =0 como en (3.20), (3.21), con Sa = {ng,no +1,...,n0 + m}.
Entonces existe &g > 0, y una dnica familia uniparamétrica continua (A,w) : By(0,60) — X,
que satisface (A(0,0),w(0)) = (4,@), y G(A(8),w(d),8) =0, V& € By (0,dp).

Demostracién: Aplicaremos el Teorema 2.4.1 (Teorema de la Funcién Implitica) alrededor de
la solucién (x,y) = (x0,y0) de G = 0, donde xg = (A,&), A, & como en (3.20), (3.21), y
yo = 6 = 0 of G = 0. Debemos probar que (i) D1G(xg,yo) existe y es un isomorfismo lineal de
X,y que (ii) G y D1G son continuas en (Xg,yo) y D1G estd definida en un entorno de (xq,yo).
La demostracién de (ii) la trataremos posteriormente en los Lemas 3.2.3 y 3.2.4.

Para chequear la inversibilidad de D1G en (xq,y0), es conveniente enumerar las entradas de
D1 G como sigue. Las componentes de G son ordenadas como G, j), J € Sa, G+, Gyy(5), J € So,
donde v4, vy se corresponden con los elementos de Sy4, Sy respectivamente, y v4(j) = j—no+1,
J=1,...,m+ 1. Las variables las enumeramos segtin el orden A, , ), j € Sa, w, A, (j), J € So-

Por (3.16), (3.17) y (3.20), (3.21) la matriz de derivadas parciales (se puede chequear que es
la derivada) D1G(A,®,0,0) tiene la forma diagonal

- M 0
DiG(A,@,0)= | , (3.28)
0 M
donde M; € R(m+2)x(m+2) 116, | = m + 1,y My es diagonal, con entradas
OF, -~ (1 — efiln—noly, sin<n
Ms(n,n) ; ( ) ’ (3.29)

= ( ,UJ) =
9An (1 — eflr=otmly - sin > ng +m.

M es entonces un isomorfismo en Xy, el espacio generado por los vectores é,, n € Sy, Por lo
tanto, para mostrar que D1G(A,©,0) es inversible alcanza con chequear que Mj no es singular.

La matriz M; es de la forma

M C
M, = | F (3.30)
2T 0
donde C = [Cy,...,Cpnyi1]T, con C; = flnoﬂ,l, flj como en (3.20). M4s ain
M, = 4ytanh Ec[ Z (M_lf)m]_lﬂj\z p=e" (3.31)
s 2 1 + P ) )

meS
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donde M e R™t1D)x(m+1) o5 una matriz simétrica. Para m > 3, M tiene la siguiente estructura:

La primera fila r; de M es

1 P p2 pm—l pm
= ’ ) Yoy ) ) (332)
1—p V1—p V1—0p Vi—p 1—p
y las m 4+ 1—-ésima columna C),41 de M es
T
pm pm—l P 1 :|
C 1:[ , Sy , (3.33
mt 1—p /1—p Vi—p 1—p )

Por simetria r; y Cy,4+1 también definen la primera columba de C1, y m + 1—-ésima fila rp,1
de M respectivamente. Las entradas restantes M;; con i, j € {2,...m} forman una matriz

(m=1)x(m=1) con primera fila 7 definida por

simétrica de tipo Toeplitz en R
f:[1’p3p2""’pm_2]' (3'34)

Los casos m = 1, 2 son tratados separadamente y se puede ver facilmente que M  es inversible.

Para m > 3, M tiene una inversa tridiagonal simétrica M ~! con entradas en la diagonal

principal
~ 1
diaghl ~' = : S[L=p 1+ 0% 1+p% .. 1+ 9% 1= p], (3.35)
—p
y entradas en la subdiagonal
M~Y(1,2) = MY (m,m + 1) = —%m, (3.36)
—p
MY, j+1) =M mm+1) = —17'02, j=2...,m—1 (3.37)
—p

Por (3.31) la matriz M, | resulta ser inversible. Para chequear que M; también es inversible

utilizamos el hecho de que, por (3.30),
det(My) = (—2CT M, C)det (M ), (3.38)

ver e.g. [B09]. Calculando a partir de las expresiones que definen a M;lJr, C' se puede comprobar

que
2+ (m— 1)(1 - p)
27(1+p)tanh § ’

de donde se deduce que el determinante de M nunca se anula (recordar que p = e™" es positivo,

—20" ML C=— (3.39)

y v # 0 de lo contrario no habria interaccién entre los atomos y no existiria solucién no trivial).

Observacién 3.2.3 La continuacion de solitones con varios picos consecutivos tratada hasta
aqui es esperable que pueda extenderse a cualquier clase de breathers con una cantidad finita de
picos, dado que el andlisis de los bloques correspondientes a Sy, Sy es andlogo al realizado en la

demostracion previa.
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Presentamos dos ejemplos de continuaciones conseguidas numéricamente, una en el caso
enfocante y la otra en el desenfocante, aplicando un método de Newton-Raphson desarrollado por
C. T. Kelley [Kelley03]. En ambos casos tomamos la potencia ¢ = 31, el pardmetro de interaccién
no local Kk = 0,8, v = —1 y utilizamos como semilla cuando § = 0 la solucién presentada en
la Fig. 3.1, para continuarla hasta § = —0,05 en el caso enfocante y hasta § = 0,05 en el caso
desenfocante. Como resultado al aplicar el método de Newton obtenemos los breathers A, de
las Figuras 3.2 y 3.3 con sus correspondientes frecuencias computadas: w = 1,894097453080216
v w = 1,905888815933016 respectivamente.

Para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones G,, = 0, n € Z, G = 0 en (3.25) y
(3.26), hemos restringido el conjunto de infinitas “mds una” ecuaciones a N + 1 ecuaciones, con
N = 261, y hemos considerado soluciones finitas definidas en los nodos A,,, con n € {1,...,261}.
Dado que las soluciones pertenecen a ¢5(Z, R) hemos considerado A; = Agg; = 0 (en las figuras
mostramos sélo los nodos 100 a 161). Hemos utilizado doble precisién y en los dos ejemplos
presentados hemos verificado que al evaluar en G, n € {1,...,261} y G las funciones se anulan
(con un error de orden 10716, la unidad de redondeo de maquina). En el Capitulo 4 estudiaremos
la estabilidad en torno a estas soluciones analizando el espectro asociado al operador que define
la ecuacién (3.1).

En la Figura 3.2 se observa que, en el caso enfocante (v y § de igual signo), se presenta
un aumento en la interfaz en los extremos entre los valores nulos y los valores no nulos, con
un decaimiento exponencial hacia el infinito y la apariciéon de “vibraciones” en los bordes de
la concentracién de la solucion. Este comportamiento hacia el interior de los extremos presenta
una dificultad importante para la busqueda de aproximaciones analiticas aplicando métodos
variacionales, tales como las que encontramos para los breathers de un pico en el Capitulo 5.

En la Figura 3.3, en cambio, se observa que en el caso desenfocante (y y § con signo distinto),
se presenta una disminucién en la interfaz en los extremos entre los valores nulos y los valores no
nulos. En este caso se produce un decaimiento exponencial hacia los valores constantes no nulos
donde se concentra la solucién y se observan vibraciones con alternancia en el signo hacia el
exterior de la solucién, con un rapido decaimiento en médulo. Aqui es el comportamiento hacia
el exterior de los extremos el que dificulta la bisqueda de aproximaciones analiticas aplicando
métodos variacionales.

Numéricamente hemos observado que estos comportamientos (vibraciones y aumento o dis-
minucién en la interfaz) se profundizan a medida que aumenta el valor absoluto de ¢ en las
continuaciones. No hemos encontrado ain una cota para dy en el Teorema 3.2.2 que nos permita

decir hasta dénde puede “alejarse” ¢ y seguir encontrando una familia uniparamétrica de solucio-
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1 1 1 1 1 1 1
100 110 120 130 140 150 160

n

Figura 3.2: Los puntos grises representan la solucién continuada a partir de la semilla de la Fig
3.1 (puntos unidos con linea roja en este grafico). N = 261 (se muestran sélo los nodos 99 a 161),
k=08 7= -1, = —0,05 (caso enfocante). La potencia (norma ¢?) se mantiene constante:

c = 31. La frecuencia computada es w = 1,894097453080216

nes, sin embargo numéricamente conjeturamos que esto no ocurre para todo §. Por ejemplo, para
las continuaciones consideradas a partir de la solucién de la Fig. 3.1, en el caso desenfocante,
observamos que aproximadamente a partir de § = 0,25 dejamos de hallar soluciones numéricas
mediante el método de Newton utilizado.

Como ultimo ejemplo presentamos en la Figura 3.4 dos breathers que son ejemplos de lo que
llamaremos en adelante breathers de un pico, ya que se obtienen continuando una misma semilla
(en rojo en la figura) que se anula en todas partes excepto en su nodo central (Ass en la figura),

valor que queda determinado por la potencia (¢ = 32), esto es

{ 0, sin+#33

A, =
Ve, sin=33

(3.40)

Estas continuaciones poseen un pico central, en el mismo nodo que la semilla utilizada, y
un decaimiento exponencial desde dicho pico en ambas direcciones. Este comportamiento lo
explicaremos en el Capitulo 5, donde se estudiardn aproximaciones a estas soluciones basadas
en variaciones con dos y tres grados de libertad sobre pardmetros que representan la amplitud,
el decaimiento y la altura del pico central.

Consideramos aqui el caso enfocante v = —1 y 6 = —0,5 para dos valores distintos de
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Figura 3.3: Los puntos grises representan la solucién continuada a partir de la semilla de la Fig
3.1 (puntos unidos con linea roja en este grafico). N = 261 (se muestran sélo los nodos 99 a 161),
k=08,v=—1,6 = 0,05 (caso desenfocante). La potencia (norma ¢?) se mantiene constante:

c = 31, y la frecuencia computada es w = 1,905888815933016.

k: kr = 0,25 en el grafico de la izquierda y kp = 0,5 en el de la derecha. Y aplicando el
método de Newton descripto para los ejemplos anteriores obtenemos los correspondientes valores
wr = 6,979128408684841 y wp = 14,674997205380388 para los breathers en las figuras de la
izquierda y derecha respectivamente. Se observa en el grafico que cuanto menor es la interaccion
no local (i. e. cuanto mayor es k) més localizada es la solucién.

Numéricamente observamos que, fijado k, se pueden encontrar breathers de un pico como
continuaciones de esta semilla para § arbitrario de igual signo que ~, lo cual se condice con
los resultados tedricos que presentaremos en la siguiente seccién. Ademds observamos que es-
tos breathers, obtenidos como soluciones numéricas exactas, tienen un decaimiento exponencial
desde su pico central. Este comportamiento nos permitira hallar aproximaciones analiticas apli-
cando métodos variacionales (Capitulo 5). En el Capitulo 4 mostraremos que estas soluciones
son estables y analizaremos su espectro y los modos internos.

Para terminar con la demostracion del Teorema 3.2.2 en los siguientes lemas probaremos la

continuidad de las funciones F', G y de sus derivadas en las soluciones continuadas.

Lema 3.2.1 Sea ¢ > 0 y (x,y) = (x0,¥0) una solucion de F(x,y) = 0, con xo = (4,),
yvo = (6, ) = (0,0), como en (3.10). Entonces F es continua en (Xg,yo)
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6 6
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Figura 3.4: En ambos graficos se muestra en azul las soluciones continuadas a partir de una
misma semilla de un sélo pico central Azs = \/c (en rojo en los graficos). N = 65 (se muestran
s6lo los nodos 20 a 46), v = —1, § = —0,5 (caso enfocante). La potencia (norma £?) se mantiene
constante: ¢ = 32. En el grafico de la izquierda x = 0,25 y en el de la derecha x = 0,5 y las

frecuencias calculadas son w = 6,979128408684841 y w = 14,674997205380388 respectivamente.

Demostracién: Para chequear la continuidad de F' en (xg,yo) examinaremos ||[F(x,y) —
F(x0,y0)|| cuando (x,y) = (4,w, d, 1) tiende a (x0,y0) en X x Y. Evaluamos F(x,y) a partir
de las ecuaciones (3.5), (3.8), excepto en el caso y = yo, en el que utilizamos (3.7). Asi tenemos
que

Fi(x,y) = Fy(x0,y0) = |[4]1% = [|4][% = 0 (3.41)

cuando ||A — A||x — 0. También, para y # yo, n € Z

F.(x,y) — Fu(x%0,y0) = 0(AA), + wA, — OA, + 2B, (3.42)
con
2 N ~
B, =~ tanh — (Z e ulm "lA,Qn> A, — AL (3.43)
meEZ

Para abreviar la escritura, notemos B = {B,, } ez, entonces tenemos

1/2
(Z!Fn(XJ)—Fn(XO,YO)IZ) < [o|l1A]|x x| Al + |wl[|A = A| + |w — @[|A]| + 2| B]|. (3.44)
nez
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Los primeros tres términos se anulan cuando A — A en X, y |§| — 0, w — @. Para estimar
||B||, sea

gn(A,pu) = Z e_ﬁ|m_n‘A%n, n €7z, (3.45)
meZ
y notemos

2
B=~vK+L+ M), con K,= (tanh— —1)g,(A4,p)A,,
w

Ln = (gn(A, p) — A2)A,, M, =A3 - A3 Vnelk. (3.46)
Por (3.45), tenemos que g, (A4, ) < ||A|%, ¥n € Z, luego
2 2
IK][* < [tanh = — 1] > " |ga(A, 1) * A7, < |tanh = — 1[|A]|°. (3.47)
neL H
Ademas,
IM|* < (A% + AnAn + A2))2 1A, — An” < C(I|A]L|AIDIIA = AP, (3.48)
ne”Z

con C' una constante que depende de [|A]|, ||4]], y
2

ILIF< Do Do emrlal ) jaaP < e 4)° (3.49)
n€Z \meZ\{n}
De (3.47), (3.48), (3.48), y (3.46), deducimos que ||B|| también tiende a cero cuando p — 0,

A — Aen X, como se queria demostrar. m

Lema 3.2.2 Dado ¢ > 0 consideremos (x,y) = (xo,¥0) solucién de F = 0, con xo = (A,@),

yo = (0, ) = (0,0), como en (3.10). Entonces D1 F' es continua en (Xo,yo)-
Demostracién: Para probar la continuidad de D1 F' en (xg,y0), debemos mostrar que
I[D1F(x,y) — D1F(x0,y0)]v|| < B[v]|, Vv € X, (3.50)
con [ independiente de v, que satisfaga f — 0 cuando (x,y) — (X0,y0) en X x Y.
Sea v = ({vn}nez, v+), w = ({wp ez, wy), donde
w= Mv, M =[DiF(x,y)— DiF(x0,¥y0)]- (3.51)

Entonces, por (3.11), (3.12), (3.16), (3.17), y y # yo, n € Z,

w, = Z My mvm + My 104
MmEZ
= J(Av)p + (w — @)v, + 2y[tanh g(3A3L + Z e rm=mlA2 ) _ 3420,
meZ\{n}

K
v —K|m—n)|

+4~ tanh 2( Z e Apvm) An,

meZ\{n}

= §(Av)y + (W — @)y +2v(J), + K], + L), (3.52)
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donde

L, =

Entonces

Btanh D42 —34%, K =tanhZ( > e A Yo,

meZ\{n}

K —Kk|m—n)|
2tanh 2( Z e Amvm)An, Vn € Z.
meZ\{n}

K| < [ tanh 2| APl € Z,

de donde se deduce que

K[ < [ tanh 22| AJ| o] 2
nez

De manera similar, por (3.53),

por lo tanto

> T

ne’l

Ademas, por (3.53),

> I,

neL

Y también,

por lo cual

J, = 3[(tanhg —1)A2 + (A2 — A2)], Vnez,

< 18[(tanh 5 — 1)”sup A, ! + sup | A% — A2 P[0l
Z

nez ne

K ~ ~
< 18[(tanh o — DZ|JA|J + 2[4 = AJP(AIP + | APl

2 o< 4ftanh 5P Y01 D0 e A, A
n€Z meZ\{n}

IN

n€Z meZ\{n} meZ\{n}

K2 —2k 2 2 42
4|tanh | doeI( Y AL)||PAS
nez meZ\{n}

IN

IN

4] tamh 22~ |4] o]

w4 = Z M_A'_’m/Un + M+7+’U+ =2 Z (Am — Am)’l)m,
meEZ meZ

wh < 41|14 - A2 |Jv]]*.
(

Combinando los resultados (3.52), (3.55), (3.57), (3.58), (3.60),

lwl[% = [wal® + |wi [ < B2[Jv]?,
neL

4\tanhg\22( Z e~ 2rim=nl 42 Z v

36

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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donde
52 < 40(0I1ANx x + (w0 — @) + |4 — AP + 7] tank 5P|
+18[72(tanhg = DAl + 2014 = A|P(|AIP + (A1) +
+44?|tanh g|2e—2k| AllY). (3.62)
Luego 8 — 0 cuando (x,y) — (X0, y0), que es la condicién requerida en (3.50). m

Lema 3.2.3 Sean ¢ > 0, y k > 0. Entonces G : X x Y — Y, definida como en (3.27) es

continua en X x Y.

Demostraciéon: Para aplicar el teorema de la funcién implicita en la demostracién del Teorema
3.2.2 sélo se requiere probar la continuidad de G en (x¢, yo) = (fl, @,0), con A, & definidos como
en (3.20) con Sy = {ng,no +1,...,n9 + m}, que es lo que probaremos aqui. Sin embargo, los
argumentos que expondremos pueden extenderse a cualquier (xg,yp) € X x Y.

Analicemos qué sucede con ||G(x,y) — G(X0,y0)|| cuando (x,y) = (4,w,d) tiende a (xg,¥y0)

in X x Y. Por un lado tenemos que
Gi(x,y) — Gy (x0,y0) = [|AIX — [|A][% =0 (3.63)
cuando ||A — AHX — 0. Por otra parte, paray # yo, n € Z

Gn(%,¥) — Gn(x0,¥0) = 0(AA), +wA, —©A, + 2|y|tanh = B, (3.64)

lad
2
donde

By = gn(A)An — gn(A)An, gn(A) =) e mmmial (3.65)
meEZ

Llamando B = {Bn}neZ, tenemos que

1/2
~ - —~ ,‘{ —~
(Z Gn(x,y) — Gn(X07y0)|2> < [o[[IAlLxx 1Al +]wl[| A= All+ |w—w[|Al|+2]y| tanh S || B].
neL

(3.66)

Los tres primeros términos se anulan cuando A — A en X, y |§| — 0, w — @. Para estudiar lo

que ocurre con ||B||, es convienente reescribir (3.65) en la forma

Bn = gn(A)(An — An) + (9n(A) — gn(A))fZln (3.67)

de donde se deduce que

| Byl

IN

’gn(A)HAn - An| + |gn(A) - gn("zl”;ln’

AP An = An| + |An] > |42, — AZ,]. (3.68)
meZ

IN
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Ademaés,
Z ‘A?’n - A3n| = Z [Am — AmHAm + Am|
meZ meZ
1/2
< A=A (Z | Ay +flm|2)
meZ
< V2(||Al+ ADIA = Al (3.69)

Combinando (3.68), (3.69)
IBIF < [JAIMA = Al + 2(1AJ + LAID?|IA] )] A — AJ?, (3.70)
por lo tanto ||B|| = 0 cuando ||A — A|| = 0, como querfamos ver. m

Lema 3.2.4 Seanc, k >0y G: X xY =Y, definida como en (3.25), (3.26), Entonces D1G

es continua en X x Y.

Demostracién: Al igual que en la demostracién anterior, probaremos sélo la continuidad de
DG en (x9,y0) = (fl,&),g), con A, & como en (3.20) con Sy = {nog,no+1,...,n0+m}, 5=0.
Esto es lo que necesitamos para aplicar el teorema de la funcién implicita en el Teorema 3.2.2,
sin embargo la demostracion que aqui se presenta puede extenderse a un (xp,yo) € X x Y
arbitrario.

Para probar la continuidad de D1G en (xg,yo), debemos mostrar que
H[DIG(va) _DIG(X()?yO)]UH < BH’UHv Vo € X, (371)

con [ independiente de v, que satisfaga f — 0 cuando (x,y) — Xo,y0) en X x Y.

Sea v = ({vn}nez, v+), w = ({wp }nez, wy), donde
w=Mv, M =[DiG(x,y)— Di1G(x0,y0)]. (3.72)

De c6mo hemos definido F', y G, en (3.5), (3.8), y (3.25), (3.26) respectivamente, se deduce
que D1F(A,w,d, 1) = D1G(A,w,d) para todo u = k=1, i.e. u # 0. Por lo que podemos utilizar
(3.16), (3.17) para calcular D1G. Entonces

Wy = Z Mnymvm + Mn7+U+
mEZL

= (6 —8)(Av)y + (w — @)vn + 2y[tanh g[(gn(A) — gn(A)) + 242 — 242)0,,

+4~[ tanh Z Apmom) Ay — Z Amvm
meZ meZ

= (6= 8)(Av)y + (w — @)vn + 2y[tanh g(fn + Ky + L), (3.73)
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I, = (A= A)vn, Kn= (> (erm=nlal —erm=nl A2 yo,,

meZ
L, = Z e_“|m_”|Amvm)An - Z e_”i'm_”';lmvm);ln (3.74)
meZ\{n} meZ\{n}
Vn € Z. Argumentando como en (3.68)
DL < 201[AIP + AIPIA = APl (3.75)
nez
Similarmente
K| <> erimmnl| A2 — A2 |, (3.76)

meZ

por lo cual, al igual que en (3.68), tenemos que

D ISP < 2([AIP + 1AIP)IIA - Aol (3.77)
nez
Ademas,
|I~/n| < | Z (Am — Am)UmHAn’ + | Z AmvaAn - An‘
meZ\{n} meZ\{n}
< A= Alll[v]||An] + [|A[ll[0][|An — An]. (3.78)
Por lo que
Do ILal < (IAIP + AP 1A = AP o] (3.79)
nez

Combinando (3.75), (3.77), (3.79), concluimos que

lwl[% = lwal* + [wi [ < B2|v] %, (3.80)
nez
donde
~ ~ - K ~ ~
A< 10 =dlllAllx,x + |w — @] +132]y[ tanh ||| A[] + IAINY2IA = Al (3.81)

Por lo tanto f — 0 cuando (x,y) — (X0,y0), como querfamos demostrar. m

3.3. Breathers tipo Shelf

En esta secciéon mostramos la existencia de breathers con infinitos picos no nulos, que son
solucién de la ecuacién (3.128) para || # 0 suficientemente pequeiio. En la literatura se utili-

zan diversas denominaciones para este tipo de breathers, entre ellas kink solutions y front-like
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solutions, en referencia a que poseen un frente no mondétono en una direccién con un salto en la
interfaz con la direccién en que la solucién decae a cero. Aqui hemos optado por la denominacién
breathers tipo estante (shelf-type breathers) que es la que utilizamos en [BBP17].
Consideraremos dos casos dependiendo del tipo de interaccién entre sitios asociada con el
término no lineal de (3.1): el caso local y el caso no-local, correspondientes a “k = o00” y
k > 0 arbitrario, respectivamente. En el Teorema 3.3.1 mostraremos la continuacién de shelf-
type breathers de (3.128) con § = 0 en el caso en que la interaccién es local. En el Teorema 3.3.2
trataremos la continuacién de soluciones shelf-type para el caso en que x > 0 toma un valor

prefijado, i. e. el caso no local.

3.3.1. Caso local

Sea w € R. Para A € {*° (Z,R), § € Ry n € Z definimos F,, : £*° (Z,R) x R — R tal que
Fu(A,6) =6 (AA), +27A3 + wA,, (3.82)

donde (AA), = An—1 —2A, + Apia.

Dado a > 0 consideramos los subconjuntos de nimeros enteros Sy = {ng + 1,n9 + 2,n9 +
3,..} CZy Sy =17\ Sp; y una solucién no trivial A = A de F,.(A,0) =0, Vn € Z, de forma tal
que A, #0paran € Sy y A, =0 paran € Sy. Cuando § = 0, la ecuacién F,, = 0 se transforma

en

—29|A, P =w, Vn € Sa. (3.83)

De esta ecuacién se deduce que v y w deben tener signos opuestos. Una posible solucién que

cumple con las condiciones anteriores viene dada por

~ 0, if € 5o,
An:{ s (3.84)

a, if ne Sy,

Observacion 3.3.1 Podemos obtener mds soluciones no triviales tomando A, < 0 para todo
n € Sa. Mds aun, podemos elegir A, # 0 paran € Sq =S US_, con A, > 0 paran € S¢
y A, < 0 para n € S_ siempre que Sy sea finito or S_ sea finito. Los argumentos que siguen

aplican también a estas soluciones.

Sea X = (*(Z,R) con la norma |[|-|| = [|||,- Y denotemos por || - ||zy al operador norma

aplicado a un operador lineal de Z en Y, siendo ambos espacios de Banach.
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Definimos G : X x R — X como

con F, definida en (3.82). Se puede probar que G estd bien definida, i.e. si B € X, § € R,
entonces G(B,0) € X.

Teorema 3.3.1 Sea G como en (3.85), consideramos la solucion (zg,y0) = (0,0) de G(B,0) =
0. Entonces existe €y > 0 y una inica funcion continua B : (—€g, €g) — X que satisface B(0) =0
y G(B(9),0) =0 para todo 6 € (—e€g, €).

La demostracién de este teorema se basa, como en la Seccién 3.2, en la aplicacién del teo-
rema de la funcién implicita (Teorema 2.4.1), aunque envuelve una dificultad extra que impide
extender los argumentos utilizados en los resultados anteriores: en este caso estamos conside-
rando soluciones con infinitos sitios no nulos. Sin embargo decidimos omitirla aqui ya que es
esencialmente una simplificacién de la que presentaremos para el caso no local en la préxima

subseccion.

3.3.2. Caso no local

En esta subseccién presentaremos resultados de existencia para k > 0 arbitrario y |4 sufi-
cientemente pequetio. Sea w € Ry k > 0. Para A € (> (Z,R) y § € R definimos F,, n € Z

como

Fp(A,6) = 6(AA,) + 2y tanhg (Z e=rlm=ml |Am|2> Ap + wA,. (3.86)

meZ
Consideraremos, como antes, una solucién no trivial A = A de F,(A,0) =0, Yn € Z, determi-
nada por @ > 0, y tomamos Sp = {nop+ 1,n0+2,n0+3,...} CZ, Sy =7Z\ Sp, tales que 4,, >0
sin€ Sy, yA,=0sin €Sy Para d =0 en (3.86), la ecuacién F,, = 0 se transforma en
K _ _
27 tanh S el P =w, Ve Sa (3.87)
meS

Este sistema de infinitas ecuaciones podemos reescribirlo en la forma matricial

~1
MJ = (—27tanh g) we, (3.88)
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donde J,, = A%, e =1.,1,1, 1]T e RISal y M estd implicitamente definida por las ecuaciones
(3.87). Llamando p = e~ * podemos escribir explicitamente a M y su inversa M ~! como
1 p p P 1+p*  —p 0 0
M = p 1 p p M= —p 149" —p 0
P> op 1op 0 —p 140 —p
0Pt 1] I 0 -p 1|
(3.89)

El calculo de M~ utiliza el hecho de que M es Toeplitz. De (3.89) se deduce también que M !

es acotada en X. Luego, podemos calcular al vector J explicitamente como

N U 11"
J:<—27tanh§) wM™e, donde M e=-—-1...,1,1,1,——| .

T 1+ p 1—p
Tomando a > 0 tal que a? = (—27 tanh g)_l w}%ﬁ, la solucién A a (3.87) resulta ser
«, if nesSa n<ng
Avn - \/%7107 lf n c SA7 n = ’I’l[), (390)
0, if n € 5p.

De manera similar, podemos encontrar soluciones no triviales tales que A,, < 0 para todo
n € S4. Méas aun, como en la Observacién 3.3.1, podemos hallar soluciones no triviales tales que
Ap #0parane€ Sy : =5, US_,con A, >0 paran € S; y A, <0 paran € S_ siempre que
Sy sea finito o S_ sea finito. Los argumentos que siguen aplican también a estas soluciones.
Ahora definimos G : X x R — X tal que

G(B,0) = {Gn(B,8) nez := {Fn(B + A, 6) }nez. (3.91)

El hecho de que G esta bien definida se sigue de los argumentos expresados en la demostracion

del Lema 3.3.1 que veremos posteriormente.

Teorema 3.3.2 Sea G como en (3.91) y dados w € R y k > 0. Sea ny un entero positivo y
(Z, 0) of G(B,d) = 0 una solucion no trivial con Sa = {...,ng — 2,n0 — 1,n0}. Entonces existe
€0 > 0 y una dnica funcion continua B : (—e€g,€9) — X que satisface B(0) =0 y G(B(4),d) =0
para todo 6 € (—e€p, €p).

Demostracién: Aplicamos el teorema de la funcién implicita, como en los teoremas anteriores,

alrededor de una solucién (4,0) de G(B,8) = 0. A continuacién precisamos cusl es la derivada
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(de Fréchet) de D1G(0,0) y mostramos que es un isomorfismo lineal de X. La continuidad de G

y D1G en (0,0) la probaremos mas adelante en los Lemas 3.3.1 y 3.3.2. Tenemos que

D1G(0,0) = ( My 0 ) (3.92)

0 M,
con
s 15 0 0 ]
1 P p’ [1)—p 2
) ; 0 1-p2 0
M = 2co 1 P ’1’_ ., My=w ,
2 p ’ 0 L-p?
p P 1 =
p® p? p 1 L J
L 1—p V1I-p /1—p 1-p |
y p=e ", c=2ytanh 3.

Como My es una matriz diagonal infinita con 1 — p < My(n,n) < 1, Vn € Z, para probar
que D1G es un isomorfismo lineal en X alcanza con mostrar que M es inversible. Calculamos

explicitamente su inversa

1+ p? p 0 0
1
Mt — — 1 2 0
1 (CO&Z) (1*p2) p +p P )
0 —p 1+ p? pr
0 0 pr 1—p

con M, I claramente acotada en X. m

Observacion 3.3.2 Hemos omitido la demostracion del Teorema 3.3.1 pero remarcamos aqui

que el caso no local tiende al caso local cuando k — oo, y p =€~ — 0.

Observacion 3.3.3 Observmos que [FCET13] propone una ecuacion de difusion no lineal dis-
creta cuyas soluciones estdticas satisfacen (3.87) con el término (1 — w)A, + A2 sumado al
miembro derecho de la ecuacion (uno puede asumir A, > 0 para todo n € Sy). Los resultados
numéricos de [FCET13] sugieren que esta variante de (3.87) también tiene una solucion con un

mdzimo en la interfaz.

En la Figura 3.5 presentamos dos ejemplos calculados numéricamente considerando una
discretizacién con 261 nodos (N=261), interaccién no local dada por k = 0,8, acomplamiento

lineal § = —0,05 y v = —1 (caso enfocante) y frecuencia w = 1,894097453080216. Es importante
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100 110 120 130 140 150 160

(a) Los puntos grises representan la solucién continuada a partir de la semilla correspondiente calculada
para 6 = 0 (puntos unidos con linea roja). N = 261, k = 0,8, v = —1, § = —0,05 (caso enfocante) y
w = 1,894097453080216..

! ! L @ ! ! !
100 110 120 130 140 150 160

(b) Los puntos grises representan la solucién continuada a partir de la semilla correspondiente calculada
para § = 0 (puntos unidos con linea roja). N = 261, k = 0,8, v = —1, § = 0,05 (caso desenfocante) y
w = 1,905888815933016..

Figura 3.5: Breathers con infinitos picos no nulos consecutivos.

remarcar que aqui el valor de w esta prefijado, a diferencia de lo que ocurria para los breathers

con finitos picos calculados en la Seccién 3.1 donde era un resultado de aplicar el método de
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Newton. Sin embargo, hemos optado por conservar los valores de w computados en los ejemplos
finitos para poder compararlos con aquellos. En la figura se muestran sélo los 63 nodos centrales,
encontramos que el comportamiento en la interfaz que se presenta en soluciones de este tipo es
andlogo al que vefamos en la interfaz de la derecha para soluciones con finitos picos (cf. Figuras
3.2y 3.3).

Para calcular numéricamente estos breathers hemos aplicado un método de Newton para
hallar ceros de G restringiendo la funcién G(B, 6) = {Gn(B,6)},,c definida en (3.91) al conjunto
finito Z = {1,..., N}, con B € RY. Aqui volvemos a asumir condiciones de Dirichlet, es decir,
que B se anula en los bordes. Pero a diferencia de los ejemplos considerados en la Seccién 3.2
(donde los breathers presentaban un réapido decaimiento en médulo en sus “colas”), esto implica
considerar A,,+ B, = A; ¥n < 0. De donde la discretizacién finita de (3.86) y (3.91) se convierte,
paran € Z, en

—RKn

Gn(B,58) = 5(A(An+Bn))+2tanhg

K —k|m—n)|
4+ 2tanh 5 <Z e
meZL

El segundo término del miembro de la derecha en (3.93) es el que conserva la participacién en

4

‘ 2

+ (3.93)

1—e "

Am;%Bmf> @L,+Bn>+wu<An+1$J.(39®

la interaccién no local de los infinitos picos no nulos que descartamos al restringir la funcién G
y la solucién A 4+ B a un conjunto finito.

Para terminar con la demostracion del Teorema 3.3.2 debemos probar la continuidad de Gy
DG en (0,0). Para esto necesitaremos utilizar una version discreta de la desigualdad de Young.
La desigualdad de Young sobre espacios de Banach L se encuentra en muchos textos clésicos (e.
g. [LLO1], cap. 4), sin embargo no es comun que aparezca formulada en su versién discreta sobre
espacios de Banach /P y menos atn sobre ¢P(Z,C), por lo que hemos anadido su demostracién

en el Apéndice A.

Teorema 3.3.3 (Desigualdad de Young Discreta)
Sean p, q, 7 > 1, %—I—% >1 y%+% = 1+%. Entonces u € P, y v € £ implican que uxv € {" y

se cumple que
s v, < [[ull, [v]l, - (3.95)

Lema 3.3.1 Dados w, and k > 0, sea G como en (3.91). Entonces G es continua en (0,0) €
X xR
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Demostracién: Sea (B,§) € X x R, entonces

HG(Baé) - G(0,0)Hi— = Z ‘Fn(B +A75) - Fn(Avo)P

ne”Z

= Z (5A(Bn + gn) + C%,{(Bn + En) Z e~ Klm—n| ’Bm + Em|2
ne”L meZ

B O\ 2
+ W(Bp+ Ap) — <Z e’“""'A,2n> A, —wA,| (3.96)
meZ
con ¢y, = 27 tanhg, y
Cp= 3 erlmnl (|Bm 4 A 2(Bp + Ay) — anﬁn) . VneZ (3.97)

mEZ

Luego
K
IG(B,8) = G(0,0)% < 6( [ 1A% x 1BIX + lw] 1BI + 2|y|tanh g ICI% ) (3.98)

El primer y segundo término en la iltima desigualdad tienden a cero cuandod -0y B — 0 € X.

Por lo tanto basta probar que ||C|| y tiende a cero cuando § — 0y B — 0 € X. Tenemos que

2
IChe = 3|3 A (1B + Al (Bu + An) - A, 4,) (3.99)
neZ ImeZ
2

= |2 B Bt 3 A (1B + Al — A7) A (3100)

neZ Imez MEZ

2

< SO A B + AP Br + Y AT B (B + 245, Ay (3.101)

neZ lmez mEZ

2
< T(IBILAle) D1 o™ B, + Y o™ "IB,| (3.102)
neZ |mez meZ
con
L(I[BI], [|Alloo) = 4(IIBI* + 1|Al[2)* + | Al 1% (2] B> + 4[| A[|%)- (3.103)
Por lo tanto
2 2
ICI% < 20(IBIL [ Allo) | D IBal?| D o™ + > (D o™ "By | (3.104)
neL meZ neS, ImMEZ

< 20(IBIL 1All) (IBlLx + [ 5] ) (3.105)
< 2r(IBIL 1All) (1Blx + |}o1] 1BI1x ) - (3.106)

La ultima desigualdad se sigue de la desigualdad de Young (3.95) con u = oIl v=RBr=2,
p=1y q=2.Por (3.103), (3.106) ||C| y tiende a cero si || B||y tiende a cero. m
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Lema 3.3.2 Sean w y k > 0. Consideramos la funcion G : X x R — X definida en (3.91).

Entonces D1G es continua en (A, 0).

Demostracién: Debemos probar que existe 5 tal que
[[D1G(B,6) — D1G(0,0)]v]| < Bljv]|, VveX, (3.107)

y 8 — 0 cuando (B, d) — 0 € X xR. Ya hemos determinado D;G(0, 0) en la prueba del Teorema
3.3.2. Ahora calcularemos D1G(B, ) con B # 0, y 6 # 0, la cual (hemos chequeado) estd dada
por sus derivadas parciales. Para n € Z tenemos

oGy,
0B,

(B,6) = —26 + 2 tanhg <Z p MM By, + A2+ 2(B,, + E,f) +w,  (3.108)
meZ

len - - _
S (B.8) =3+ 47tanhg (plm "B, + Amy) (Bo+A,), me{(n—1),(n+1)}, (3.109)
8Gn K |m_n| ~ ~
S5 (B,6) = 4ytanh (p By, + Amy) (Bo+4,), meZ\{(n—1),n,(n+1)}. (3.110)
Sea v € X, llamamos M = D1G(B,¢§) — D1G(0,0) y w = Mv. Entonces, para cada n € Z
tenemos
9Gy, 9Gy,
Wy = Y Mymm =Y (8Bm (B,6) — 5. (0,0)> Um (3.111)
MEZ meZ
_ E |m—n)| A 12 14 12
J (Av), + 2'ytanh2 Zezp (]Bm + Anl® — |Aml > Up, (3.112)
ﬁ ~ ~ ~ ~
+ dytanhZ Y P (\Bm + A |(By + Ay) — \Am\An> U (3.113)
meZ
= §(Av), + 2]/ tanh ga(n +20,), (3.114)
donde
~ ~ |2
Ko= 3 pmn (|Bm 4 A - |Am‘ Yo, Vn € Z, (3.115)
meZ
Jo=3 plmr (me + An|(By + Ay) — yﬁmyﬁn) Um, Vn € Z. (3.116)
meZ
Entonces
KR K
lwllx < 18HIALxxx [vllx + 20y tanh 5 [ Kl + 4]y[ tanh Z {7 - (3.117)

Observar que por (3.115)

[l <37 " (B2, + 2Bl A ) 00,
meZ
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por lo que
2
1K < D> | pm (BfnJrZIBmI IAm!) 0] (3.118)
n€eZ ImeZ
2
< D Bl (1Blloo + [[Alleo) [ > A™ " o (3.119)
ne”l meZ
~ 2
< 1Bllso (1Blloe + 14ll0) [} o1k (3.120)

usando la desigualdad de Young (3.95) con u = pH, r=2,p=1yq= 2. Por otra parte, de
(3.116) se deduce que

al < 37 P (1Bl Bul + | Bunl | Al + [ Ball Al ) 1o, (3.121)
meZ
por lo que
2
1% < 3210 A (1BallBal + Bl | An] + Bl [ Al ) o] (3.122)
ne€Z ImeZL
2
< Y 1Blloo (1Bllos + 211 Allse) | Y ™ vl (3.123)
nez meZ
~ 2
< 1Bl (1Bloe + 211 Alloe) ||| o1l (3.124)
utilizando una vez mas la desigualdad de Young.
Reemplazando (3.118) y (3.123) en (3.117) tenemos que
K ~ :
Jw]] - < (!5| 1Al x5 x + 6l] tanh S || BJ[([| B]| + 2/ A]lo0) 1 'Hl) [l (3.125)

De (3.112), (3.125) concluimos que (3.107) con [ tendiendo a cero cuando (B,d) — 0 € X x R,

como se queria demostrar. m

3.4. Breathers que minimizan el hamiltoniano

En las secciones previas hemos probado la existencia de breathers para § suficientemente
pequeno. En esta seccién se prueba la existencia de breathers para § y - arbitrarios de igual
signo (caso enfocante) utilizando argumentos de minimizacién del hamiltoniano.

Recordemos la ecuacion DNLS con la que estamos trabajando

iUy = —0(Au), — 27y tanh g(z e M |2, n €7, (3.126)
meZ
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con 4, 7, k constantes reales, k > 0.

Recordemos ademds que esta ecuacién puede derivarse formalmente del hamiltoniano

K —klm—
H = (52 |Unt1 — Un|? — fytanh§ Z Z |ty |2 €M |y, |2 (3.127)
nez n€EZ meZ
y que la potencia P(u) = ", o7 [un|* es una cantidad conservada.
Consideramos nuevamente soluciones de la ecuacién (3.126) de tipo breather u, = e~“!A4,,,

con w real, y A :Z — C independiente de t. Como hemos visto anteriormente, tal A satisface

—wAp = 8(Apy1 + Ap_1 — 24,) + 27 tanh g(z e~rm=nl |4 12)A,,  VYneZ. (3.128)
mEZ

Sea [|-||, la norma usual de /P para funciones en Z a valores complejos. Denotemos Y =
(%(Z,C) con la norma [|-|| = |||,
Sea {é,}nez la base canénica en Y.

Dado A\ > 0 definimos
Iy:=inf{H(v): veY), Pv)=A} (3.129)

Una configuracién A, € Y, P(A.) = A, que satisface H(A,) = I, es llamada minimizador
o estado fundamental (de H con potencia P = \). Llamamos M) al conjunto de todos los
minimizadores de H con potencia . Para g € Z, 7,A representa una traslacion de A en g nodos,
ie. (14A)n := Ap_q. La operacién de multiplicar A € Y por un escalar e? ¢ € R, es lo que
llamaremos un cambio global de fase. Se puede chequear facilmente que las traslaciones y los

cambios globales de fase dejan invariantes la potencia P y el hamiltoniano H.

Teorema 3.4.1 Sean 6, v > 0. Para cada A > 0, el conjunto M es no vacio, y si A € My

entonces A satisface la ecuacion (3.128).

Demostracién: Presentaremos s6lo un bosquejo de la demostracién. Para probar que el conjun-
to M es no vacio utilizamos una versién discreta del principio de concentracién-compacidad de
Lions, siguiendo [S07], [P05], [M05], [W99]. El funcional H tiene la forma H = §Hy—~V, con Ha,
V funcionales homogéneos cuadrético y cudrtico respectivamente, esto es: Ho(au) = o®Ha(u)
y V(au) = a*V(u). Ademds ambos son positivos para todo u # 0 en X. Ademds, dado que
Hy(u) > 0y que V(u) < tanh § HuH;I, resulta que H(u) > —vytanh (5)A?, por lo que H estd
acotado inferiormente.

La versién discreta del lema de concetraciéon-compacidad, ver [P05], secciones 3 y 4, afirma

que existen tres unicas posibilidades mutuamente excluyentes: separacién (splitting), anulacién
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(vanishing), y convergencia (bajo traslaciones), indicada por el nimero I' en [P05], (3.13). El
objetivo es mostrar que hay convergencia para todo A > 0, probando que los otros dos escenarios
no son posibles. Para descartar el caso de separacién se utiliza la propiedad subaditiva (Lemma
4.3, [P05]), y un lema discreto anédlogo al Lema 4.4 de [PM14]. Estos argumentos son validos
para todo A > 0. Para descartar el caso de anulacién para un A > 0 dado, alcanza con encontrar

una funcién test f € X, con P(f) = Ay H(f) < 0. Utilizaremos las funciones
f=Cg, geX, C=Vxlgl™. (3.130)

Entonces P(f) = A, y la condiciénn H(f) < 0 se transforma en

3 |Dgl* llgl”

Va S A, (3.131)

donde (Dg)n = gni1 — gn, n € Z. Utilizamos las funciones (g), = e~ n € Z, con a > 0

(como en [W99]) para ver que
1
1Dg|llgl* = 2+ O(a),  V(9) > llglls = 5 +O(1), cuando a —0*. (3.132)

Entonces, dado A > 0, el miembro izquierdo de la inecuacién (3.131) puede hacerse tan chico
como se desee tomando « > 0 suficientemente pequeno. Consecuentemente, una secuencia de
funciones minimizantes convergerd (bajo traslaciones y cambios de fases) al infimo y, por lo
tanto, M resulta no vacio para todo A > 0.

Se puede chequear que H : Y — Res C! y que H'(A) —wP’(A) = 0 implica que A es solucién
de (3.128). m

A continuacién introducimos las definiciones de tres propiedades que veremos que (bajo
traslaciones y cambios de fase) cumplen los minimizadores de la energia. Decimos que A € Y
es real y positiva si A, € Ry A, > 0, para todo n € Z. Si se cumple que Vn € Z, A_,, = A,
diremos que A es reflexivamente simétrica. Y si A, > Ap, para todo par de nimeros naturales

tales que a < b, diremos que A es no creciente (sobre N).

Teorema 3.4.2 Sean 6 y~ > 0. Para cada X > 0 si A € M) entonces existe p € R, q € Z tales

ue A = e, A, con A real ositiva, reflexivamente simétrica y no creciente.
q< )

En primer lugar definiremos una operacién de simetrizacion que transforma a cualquier
sucesion u € Y = (%(Z,C) en otra w € Y que es real, no negativa y simétrica con respecto al
origen. Ademds esta operacién preserva la norma ¢? y disminuye el valor de H, i. e., H(v) >
H(w).
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Siguiendo la teoria de series de Fourier, para f € Y definimos f :R — C como

f@)=>"fae™, zeR. (3.133)

nez
Asi definida f resulta ser una funcién 27 —periédica. Ademés, llamando S* al intervalo [0, 27] e
identificando a 0 y 2w, se puede chequear facilmente que f € L?(S',C) aplicando la identidad

de Parseval,

> 1l = 217r/sl f(2)]? da. (3.134)

neZ
M4s atin, la ecuacién (3.133) define un isomorfismo entre Y y L2(S', C). La inversa de este
isomorfismo estd dada por
1 2

fn= 5= ) (x)e ™ dx, n€Z, (3.135)

i.e. f es la transformada inversa de Fourier de f.
Sea u € Y, con @ como en (3.133), definimos v y w

1

=5 [ la()] e~ dx, n €7, (3.136)
S1

Up :

Wy, = |vp], n€Z. (3.137)

De la identidad de Parseval (3.134) se sigue que ||w|| = ||v]| = ||u||, por lo que v y w € Y.
Ademis, dado que e~ = (eim)*, de (3.136) se desprende que v_, = v}, para todo n € Z.

Y en consecuencia, por (3.137) tenemos que
Wy =wy >0, Vnecz. (3.138)

Asi, a partir de u € Y hallamos w € Y que es real, positiva y reflexivamente simétrica, con
||lw|| = ||u||. El siguiente lema muestra que las sucesiones que hemos definido disminuyen el valor
de H.

Lema 3.4.1 Dada u € Y, podemos construir v, w € Y definidas como en (3.136), (3.137), que
verifican H(w) < H(v) < H(u).

Demostracién: Analicemos primero la parte cuartica de H, que hemos llamado V. Sea g, =
e~#nl n e Z, su antitransformada viene dada por

1—e 26

1—2e*cosx +e 26

g(x) _ Z e—fe\n|einx _

neL

(3.139)
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Observemos que |§(z)| = g(z), Vo € R (recordar que k > 0).

Ademas,

V() = Y3 lunlgnmlum)? (3.140)

nEZ meZ

27 p2m 27
- # /0 /0 /0 g9(z) aly) @*(y + x) a(z) @*(z — @) dv dy dz (3.141)

1

2r 2w 27
=9 /0 /0 3(@) [a(y)| [ (y + 2)| |a(=)| [7*(z — )| d dy dz. (3.142)

De la definicién de v en (3.136) y el isomorfismo entre Y y L2(S*, C) se deduce que |ii(z)|

= o(x),
en casi todo punto (c.t.p.) x € S, de esta forma el miembro de la derecha de (3.142) es V (v).

Por lo tanto
V(u) < V(v). (3.143)

Por otra parte, por cémo definimos w en (3.137), tenemos que V' (v) = V(w), por lo que
Vu) <V(v) < V(w). (3.144)

Analicemos ahora la parte cuadratica de H, que hemos llamado Hs, tenemos que
1 21

Upt1 — UN = —— i(z) (e —1) e "™ da (3.145)
27 0

de donde aplicando Parseval (3.134) e identidades trigonométricas resulta
1 2 T )
Hy(u) = — sin” 5 |u(z)|* do = Ha(v), (3.146)
T Jo

la dltima igualdad es vélida ya que |a(z)| = ©(z), c.t.p. x € S'. Ademés utilizando la definicién

de w en (3.137), tenemos que

Hy(®) = 3 fomsr = val® 2 S llonsa| = [onl* = Ha(w), (3.147)
neR neR

Combinando (3.146) con las inecuaciones (3.144) y (3.147) concluimos que H(u) > H(v) >
H(w), como se queria demostrar. m

Por cémo definimos v en (3.136) se tiene que

1 21
la(2)|de > 0, |va| <vo. VneZ. (3.148)

Vo = —
2 0

Combinando con la definicién de w en (3.137) se obtiene

wy, <wgy, VneZ\{0}, (3.149)
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es decir que w alcanza su maximo en el origen.
La segunda operacién que reduce H conservando invariante la norma ¢? se realiza reempla-
zando u € Y por un reacomodamiento no creciente. Para establecer esta operacion es 1til definir

al siguiente conjunto.

Definicion 3.4.1 Llamamos S al conjunto de todas las funciones f : Z — R que satisfacen

simultdneamente:

(7’) ffn:fn, VTL>O,
(ii) fo >0,
(iii) fo > fn>0,Vn >0,y

(iv) fn — 0 cuando |n| — oo.

Observemos que S es unién disjunta de sus subconjuntos ST, 8%, y S¥', donde f € ST si
fo>0,Vn € Z; f € S si existe n tal que f, = 0y f, # 0 para infinitos valores de n € Z, y
f € ST si el conjunto de los n para los cuales f,, # 0 es finito.

Dada f € ST USY, sea f7 el j—ésimo valor méas grande de f, comenzando desde j = 1,
ie. fl'=fo,yj€Z" ={1,2,...}. Este reordenamiento puede extenderse a toda f € S. En
particular si f € S¥', entonces f toma un niimero finito 7(f) de valores positivos; por lo que f7,
J < T(f) es el j—ésimo valor mas grande que toma f, comenzando desde j = 1, y consideramos
f7 =0, para todo j > T(f).

Dado un subconjunto J C Z, llamaremos x; a la funcién caracteristica de J. Utilizaremos
también la notacién abreviada xf>, para representar a la funcién caracteristica del conjunto
{n €Z: fn > a}. Se puede observar que el soporte de la funcién x s ; es finito, para toda f € S,
y j > 1. En lo que sigue sopy denota al soporte de la funcién x; y xj(n) representa el valor
que toma en el lugar n. Sera ttil también establecer algunas nomenclaturas que necesitaremos

en lo sucesivo.

Definicién 3.4.2 Sea I° la familia de conjuntos finitos I C 7 que satisfacen que 0 € I, y que
sin € I entonces —n € I. Seam tal que |I| = 2m+1, llamamos I al conjunto de 2m+1 enteros

consecutivos desde —m a m.

Dada f € St U S, fijamos f/ > 0 y consideramos [ = {n € Z : f, > fi} = SOPX f> fi -
Entonces I € Z° y definimos Xf>fi = X7
Para cada f € S definimos su reacomodamiento simétrico no creciente como la funcién
f:Z — RTU{0} definida por
oo
f= Z(fj — it Xfsfi- (3.150)

j=1



CAPITULO 3. BREATHERS 54

Es facil ver que f € STUSF, y que f,, < f,, para todo m > n > 0. Ademés vale la siguiente

proposicién.

Proposicion 3.4.1 Si f € S entonces

o0

gn=> (=" xpsp(n), ne, (3.151)
j=1

coincide con f, i.e. gn = fn, Yn € Z. Si ademds f € SN LY, entonces

S Fa=Dfan (3.152)

nez neL

Demostracion: Sea n € Z.

Si f, = 0 entonces todos los términos de la serie (3.152) que define a g,, se anulan, ya que se
anula alguno de los dos factores en (3.151). En efecto, para los j tales que f7 > 0, n no estd en
el soporte de la funcién caracteristica x s> i y, para los j tales que f7 =0, dado que la sucesién
{fj }jzl es no-negativa y decreciente, resulta f/ — fi+1 = 0. Luego g, = 0 = f,.

Por otra parte, si f, = f™ > 0 para algin m € N. Entonces x;>si(n) = 1sij > m,y

Xf>pi(n) =0sij <my, dado que f7 = 0 cuando j — oo, resulta

n = 2@ I ) = dim (7= ) = 7 = (3153)

Para probar la segunda afirmacién consideramos primero el caso f € S*. Para cada j € Z™T,
definimos N'(f?) = {n € Z: f, = f7}. Estos conjuntos N'(f7) son finitos, disjuntos, y su unién
es Z. Més atin el conjunto de valores f7, j € Z*, es el conjunto de todos los valores que toma f,
y se cumple que

e . .
S =D FINU) (3.154)
nez j=1

Ademds N(f7) = sopx s i- Por lo que de (3.154) se deduce que

D In=D I Ixpzpl = Y Xps il (3.155)
J=1 j=1

nez

dado que el soporte de x> pertenece a Z5. Se puede chequear que fj = f7,y que Xf>fi =
Vj € Z*. Luego (3.155) implica que

an:jzzlfj ‘X?Z?j‘ :j;fj N(fj) :Z?n (3.156)

ne”Z nel

Xf>7



CAPITULO 3. BREATHERS 95

El caso f € S” es similar. Observamos en este caso que el conjunto de enteros n tales que
frn = 0 no estd incluido en la sumatoria de (3.154), ya que solo sumamos sobre los valores
positivos de f. El conjunto de valores positivos de f es, en este caso, precisamente el conjunto
de los f7, con j € Z*, por lo que se puede aplicar los mismos razonamientos ya que los conjuntos
N(f7) satisfacen las mismas propiedades.

Por tltimo, si f € S solo sumamos sobre los valores f7/, 7 < T(f) en (3.154). Es decir
que se trata de una suma finita. Pero nuevamente aplican los mismos razonamientos ya que los

conjuntos N'(f7), 1 < j < T(f), satisfacen las mismas propiedades. m
Corolario 3.4.1 Para toda h € SNLP, p > 0, se cumple que HEHP = Hth.

Demostracion: Se sigue de la segunda conclusién de la Proposicién 3.4.1, reemplazando f, =
(hp)?. m

Por c6mo hemos definido a la sucesién w € Y a partir de uw € Y en (3.136), (3.137), y por
las propiedades que hemos demostrado que cumple, es claro que w € SN#?, y podemos aplicarle
la operacién que transforma esta sucesion en otra simétrica y no creciente, que llamaremos w,
y que satisface ||w||, = ||w]|,. Nuestro objetivo ahora es probar que H(w) < H(w), para lo cual
necesitaremos demostrar primero el Lema 3.4.2 sobre reordenamientos de formas cuadréticas.
Este lema es un caso particular (en versién discreta) de la desigualdad del reordenamiento de
Riez, ver por ejemplo [LLO1] (pag. 84).

Sea k € Ny sean I, J dos subconjuntos finitos de Z. Definimos

QU k,J)=> > xi(n)Hp(m — n)x.s(m), (3.157)

neEZ meZ

donde Hy(n) =1si |n| <k, y se anula en otro caso.
Observar que por cémo estd definda H es de esperar que, para un k fijo, Q(1, k,J) sea més
grande cuanto menos distanciados se encuentren los elementos de los conjuntos I y J; lo que

nos conduce al siguiente lema.

Lema 3.4.2 Dados I, J € T°, consideramos los correspondientes I, J, como en la Definicion

3.4.2. Supongamos ademds que I C J. Entonces, para cado k € N
QT k,7) > QL k, J). (3.158)

Ademds, fijados I y J, la desigualdad es estricta para al menos un valor de k, excepto que I = I
yJ=J.
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Demostracion: Sea k € N.

Consideremos primero el caso I = J. Sean 1 < j1 < ja,..., < jm los nlimeros positivos que
componen a J. Entonces |J| = 2m + 1. Una rendija G de J es un conjunto simétrico de valores
consecutivos j € Z que no estan en J y que satisfacen 0 < jy < j < ja41 0 bien —jx+1 < j < —Jjx
para un par de nimeros positivos jy < jay1 en J. Esta definicién implica que g = jy41 —Jx > 1
y que G consiste de 2g > 0 elementos. Una rendija queda determinada por un par de valores 7,
Ja+1, a los que en lo sucesivo llamaremos bordes (positivos).

Si J = J, entonces J no tiene rendijas. Probaremos primero que quitando las rendijas en I
y J simultdaneamente aumenta (). Luego generalizaremos al caso I C J.

Dada una rendija G determinada por los valores jy, jay1 de J, consideremos el conjunto
JsubG € 79 (que resulta de eliminar de J la rendija G) cuyos elementos positivos son todos los
j € J que satisfacen j < jy, y todos los j — g, j € J que satisfacen j > j) + g + 1. Es fécil
ver que Q(JsubG, k, JsubG) > Q(J, k, J). Repitiendo sucesivamente la eliminacién de rendijas
obtenemos Q(J,k, J) > Q(J, k, J).

En el caso en que I C J pero no son iguales, utilizamos la misma definicién de rendija.
Primero eliminamos las rendijas de J cuyos valores positivos son mayores que el maximo de I.
Llamamos J; al conjunto resultante, y se comprueba facilmente que Q(I,k,J;) > Q(I,k,J).
Ademas I C Ji, més aun, el resto de las rendijas de J; son también rendijas de I, de lo contrario
habria elementos de I que no estarian en J;. Eliminando ahora todas las rendijas de J; de
ambos conjuntos: I y Ji obtenemos los conjuntos que llamaremos Io, y Jo respectivamente. Asi
tenemos Jo = J, y facilmente se comprueba que Q(Iz,k,J) > Q(I2,k, J1). Ademés Iy C J. Si
Iy # J, entonces I, todavia tiene rendijas y las eliminaremos hasta obtener I. Nuevamente se
puede chequear que Q(I,k,J) > Q(I2, k,J).

Por 1ltimo, como lo realizado hasta aqui vale para cada k € N, se puede chequear facilmente
que en cada uno de los pasos realizados en los parrafos previos, la eliminacion de una rendija
conduce a una desigualdad estricta para cualquier valor de k > 1. Por caso, la relaciéon I C J
implica que en cada etapa de eliminacién de las rendijas con elementos comunes, al achicarse la
distancia entre los elementos, crecerd para cada 7 en el conjunto mds chico la cantidad de j's en
el conjunto més grande que satisfacen la desigualdad |i — j| < k. Este incremento serd estricto

para los elementos en los bordes de la rendija, para todo k > 1. m

Lema 3.4.3 Dada una sucesion w € SNY y su correspondiente simetrizacion no creciente

weY, se cumple que H(w) < H(w). Ademads la desigualdad es estricta, excepto que w = .

Demostracién: Primero consideramos la parte cuartica V. Consideramos las sucesiones f,, =

wly f,=w2,Vn € Z, ie f, f € SN yla funcién g(n) = e sl vn e Z. Utilizando la
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proposicién 3.4.1 y la definicién de Hj que sigue a (3.157) podemos escribir g = Z;’il(gj -

¢’ t1)H,. Entonces,

Vw) = > > fagln—m)fm (3.159)

nEZ meZ

= 2.2 D aixppm (")J[Z biHi(m =)D ajXpspn(m)],  (3.160)

n€Z meZ ji1=1 Jo=1
] i+1 . — 47 j+1
cona; = fl— fI7H by =g — g
Dado que w es sumable en £? y que la convolucién con g define un operador acotado en Y,
podemos intercambiar el orden en las sumas.

Por lo tanto tenemos

[ SIENNe SlNe 9]

V(w) = Z Z Z aj, bja;, Z Z Xy pi (n)H;(m — n)xfzfg (m) (3.161)

J1=1j=1 ja=1 n€Z me7Z
o0 [o¢] (o]
= > DD a,bjai, Q(suppxss it J, SUPDPX f5 pis )- (3.162)

j1=1j=1jo=1

Ademads, dado que sopx s> C SOPX f s S fi > 7', podemos aplicar el Lema (3.4.2) a los
soportes de x> y de esa forma obtenemos de (3.162) que

[ oNe CHENe 9]

V(w) > ZZZajlbjasz(SUPPYfthJvSUPPYfzsz) (3.163)
Ji=1j=1 jo=1
= V(). (3.164)

Como afirma el mencionado lema la desigualdad es estricta excepto que se cumpla

Q(SOPX f> i1+ J, SOPX f> pi2) = Q(SUPPX > i1 » 5 SUPPX > a2 ) (3.165)

para todo ji, jo. En cuyo caso se tiene que w = w.

La parte cuadratica Hy puede reescribirse como
Hy(w) = (whyy +w) — 2wpwn 1) = 2[[w|? = 2) " wwn 1, (3.166)
neZ neZ
Y definimos H, como
Hy (w) =Y (whyy + wh + 2wpwng1) = 2[|w]* + 2 wpwn 1. (3.167)
neL nez
Para probar que H(w) < Ha(w) alcanza con mostrar que H, (w) > H, (w). Reescribimos

Hf(w) =Y > waM(n — m)wpn, (3.168)

nEZ meZ
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con M(0) =2, M(£1) =1y M(n) = 0 para todon € Z\{—1,0,1}. M es simétrico y decreciente
en ZT y podemos entonces seguir el argumento utilzado anteriormente con V para ver que
H (w) > Hy (w). De donde se deduce que H(w) = Ho(w) — V(W) < Ha(w) — V(w) = H(w), y
que la desigualdad es estricta si w # w, como queriamos demostrar. m

Con esto concluimos la demostracién del Teorema (3.4.2).

Es esperable que para d, v > 0, § suficientemente pequenos, los breather de un pico que se
obtienen mediante las continuaciones dadas por el Teorema 3.2.2 coincidan con los minimizadores
aqui tratados. Por el momento, en [BBP17] se ha probado la siguiente afirmacién que es un poco

mas débil.

Proposicion 3.4.2 Sean A > 0 y ng € Z. Consideremos la curva continua uniparamétrica
A(d) € X, 0 €0,00], de soluciones de (3.128) con A(0) la solucién de un tinico pico en n = ng,
y ||A(0)|] = A, V& € [0,d0]. Entonces existe una sucesion {0m}men C [0,00], que converge a
d = 0, tal que A(Sy,) minimiza la energia H definida en (3.127) sobre todas las sucesiones
u€ X con P(u) = \.

Observacion 3.4.1 En el caso d, v < 0 se tiene un resultado similar para el maximizador de

H, aplicando el teorema al minimizador de —H .

Observacion 3.4.2 Para § >0 y v <0, dado A > 0 se tiene que Iy = 0. Esto se puede probar
considerando las funciones g™, N € Z*+, donde g = ﬁ/\/m si—N <n < N yse anula
en otro caso. Por lo tanto no se alcanza el infimo y no podemos utilizar la minimizacion para
encontrar puntos criticos. En el caso de § suficientemente pequeno hemos presentado puntos
criticos en las secciones previas aplicando argumentos de continuacion con el teorema de la

funcion implicita.

Observacion 3.4.3 Los argumentos de simetrizacion y reordenamiento presentados aqui tam-
bién pueden aplicarse a breathers que minimizan la energia de la DNLS cubica en Z, donde se
minimiza Hy = Hy —yHy, Hy(u) = Hu||?4, sobre suceciones u € Y con P(u) = X > 0. En [W99]
se demuestra la existencia de un minimizador para A > 0 arbitrario. El lema 3.4.1 también se
cumple para Hy, utilizando el limite k — oo, g(x) = 1 Va, in (3.139). El lema 3.4.3 claramente

se aplica también a H,.



Capitulo 4

Estabilidad de las soluciones y

Analisis Espectral

En este capitulo se presentan resultados sobre el espectro del operador asociado a la ecuacion
(2.1) linealizado alrededor de las soluciones tipo breathers presentadas en el Capitulo 3. Y
resultados de estabilidad de dichas soluciones. También se analizan propiedades de simetria de
los modos internos asociados al espectro puntual de estas linealizaciones.

Realizamos dos tipos de analisis: el primero es un estudio de aspectos numéricos, basado
en una discretizacion finita del problema, que nos permitird estudiar computacionalmente el
espectro, la estabilidad de las soluciones numéricas exactas y las propiedades de simetria de los
modos internos; y un analisis tedrico, basado en los resultados que se presentan en [BBP17] para
las continuaciones exactas dadas por los teoremas de continuacién del Capitulo 3. En cada caso
consideraremos primero el andlisis numérico y luego lo compararemos con el exacto verificando
la coherencia entre ambos.

Comenzamos presentando, en la Seccién 4.1, el enfoque general que nos permitira estudiar
el espectro y la estabilidad de los breathers, tanto en el caso numérico como en el exacto. En
la Seccién 4.2 consideraremos los breathers de un pico analizados en el Capitulo 3 como caso
particular de los breathers de finitos picos y en el contexto de los minimizadores de la energia
(Seccién 3.4). Numéricamente trabajaremos con los dos ejemplos presentados en la Figura 3.4,
correspondientes a distintos tipos de no localidades (k = 0,25 y £ = 0,5) en el caso enfocante
(7,6 <0).

En la Seccion 4.3 se estudian numericamente los espectros de dos breathers con finitos pi-
cos observandose que la estabilidad de estas soluciones estd relacionada con el signo de la no

linealidad, siendo estable en el caso desenfocante e inestable en el caso enfocante. Para estos

59
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ejemplos no se presentan resultados generales, pero se observa que los resultados que se obtienen
para el espectro de las soluciones numéricas guarda relaciéon con los resultados generales que se
obtendran en la seccién siguiente para los breather de infinitos picos.

Por tltimo, en la Seccién 4.4, se estudia la estabilidad y el espectro alrededor de las solucio-
nes tipo meseta (con infinitos picos) tratadas en la Seccién 3.3. Se analizan numéricamente las
soluciones que se corresponden (en un sentido que serd precisado) con las soluciones de finitos
picos tratadas en la seccién previa y se presentan resultados generales para dos regimenes dis-
tintos: el caso local, cuando la no linealidad es la potencia cibica (DNLS ciibica); y el caso no

local, cuando la interacciéon no local k es arbitraria.

4.1. Analisis espectral y estabilidad de breathers

Recordemos la ecuacién de Schrodinger no lineal discreta (3.1) con la que estamos trabajando.

iy, = —0(Au), — 27y tanh g(z e M=y 12w, n € Z, (4.1)
meEZL

Hemos visto, en el Capitulo 2, que tiene una estructura hamiltoniana

Up = —ia—u;, n € Z, con (4.2)
K ke
H = (52 U1 — Un|? — 7tanh§ Z Z |t |21 s |2 (4.3)
nez nEZ meZ

Y que tanto el hamiltoniano como la potencia P son cantidades conservadas, donde

P=lluly = luml” (4.4)

meEZ
El andlisis de estabilidad lineal se basa en que las soluciones tipo breathers son puntos de
equilibrio relativo de la ecuacién 4.1 con respecto a la accion de cambio de fase global. Por lo que
resulta conveniente definir a la solucién en funcién de dicho cambio de fase. Para ello llamamos

v a la variable definida por u(t) = e~**y(t), y tenemos que
U= e Wy — jwe” Wy, (4.5)

por lo que la ecuacién hamiltoniana (4.2) se transforma en

0H,

b = —i
*
ov

neZ, con H,=H-—uwP, (4.6)

considerando a H = H(u,u*) y P = P(u,u*) como operadores sobre ¢2(Z,C). En el Capitulo 3

hemos denominado breathers a las soluciones de (4.1) de la forma u = e"*!A con A € (*(Z,R)
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no dependiente del tiempo, o A € (°°(Z,R) en el caso de soluciones con infinitos picos. Es
evidente que un breather es un punto de equilibrio v, = 0 de (4.6), con v = A independiente del
tiempo. Para analizar la estabilidad redefinimos esta ecuacién sobre espacios de Banach reales
de la siguiente manera: ¢, = Re(vy,), pn = Im(v,), n € Z, X = (?(Z,R) y z = [q,p]T € X x X,
con z, = [qn,pn]’. Asi, podemos reconsiderar formalmente a los opeardores H y P como H =
H(gn,pn) vy P = P(qn,pn) y redefinir a H, sobre X x X reescribiendo la ecuacién (4.6) en

?%(Z,C) como la siguiente ecuacién en X x X
1
2=JVh,, con h,= §Hw, (4.7)

donde (Jz), = [~Pn, qn)T, i.e. J es el operador simpléctico estdndar en X x X.

Entonces la linealizacién en un punto de equilibrio dado A de (4.6) estd dada por
5=JHz, con H=V?h,(A), (4.8)

i.e. H es el Hessiano de h, evaluado en A.
Sin perder generalidad en los resultados de esta seccién, consideraremos v = —1 para sim-
plificar la notacién.

Se puede calcular JH explicitamente como
0 1 L 0
J = . H=| " : (4.9)
-1 0 0 L_

donde
L_=—-wl —0A+2A, Ly =—-wl —6A+2A+ 4M, (4.10)

y A, M son operadores lineales en X definidos por

K —R|Mm—nm
A(n, k) = tanh 5(2 e rm=l A2 N6 1, ik €Z, (4.11)
meZ
M(n, k) = tanh ge_’ﬂ"_kl ALA,, n,kelZ, (4.12)

con 6, la funcién delta de Kronecker.

Tomando el limite k — oo en (4.11), (4.12) se obtiene la linealizacién alrededor de breathers
de la DNLS cubica local.

En el caso en que A € [*°(Z,R), los operadores A, M, L_, L; son acotados en X, y los
operadores J, ‘H, y JH son acotados en X x X. También se puede observar que L_, Ly y H
son operadores simétricos. Afirmaciones andlogas pueden extenderse al caso local.

Nos interesa estudiar el espectro de estos operadores en torno a los breathers tratados en el

capitulo anterior. Para lo cual estudiaremos numéricamente las restricciones de estos operadores
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sobre espacios de dimensién finita y compararemos estos resultados con los que se han obtenido
para el caso de dimensién infinita (ver [BBP17]). Consideremos como hasta aqui X = ¢3(Z,R)
con el producto interno usual (u,v) =) 7 unv,. Y la norma asociada a este producto interno
|| - ||. Sea X, la complejificacion de X, con el producto interno (u,v). = >, c7 unv;, (ver e. g.
[S08]).

Consideremos ademés a Y = /(5(Z,C) visto como espacio vectorial real con el producto
interno (real) (u,v) =3 ,[(Reu,)(Rev,) + (Imuy,)(Imv,)]. Sea Y. = l5(Z, C?) la complejifica-
cién de Y con el producto interno (complejo) (u,v). = > ,[(Reu,)(Rev,)* + (Imuy,)(Imvy,)*].
Observemos que Y = X x X,y Y. = X, x X,.

Sea M un operador acotado en Y, o X.. El conjunto resolvente de M, que denotamos por
p(M), estd formado por todos los nimeros complejos A € C tales que: AZ — M es invertible
y (AZ — M) es un operador lineal acotado, donde Z representa el operador identidad en el
espacio correspondiente. El espectro de M, o(M), es el complemento del conjunto resolvente:
o(M)=C—p(M).

Definimos el espectro esencial o.(M) de M como en [KP13], p.29, esto es A € o(M) pertenece
a 0e(M) si M — Al no es un operador Fredholm, o es Fredholm con indice distinto de cero. La
definicién de [Kato95], p.243, requiere una condicién més débil: que M — AT no sea semi-Fredholm.
Un operador £ es Fredholm si su nticleo ker(£) tiene dimensién finita y su rango R(L) es cerrado

y de codimension finita. El indece de Fredholm de un operador esta definido por
ind(£) = dim(ker(£)) — codim(R(L)).

La ventaja de la definicién que aqui adoptamos para el espectro esencial es que el espectro
restante, que llamaremos espectro puntual, oy (M) = 0(M) — 0. (M), es un conjunto discreto
conformado por todos los autovalores de M (ver [KP13]).

Sea X un espacio de Hilbert real o complejo, con norma || - |[x, y sea {€;}72; una base
ortonormal de X. Un operador acotado T': X — X es Hilbert-Schmidt en X si 22, ITe;|1% <
oo (esto es independiente de la eleccién de la base). Un teorema del andlisis funcional establece
que todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto (ver e. g. [RS80]).

Para el estudio numérico del espectro y la estabilidad consideramos una restriccién finita de
los operadores definidos en (4.8)-(4.12) restringiendo las ecuaciones sobre Z a las N ecuaciones
definidas sobre el conjunto finito Z = {1,2..., N} y consideramos Y/ = R?N y v = C2V. Para
definir la restriccion de A en los nodos 1 y N imponemos el analogo discreto a las condiciones
de borde de Dirichlet, como en [P11]. Llamaremos .J H ala matriz en Y/ que obtenemos a partir

de la restriccion finita del operador JH.
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La siguiente proposicién acerca del espectro puntual de J H es bien conocida (ver e. g. [KP13])

y nos permitira situar algunos resultados que presentaremos en este capitulo.

Proposicion 4.1.1 Si A es un autovalor real o imaginario puro de J?—l, entonces —\ también

lo sera.

Demostracion: Supongamos que A € Upt(,]ﬂ) es imaginario puro y que v es su autovector

asociado. Dado que todas las entradas del operador JH son reales, tenemos que
JHv = v = JHv* = \'v*, (4.13)

donde * denota el complejo conjugado. Por lo tanto A* = —\ € op(J 7:[)
Por otra parte, si A € op(J 7:[) es real y v es su autovector asociado, utilizando el hecho de
que J! = —J = J~!, tenemos que (J?—l)t = —HJ. De donde se deduce que

JHo = v = —HJI(J 1) = (=\)J o, (4.14)

y asi resulta que —\ € oyt ((JH)?). Pero toda matriz A satisface que oyt (A) = (op¢(AY))", por
lo tanto —\ € oy ((JH)) m

En los ejemplos que aqui trataremos el espectro estard siempre incluido en los ejes real
o imaginario, de ahi que utilicemos este resultado. Sin embargo la Proposiciéon 4.1.1 puede
presentarse en su forma més general. Con una demostracion muy similar se prueba que el
espectro puntual es simétrico respecto de los ejes real e imaginario del plano complejo, i. e., si
A € C estd en el espectro puntual op(J 7:[) entonces £\ y £\* también serdn autovalores de JH.

En el caso de operadores infinitos la demostracion presenta un problema ya que, si A*
representa el operador adjunto de A, no necesariamente se cumple que op(A) = (op(A*))"
(un ejemplo sencillo lo provee el operador shift sobre ¢2(N), ver [B14]). Sin embargo, para el
caso de linealizaciones en torno de un punto critico de sistemas de ecuaciones diferenciales con

estructura hamiltoniana, si puede recuperarse este resultado (ver Prop. 7.0.1 en [KP13]).

Proposicién 4.1.2 Sea JH la linealizacion definida en (4.8) en un punto fijo A de (4.7). El
espectro puntual op(JH) es simétrico con respecto a los ejes real e imaginario. Esto es, si
A€ op(JH) entonces {£N, £X*} C ope(JH).

En lo que sigue estudiaremos el espectro de los operadores JH y de sus restricciones finitas
JH en torno a los breathers tratados en el Capitulo 3 y veremos que la verificacién de las
proposiciones anteriores se da sobre ciertos intervalos acotados sobre los ejes real e imaginario.
Ma3és an, la propiedad de simetria que cumple el espectro puntual en la Proposicién 4.1.2 es

extensible al espectro esencial.
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4.2. Breathers de un pico

En la Seccién 3.2 hemos presentado dos breathers de un pico tomando los pardmetros é =
—0,5 y v = —1 (caso enfocante) con una discretizacién finita de N = 65 nodos. Estos picos los
hemos encontrado realizando continuaciones mediante un método de Newton-Raphson partiendo
de la solucién explicita (3.40) con un sélo nodo no nulo, hallada para § = 0.

Los dos ejemplos presentados en la Figura 3.4 corresponden a dos tipos distintos de no
localidades: k = 0,25 y k = 0,5. Aqui presentamos los respectivos espectros de JH para estos
breathers considerando una discretizacién finita de N nodos. En ambos casos encontramos que
los autovalores aparecen de a pares i\, con A € R, lo cual indica estabilidad lineal.

Como explicamos en la Seccion 4.1, para el calculo del espectro de los operadores restringidos

a un dominio finito consideramos JH definido como JH en (4.9) con

J:[ 0 I], ﬂ:[L+ 0 ] (4.15)
1 0 0 IL_

L_=-wl —6A+2A, L, =-wl —0A+2A+ 4M, (4.16)

donde I es la matriz identidad de RN y A A, M € RN*N definidos por

2 -1 0
-1 . e
A= : (4.17)
0 1 2
A(n, k) = tanh g(z erm=nl g2 )5 nkeT=1{1,2. N}, (4.18)
meZl
M(n, k) = tanh ge—ﬁln—kl ApAn, ke, (4.19)

con dy i, la funcién delta de Kronecker y A una de las dos soluciones numéricas que se obtuvieron
en la Seccién 4.3 (Fig. 3.4) como continuaciones de la semilla definida en (3.40) para § = 0.

A continuacién presentamos los resultados obtenidos al calcular los autovalores de JH y sus
correspondientes autovectores y los comparamos con los resultados generales sobre el espectro

de JH publicados en [BBP17].

4.2.1. No localidad x = 0,25

En la Figura 4.1 presentamos los resultados hallados para el breather correspondiente a la no

localidad k = 0,25, con los pardmetros § = 0,5, v = —1 (caso enfocante con menor localizacién)
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Figura 4.1: Espectro de JH (evaluado en el breather correspondiente a k = 0,25, v = —1,
d = —0,5), dispersién de las frecuencias asociadas al espectro continuo de JH, y autovectores

correspondientes a los modos internos de menor y mayor frecuencia
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y una frecuencia computada w = 6,979128408684841. Hemos vuelto a calcular el breather de
la Figura 3.4 aumentando la cantidad de nodos (e. g. de N = 65 a N = 251 y N = 523)
y hemos encontrado siempre el mismo breather en los 65 nodos que comparten con el de la
Seccién 3.2 (salvo error del orden de la unidad de redondeo). Una inspeccién de los resultados
numéricos al calcular el espectro variando la cantidad de nodos nos permite conjeturar que
hay 20 pares de autovalores de JH, £i\ (contados con su multiplicidad), que se mantienen
invariantes por la cantidad de nodos; numéricamente la precisién es de orden 10715 excepto
para los pares 19 y 20 que la precisién es de 107!°. Ademds estos autovalores pertenecen al
intervalo [1,332235686938075;6,941796273423071]; mientras que el resto de los autovalores se
agrupan con densidad relativa a la cantidad de nodos (mayor densidad cuanto mayor cantidad
de nodos) en un intervalo que varia convergiendo a [w;w — 44] cuando N tiende a infinito (ver
Fig. 4.1a).

Por ejemplo, cuando N = 65 los autovalores distribuidos densamente se agrupan en el inter-
valo [6,989788706408597; 8,943643539885873]. Aumentando la cantidad de nodos encontramos
que para N = 523 pertenecen al intervalo [6,979254363240037; 8,979039234967235]. Observamos
ademas que w = 6,979128408684842 y w — 40 = 8,979128408684842. Estos resultados numéricos
nos han hecho suponer en un primer momento, en [BCMP15], que el operador JH tiene un
espectro discreto y un espectro continuo dado por el intervalo [w;w — 46]. Posteriormente hemos
corroborado esta intuicién en [BBP17], con la Proposicién 4.2.1 que veremos méds adelante.

En la Figura 4.1b se muestra, para N = 251, la dispersion del conjunto de autovalores con
parte imaginaria positiva iAg, en el intervalo que se distribuyen con mayor densidad, en funcion
de su ubicacién k al ordenarlos de menor a mayor. Vemos que se agrupan mas densamente en
los extremos del intervalo. La forma del gréifico de la dispersion es similar a la de la ecuacion
discreta libre @ = 10 Au, desplazada por w, la frecuencia del breather.

En las Figuras 4.1c y 4.1d se grafican los modos internos correspondientes a autovalores de
menor frecuencia (modos 1 y 2) y mayor frecuencia (modos 19 y 20, llamamos modos internos
a los autovectores correspondientes a autovalores de JH que conforman el espectro discreto de
JH). Los modos 1 y 2 graficados alcanzan su méximo en los nodos adyacentes al pico central del
breather. En general, los modos internos de menor frecuencia presentan mayor amplitud en las
cercanias del pico del breather y un rédpido decaimiento (en médulo) en las colas; mientras que,
a medida que aumenta la frecuencia, la amplitud alcanza sus maximo alejandose del pico central
v los autovectores presentan un decaimiento méas lento en las colas, como se puede observar en
los modos 19 y 20 que son los de frecuencia més alta. La restriccién finita JH de JH estd en

R2VX2N " pero los autovalores son complejos (en este caso imaginarios puros) y sus autovectores
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asociados (que representan las componentes {gn}, cz ¥ {qn},cz de la Ec. (4.8), restringidas a T)
pertenecen a C2NV*2N_ Aqui graficamos sélo la parte real de los autovectores, pero observamos
un comportamiento analogo en la parte imaginaria. Los autovalores de los modos internos en el
semieje imaginario positivo aparecen de a pares consecutivos i\aj_1, idg; € iR', j = 1,...,10 que
corresponden a un autovector con simetria impar y otro con simetria par, respectivamente (esta
aparicién de a pares también se observa en los autovalores asociados al espectro continuo). El
hecho de que los autovalores aparezcan de a pares se debe a la simetria de los breathers respecto
de su pico central, el mismo comportamiento observamos para los breathers con una cantidad
finita de picos con simetria respecto de un pico central (Seccién 4.3).

Andlogamente, todo lo que hemos desarrollado se repite para los autovalores en el semieje

imaginario negativo.

4.2.2. No localidad = 10,5

Cuando k = 0,5 la interaccion no local es menor. Manteniendo los mismos valores que en el
caso anterior para los parametros d y -y, vemos que esencialmente se mantienen las propiedades
observadas (cf. Fig. 4.2).

En este caso, los autovalores iAy;_1, iAg;, también aparecen de a pares. Observamos ademds,
que al aumentar x decrece la cantidad de modos internos: para x = 0,5 son 12 pares en lu-
gar de los 20 que obteniamos para x = 0,25. Y los autovalores agrupados densamente que
representan al espectro continuo de JH se alejan del origen dado que aumenté la frecuencia
(w = 14,674997205380388), conservando la aparente convergencia al intervalo [w;w — 4] al au-
mentar la cantidad de nodos N (Figs. 4.2a y 4.2b).

Por su parte los autovectores conservan las propiedades gréficas de simetria par/impar y

amplitud variable respecto del pico central.

4.2.3. Resultados generales

Ahora analizaremos la estabilidad de los breathers de un pico en el caso general. Sea A € X
una solucién de la ecuacién (3.4), con § = 0y x > 0 fijo, que satisface A, = 0, para todo
n e Z\{no}, y Ap, > 0. Dicha solucién es tnica (en el sentido de que no existen dos posibles
valores para A,, > 0) y, por el Teorema 3.2.2 puede continuarse de forma univoca como una
familia continua de soluciones A(d), § € (—dop,dp), de la ecuacién (3.4). Estas soluciones son las
que hemos denominado breathers de un pico. En la Seccién 3.2 hemos presentado dos ejemplos
numéricos con su respectivo andlisis espectral en el comienzo de esta Seccién 4.2

Es necesario observar que las continuaciones que brinda el Teorema 3.2.2 son soluciones con
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den a los modos internos de frecuencia maés alta.
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Figura 4.2: Espectro de J H evaluado en el breather correspondiente a k = 0,5,v = —1,d = —0,5;
dispersion de las frecuencias asociadas al espectro continuo de JH; y autovectores correspon-

dientes a los modos internos de menor y mayor frecuencia.
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norma ||A(d)||x fija, y que la frecuencia w resulta ser una funcién de § que no es conocida a
priori. El resultado de continuaciones para w fijo tiene una prueba muy similar, de hecho se
puede aplicar la demostraciéon del Teorema 3.3.2 pero simplificada, ya que en ese teorema se
consideran soluciones con infinitos valores no nulos.

Para el breather A(0) correspondiente a § = 0, JH es diagonal por bloques, con bloques de
2 x 2, cada bloque correspondiente a un ntimero k € Z. El bloque correspondiente a k = ng tiene

un autovalor doble A\, = 0. Los otros bloques tienen autovalores
+Ap = +iw(l — ekl vk e 7\ {ng}, (4.20)
con sus correspondientes autovectores w,f €Y., dados por
wif (n) = S.u[1, FilT, nel (4.21)

Por lo tanto el espectro o(JH) esta formado por un autovalor nulo doble, una cantidad infinita de
pares de autovalores imaginarios +\g, k > ng, de multiplicidad 2, y sus puntos de acumulaciéon
+iw (pertenecientes a o (JH)).

Consideremos ahora el operador linealizado J#H en el breather de un pico A(¢). Lo llamaremos
JH(S), para d € (—dg, dy), donde §p define un intervalo en el que existen las continuaciones dadas

por el Teorema 3.2.2. Definimos el operador Hy

—wl —0A 0

Hy = .
0 —wl —0A

(4.22)
que es un operador acotado en Y.. En [BBP17] se prueba que (JH(d) — JH) es un operador de
Hilbert-Schmidt, por lo que JH resulta ser una perturbacién compacta de JH(4). Y de alli se
deduce que sus espectros esenciales son iguales. La ventaja que presenta trabajar con el operador
definido en la Ec. (4.22) es que posibilita calcular explicitamente el espectro de JHy. Con lo que

se consigue el siguiente resultado acerca del espectro esencial (ver [BBP17]).

Proposicién 4.2.1 Sea A € X y sea JH(S) : Y — Y como en (4.9)-(4.12). Entonces (i)
0e(JH(S)) = 0e(JHo), y (i) oc(JHo) estd formado por los z € C con Rez =0, Imz € [—w, —w—+
40) U [w — 44, w], en el caso § >0, y Rez =0, Imz € [—w + 44, —w]| U [w,w — 49], si 6 < 0.

Este resultado es andlogo al que se obtiene en [K09] para el espectro continuo de la DNLS
cibica. Por otra parte, en [BBP17] se prueba, para 6 # 0, la persistencia del autovalor nulo
con multiplicidad dos y de los autovalores Ay de (4.20). Resultado que queda expresado en la

siguiente proposicion.
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Proposicion 4.2.2 Sea k > ng, consideremos el par de autovalores imaginarios £\ = A, de
JH(0), como en (4.20). Entonces existe 6g > 0 para el cual los operadores JH(0) : Y — Y,
d € (—00,k,%0k), tienen dos autovalores £X;(5) € iR, j =1,2. Las familias £X;(9), j = 1,2 son
continuas en ¢ y satisfacen £X;(0) = £A.

De esta manera las predicciones numéricas son confirmadas por los resultados tedricos vy,

reciprocamente, nos sirven de verificacién de éstos.

4.3. Breathers con finitos picos

Ahora analizaremos el espectro en torno a dos breathers con una cantidad finita de picos. En
la Figura 4.3 se muestran los espectros de JH alrededor de los breather con una cantidad finita
de picos presentados en la Seccién 3.2. JH se define como en las Ec. (4.15)-(4.19), con A los
breathers de las Figuras 3.2 y 3.3. En ambos casos consideramos N = 261 nodos, una potencia
fija ¢ = 31, parametro de interacciéon no local k = 0,8 y no linealidad v = —1. En la Figura
4.3a consideramos 6 = —0,05, que es el caso enfocante correspondiente al breather de la Figura
3.2, con 31 nodos no nulos consecutivos. Mientras que en la Figura 4.3b tomamos § = 0,05,
que es el caso desenfocante correspondiente al breather de la Figura 3.3, también con 31 nodos
consecutivos no nulos. Los graficos de estas figuras sugieren que hay inestabilidad y estabilidad
lineal respectivamente de los breathers correspondientes. Se puede observar que se verifican las
propiedades de simetria respecto de los ejes real e imaginario dadas por la Proposicién 4.1.1.

Ademas, como en la Seccién 4.2, una inspeccién numérica nos permite conjeturar en ambos
casos la existencia de dos bandas imaginarias puras (una positiva y otra negativa) que estan
asociadas al espectro continuo de JH. Observamos también en ambos casos que, aumentando
la cantidad de nodos N, estos extremos convergen a +iw y +i(w — 40) variando el orden de los
mismos, en uno y otro ejemplo, en funcién del signo de 4.

Encontramos también la presencia de modos internos. Las bandas centrales de las Figuras
4.3a y 4.3b corresponden a autovalores de estos modos internos, su cantidad no varia con N sino
que depende de la cantidad de picos del breather y del pardmetro . En torno a los breathers con
finitos picos de la DNLS cubica (con no linealidad local) también se presentan modos internos,
pero, en ese caso, la cantidad hallada es 2 x k — 2, siendo k la cantidad de picos (ver [PKF05]),
mientras que aqui hemos encontrado una cantidad mayor (que varia en relacién a la interaccién
no local).

Para el caso de breathers con una cantidad finita de picos no nulos no tenemos atin resultados

generales que nos permitan confirmar las conjeturas relativas al espectro esencial de JH. Sin
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2 | dl |
15l . 15f
1 ’ ir :
05 1 057
0 e 0
-05¢ 1 05+
-1 4l .
i X 151
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(a) Espectro de JH evaluado en el breather de (b) Espectro de JH evaluado en el breather de
la Figura 3.2, computado para k = 0,8, v = —1, la Figura 3.3, computado para k = 0,8, v = —1,
d = —0,05 (caso enfocante) con N = 261. 0 = 0,05 (caso desenfocante) con N = 261.

Figura 4.3: Espectros de JH en los breathers presentados en las Figuras 3.3 y 3.2.

embargo, observamos un comportamiento numérico que guarda similitud tanto con los resultados
generales para los breathers de un pico, en lo relativo a las bandas densas en los intervalos de
extremos +iw y +i(w — 4d); como con los resultados generales para los breathers de infinitos
picos, en lo relativo a estas mismas bandas y también a las bandas centrales, que en el caso de
los breathers infinitos estdn asociadas a vibraciones en los picos de la meseta, como veremos en

la proxima seccién.

4.4. Breathers con infinitos picos

Por tdltimo, consideramos las linealizaciones JH en torno a los breathers infinitos calculados
en la Seccién 3.3. En este caso la restriccién JH de JH presenta algunas diferencias con las

definidas para los breathers con finitos picos. Definimos a JH con J y 'H como en (4.15), L_ y
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n n
(a) Parte real de los autovectores de JH (b) Parte real de los autovectores de
evaluado en el breather de la Fig. 3.3 co- JH evaluado en el breather de la Fig.
rrespondientes a los autovalores +idzz = 3.3 correspondientes a los autovalores
+i0,968669770943681 (modo 32, simetria par) +idsg = +i1,623261655855347  (modo
y tidzz = £00,968669770943697 (modo 33, si- 36, oscilacién en la interfase izquierda) y
metria par). +idgy = +£41,623261655855354 (modo 37,

oscilacién en la interfase derecha).

Figura 4.4: Modos internos de J#H en el breather de la Figura 3.3. N = 261 (se muestran solo
los nodos 100-161), k = 0,8, v = —1, § = 0,05 (defocalizacién), w = 1,905888815933016.

L como en (4.16), M como en (4.19,), pero las matrices A y A € RNN estén definidas por

(1 1 0|
-1 2 -

A= , (4.23)

o

0 -1 2
A(n, k) = tanhg <1PA% + Z e”'m"|AZn> Onk, nkeI={12..,N}, (4.24)
-p
meZ

con p =e ", 0, la funcién delta de Kronecker y A una de las dos soluciones numéricas que se
obtuvieron en la Seccién 3.3 (Fig. 3.5).

La razén de las modificaciones en las ecuaciones (4.23) y (4.24) es que aqui estamos res-
tringiendo al conjunto finito Z a la soluciéon A, que no se anula en ningin sitio 4,, n < 0. Sin

embargo, dado que las fluctuaciones de A se dan en torno al pico central, en la interfaz entre el
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frente “constante” tipo meseta (a izquierda) y la cola del breather con decaimiento a cero (a de-
recha), podemos considerar A, = A; para todo n < 0. Esto nos permite calcular explicitamente
la serie geométrica definida en (4.11) para los enteros negativos, que da lugar al primer término

del miembro de la derecha de (4.24).

o
2 |
15¢ Loy
1t 1
05F , 051
0 0
051 1 05}
1t 1
-15¢ a5t
2t
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(a) Espectro de JH evaluado en el breather
de la Figura 3.5a, computado para x = 0,8,
v = —1,6 = —0,05 (caso enfocante) y w =
1,894097453080216, con N = 261.

(b) Espectro de JH evaluado en el breather
de la Figura 3.5b, computado para « = 0,8,
v = —1,6 = 0,05 (caso desenfocante) y w =
1,905888815933016, con N = 261.

Figura 4.5: Espectros de JH en los breathers presentados en las Figuras 3.3 y 3.2.

Para poder comparar con los resultados de la seccién anterior hemos tomado los mismos
parametros para 6, v y . En la Figura 4.5 observamos que el comportamiento de los espectros
hallados es muy similar a los de la Figura 4.3, pero con algunas diferencias cualitativas. En los
espectros de J H alrededor de los breathers infinitos se pierde la aparicién de pares de autovalores
que encontramos en los casos anteriores, tanto de los asociados a los modos internos como de
los asociados al espectro esencial de JH, y esto se debe a que los breathers infinitos rompen la
simetria presente en los breathers con finitos picos.

Otra propiedad presente en los espectros aqui calculados es la aparicién de bandas de auto-
valores en torno al origen -con valores reales en el caso enfocante (inestabilidad) e imaginarios
puros en el desenfocante (estabilidad)- cuya densidad aumenta proporcionalmente con la canti-
dad de nodos. Estas bandas se corresponden con el espectro esencial de JH y estan asociadas a

oscilaciones en la meseta del breather.
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Comparando los modos internos de las Figuras 4.4 y 4.6 observamos que los autovalores
de breathers infinitos (y sus autovectores asociados) se corresponden casi idénticamente con un
modo interno asociado al pico correspondiente del breather finito (modo 33 de la Flg. 4.4a con
modo 132 de la Fig. 4.6a y modo 37 de la Fig. 4.4b con modo 132 de la FIg. 4.6a). En el caso
de los autovalores el error estd en el orden de 10™'° mientras que, en el caso de los autovectores,

su diferencia (calculada en norma ¢2) estd en el orden de 107°.

1 ; ; ; ; ; ; 1 ; ;
A =0.38729653
& 05! Q osf
- -
o 0 @) O SIS ot
3 3
-0.5¢ -0.5¢
= A =0.968669770943697 =
100 110 120 130 140 150 160 0 50 100 150 200 250
n n
1 T T T T T T 1 T T
A =1.70592057
(31-) 05f %% 05
- —
(@] 0 P, (@] 0 s D
3 3
-0.51 -0.51
= A =1.623261655855338 =
100 110 120 130 140 150 160 0 50 100 150 200 250
n n
(a) Parte real de los autovectores de JH (b) Parte real de los autovectores de JH
evaluado en el breather de la Fig. 3.5b co- evaluado en el breather de la Fig. 3.5b co-
rrespondientes a los autovalores +iliz2 = rrespondientes a los autovalores +i\i3o
+40,968669770943697 (modo 132) y +ili34 = +i0,968669770943697 (modo 129) y +ilz; =
+i1,623261655855338 (modo 134). +41,623261655855338 (modo 136), que forman

parte del espectro esencial de JH.

Figura 4.6: Modos internos de J# en el breather de la Figura 3.5b. N = 261 (en (a) se muestran
solo los nodos 100-161), x = 0,8, v = —1, § = 0,05 (desenfocante), w = 1,905888815933016.

Resultados generales

En lo que sigue presentaremos algunos resultados generales respecto del espectro de JH en
torno a soluciones de tipo breathers con infinitos picos que se han obtenido en [BBP17] tanto
para el caso local como para el caso no local. Remitimos a la fuente para las demostraciones.

En primer lugar nos centraremos en el caso local, esto es, cuando la no linealidad del sistema

corresponde a la potencia cubica. De acuerdo con lo visto en el la Seccién 3.3.1 se pueden obtener
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soluciones continuando a partir del breather correspondiente a § = 0

e ) if < 0)
A, = O "= (4.25)
0, if n>1,

con o = \/% . Este es un caso particular del tipo de soluciones definidas en (3.84), pero los
resultados que se presentaran a continuacién son también vélidos para el caso general.

Fijado w, sea B;,, n € Z, una solucion dada por el Teorema 3.3.1 y sea
A,=A,+B,, nel. (4.26)

Definimos Lo 5 := JH, con JH como en (4.9), L_, Ly como en (4.10), A, M como en
(4.11), (4.12) con A,, como en (4.26), A,, como en (4.25), Yn € Z. Asi definido, el operador Lo
resulta ser la linealizacion alrededor de la solucién tipo meseta dada por el Teorema 3.3.1.

Definamos también £ := JH, con JH como en (4.9), con L_, L; como en (4.10), y
A(n, k) = AO(n7 k) = Avi&n,k? M(TL, k) = MO(n7 k) = A?L(Sn,k, (427)

donde A, es la solucién para § = 0 dada por (4.25).

Definimos los siguiente conjuntos:

By = {(w — 4ésin2§)2 c ke ]R)} : (4.28)

By = {—45sin2§(2w + 468in2§) c ke ]R)} : (4.29)

Para § suficientemente pequeno, a partir de las definiciones (4.28) y (4.29), se puede observar
que B1 y Bs son disjuntos. Asumiendo que se cumple esta condicidn se tienen los siguientes

resultados respecto del espectro de JH en torno a los breathers locales

Teorema 4.4.1 Sea A € C. Si \2 ¢ B1UDBsy entonces o bien \ perteneces al conjunto de residuos

de L:Y =Y, o es un autovalor de L de multiplicidad finita.

Teorema 4.4.2 El espectro esencial de los operadores L y Loos en Y estd formado por los

X\ € C que satisfacen N> € By U Bs.

La demostracion, como en el caso de los breathers de un pico, se basa en el hecho de que £
es una perturbacién compacta Lo s
Ahora trataremos los resultados sobre el espectro esencial para las linealizaciones alrededor

de los breathers tipo meseta en el caso no local, dados por el teorema 3.3.2.
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Consideramos soluciones de la forma

a, si n<0

0, si n>0,

_w 1l=p
2y 14+rho

no nulos, dadas por (3.90). Sean w, k € R>y, sean B,,, n € Z, la solucién continuada dada por

con o = , p = e ™. Este es un caso especial del tipo de soluciones con infinitos picos

el Teorema 3.3.2 y

A, =A,+B,, neclZ, (4.31)

con A como en (4.30).

La linealizacién alrededor de esta solucién A, estd dada por el operador L, s := JH con
JH como en (4.9), L_, L, como en (4.10), A, M como en (4.11), (4.12), evaluando a estos
operadores en A, como en (4.31).

Para calcular el espectro esencial de £, 5 se utiliza una perturbacién (compacta) Lo := JH,

donde JH estd definido como en (4.9) con L_, L, como en (4.10), y A, M definidos por

A(n, k) = As(n, k) = tanh gAiénJg, M(n, k) = May(n, k) = tanh gAn Aperm=nls,
(4.32)
para cada k, n € Z, donde A, = a, Vn <0,y A, =0,Vn > 0, es la soluciéon para § = 0.
Con los argumentos que se utilizan en [BBP17] (Lema 4.5 y Teorema 4.2) se prueba que Lo
es una perturbacién compacta de L, s y por lo tanto poseen el mismo espectro esencial, el cual

incluye los A € C especificados en el siguiente resultado

Teorema 4.4.3 El espectro esencial de los operadores Lo y Ls, in'Y incluye al conjunto de

numeros A € C que satisfacen M e BuU By ..

donde B; es el conjunto definido en (4.28) y, para k > 0, p = e~ ", By, se define como

1— )2
By = {—4(58in2k <2w (1= p) + 4(5sin2];> : ke ]R} . (4.33)

2 1 —2pcosk + p?

Notar que, como es de esperarse y, dado lim p = 0, se tiene que B» , tiende a By cuando
K—00

K — O0.



Capitulo 5

Aproximaciones variacionales de

breathers de un pico

En este capitulo construimos aproximaciones analiticas para los breathers de un pico de la
ecuacion de Schrodinger no lineal discreta tratados en el capitulo 3. Para obtener estas aproxi-
maciones utilizamos métodos variacionales que son de uso extendido en la literatura. En [A83] y
[MO02], se presenta una descripcién general del método que hemos introducido en el Capitulo 2. En
[CTCMO06] y [CCMKI11] se presentan aplicaciones de estos métodos para hallar aproximaciones
de solitones discretos de la ecuacién de Schrodinger discreta con no linealidad ctibica-quintica.

Las soluciones tipo breathers de un pico, que son puntos criticos del hamiltoniano evaluado
sobre configuraciones con norma ¢?(7Z, C) fija, fueron tratadas en el capitulo 3. Hemos visto que
pueden considerarse reales, positivas, simétricas respecto del origen y decrecientes en ambas
direcciones desde su pico maximo, i. e., A, >0, A_,, = Ay, Vn € Zy Ay > Ap si k > m,
Vk,m € N.

La ecuacién (3.1) que estamos tratando no posee soluciones explicitas que puedan expre-
sarse en términos de funciones elementales. Nuestro objetivo es hallar una expresién analitica
expresable en funcion de parametros adecuados, que se encuentre lo suficientemente proxima a
las soluciones tipo breathers de la Ec. (3.1). Para ello, basdndonos en el comportamiento de las
soluciones de un pico estudiadas previamente y en las soluciones al problema lineal, propone-
mos expresiones con decaimiento exponencial desde su pico maximo. Planteamos tres tipos de
expresiones, la primera estd basada en un decaimiento asintético en la cola del breather. Esta
expresion se obtiene hallando de forma exacta el decaimiento de las soluciones al problema lineal
y aproximando variacionalmente la amplitud mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange.

La segunda expresién propuesta la hallamos resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange

77
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asociadas al lagrangiano efectivo que se obtiene considerando tanto a la amplitud como al de-
calmiento como parametros variacionales. Este sistema reducido dependiente de dos parametros
(amplitud y decaimiento) provee una aproximacién global a los breathers de un pico mejor que
el anterior, pero pierde exactitud en el decaimiento del breather, que deja de ser asintdtico.

En tercer lugar consideramos, ademas del parametro asociado a la amplitud, un parametro
variacional que agrega un grado de libertad en el pico central del breather, y conservamos el
decaimiento exacto provisto por la linealizacion del problema. Asi presentamos una aproximacion
explicita a la solucién al problema que mejora la precision global sin perder exactitud en el
decaimiento asintético.

Las aproximaciones analiticas propuestas son comparadas con las soluciones de un pico halla-
das numéricamente en el capitulo 3. Este tratamiento analitico basado en métodos variacionales
permite predecir que no es esperable que existan fenémenos de biestabilidad en las soluciones
tipo breathers a la ecuacion DNLS con no linealidad no local cibica de tipo Hartree, a diferencia
de lo que ocurre en el caso de la DNLS cibica-quintica (cf. [CTCMO06]). E

Otra ventaja de este enfoque es que nos provee de expresiones explicitas que pueden ser uti-
lizadas como puntos de partida para hallar soluciones numéricas mediante métodos de Newton
y para estudiar la dindmica en la evolucién de las solcuiones a la DNLS. En el Capitulo 3, para
hallar soluciones numéricas tipo breathers de un pico, realizibamos continuaciones partiendo
de la solucién exacta de un tnico pico no nulo calculada de forma explicita para § = 0. Para
ello necesitabamos aplicar sucesivamente métodos de Newton en etapas incrementando paulati-
namente el valor de §. Con este enfoque las aproximaciones propuestas pueden utilizarse como

punto de partida del método de Newton independientemente del valor de 4.

5.1. Aproximaciones con dos parametros
Recordemos la ecuacion DNLS no local con la que estamos trabajando:

Up = 01 (Upt1 + Up—1 — 2uyp) + 27y tanh gz Z e~ Klm—nl ]um\2un, ne€Z, t>0. (5.1)
meZ
donde § y v son reales y k > 0. El caso fisicamene relevante es cuando § y v tienen el mismo
signo (caso enfocante), en los ejemplos analizados consideraremos § y 7 negativas.
La ecuacién (5.1) vimos que puede expresarse formalmente como un sistema hamiltoniano
OH

n
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con
K klm—
H=9/ E [ni1 — tn|* — 7 tanh 3 E |ty |2 M g, |2 (5.3)

nez nmez
En el Capitulo 3 hallamos soluciones de tipo breather de la ecuacién (5.1) sustituyendo
—iwt (

la expresién v, = A,e a saber: todos los nodos oscilan sincronizadamente). Entonces la

solucién estacionaria A, debe cumplir la ecuacién de recurrencia

—wAp = 0(Ans1+ Ap1 — 24A,) + 2y tanhg Z e~rm=rl1A P A, nel (5.4)
meZ

Estas ecuaciones estacionarias se derivan formalmente del lagrangiano

K
L= wlAnf =6 |Anp1 — Aul* + 7 tanh D> Anff e A, (5.5)
nez nez n,me”Z

Para hallar aproximaciones a las soluciones de tipo breather a la ecuacién (5.1) proponemos
expresiones con decaimiento exponencial A,, = Ae~" con o > 0. Reemplazando esta expresion

en el lagrangiano (5.5) obtenemos el lagrangiano efectivo

Lo (A,a) = A?((w—26)cotha + 2§ csch ) +

K coth (g—i-a) sinh 2a—coth 2a sinh &

(5.6)
4
ryA tanh 2 cosh 2a—cosh k

Resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al lagrangiano efectivo (5.6) pueden
obtenerse aproximaciones analiticas a las soluciones exactas a la ecuacién (5.1). A continuacién
seguiremos dos caminos para aproximar soluciones con decaimiento exponencial para la expresion
que aqui estamos considerando. En la Seccién 5.1.1 utilizamos un valor de o determinado por
la solucién exacta al problema lineal asociado a la ecuacién (5.4); en la seccién 5.1.2 resolvemos

el sistema de Euler-Lagrange para ambos pardmetros variacionales A y « de la ecuacién (5.6).

5.1.1. Decaimiento asintético

En [K09] (Cap. 11) se analiza la DNLS cibica, cuya ecuacién estacionaria se corresponde
con la ecuacién (5.4) considerando k = co. Allf se presenta un enfoque que consiste en traducir
la ecuacién en un mapeo bidimensional y estudiar las propiedades de las 6rbitas definidas por
dicho mapeo. En nuestro caso este enfoque no es pertinente para k artbitrario, debido a la
interaccién no local que da lugar a la convolucién en el miembro de la derecha de (5.4). Sin
embargo, podemos tomar parte de este andlisis para aproximar el decaimiento de la solucién

exacta.
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Observando el término no lineal de la ecuacién (5.4) vemos que la contribucién de la convo-
lucién (la interaccion no local de orden cibico) decrece cuanto més se aleja A, del pico maximo
del breather. Por lo tanto, para obtener una aproximacion del decaimiento de la cola del breather
podemos considerar el problema lineal asociado a la ecuacién (5.4), que se corresponde con la
ecuacion de Schrodinger lineal discreta, y de esta manera obtener una relacién de recurrencia
entre amplitudes consecutivas. Mds precisamente, despreciando el término no lineal, la ecuacion

(5.4) se convierte en el sistema

{AnJrl = (2_%)1471_-87”

BnJrl = A,

La matriz asociada al sistema (5.7) es

y sus autovalores estan dados por
a a\ 2 1
A =2 ,/(—) 1 and Ay = —, 5.9
1=75 + 5 an 2 M (5.9)

Dado que estamos interesados en hallar el decaimiento exponencial lineal exacto para breat-

donde a =2 —w/d.

hers de un pico, consideramos A, = AA~" = Ae=?"l ¥n € Z, de donde obtenemos

a=ln (;+ (;)2—1>. (5.10)

Observacién 5.1.1 Observamos de la ecuacion (5.9) que una condicién necesaria para la exis-
tencia de una aprorimacion con este decaimiento es que wd < 0. Recordemos ademds, de las
Ecuaciones (3.10) y (3.18), que wy < 0. Por lo que serd posible hallar soluciones con decaimien-
to exponencial sdlo en el caso v§ > 0 (caso enfocante). En el caso desenfocante las soluciones
de un pico presentan oscilaciones alternando el signo en cada sitio. En la Seccion 3.2 hemos
observado este comportamiento en la cola de los breathers con una cantidad finita de picos (Fig.

El valor de o dado por la ecuacién (5.10) provee el correcto decaimiento asintético del
breather y la aproximacion sera tanto mas precisa cuanto mas localizada sea la solucién (cf. Fig.

5.1) Por otra parte, la amplitud A puede hallarse como un pardmetro variacional resolviendo las
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ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas a partir del lagrangiano efectivo en la ecuacién (5.6),

%Lzﬁ = 0. Descartando la solucién trivial A = 0, obtenemos la siguiente ecuacion:

coth (£ + «) sinh 2a0 — coth 2a sinh
(w—26) cotha 4 26 esch o + A227tanh il (2 a) mhsa aSmaR 0. (5.11)
2 cosh 20 — cosh k

Bajo la condicién wd < 0 planteada previamente, se puede chequear que la ecuacién (5.11)
cuadrética en A tiene solucién (dnica salvo signo) si 79 > 0. Y esta tltima condicién se corres-
ponde justamente con lo que hemos planteado en la Observacién 5.1.1.

En la figura 5.1 la comparacion, en escala semilogaritmica, entre la solucién numeérica exacta
(tridngulos negros) y la aproximacién que surge de considerar el decaimiento del problema lineal
(circulos rojos), pone de manifiesto el decaimiento asintético en la cola del breather y permite
observar que globalmente la aproximacién es mas precisa cuanto mas localizada estd la solucion,
i. e., cuanto mas grande es k. Los breathers que aqui graficamos son los de un pico presentados
en el Capitulo 3 (Fig. 3.4).

En el grafico de la izquierda se representa el breather computado numéricamente para
k=05, = -05,v = —1 (caso enfocante) y w = 14,6749972. En el gréifico de la derecha
presentamos el breather calculado para x = 0,25, § = —0,5, v = —1 y w = 6,97912841. En am-
bos casos se puede observar, por simple inspeccién visual de los picos adyacentes al pico central,
que la aproximacion global no es buena. Sin embargo, el decaimiento conserva con muy buena
precision la pendiente logaritmica de la solucién numérica exacta. Por aproximacién global nos
referimos a la distancia [|u — ugp|| en una norma dada, entre la solucién numérica exacta u y
su aproximacion analitica u,p. Por ejemplo, en norma /¢ estd en el orden de 0.4 para el grafico
de la izquierda y 1.7 para el de la derecha. Este es un error relativo global que estd en torno
al 7% y 31 % respectivamente. Sin embargo el error relativo en la amplitud del pico central es

significativamente menor, en torno al 0,44 % y 8 % respectivamente.

5.1.2. Aproximacion Global

Ahora consideramos A y a como parametros variacionales y hallamos los valores que pue-
den tomar resolviendo el sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtiene a partir del
lagrangiano efectivo (5.6)

OLex OLey
9A 7 da

0. (5.12)

Descartando la solucién trivial A = 0, el sistema resultante estd dado por las ecuaciones

th (£ + inh 20 — coth 2a sinh
(w—20) cotha + 20 csch a + A%2~ tanh Ko (2 a) S 2a — COMM 2SR _ 0, (5.13)
2 cosh 20 — cosh K
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Figura 5.1: Soluciones tipo breather de la Ec. (5.4) A,, vs. nodo (arriba) y log(A,) vs. nodo
(abajo) para k = 0,5, 6 = —0,5, v = —1, w = 14,6749972 (izquierda) y x = 0,25, § = —0,5,
v = —1, w = 6,97912841 (derecha). Los tridngulos negros corresponden a la solucién exacta
numérica, los circulos rojos a la aproximacién con decaimiento asintético y los asteriscos azules

corresponden a la aproximacién con pardmetros variacionales para A y a.

K 7-1,(04 5)7—2(0@ K) — 7—1(057 K)B,(aa K“)

2 (cosh 2a — cosh k)?

(w —20) (1 — cotha)® — 26 esch acoth a 4+ yA% tanh =0,
(5.14)

con 71 y 73 el numerador y denominador de la fraccién en el segundo miembro del lagrangiano

efectivo, Ec. (5.13), respectivamente. Y 7’1/ y 7'2J sus derivadas con respecto a a.

T1(a, k) := coth (g + a) sinh 2a — coth 2asinh &, (5.15)

2
T, (o, k) = (1 — coth <g + a)) sinh 2a + 2 coth (g + a) cosh 2a — 2 (1 — coth 2c)? sinh £,
(5.16)
Ts(a, k) := cosh 2a — cosh k, Ty (a, k) = 2sinh 2. (5.17)

La ecuacién (5.13) es la misma que hemos calculado para el decaimiento asintético (Ec.
(5.11)). El sistema dado por las ecuaciones (5.13) y (5.14) lo hemos resuelto numéricamente,
fijando valores para k, w, § y . Las comparaciones presentadas en la figura Fig. 5.1 entre
estas aproximaciones basadas en los parametros variacionales y las soluciones numéricas exactas

muestran que la aproximacién global es mas precisa que en el caso de la aproximacién con
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decaimiento asintético. El error global absoluto ||u — ugp||, entre la solucién numérica exacta y
su aproximacién analitica estd ahora en el orden de 0.02 para el grafico de la izquierda y 0.29
para el de la dercha, mejorando significativamente los valores hallados previamente, con un error
relativo del orden de 0,0035 y 0,05, respectivamente. El error relativo en el pico central es del
orden de 4 x 1075 y 0,01 respectivamente, observandose nuevamente que la aproximacién mejora
significativamente con la localaizacion de la solucion.

Sin embargo, dado que este enfoque nos devuelve los pardmetros que mejor aproximan glo-
balmente a la solucién y que la solucién esté localizada en torno a su pico central, es de esperar
que estas aproximaciones no preserven el decaimiento asintético, tal como se puede observar en
las colas de los graficos semilogaritmicos (asteriscos azules en la Figura 5.1).

A continuacién veremos como hallar una aproximacién analitica que mejore la aproximacion
global sin perder la precisién en el decaimiento.

Puede chequearse aqui también que, bajo las mismas condiciones de la subseccién anterior
(wd < 0y dvy > 0), la ecuacién (5.11) cuadrética en A tiene una tnica raiz positiva para cada
a > 0. Esto indica que no es esperable que coexistan dos breathers distintos en las soluciones
de la DNLS no local con no-linealidad ctibica de tipo Hartree, como si ocurre en el caso de la

DNLS cubica-quintica (cf. Ref. [CTCMO06]).

5.2. Expresiones analiticas de un pico

La aproximacion variacional puede mejorarse anadiendo un parametro, tomando una expre-

sién analitica con un pico “flotante” dado por el parametro 3, como se muestra a continuacion,

A ; =0
A 17 wn . (5.18)
Ae=ll si n| >0

Reemplazando (5.18) en el lagrangiano (5.5), obtenemos que el lagrangiano efectivo para

esta expresion esta dado por

Lei (A, B,a) = A2 (w (B +e @ csch o) — 6 (e*a (e7®—1)* csch a+2(8 — e*a)2)>

+ A%ytanh 5N (A, B, ),
(5.19)

donde
N (A B,a)= B+ 2822 csch (a + g)

_k

e 472 (cosh 5—6*2‘*) csch (oc—&—%)—e*%‘ csch 2asinh &
cosh 2a—cosh k '

(5.20)
_|_

El pardametro 8 asociado al pico flotante y la amplitud A son tratados aqui como parametros

variacionales, mientras que para el decaimiento de la cola del breather utilizamos el valor de
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a que surge de resolver de manera exacta el problema lineal (Ec. (5.10)), como se mostrd

en la Subseccién 5.1.1. Aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange: %Ljff = 0, ag[‘;“ = 0.y,

descartando la solucién trivial A = 0, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

w(B2+e “escha)—10 (e‘“ (7 —1)% csch a+2(8 — e_a)2> +

(5.21)
+2A%y tanh 5N (A, B,a) =0,
(wﬁ — 26 (ﬁ - e_a)) + 242 tanhg (,83 + Be " 3csch (a + g)) =0. (5.22)

-10 0 10 -10 0 10
n n

Figura 5.2: Soluciones tipo breathers de la Ec. (5.4) A, vs. nodo (arriba) y log(A,) vs. nodo
(abajo) para k = 0,5, 6 = —0,5, v = —1, w = 14,6749972 (izquierda) y x = 0,25, § = —0,5,
v=—1, w=6,97912841 (derecha). Los tridngulos negros corresponden a las soluciones exactas

numéricas, los asteriscos magenta corresponden a la expresion analitica de pico “flotante”.

Al resolver numéricamente este sistema de ecuaciones, fijados k, d, v y w, obtenemos 8
soluciones para el par {A, 5}. De estas soluciones, 4 son de la forma {z,w}, {—z,w}, {z,w},
{—z,w}, con z y w complejos puros; y las 4 restantes son de la forma {a,b}, {—a,b}, {EL, —l;}
{—&, —l;}, con a, b, ay b reales positivos. Por lo que, considerando [ y A reales positivos,
el sistema tiene solucion unica. En la Figura 5.2 mostramos los graficos de las aproximaciones
halladas para los valores de A y [ reales positivos y de las respectivas soluciones numeéricas
exactas.

Como en las aproximaciones previas, se observa que la precisién mejora con la localizacion de

la solucién (incremento del pardmetro k). Sin embargo con estas aproximaciones de 3 pardmetros
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hemos conseguido mejorar la aproximacién global sin perder precisién en el decaimiento. Los
errores absolutos ||u — ugp||, entre la solucién numérica exacta y su aproximacién de 3 pardmetros
son ahora del orden de 5x 1073 y 0,2 para los gréficos de la izquierda y la derecha respectivamente,
con errores relativos del orden de 9 x 10~ y 0,035 respectivamente. Y los errores relativos para
la amplitud son del orden de 4 x 1075 y 0,01 respectivamente. Observamos que el error en la
amplitud no ha mejorado con respecto al caso anterior en que tomamos a la amplitud y el
decaimiento como parametros variacionales, sin embargo si ha mejorado el error global. Esto se
debe a que mejoro la aproximacién en los picos adyacentes al pico central.

Se puede conseguir expresiones explicitas que aproximen a las soluciones exactas con mayor
precision agregando pardmetros variacionales que sumen grados de libertad en las cercanias del
pico. Por supuesto, cuanto mas grados de libertad mejor es la aproximacion, a expensas de tener
que resolver sistemas de ecuaciones de Euler-Lagrange cada vez mas complicados.

Estas aproximaciones analiticas pueden ser utilizadas como semillas para hallar soluciones
mediante el método de Newton, para valores prefijados de ¢, v, w y k, sin necesidad de realizar
continuaciones desde una solucién explicita para § = 0, como hacfamos en el Captitulo 3.
También pueden ser utilizadas como puntos de partida para estudiar la dindmica cercana a los
breathers de un pico.

Queda pendiente un estudio de aproximaciones analiticas para los breathers con una cantidad
finita de picos consecutivos y con una cantidad infinita de picos, estudiados en el capitulo ante-
rior. Estos breathers presentan una dificultad mayor a la hora de aproximarlos con expresiones
analiticas, debido a las vibraciones que presentan en la interfaz entre la meseta y la(s) cola(s).
Creemos que para los breathers de infinitos picos hay una manera de emular el comportamiento
de sistemas dindmicos discretos similar a la que nos permitié hallar el decaimiento asintético
en el caso de breathers de un pico(Ec. 5.7), pero con recurrencias que involucran 4 variables en

lugar de 2. Esto forma parte de un futuro trabajo.






Apéndice A
Desigualdad de Young Discreta

En este apéndice se prueba la desigualdad de Young discreta (Teorema 3.3.3) que hemos
utilizado en la Seccién 3.3 para probar la existencia de breathers con infinitos picos y en el
Capitulo 4 para estudiar la estabilidad de las soluciones analizando los operadores involucrados.
La desigualdad de Young en su versién continua aparece en muchos textos clésicos (e. g. [LLO1]),
sin embargo no hemos encontrado un texto clasico en el que se utilice en su versién discreta por lo
que decidimos presentar aqui una demostracion que, en rigor, es una adaptacién al caso discreto
de la demostracién clasica para el caso continuo.

Dado p > 1, consideramos el espacio de Banach ¢P(Z,C) de todas las sucesiones a valores

complejos sobre Z, con la norma ||.[|,, definida como es usual, esto es, dado u € (7(Z,C)

3=

lall, = Dl ] (A1)

JEZL
Para abreviar, notaremos a este espacio como £P.
Dados u € P y v € £9 definimos el producto de convolucion de estas sucesiones como la nueva
sucesion cuyo término en el lugar j-ésimo se define como
(u*v); = Zuj_kvk, Vj € Z. (A.2)
keZ
Eventualmente esta suma podria ser infinita, por lo que el producto de convolucién no esté
definido para todo p y ¢ > 1. El siguiente teorema nos provee informacién sobre los espacios de

Banach en los que esté bien definida la convolucion.

Teorema A.0.1 (Desigualdad de Young Discreta) Sean p y ¢ > 1 tales que % + % >1y

sea r > 0 tal que % + % =1+ % Siu € P yv el entonces uxv € L" y vale la desigualdad

[ vl < Jfull, [0l - (A.3)

87
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Demostracién: Separamos en casos:
1) Sip=q=1:
En este caso tenemos que » = 1 y la desigualdad se reduce a

[ vfly < flully [lof]; - (A.4)

Dado que v y v € ¢!, tenemos que

luxoll, =2

JET

> Uj—kVk

keZ

< 20 2 lujkllorl = 2 Jorl 3 fuj—kl = [lvlly Jull, -(A-5)

jer kez k€Z  jEZ

2) Sip>16¢g>1:

Sabemos que u € P y v € {7 y que % + % =1+ %, por lo que nos serd 1til la siguiente

descomposicién:
1 1_1 1_1
i illokl = (Juj—ilPloe )" (Juji?)p 77 (fox]9)a (A.6)
de aqui concluimos que para cada j € Z

1_1 1_1
o)y | < 5 fugallonl = 53 [(ugelPloel)" (g olP)7 77 ()5 ~] (A7)
keZ keZ

r 1 -
§<waﬁvﬂ) (ZM%ﬂﬁ (zww) (A.8)
kEZ kEZ kEZ
1/r 1-2 1-4
= (ul? * )Y )y ® ol (A.9)

En la desigualdad A.8 utilizamos la desigualdad generalizada discreta de Holder.

Notar que si p =16 ¢ = 1 (pero no simultdneamente, que es el caso previamente analizado)

se anulan algunos exponentes, pero las igualdades y desigualdades siguen siendo vélidas.

Utilizando la acotacién obtenida, concluimos que para todo j € Z se tiene que
r—p r—q
| (wxv); [" < (Jul”* [o|®); [Jull,™ [Jofl;™ - (A.10)

Ahora estamos en condiciones de acotar a la convolucién en norma r:

Jlws o]l = 2 [ ); "< 30 (Jul”s ol flull,™ lollg™ (A.11)
JEZ JEZ

= llully, " lvlly ™ 22 ez (ful” * [ol"); = llull,™ [Jolly™ Hul® « [0 ], (A.12)

< Naally,™ ol a1y ol (A.13)

= llull, ™ lollg™* lullp 1ol =l vl (A.14)
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en (A.13) usamos la desigualdad probada en el caso anterior: |lu *v||; < ||ul; [|v];

Con esto hemos probado la desigualdad discreta de Young;:

[[ux ol < lull, [l

Observacion A.0.1 Sip=r=2 yq=1, tenemos que
[Ju sl < flully llolly

stendo éste el caso que hemos utilizado con mds frecuencia para las acotaciones que nos dieron la
continuidad en las demostraciones de los lemas de la Seccion 3.8 y que nos permitieron estudiar

a los operadores considerados en el Capitulo 4.
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