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Aportes Originales:

Se proponen dos modelos de deriva para poblaciones de tamafio constante e individuos de dos
tipos, en los cuales en cada generacion, una fraccion aleatoria de la poblacién muere y otra se
reproduce para restablecer el tamafio poblacional (Capitulo I1). EI primero es una
generalizacion del modelo de Wright-Fisher por la naturaleza estocéstica del esquema de
reproduccion. En el segundo, el grupo de individuos que se reproduce restaura el niGmero
poblacional con la misma proporcidn de tipos presente en el grupo. Para ambos modelos
obtuvimos expresiones para las funciones de heterocigosidad y varianza a lo largo de las
generaciones, asi como para el nimero efectivo poblacional. Para completar el estudio basado
en la comparacién con el proceso clasico de Wright-Fisher, definimos y calculamos una
magnitud que llamamos niimero efectivo de generaciones.

Aplicamos el esquema de expansidn aleatoria al contexto de control de plagas con eventual
mutacion y mostramos que ante episodios repetidos de fumigacion, la deriva de una
frecuencia alélica puede ser significativa aln si una parte considerable de la poblacion
sobrevive en cada episodio y en ausencia de seleccion. El proceso con expansion proporcional
deterministica se aplica a la dinamica del sesgo de inactivacién de cromosomas X
permitiendo cuantificar la deriva durante la vida de una mujer a partir del momento en que los
tejidos alcanzan un namero estable de células (Capitulo 1V).

Definimos un tercer proceso que consiste en una variante del modelo de urna de Polya-
Eggenberger en el que la poblacion inicial tiene una composicidn estocastica (Capitulo 111),
con el fin de representar la distribucion de células con inactivacién del cromosoma X materno
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que resulta del fendmeno de Lyonizacién y posterior crecimiento poblacional con
reproduccion asincronica (Capitulo 1V). El célculo de las probabilidades de sesgo en la
inactivacion permite inferir un aumento del mismo en la etapa inmediatamente posterior a la
Lyonizacidn, de interés en hemofilia y otras enfermedades ligadas al cromosoma X.
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Resumen

En este trabajo revisamos resultados existentes sobre el proceso estocasti-
co de deriva, proponemos nuevos modelos y explicamos sus aplicaciones. En
primer lugar definimos dos procesos que se caracterizan por la renovacién
parcial de la poblacién y superposicién de generaciones. El primero generali-
za al modelo de Wright-Fisher con el objetivo de describir los cambios de una
frecuencia alélica en una plaga en condiciones similares a las de un cultivo
intensivo con posible mutacién. Con el segundo abordamos el problema de
deriva en una poblacién celular de dos tipos, motivado por el fenémeno de
inactivacién de cromosomas X en mujeres, de interés en el estudio de enfer-
medades ligadas al cromosoma X como la hemofilia. El recambio celular es
descripto como un proceso estocastico de muestreo y expansion clonal con
reemplazo parcial de la poblaciéon en cada generacién. Para ambos modelos
cuantificamos la pérdida de diversidad en la poblacién a partir del calculo
de las expresiones de la heterocigosidad, el tamano poblacional efectivo y el
numero efectivo de generaciones, en comparaciéon con el proceso de Wright-
Fisher clasico. Finalmente proponemos una variante del modelo de urna de
Polya-Eggenberger aplicado a la divisién celular mitética. Se trata de una
alternativa al supuesto usualmente aceptado de distribucién binomial en el
patrén de inactivacion inicial del cromosoma X con mantenimiento de dicho
patron por expansion clonal sincrénica. Encontramos que la probabilidad de
sesgo extremo en el patron de inactivacién inicial, suponiendo que la divi-
sién celular mitética no es sincroénica, tiende a aumentar por deriva durante
la expansion clonal y calculamos las probabilidades limite para el caso de

inactivacién inicial binomial.
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Capitulo 1
Deriva Genética

La genética de poblaciones comienza a desarrollarse en la primera mitad
del siglo XX. Estudia el destino de la variacion genética que surge por mu-
tacion en las poblaciones bioldgicas, como también las fuerzas evolutivas que
afectan esa variacion. En este capitulo estudiaremos la deriva genética, un
proceso evolutivo independiente de los agentes de seleccion, que se debe al
tamano finito de la poblacion y actia cambiando aleatoriamente las frecuen-
cias alélicas de las especies en el tiempo ([21] y [15]). Sewall Wright (1930)
[38], genetista, y Ronald Fisher (1930) [13], estadistico y bi6logo, principales
fundadores de la genética de poblaciones, desarrollaron un modelo proba-
bilistico de deriva genética, que luego fue generalizado por Chris Cannings
(1973) [3], matematico y estadistico.

Para describir los modelos de genética poblacional repasemos primero los
conceptos de gen y alelo. La informacién genética de cada célula (los genes)
estd contenida en segmentos de ADN llamados cromosomas, y el lugar en
el cromosoma que ocupa un gen se llama locus. Un alelo es una variante de
como se expresa un gen. Hay tantos alelos como posibles expresiones haya de
un gen. Por ejemplo, para un locus determinado se tiene el gen que establece
el color de pelo de un individuo. Existen variaciones respecto al color de
pelo (rubio, negro, castano). En los organismos haploides, que se multiplican
por reproduccion asexual, cada célula tiene un juego de cromosomas y por

lo tanto un solo alelo esta presente para determinar cada caracteristica del
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individuo. En los organismos diploides, que tienen reproduccion sexual, hay
dos juegos de cromosmas en cada célula, uno de herencia materna y otro de
herencia paterna, excepto los gametos (6vulos y espermatozoides), que sélo
tienen un juego (células haploides).

El planteo basico de la deriva genética consiste en considerar una pobla-
cién de individuos con dos variantes alélicas, A y a, de un tnico gen. Un
alelo puede aumentar o reducir su frecuencia en la poblacién sin que para
ello sea necesario la seleccion natural. Estas variaciones se deben a razones
puramente aleatorias, como consecuencia del muestreo en un conjunto finito
que tiene lugar en la transmision de genes de una poblacién bioldgica a su
descendencia. Este fenémeno se denomina deriva genética. A largo plazo la
deriva produce la eliminacién de la variacién, por fijacion de alguno de los
alelos presentes en la poblacién original. Los efectos de la deriva suelen ser
mayores en poblaciones pequenias como consecuencia de una reduccién de su
tamano a causa de, por ejemplo, epidemias, cambios climaticos o aislamiento
de poblaciones, afectando la variabilidad genética de la poblacion original.
A la restriccién de tamano por la que puede atravesar una poblacion se la
denomina cuello de botella, mientras que si un grupo pequeno se separa de la
poblacién principal para formar una nueva colonia, el fenémeno se denomina
efecto fundador.

En los modelos de deriva que desarrollaremos en este capitulo considera-
remos poblaciones de tamano constante y con individuos abstractos de dos
tipos, A y a. En organismos haploides, un individuo biolégico corresponde a
un sélo alelo. Los organismos diploides en cambio, pueden ser AA, Aa, aA
o aa pero suponiendo cruzamientos al azar, los mismos modelos (como el
de Wright-Fisher y sus generalizaciones y variantes) se pueden aplicar para
analizar las frecuencias alélicas de A y a tanto a poblaciones de organismos
haploides como diploides. También se pueden utilizar los modelos, no para
alelos sino para poblaciones de células de dos tipos, como lo haremos en el
Capitulo 4.



1.1. MODELO DE WRIGHT-FISHER

1.1. Modelo de Wright-Fisher

El modelo de Wright-Fisher considera originalmente una poblacién de
organismos diploides de tamano finito N/2 con reproduccién sexual. Estudia
el cambio por puro azar a lo largo de las generaciones de las frecuencias
alélicas de un gen con dos variantes, A y a, dentro de los N alelos presentes.
La poblacién es panmictica, lo cual significa que los apareamientos son al
azar. Los organismos diploides producen gran cantidad de gametos, que se
combinan al azar para formar cigotos. El niimero de gametos es mucho mayor
que N pero tiene las mismas frecuencias alélicas que la generacion de la que
provienen. Entonces muestrear sin reposicién N/2 cigotos de la poblacién de
cigotos resultante es equivalente a muestrear al azar, con reposiciéon, N de los
alelos presentes en la generacion precedente. En el caso haploide, el mismo
modelo de Wright-Fisher se aplica a una poblacion de N individuos de tipo
A o a, que en cada generacién deja una descendencia que es una muestra con
reposicién de la poblacién precedente. Al ser equivalente el escenario diploide
de N/2 individuos al haploide de N individuos, consideramos sélo este ltimo
en la siguiente subseccion.

Presentaremos el modelo de Wright-Fisher y desarrollaremos los prin-
cipales resultados que se obtienen del estudio de dicho modelo de deriva
genética ([33] y [9]). Estos resultados seran retomados en el Capitulo 2 para
ser aplicados a uno de nuestros modelos de deriva, que como veremos es una

generalizacién del modelo de Wright-Fisher.

1.1.1. Cadena de Markov absorbente y martingala

En el modelo de Wright-Fisher se considera una poblacién de tamano
constante, N, a lo largo de las generaciones, con dos variantes alélicas, A y a.
La generacion n+ 1 es el resultado de un muestreo con reposicién de tamano
N de la generaciéon n. Por lo tanto, la probabilidad p;; de que haya j alelos

de tipo A en la generaciéon n + 1 dados ¢ alelos de tipo A en la generacion n
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sigue la ley binomial:

O o

Si se define X,, como el nimero de alelos de tipo A en la generacion n,
entonces {X,, n =0,1,...} es una cadena de Markov homogénea con matriz
de transicién P = {p;;} y espacio de estados S ={0,1,..., N}.

A partir de (1.1.1) se tiene que

Xpi1| Xy =i Bi(N,i/N) (1.1.2)
lo que implica que .
E@WM&ZQ:N%:@ (1.1.3)
y de donde se obtiene
E (X1 | Xn) = X, (1.1.4)

El nimero de alelos A podria pasar a ser 0 indicando la pérdida de dicho
alelo de la poblacién, o N, indicando la pérdida del alelo a de la poblacién.
Cuando uno de los dos tipos de alelos se pierde de la poblacion, nunca re-
torna, es por eso que 0 y N son estados absorbentes. Ademads es facil ver
que 0 y N son accesibles (en un paso) desde cualquier otro estado. Luego, la
probabilidad de que alguno de los dos alelos se fije en la poblacién es 1 (ver
apéndice). Sin embargo, el valor esperado de X,, es constante a lo largo de

las generaciones, es decir,
E (X,11) = E(Xo) (1.1.5)

para cada n > 0. En efecto, teniendo en cuenta propiedades de la esperanza,
si se toma esperanza en (1.1.4) se obtiene que F (X, 1) = £ (X,,), de donde
por induccién resulta (1.1.5).

En este capitulo suponemos que el nimero de alelos A en la generacion
cero, Xp, no es aleatorio, y por lo tanto se tiene que E (Xy) = Xy como

también que la varianza de X es cero, Var(X,) = 0.
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Por otro lado veremos que
E, X, =1, (1.1.6)

donde E; X,, = F (X,|Xo = 7). Es decir, el nimero esperado de alelos A en la
generacion n, es igual al nimero inicial de alelos A en la poblacién. Esto puede
interpretarse como que en muchas realizaciones del experimento, algunas
poblaciones tenderan al estado 0 y otras al estado N, pero en proporciones
que mantendran un promedio igual a i, lo cual es un fenémeno caracteristico
de los procesos de deriva.

Para demostrar (1.1.6) basta ver que
EiE (Xp1| X0) = B X, (1.1.7)

Primero probemos (1.1.6) a partir de (1.1.7) y luego probemos (1.1.7).
Como

EiE (Xpi1|X,) = B X, (1.1.8)

por (1.1.4), si igualamos las expresiones (1.1.7) y (1.1.8) se tiene E; X, 11 =
E; X,,, de donde por induccién se deduce E; X,, = F; X, = i, que es el resultado
(1.1.6).

Para completar la prueba nos falta mostrar que E; E (X,11|X,) = Fi Xp41.
Desarrollando las esperanzas y utilizando P; para denotar probabilidades con-
dicionadas al evento {Xy = i} se tiene:

EzE n+1’X Z E n+1‘Xn = xn) R(Xn = wn)

= Z > w1 P(Xng1 = 2p1| X = 1) Pi(Xp = 2,)  (1.1.9)

Tn Tn+1
= Z Z xn—i-lP(Xn—l—l = wn—&—l‘Xn =y, Xo = Z)Pz(Xn = l'n)

Tn Tn+1

(1.1.10)

= Z Tn+1 Zpl(Xn+1 = xn+1‘Xn = xn)P'L(Xn = :En)

Tn+1 Tn
= Z Tn+1 Z P n+1 = Tn+1, Xn - xn)

Tn+1
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= Z xn—i-l]Di(Xn-‘rl = xn—&-l)

Tn+4+1

=FE; X1

y obtenemos (1.1.7) como se queria probar. Las expresiones (1.1.9) y (1.1.10)
son iguales porque el proceso en n+1 condicional a n es independiente de n—
1,...,0, es decir, es markoviano, por lo tanto, agregar X, = i condicionando
en P(X, 11 = Z,11|X,, = z,) no cambia la probabilidad de que X, ,; valga

Tnt1-
El proceso { X, }n>0 es martingala, es decir, cumple:

E(|X,]) < oo (1.1.11)
E(Xpi1|Xn, ., Xo) = Xn. (1.1.12)
En efecto,
0<X,<N
y

E (Xn+1’Xn = Ty eey X() = ZL‘()) = Z l‘n+1P(Xn+1 = ."L‘n+1|Xn = Tn, ---,XO = 1‘0)

Tn+1
(1.1.13)
=Y 21 P(Xpp1 = 2| Xn =2,)  (11.14)
Tn+1
= B (Xns1|X, = z) (1.1.15)
= . (1.1.16)

Las expresiones (1.1.13) y (1.1.14) son iguales por la propiedad de Markov,
y (1.1.15) y (1.1.16) lo son por (1.1.3).

Calculo de la probabilidad de fijacion del alelo A

Si bien los resultados presentados hasta ahora indican que en promedio

el nimero de alelos A en la poblacién se mantiene constante a lo largo de las

6



1.1. MODELO DE WRIGHT-FISHER

generaciones, {X,},>0 es una cadena de Markov absorbente, y por lo tanto,
es de interés el calculo de la probabilidad de fijacion para cada uno de los

dos alelos. Para poder realizar dicho calculo es necesario definir
T=min{n: X,=00¢X, =N}

como el tiempo de fijacién, que corresponde al primer instante en que la
poblacién consiste de todos alelos a o de todos alelos A.

En el modelo de Wright-Fisher la probabilidad de fijacion para el alelo A
es igual a la proporcién de alelos A en la poblacién inicial (y andlogamente
para los a). A continuacién vemos el correspondiente resultado y la demos-
tracién que da Durrett [9], en la que completamos el desarrollo de algunos

aspectos de la deduccion.

Teorema 1.1.1.
P(X,=N|Xy=1)=1i/N. (1.1.17)

Demostracion. Para demostrario es suficiente ver que
EX, =1 (1.1.18)

donde E; X, = E(X, | Xo = i). Veamos cémo de este ultimo resultado se
deduce lo que queremos probar.

A partir de la definicion del tiempo de fijacion se tiene que
X, | Xo=1i€{0,N},
y por lo tanto,
EX,=0-P(X,=0)+N-PF(X,=N).

Luego despejando P;(X, = N) de esta ultima igualdad y considerando (1.1.18)
se obtiene P;(X, = N) =1i/N.
Para terminar la prueba demostremos (1.1.18):

De acuerdo a la definicion de T tenemos que X, = X, para n > T,

7



CAPITULO 1. DERIVA GENETICA

entonces considerando la linealidad de la esperanza se tiene que
E; X, = Ei(Xn,T < n) + Ei(Xn,T > n)
- /Q X IgrcnydPs + /Q XoI(ronydP,,

de donde se obtiene E; X, = 1 haciendo tendern a infinito. En efecto, veamos
que lim, fQ XolpremydPy = B Xy limy, 0o fQ XolirsnydP; = 0. Tenemos
que, X-1Ii7<ny es una sucesion creciente tal que limy, oo X7 Ii-<py = X5, luego

por el teorema de convergencia monotona:
limy, o0 / X lr<nydP; = / X,dP;, = E; X,. (1.1.19)
Q Q

Por otro lado, limy, e Xylrsny = 0 y | X, < N para todo n, luego por el

teorema de convergencia dominada:
limn_,oo/XnI{T>n}dR =0. (1.1.20)
Q
Entonces

combinando (1.1.21) con el hecho de que E; X, =i, segiun (1.1.6), se tiene
que
EX. —i (1.1.22)

como se queria probar.

Calculo de la varianza del niimero de alelos A en la poblacion

Para tener una idea de la velocidad de convergencia del proceso a la fi-
jacién de un alelo, calcularemos la varianza de X,,. El célculo de la varianza
permite el calculo de la heterocigosidad, que estudiaremos en la Subseccion
1.1.2, y serd de utilidad para obtener los tamafios efectivos en nuestros mo-

delos, los cuales desarrollaremos en el Capitulo 2.

8



1.1. MODELO DE WRIGHT-FISHER

La varianza de X,, viene dada por la siguiente férmula
Var(X,) = Xo(N — Xp) (1 = \") (1.1.23)

donde A =1 — & [33].
Para demostrarlo consideremos la propiedad de la varianza, segin la cual,

para dos variables X e Y se tiene que
Var(X) = E (Var (X|Y)) + Var (E(X[|Y)).
En este caso usaremos
Var(X,) = FE (Var (X, X,-1)) + Var (E(X,|X.-1)) (1.1.24)

y calcularemos E (Var (X,,|X,—-1)) y Var (E (X, X,-1)). Se tiene por (1.1.2)

(distribucién condicional binomial) que

anl anl
) = 1- . 1.1.2
Var(X,|X,—1) = N> ( N ) (1.1.25)

Si se aplica esperanza en (1.1.25) se obtiene

E(Var (Xu|Xp-1)) = E <NXn1 <1 - an))

N N
=FE(Xn_1)— %E (X2_1) (1.1.26)
y por (1.1.4) se tiene que
Var (E (X, Xn-1)) = Var (X,—1) . (1.1.27)

Luego reemplazando (1.1.26) y (1.1.27) en (1.1.24) se tiene

Var(X,) = E(Xp—1) — 1g (X2_)) + Var (X,-1)

N
=E(X, 1) — % (Var (Xp—1)+ E 2) Var (Xn-1)
~ Var (Xo1) <1—;>+E(X < %{0> por (1.1.5)
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= Var (X,_1) A+ E (Xo) <1 - E(]\)f‘))) (1.1.28)

donde A = (1 —+).
Ahora consideremos la férmula recursiva (1.1.28) para calcular la Var(X,,):

Var(X,) = (Var( n-2) A+ E (Xo) (1 Y >)”E<X") (1_ESV%)>

= Var (Xo) \" + E (Xo) <1 )i)\k (1.1.29)
k=0

= Var (Xo) \" + E (X) <1 ) 1__A; (1.1.30)

=Var (Xo) \" + E (Xp) <1 > 11_/;\[”

= Var (Xo) \" + E (Xo) (N — E (X)) (1 - A" (1.1.31)

= Xo (N — Xp) (1 —A") (1.1.32)

y se obtiene (1.1.23) como queriamos probar.
Las expresiones (1.1.29) y (1.1.30) son iguales reemplazando > 73— A¥ por
1

2% Las expresiones (1.1.31) y (1.1.32) son iguales reemplazando E (X)

por Xy Var (Xo) por 0.

1.1.2. Heterocigosidad

Para estudiar la tasa a la cual la diversidad genética se pierde por deri-

va se define la heterocigosidad, h(n), como la probabilidad de que dos alelos

10
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tomados al azar sin reemplazo en la generacion n sean de distinto tipo. Halle-
mos la férmula para h(n), la cual describe cémo cambia el sesgo hacia uno de
los dos tipos de alelos luego de n generaciones. Para hallar dicha probabilidad
se considera el siguiente experimento: se toman dos alelos (sin reemplazo) de

la generacién n y se define el siguiente evento
A, = los alelos son de distinto tipo.

Counsideremos

1 siocurre A,
Iy =

n

0 sino ocurre A,

entonces

B (I4,|X,) = P(A,]X,).

Ahora como

X, N—-X

P(A,|X,) =22 L

(AnXn) = 27—

resulta YN X
E(I4]X,)=220—"_~"

Si tomamos esperanza en esta ltima igualdad obtenemos la probabilidad

que queriamos calcular, porque
h(n) = E(E (14,|X,)) = E(1a,) = P(A,).

Entonces para calcular la heterocigosidad necesitamos hallar la esperanza
de X, (N — X,,). Comencemos calculando E (X, (N — X,,)|X,,—1). Para ello
debemos considerar (1.1.4) y (1.1.25):

E (X, (N = Xp) [ Xno1) = NE (X, | Xno1) — E (X2 Xpo1)
= NXp1 — (Var(Xn|Xn-1) + B> (Xn|Xpo1)) (1.1.33)

X,
—NX, | — (Xn_l (1 — ]’(, 1> + X3_1>

X, _ X, _
- NX, (1— ]”Vl)—an (1— ;{71>

11
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— X1 (N = X 1) (1 _ ;f) (1.1.34)

Si tomamos esperanza en (1.1.34) obtenemos

B (X (N = X)) = B(Xos (N = X)) (1 1) (1.1.35)

— (X o (N — X)) (1 _ ;)2

= E (Xo (N — Xo)) <1— ;,)n

- B -B(R) (1-5)

= (NE(Xo) — (Var (Xo) + E(XO)2>> <1 B ]b)n

— E(Xo) (N = E (X)) (1 _ ;)n _ Var (Xo) (1 _ ;f)n

(1.1.36)

Nuevamente si se considera que E (Xg) = Xo y Var (Xy) = 0, resulta

h(n) = h(0) (1 _ %)n (1.1.37)

donde h(0) = 2%% es la probabilidad condicional a X, de que dos alelos
elegidos (sin reemplazo) aleatoriamente de la poblacién inicial sean diferentes.

De esta ultima expresion se sigue que h(n) disminuird a una tasa de
1—1/N, donde N es el tamano poblacional. En el modelo de Wright-Fisher
N coincide con el llamado tamano poblacional efectivo [38], como se verd
mas adelante. Observemos que la tasa de pérdida de heterocigosidad por
deriva serd mayor en poblaciones pequenas, mientras que la probabilidad
de que un alelo se fije en la poblaciéon disminuye a medida que el tamano
poblacional aumenta. En consecuencia, mediante la tasa a la cual disminuye

la heterocigosidad en la poblacién, 1 —1/N | es posible tener una idea acerca

12
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~ ¢ * cuando z es
n
- N

de cuénto tarda la fijacion en ocurrir. Dado que (1 — x)
) , por lo tanto, la

pequeno, si N es lo suficientemente grande h(n) = h(0)e

heterocigosidad tiende a cero exponencialmente cuando % — oo [9].

Obtencién de la tasa 1 — 1/N como un autovalor de la matriz de

transicion

Veremos que A = 1 — 1/N es un autovalor de la matriz de transicién
del proceso de Wright-Fisher. Considerando que la heterocigosidad, segin
(1.1.37), viene dada por h(n) = Rh(0) (1 — )", X es la tasa a la cual se
pierde la heterocigosidad en la poblacion, y por lo tanto, dicho autovalor da
informacién acerca del tiempo medio de fijacién [11].

A partir de (1.1.34) se tiene

E(Xp(N = X,) | Xy =) =i (N —1i) <1—%)

y por definiciéon de esperanza condicional se tiene

E(X, (N = X,) | X1 =1i) = Z] (v _j)pijv

J=0

donde p;; = P(X,, = j|X,—1 = i) es la probabilidad de pasar de i alelos de
tipo A a j alelos de tipo A en la generacién siguiente. Si igualamos ambas

expresiones obtenemos

N 1
(N — pi =i (N—i)[1——],

]EZOJ( J) i =1 ( 2)( N)

que también se lo puede expresar en forma matricial de la siguiente manera

Poo  Por  Po2 - DPON 0 0
po P11 P12 - PIN 1-(N-1) , 1-(N-1)
po pn pm o oy || 220V-2) | = <1 _ N) 2. (N —2)
PNO PN1 PN2 .- PNN 0 0

13
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Esto es E (X1 (N — Xpy1) | X, =1) = (Pv), donde P es la matriz de
transicion de la cadena de Markov.

Luego, hemos hallado un vector v tal que Pv = (1 — %) v, con lo cual

1
A=1— — 1.1.
N (1.1.38)

es un autovalor de P, como queriamos probar.

1.1.3. Coalescencia

La teoria de la coalescencia se basa en la genealogia de genes y estudia
cémo se van uniendo los linajes hacia atras en el tiempo hasta alcanzar
un antepasado comun. La unién de linajes se denomina coalescencia. Una
aplicacion de la teoria de coalescencia es la estimacion de parametros de los
procesos evolutivos que dieron lugar a la variacién genética, como el tamano
poblacional efectivo y el tiempo al ancestro en comin més reciente (tmrca,
por sus siglas en inglés). En el modelo de Wright-Fisher algunos individuos
pueden no dejar descendencia en la generacién siguiente lo que implica la
pérdida de linajes genéticos. Es facil ver que en el modelo de Wright-Fisher la
probabilidad de que dos alelos provengan de la misma copia en la generaciéon
anterior es 1/N. En efecto, es la probabilidad de tomar dos veces el mismo
alelo de la generacién anterior, para cualquiera de los N alelos, es decir,
%%N . Calculemos ahora la probabilidad de un evento de coalescencia en la
generacién n (hacia atréas). Para que ocurra un evento de coalescencia de dos
alelos elegidos al azar exactamente en la generacién n, dichos alelos no tienen
que haber coalescido en las generaciones precedentes. La probabilidad de que
no coalezcan en las primeras n — 1 generaciones es (1 — %)n_l, mientras que
la probabilidad de que coalezcan en la n—ésima generacién es % Luego
la probabilidad de que dos alelos elegidos al azar coalezcan en la n—ésima

.y 1\n—1 1 . . . A
generacién es (1 — N) ~- Se sigue de este razonamiento que si se siguiera
la ancestria de los alelos lo suficientemente hacia atras, se hallaria que todos

descienden del mismo ancestro [9].
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1.1.4. Tamano efectivo

Comprender el proceso de deriva y la pérdida de diversidad en la poblacién
requiere informacion acerca de como se distribuyen las probabilidades de
dejar descendencia por parte de los individuos de la poblacién. Si por ejemplo
es muy alta la probabilidad de que unos pocos individuos sean los que se
reproducen, la poblacion se comporta para los fines de la deriva como si fuera
pequena. Se puede cuantificar un efecto de este tipo definiendo el tamano
poblacional efectivo. Para ello se toma como referencia para la comparacion
el proceso de Wright-Fisher, que modela la transmision de alelos de dos tipos
en una poblaciéon panmictica de tamano N, en la que en cada generacion
todos los individuos aportan sus tipos alélicos para producir un pool de alelos
del cual se mantiene sélo una fraccion de tamano N tomada al azar. Por este
motivo se suele decir informalmente que el tamano efectivo de un proceso
en estudio es el numero de individuos que produciria la deriva observada si
todos ellos fueran capaces de reproducirse y lo hicieran aleatoriamente. Pero
pasemos ahora a las precisiones necesarias.

El tamano poblacional efectivo, que denotaremos por N, permite esta-
blecer una equivalencia entre el modelo de Wright-Fisher y otros modelos
poblacionales. Dicha equivalencia se puede establecer, por ejemplo, respecto
a la heterocigosidad y definir el tamafio efectivo como el niimero de individuos
que deberia tener una poblacion que sigue el proceso de Wright-Fisher para
que su heterocigosidad sea igual que la de la poblacién en estudio, a igual
heterocigosidad inicial [20]. En general, el tamafio efectivo de una poblacién
para un estadistico dado es el tamano que deberia tener una poblaciéon que si-
gue el proceso de Wright-Fisher para tener el mismo valor para el estadistico
que el modelo poblacional en consideracion. Los estadisticos que se pueden
utilizar para calcular el valor del N, son: la varianza de X, ; condicional a
X, (NVY), el mayor autovalor no unitario de la matriz de transicién (N?), el

tiempo esperado de coalescencia (N¢) y la heterocigosidad (N) [9].
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1.2. Procesos de Cannings

Una generalizacién del modelo de Wright-Fisher fue introducida por C.
Cannings (1974)[4], quien desarrollé una familia de cadenas de Markov rele-
vantes para el estudio de la composicién genética de poblaciones haploides
con tamano fijo. Supondremos en esta seccién que no hay mutacién de un
tipo de alelo a otro e introduciremos mutacién recién en la aplicaciéon que
consideramos en la Seccion 4.1.

En esta seccién nos proponemos presentar los resultados que obtuvo Can-
nings mas algunos que no encontramos en la bibliografia y necesitamos para
nuestras aplicaciones, incluyendo las demostraciones de cada uno de ellos.

En el modelo de Cannings se considera una poblacion de genes con dos
variantes alélicas, A y a, de tamano fijo IV, que se reproducen a cada instante
n=20,1,2,3,.... Cada individuo de la poblacién puede sobrevivir o no a la
siguiente generacién, como también dejar descendencia. Para cada i (1 <
i < N) se define por y; al nimero de descendientes (incluyendo a él mismo
si sobrevive) del i— ésimo individuo en la siguiente generacién. Entonces
y = (i, Y2, .., yn) €s un vector aleatorio en el espacio {(a,as, ...,ayn) € Z]ZVO :
a; 4+ as + ... +ay = N} tal que su distribucién es intercambiable, es decir, la
distribucién de (yi,y;, - - -, yx) es independiente de (7,4, ..., k). Luego resulta
que todos los individuos tienen la misma distribuciéon de probabilidad para

la descendencia y como el tamano poblacional se mantiene constante se tiene

La distribucién de cada variable aleatoria tendrd media 1 porque por (1.2.1)
se tiene que F (ZZ]\LI y;) = N y por el hecho de que todas las variables tienen
la misma distribucién resulta que E(XN, ;) = Son, E(y;) = NE(y) de
donde se obtiene que para todo i (1 <i < N):

E(y) =1. (1.2.2)
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Se denotard por o2 la varianza de cada variable y;:
o = Var(y). (1.2.3)

Siendo X, el nimero de alelos A en la generacién n, se tiene que {X,}n>0
es una cadena de Markov con conjunto de posibles estados {0,1,2,..., N} y
matriz de transicién {p;;} donde p;; = P(X,41 =7 | X,, = 1).

En los modelos de Cannings si P(y; = 1) = 1 para todo 4, p; = 1y la
matriz de transicion es la identidad, por lo cual estamos en un caso trivial en
el que todos los estados son absorbentes. Si consideramos P(y; = 1) # 1 para
todo ¢ entonces los estados 0 y N son los estados absorbentes de la cadena de
Markov porque pgg = pyny = 1. Excluyendo el caso trivial vamos a demostrar
que los estados 0 y N son accesibles desde todo estado ¢ distinto de 0 y N.
En el apéndice recordamos algunas definiciones de cadenas de Markov con

estados absorbentes, que se usan en la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Si P (y; = 1) # 1, entonces para todo i distinto de 0 y de

N, tenemos que tanto 0 como N son accesibles desde i.

Demostracion. Dado ¢ distinto de 0 y de N mostraremos que existe 7 < @
tal que p;; = P(Xy = j|Xo=1) > 0. Iterando este resultado se tiene que
existe un nimero de pasos n tal que P (X, = 0|Xo=1) > 0. La prueba de
que N es accesible desde i es simétrica.

Para Xo = 1 numeramos los alelos de tipo A desde 1 hasta i y los de tipo a
desde i+1 hasta N, siendo vy, ..., yn los respectivos niimeros de descendientes
que deja cada uno. Como P (y, = 1) # 1 para todo k entre 1 y N, se tiene
que hay N wvalores enteros no negativos zi, ..., zn no todos iquales a 1 tales
P(y1 = 2z1,...,yn = zn) > 0. Como las yx, son intercambiables, esto se cumple
para cualquier permutacion de valores z1, ..., zn. Consideraremos aquella en
la que 21 < 29 < ... < zn. Aqui observamos que necesariamente z, = 0 porque
Z]kvz1 zr = N y no todos los z, son iguales a 1. Ahora, dado que 22:1 2 €es
el numero de alelos A en la prézima generacidn, basta ver que Y ,_, zx < i.
Tenemos dos casos. Si z; < 1, como z = 0, resulta 3 5_ 2, < Soe_ 1 =1.
Si z > 1, se tiene chv:iﬂ 2 > Z]kvziﬂl = N — i, lo cual implica que

22:1 2 < 1 porque debe cumplirse que N = chvzl 2k = 22:1 zk—i—fo:iH 2k
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En virtud de esta proposicion se puede demostrar que los estados 0 y N
se alcanzan en tiempo finito con probabilidad 1 (ver Apéndice).

En los procesos de Cannings E(X,,41 | X,, = i) = i. En efecto, la distribu-
cién de X1 | X, = i es la de la suma de las i variables y, que corresponden
a alelos A. Agregando la intercambiablilidad y el hecho de que las y; tiene
media 1, se justifican las siguientes igualdades:

EXp1 | Xn=1)=Ey1 +y2+ -+ )

=iE(y1)
=1, (1.2.4)
y por lo tanto
E(Xu | X0) = X, (1.2.5)

De esto ultimo y el hecho de que el proceso es markoviano, con el mismo
procedimiento que utilizamos para el modelo de Wright-Fisher, se obtiene
que el valor medio de X,, se mantiene constante en el tiempo y que la cadena
de Markov es martingala, como también que la probabilidad de fijacion de

alguno de los alelos es igual a su frecuencia inicial en la poblacion.

1.2.1. La varianza en los procesos de Cannings

En esta subseccion obtendremos la varianza del nimero de alelos A para el
modelo de Cannings. Como para el modelo de Wright-Fisher, esta medida de
dispersion es de interés para evaluar como interviene la deriva en la evolucién

de las frecuencias génicas a lo largo de las generaciones [11].

Calculo de la varianza de X,,,; condicional a X,

Calculemos la Var(X, 1 | X,, = i) en términos de 0. Nuevamente por

el hecho de que las variables g son intercambiables se tiene

Var( X1 | Xpn =1) =Var(yi +y2+ -+ + ui)
=i0? +i(i — 1)Cov(yy, 12). (1.2.6)
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Entonces resta calcular la Cov(yy, y2) en términos de o2, Considerando (1.2.1)

se tiene
Var(y1 +y2 + ... +yn) =0,

y por otro lado, como
Var(yi +vyo + ... +yn) = No® + N(N — 1)Cov(yy, 12)
si se iguala (1.2.7) y (1.2.8) y se despeja la covarianza se obtiene
Cov(y1,y2) = =0 /(N = 1).
Luego combinando (1.2.6) y (1.2.9) se tiene que

Var(Xn | Xp =) = i0® —i(i — 1)o?/(N — 1)

io?

_m(]\f—l—(i—l))
_ 9i(N —1)
ACED)
de donde resulta que
ar{An41 n _0—(1\7—1)

Calculo de la varianza de X,

(1.2.7)

(1.2.8)

(1.2.9)

(1.2.10)

(1.2.11)

Ahora, la Var(X,1) se puede calcular como se hizo en la Seccién 1.1:

Var(Xn+1) = E(Var(Xn+1 | Xn)) + Var (B (Xp+1 | Xn))

_ PNE(X,) o2 (Var (X,) +E(Xn)2)

N-1 (N 1) + Var (X,)
por (1.2.11) y (1.2.5)
o? o?
- m (N — B (Xo)) + (1 _ (N_l)>Var (X.).
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A partir de la férmula recursiva tenemos:

0'2 9
Var (o) = G L3 OV = B + (1) Var () 1212
= 20 (v - B xo)
0'2 5
+ (1) < (]\l;jf)i(;) (N — E(Xo)) + (1-=5 ) Var (Xn1)>
o’E (X , L .2
= M (N — E(Xp)) (1+(1-&5)) + (1-&5) Var (Xn-1)
o?E (X )k —
- M (N = B (X0)) (Sieo (1)) + (1) Var (Xo)
2B (Xo) (122 ) 2 ne
= ﬁ (N —F (XO)) (1((1((1\7_;1))) + <17(N71>) Var (XO)
(1.2.13)
= E (Xo) (N = B(X0)) (1-(1-c5) """ ) + (1-i) " Var (X0)
(1.2.14)

k 1— 1,072 e
donde (1.2.13) se obtiene reemplazando >} _, (1 — %) por 1(_<18V—;3>)
-1

Reemplazando en (1.2.14) E (X,) por Xy y Var (X,) por 0 se obtiene la si-

guiente expresién para la varianza en términos de o2:

Var(Xn) = Xo (N — Xo) (1 - (1 - (NU—_U) ) . (1.2.15)

1.2.2. Autovalores de la matriz de transicion

Cannings calcul6 los autovalores de la matriz de transicién, P, de la ca-
dena de Markov { X, },>0 [4]. El mayor autovalor distinto de 1 es importante
en general para obtener la velocidad de convergencia de procesos de Markov.
En nuestro estudio veremos su rol en distintas medidas de disminucion de
la diversidad. A continuacién detallamos resultados generales sobre los auto-

valores de los procesos de Cannings y desarrollamos la demostracién de los
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1.2. PROCESOS DE CANNINGS

mismos.

Teorema 1.2.1. Si para i,j7 =0,1,..., N definimos
Dij =P(Xn1=7]Xn=1)

entonces los autovalores de la matriz de transicion P = {p;;} son

Demostracién. Vamos a demostrar que eziste una matriz A = {a;;}, trian-
gqular superior, que tiene los mismos autovalores que P y éstos son \g =1 vy
Aj = E(y1y2 .. .y;) para todo j tal que 1 < j < N.

Para ello veremos que existen Z una matriz no singular y A una matriz

triangular superior tales que
pPZ=7A

0 Sea
P=7ZAZ'

A partir de esta ecuacion se tiene que det(A\ — P) = det(Z(M\ — A)Z71) =
det(Z) det(M — A)det(Z~1) = det(N — A), por lo cual los autovalores de P
coinciden con los autovalores de A. Ademds como A es una matriz triangular
superior se tiene que los autovalores de A son los elementos de su diagonal.

Para probar la existencia de Z y A se define Zy; = k7 con 0° = 1, es

decir:
0 o ... o ... oN 10 .. 0 .. 0
1 1+ o1 N 1
7 : SRR : I :
Kokt ok kN 1 k ... kK ... kN
NO NY . NI ... NN 1 N ... NI ... NN

Esta matriz Z es la matriz de Vandermonde y por lo tanto no singular

21



CAPITULO 1. DERIVA GENETICA

(ver apéndice).

Con esta eleccion de Z se tiene que

N
(PZ)i; = pak) = E (X}, | X, =)

k=0

N
(ZA)ZJ = Z ikakj.
k=0

Luego para que PZ = Z A se satisfaga, (PZ);; y (ZA);; tienen que ser iguales

para cada pari,j, o sea

N N
. "

E pick? = E (TS

k=0 k=0

Veamos columna por columna la existencia de la matriz A, triangular
superior y con los elementos diagonales deseados.
Para j =0 y todoi (0 < i < N) tenemos Z]kvzopikkj = Z]kvzopikko =

OCLQO + Z.lalo + ...+ @'NaNO

S pik = L. Ahora, la sumatoria Y i*ary = i
es igual a 1 para todo v si tomamos agy = 1 y para k > 1, ayy = 0.

Para j > 1 obtendremos una expresion polinomica para ch\;o pikk? que
tgualada con el polinomio Ziv:o i*ay; nos mostrard la existencia de valores ay;
para los cuales se verifica la igualdad y donde los a;; son los elementos diago-
nales de A deseados. Para eso partimos de Y n_ ppk’ = E (X2 X, =1) =
E(y+ ... +u).

Sij>1y1l <1< N, por un desarrollo del multinomio alternativo al
del Teorema Multinomial y utilizando la intercambiabilidad al tomar la espe-
ranza podemos expresar E(y1+...+y) = E{(y1 + ...+ 4)...(yr + ... + 1))

mediante

<.

(), > €hi hashy, B (y?lyéz-.-ka)] ~

k=1 hi+...4+hg=34,h1>...2h>0

Aqui (i), =i(i —1)...(i —k+1) es la cantidad de maneras de tomar k de
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1.2. PROCESOS DE CANNINGS

los subindices de 1, ..., 1 en orden, valor que resulta 0 sii < k. A su vez, para k

subindices ordenados, ep, p,...n, €s la cantidad de esperanzas de productos de

k
las variables y; tales que los subindices aparecen por primera vez (de izquierda
a derecha) en el orden dado, y tales que todas estas esperanzas son iguales
a B (y?lyg?..y,};’“), donde hiy + ...+ hy = j yhy > ... > h, > 0. Sii=0

también se cumple la igualdad

N J
Zpikk] = Z ()4 [ Z €hy hoy i (y?lyQQ---yZ’“)]
k=0

k=1 hi+...+hr=7,h1>..2h>0

porque ambos miembros son igquales a cero.
Para lustrar el desarrollo del multinomio, veamos el caso 7 = 4 y cual-
quier ¢ entre 1 y N:

Epi+.. 4v) ' =Bl +- 4+ v+ v+ 4 )]
= (i), E (y1) + (i), [AE (yiy2) + 3E (y1y3)] + (1)5 6 E (y7y2ys)

+ ()4 E (y1y2y3v4) -

Para mds detalle, expliguemos por ejemplo el coeficiente 6 = es11 que mul-
tiplica a E (yiyays). Los tres subindices en orden ya estdn elegidos de (i),
maneras y van a ser reemplazados por lus subindices 1, 2 y 3 por la inter-
cambiabilidad. Debemos contar entonces de cudntas maneras se puede con-
sequir el producto de las tres variables y1, y2 € y3 (en orden para su primera
aparicion de izquierda a derecha), donde una de ellas se la toma dos ve-
ces por estar elevada al cuadrado. Las maneras son seis: y1y1Y2Y3, Y1Y2Y1Y3,
YiY2ysyt, Y1YaYoYs, YiYaysye Y Y1Yaysys, cuyas esperanzas son todas iguales
a E (y3yoy3) por la intercambiabilidad. Cabe senalar que no necesitaremos
calcular los coeficientes ep, p,...n, €n general, salvo el de E (y1y2...y;) que es
uno. Lo itmportante es mostrar el desarrollo alternativo del multinomio, que
dado 7 > 1, da la misma expresion para cualquier i entre 1 y N.
Ahora, separando el ultimo sumando de la expresion obtenida para Z,ZCVZO pirk?
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CAPITULO 1. DERIVA GENETICA

tenemos

j—1

) hi hs . he
(Z)k Z eh1,h2,...7th <y11y22...yk )
k=1 hit..thg=jh1>..>hy>0

] hi, hy . hy
+(1); § : ehl,hg,...,hjE<y1 Yo® oy’
hi+...4hj=j,h1>..>h;>0

e

hi, ha hj
donde Zh1+...+hj:j,h12...zhj>o Chy hgeohy I <y1 Yyo©..y;” ) sereduce a E (y1y2...y;).
Es decir,

N j—1
§ : 'f§ ’ : § : hi, ho hy

pikkj = (Z)k ehlth’mvth (yl Yo~ - Yg
k=0 k=1 Biteothp=j,h1>...>hy >0

+ (7’)] FE <y1y2--~yj) .

Como (i); = i(i—1)...(i — j+ 1), distribuyendo este producto vemos que
Ziv:o pikk? es un polinomio de grado j en i igual a i F (y1ys...y;) mds térmi-
nos de grado menor a j cuyos coeficientes involucran sumas de términos
Chyhoyhi 2 (y?lygz...yzk)

Luego, la condicion Zf{\;o pirk? = Zf{\;o i*ay; termina siendo una igualdad
de polinomios en i, y se cumple para cualesquiera 7 > 1 ei (0 < i < N)
si para k < j, ay; es igual al coeficiente de i* en la expresion polindmica de
grado j eni de chvzo pikk?, y sik > j, ar; = 0. Con esta condicidn nos queda

que a;; = E (y1y2...y;) y que A es triangular superior, como queriamos.

Propiedades del conjunto de autovalores

El siguiente teorema agrega propiedades al conjunto de autovalores. Abor-
da el caso trivial en que todos los individuos tienen exactamente un descen-
diente y aparte de esto, establece un orden en el espectro de autovalores, que
va de 1 para A\g y A1 hasta cero para tantos autovalores como individuos que

no dejan descendencia.

Teorema 1.2.2. Los autovalores dados en el Teorema 1.2.1 cumplen que
Aj =1 para cada 0 < j < N siy sdlo st P(y, =1) =1 para cada 1 <1 < N,
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1.2. PROCESOS DE CANNINGS

de lo contrario
1:)\0:)\1>>\2>)\3>--->)\k:/\k+1:)\k+2:~-:)\N:O

si y solo si N — k + 1 del conjunto de N individuos cumplen que y; = 0 en
cada generacion, es decir, debe haber exactamente N — k + 1 individuos que

mueren 1y no se reproducen.

Demostracién. Por el Teorema 1.2.1 sabemos que \g = 1 y que A\ = E(y1).
Luego, como demostramos en (1.2.2) que E(y1) = 1, resulta A\ = 1.

Si P(yy=1) =1 para cada 1 <1 < N se tiene que y ...y; = 1 para cada
1 <j <N, entonces como \j = E(y...y;), segun el Teorema 1.2.1, resulta
que \; = 1 para 1 < j < N. Veamos que el resultado reciproco también es
verdadero.

Asumimos que \; = 1 para todo j tal que 1 < j < N. Supongamos
que existe | entre 1 y N tal que P(y, = 1) no es uno, entonces P(y; =
Ly = 1,...,yn = 1) es distinta de uno. Como A\y = E(y1y2...yn) =
Pyy = L,ys = 1,...,yny = 1) (porque Z;\le yj = N y las y; sélo pueden
tomar valores enteros no negativos) esto implicaria que Ay es dintinto de
uno, absurdo.

Ahora supongamos que exactamente N —k+1 individuos en cada genera-
cion cumplen que y; = 0, entonces cada k—upla de variables y; seleccionada
de las variables yy,...,yn debe tener alguna coordenada nula, por lo tanto
E(y1...ym) = 0 para todo m > k, y entonces \y = ... = Ay = 0. Veamos
que el resultado reciproco también es verdadero.

Supongamos que A\, = ... = Ay = 0, entonces para todo m > k se
tiene que E(yy ... ym) = 0, lo cual implica que con probabilidad uno tenemos
Y1..-Ym = 0 y por lo tanto cada m—upla de variables y; seleccionada de las
variables y1,...,yn debe tener alguna coordenada nula, que es equivalente a
decir que exactamente N — k + 1 individuos en cada generacion cumplen que
y = 0.

Ahora veamos las desigualdades entre autovalores. Si se considera \; sien-
do j < k, existe al menos una j-upla de variables y; con todas sus coordenadas

distintas de cero, entonces \j = E (y;...y;) > 0. Probemos que A\j_1 > \;
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CAPITULO 1. DERIVA GENETICA

para j < k.
Si reemplazamos y; por N —yi — ... — Yj—1 — Yj41 — ... — YN €N \j =

E(y1...y;) se tiene

)\j:E<yl---yj—1(N—yl—-~-—yj—1—yj+1—-~—yN)),
que se puede reescribir de la siguiente manera
N=NXNoa—(G—DE (.. yj—2y;1) — (N —4)N
y reagrupando se obtiene
Ai=(NNa—(G—DE (- .yj—2y;1)) /(N —j+1). (1.2.16)

Es facil ver a partir de (1.2.16) que la igualdad entre \; y \j_1 ocurre si y
solo st (y1 .. .yj,Qyjz-_l) = \j_1. Como también que \j_1 > X si y solo si
E (y1 .. .yj_gyjz_l) > Nji_1. En esta dltima desigualdad st agrupamos todos
los términos del lado izquierdo y reemplazamos a A\j—1 por E (y1 ... y;—2yj-1)
obtenemos que E (y1...yj—2yj—1(yj—1 — 1)) > 0. Finalmente se tiene que
Nj—1 > Aj sty solo st E(yy...yj—2y;—1 (yj—1 — 1)) > 0. Esto dltimo siempre
se cumple dada la intercambiabilidad de las y; y que existe al menos una
(7 — 1)-upla de y; con todas sus coordenadas distintas de cero y que ademds
alguna de las variables debe ser mayor que uno puesto que Zf;ll Yy =Ny
N>Fk—-1.

Calculo del autovalor A\,

Ahora calculemos )\, el autovalor no unitario mas grande de la matriz de
transicién de la cadena de Markov segin establece el Teorema 1.2.2; exclu-
yendo el caso trivial en el que P(y; = 1) = 1 para 1 <i < N. El cdlculo de
dicho autovalor es importante porque da informacién acerca de la velocidad
de convergencia hacia la fijacién de alguno de los alelos.

Vamos a calcular )\, en funcién de o?:

Ao = E(y1y2) = Cov(yr, y2) + E(y1) E(y2),
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1.2. PROCESOS DE CANNINGS

y como E(y;) = E(ys) = 1 y la covarianza fue calculada en (1.2.9) si se

reemplaza en esta ultima expresion se obtiene
Ao =1—0/(N—1). (1.2.17)

Finalmente para hallar Ay podemos reemplazar o% en (1.2.17).

El valor que tome Ay depende de cudl sea el proceso de Cannings que se
esté considerando. En la Subseccién 1.2.5 veremos en particular el proceso
de Wright-Fisher.

1.2.3. Heterocigosidad

Calculemos la heterocigosidad de los procesos de Cannings, es decir, la
probabilidad de que dos alelos elegidos aleatoriamente sin reemplazo en la
generacién n sean de distinto tipo, como se definié en la Seccién 1.1.

Veremos que la heterocigosidad de los procesos de Cannings es
h(n) = h(0)A5, (1.2.18)

donde h(0) = 232 X=X0 es la probabilidad condicional a Xg de que dos alelos
elegidos (sin reemplazo) aleatoriamente de la poblacién inicial sean diferentes,
v Ag es el autovalor no unitario mas grande de la matriz de transicién.

A partir de (1.2.18), como ya hemos estudiado en el modelo de Wright-
Fisher, se puede ver que Ay se corresponde con la tasa a la cual se pierde la
heterocigosidad en la poblacién, es por eso que dicho autovalor es de interés
a la hora de estudiar la velocidad de convergencia a los estados absorbentes.

La heterocigosidad, segiin vimos en la Seccién 1.1, se obtiene hallando el
valor de la esperanza de X, (N — X,,). Para ello comencemos calculando

E (X, (N —X,)|X,-1), que segun (1.1.33) es:
E(X, (N = X,)|Xno1) = NXoo1 — (Var(X,|Xo—1) + E*(Xa| X,21)) -

Primero expresemos la Var(X,, | X,-1) en funcién de Ay para luego es-

cribir a la heterocigosidad como una funcion de As.
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Escribimos 02 = (1—\)(N —1), que se obtiene despejando o2 de (1.2.17).

El siguiente paso consiste en reemplazar o2 por (1 —X\)(N —1) en Var(X, |

X 71> _ U2Xn—1(N*Xn—1)

N due fue calculada en (1.2.11), y obtenemos que

VCLT(Xn | Xn—l) = (1 - )\Z)Xn_l(N - Xn—l)-

Luego reemplazando esta tltima expresién en (1.1.33) y considerando que
E(X,|Xn-1) = X,—1 segin (1.2.5) se tiene

E(X,(N-X)|Xp 1) =NXp 1 —(1=X)Xp 1 (N - X, 1) — X2,
= XX, 1(N - X, ). (1.2.19)

Tomando esperanza en (1.2.19) obtenemos

E(X,(N—-X,))=XE X, 1(N-X,1))
= ME (Xp_2(N — Xn_))

= A E (Xo(N — X))
— \VE (Xo) (N — E (Xo)) — MVar (Xo). (1.2.20)

Finalmente dado que F (Xy) = Xy, Var (Xy) = 0 y considerando que la

N-X,

. . . Xn
heterocigosidad viene dada por h(n) = E (QW N1

Subseccién 1.1.2, se obtiene (1.2.18).

), segun se definié en la

1.2.4. Tamano efectivo

Calcularemos para el modelo de Cannings los tamanos efectivos con res-
pecto a la varianza condicional, al mayor autovalor no unitario de la matriz
de transicion y a la heterocigosidad.

Recordando que el tamano efectivo de una poblacién para un estadistico
dado es el tamano que deberia tener una poblacion que sigue el proceso de
Wright-Fisher para tener el mismo valor para el estadistico que el modelo po-
blacional en estudio, calculemos N, N¢ y N" introducidos en la Subseccién
1.1.4.
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Para calcular

» N!: tenemos que igualar las expresiones de la varianza condicional su-
poniendo que en la generacion n — 1 la proporcion de alelos de tipo A,

Pn_1, €S la misma en ambas poblaciones.
» NJ: tenemos que igualar las expresiones de Aq.

» N”: tenemos que igualar las férmulas de la heterocigosidad suponiendo
que inicialmente la proporcién de alelos A en ambas poblaciones es la

misma.

Si consideramos el Cuadro 1.1, podemos observar en la tercera columna
que los tamanos efectivos respecto a la varianza condicional, a Ay y a la

heterocigocidad resultan iguales [10]:
N =N*=N"=(N-1)/0% (1.2.21)

En general esto ocurre en modelos de genética poblacional de tiempo discreto
con tamano poblacional constante en los cuales el paso de una generacién a
la siguiente es a partir de un muestreo aleatorio [2].

De la férmula (1.2.21) podemos observar que cuanto mas grande es la dis-
persion del nimero de hijos que tiene cada individuo la poblacién en términos
efectivos serd mas pequena, y por lo tanto la deriva sera mayor que la es-
perada en funcién de su tamano poblacional. Esto se debe a que hay mas

probabilidades de que unos tengan més hijos que otros.

Wright-Fisher Cannings Calculo: Tamano Efectivo
I 2
o NP1 (L= pno1) = §=7Pn-1 (L = puca)
Var(Z2|Xn1) = 1 (1= pac1) | Var(3e1Xn1) = T:Pn—l (I—ppa) | ™ 1 g2 e N4l
Luego 5 = v .~ NJ ="z
l—gz=1-¢
Ap=1-1 Ny =1— 2 Ng NI
2 N > N-L Luego 77 = 37 .. No =231
h0) (1= 3) = h(0) (1= +5)
() = h(0)23 () = h(O) O\t r) 2O =35
Luego % =53 - Né‘ = %

Cuadro 1.1: En este cuadro se presentan las expresiones de la varianza con-
dicional, de Ay y de la heterocigosidad del modelo de Wright-Fisher y del
de Cannings para luego calcular los tamanos efectivos respecto de cada es-
tadistico.
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1.2.5. El modelo de Wright-Fisher como caso particu-

lar del modelo de Cannings

El modelo de Wright-Fisher es un caso particular del modelo de Cannings,
en el que y = (y1,,...,yn) tiene una distribucién multinomial simétrica, y

por lo tanto, para cada 1 <i < N,
yi ~ Bi(N,1/N)

con media 1 y varianza

1 1 1
Z=N—(1-=)=1-—.
4 N N N

Las variables y; son intercambiables por ser las coordenadas de la multinomial
simétrica. Luego, se tiene que F (X,,1|X, = i) = i procediendo de la misma
manera que se hizo en (1.2.4):

EXp1 | Xn=1)=E(y1+y2+-+u)
=1E(y1)

=1.

Observemos que para calcular la varianza condicional, la varianza no con-
dicional y Ay para el modelo de Wright-Fisher basta con reemplazar o2 por
1—+ en (1.2.11), en (1.2.15) y en (1.2.17), respectivamente. Luego se obtiene

(N B 1) Xn(N - Xn)
N  (N-1)
- Xn(l - Xn/N>v

Var(X,+1 | Xn) =

1
Var(Xp11) = Xo (N — Xo) (1= X"*') conA=1- N
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y
N-1
Ao=1-— &
? (N —1)
1
_1_7
N

el autovalor obtenido en (1.1.38) que coincide con la tasa a la cual disminuye
la heterocigosidad en la poblacién como se expresa en (1.1.37). En la Subsec-
cion 1.2.2, titulada Autovalores de la matriz de transicion, se presentaron dos
teoremas enunciados por C. Cannings (1974) [4] en los cuales se calcularon
los autovalores de las matrices de transicion de las cadenas de Markov para
modelos poblacionales que generalizan el modelo de Wright-Fisher. A partir
de dichos resultados se deduce que A =1 — % es el autovalor no unitario mas
grande de la matriz de transicién asociada al modelo de Wright-Fisher.
Para calcular la heterocigosidad tenemos que reemplazar Ay por 1 — + en

N
(1.2.18) y obtenemos el mismo resultado de la Seccién 1.1:

h(n) = h(0) (1 - %)n

A partir del Teorema 1.2.2 se tiene que los autovalores de la matriz de

transicion en el modelo de Wright-Fisher cumplen
Il=X=A A1 >X>X3>...> Ay

porque no ocurre que todos los individuos dejan un descendiente con probabi-
lidad 1 ni que hay individuos que con probabilidad 1 mueren sin reproducirse.
Feller (1951) [12] demostré que los autovalores de la matriz asociada al

modelo de Wright-Fisher vienen dados por

N! ,
\=—" N7 V0O<j<N. 1.2.22
Son faciles de verificar los autovalores que ya calculamos como A\g = A\; = 1
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Capitulo 2

Generalizacion y variante del
modelo de Wright-Fisher

Propondremos y estudiaremos dos modelos de deriva genética que se ca-
racterizaran por tener renovacién parcial de la poblacién y superposicion de
generaciones, con el objetivo de utilizarlos en distintas aplicaciones biolégi-
cas. Dichas aplicaciones seran abordadas en el Capitulo 4. Como veremos en
este capitulo, se pueden estudiar con los métodos propuestos por Cannings

([3] ¥ [4]), que hemos desarrollado en el Capitulo 1, Seccién 1.2.

2.1. Expansion deterministica y expansion alea-

toria

El objetivo de esta seccidén sera estudiar dos modelos de deriva genética
en los cuales la generacion n + 1 se obtiene de la generaciéon n a partir de
un muestreo aleatorio, por el cual algunos individuos seran removidos, otros
permaneceran, mientras que otros se reproduciran para restaurar el tamano
original de la poblacion. La renovacion en las sucesivas generaciones es par-
cial, a diferencia del modelo de Wright-Fisher en el que la renovacion es total.
Esto ltimo, para ciertos valores de parametros, da lugar a superposicion de
generaciones.

En particular estudiaremos dos modelos de deriva que se diferencian en
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cémo se genera la descendencia de los individuos elegidos en cada generacién
para reproducirse. En uno de los modelos la expansién que restaura el tamano
original es deterministica mientras que en el otro es aleatoria. El modelo de
renovacién parcial con expansién aleatoria es una generalizacion del modelo
de Wright-Fisher de genética poblacional, y refleja el azar que puede existir en
una poblacion en el proceso de restitucién de su tamano original. En cambio el
de expansion deterministica corresponde a un crecimiento maés rigido en el que
hay azar para establecer qué individuos van a reproducirse pero luego estos
arrojan el mismo nimero de descendientes cada uno, pudiendo representar el
crecimiento por expansion clonal en ciertos tejidos con células de dos tipos.

Comencemos describiendo el muestreo involucrado en el paso de una gene-
racion a la siguiente para ambos modelos. Inicialmente se tiene una poblacion
de individuos haploides de tamano N con dos variantes alélicas, A y a. Por lo
tanto escribiremos individuo y alelo de manera indistinta. El muestreo alea-
torio que tiene lugar en la generacién n para construir la generacion n+ 1 es
el resultado de cuatro etapas que aqui detallamos. Cabe aclarar que siempre
que nos referimos a eleccién aleatoria de individuos, entendemos que todos
los individuos tienen la misma probabilidad de ser incluidos en el grupo ele-
gido. Mas atun, las variables aleatorias que dan el nimero de descendientes

de cada uno de los N individuos seran intercambiables.

1. Se eliminan r < N alelos de la generacién n, elegidos aleatoriamente y

sin reemplazo.

2. Delos N —r restantes se eligen s (0 < s < N—r) alelos aleatoriamente y
sin reemplazo, a partir de los cuales se va a restaurar el tamano original
de la poblacion. Llamaremos Y,, a la variable aleatoria que representa

el numero de alelos de tipo A entre los s.

3. En esta etapa se produce la renovacién parcial, que consiste en la ex-

pansion de los s alelos elegidos al azar para reproducirse.

= Expansién aleatoria: Se produce un muestreo con reemplazo
de tamano r + s de los s alelos producto de la segunda etapa, con

probabilidad Y, /s de elegir un alelo de tipo A. Es decir, el niimero
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de alelos A entre los r + s nuevos individuos tiene distribucién
binomial con pardmetros r+ sy Y, /s, por lo cual llamamos a este
muestreo binomial. Entonces se renuevan en cada generacion r + s
alelos y N —r —s quedan como estaban. Siempre que N —r—s > 0

habra superposicién de generaciones.

» Expansién deterministica: Los s alelos se reproducen por clo-
nacion, es decir, el nimero de alelos de tipo A entre los r nuevos
es proporcional al nimero de alelos de tipo A entre los s. Esto es,
la cantidad de alelos de tipo A de los r alelos producto de esta
etapa serd rY,,/s. Suponemos que 7 es multiplo de s para asegurar
que el nimero de alelos se mantiene entero, pero mas adelante
abandonamos este supuesto para extender el uso de las férmu-
las con valores continuos. En este proceso los s alelos que dejan
descendencia permanecen en la poblacién y se renuevan r alelos
a cada paso. También tenemos aqui que si N —r — s > 0 habrd
superposicion de generaciones salvo en el caso en el que r = 0, que
descartaremos por trivial en nuestros calculos correspondientes a

la expansion deterministica.

4. Finalmente la generacién n + 1 se forma con los r + s y los r alelos,
segun corresponda, producto de la tercera etapa, y los N—r—sy N —r

alelos que restan, respectivamente.

En ambos modelos de renovacion parcial, a diferencia del de Wright-Fisher,
puede haber superposicion de generaciones.

En las Figuras 2.1 y 2.2 se representa el muestreo involucrado en el paso
de la generacion n a la generacién n + 1 para el modelo con restauracion de
la poblacién a partir de una expansién aleatoria y de una expansion deter-
ministica respectivamente. En cada caso la urna con bolillas de dos colores
distintos representa una poblacién de individuos de dos tipos de tamano
constante N = 16. En ambos casos consideramos s = 3 y r = 9. Los alelos
de tipo A estan representados por las bolillas blancas y los de tipo a por las
bolillas negras. Nuevamente se define por X,, el nimero de alelos de tipo A

(o bolillas blancas) en la generacion n.
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Generacién n Generacion n+1

Etapa 1l Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Se eligen los r alelos Expansion aleatoria

de la generacién n que Se eligen s alelos de los
mueren. N-r para reproducirse.

s Muestreo
O binomial de O
O ‘ tamafio r+s ‘
. O ‘ deloss .
o ® ris

. alelos que se
. O . reproducen.

: 0005
ele] |
O @

N=16 Xn=8 s=3,r=9 N-r=7 Yn=2 N=16 Xn:1=11

Figura 2.1: En la generacion n hay X,, = 8 alelos de tipo A y de los s = 3
alelos elegidos para reproducirse dos tercios son alelos de tipo A. Luego se
realiza un muestreo con reemplazo de tamano r + s = 12 de los s = 3 alelos
que se reproducen. Este ejemplo representa uno de los posibles resultados del
muestreo, en el cual se sacaron dos veces bolillas negras y 10 veces bolillas
blancas. El nimero de alelos A se incrementé en 3 en el paso de la generacion
n alan+41,es decir, X,y = 11.
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Generacién n Generacién n+1

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Se eligen los r alelos Expansion deterministica

de la generacién n que Se eligen s alelos de los
mueren. N-r para reproducirse.

O . Los s alelos se O . O

reproducen

. . por clonacion. . . O .

r- Yn /s=6|

N=16 Xn=8 s=3,r=9 N-r=7 Yn=2 N=16 Xn:1=9

Figura 2.2: En la generacion n hay X,, = 8 alelos de tipo A y de los s = 3
alelos elegidos para reproducirse dos tercios son alelos de tipo A. Estos alelos
se expanden clonalmente y dejan r = 9 descendientes, de los cuales dos tercios
son alelos de tipo A como consecuencia de la expansion deterministica. En
este ejemplo el ntimero de alelos A se incrementé en 1 en el paso de la
generacién n a la n + 1, es decir, X411 = 9.

2.1.1. El ntiimero de descendientes por individuo

Analizaremos nuestros modelos con las herramientas desarrolladas en el
Capitulo 1, Seccién 1.2. Siendo y; el nimero de descendientes del i—ésimo
individuo, se cumple que y; +y2+- - -+yn = V. Aqui los descendientes y; son
el nimero total de individuos de su mismo tipo que deja el individuo 7 en un
paso del proceso. Por ejemplo y; = 1 se aplica tanto al caso de un individuo
que pertenece al grupo de los N — r — s que sobrevive pero no da origen a
un nuevo individuo, como al caso de uno del grupo de los s en la expansion
aleatoria, el cual es elegido una vez para reproducirse pero él mismo muere. Se
cumple que todos los individuos tienen la misma distribucion de probabilidad

para la descendencia y la distribucién de (y;,y;, ..., yx) es independiente de
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(,7,...,k) porque todos los individuos estdn en las mismas condiciones para
ser elegidos para reproducirse, morir o permanecer en cada generaciéon. Es
decir, las variables y; son intercambiables y estamos en las condiciones del
modelo general estudiado en la Seccién 1.2.

A partir de lo desarrollado en el parrafo anterior se tiene que en ambos
modelos las variables y; tienen media 1 porque E(Y.Y,v;) = N y como
todas las variables tienen la misma distribucién resulta que E(3N, ;) =
SV, E(y;)) = NE(y) de donde se deduce que para todo i (1 <7 < N):

E(y) = 1. (2.1.1)

Calculemos la distribucién de probabilidad de y; para el modelo en el
que la expansion que restaura el tamano original de la poblacién es deter-
ministica y para el modelo en el que la expansién es aleatoria. Para ello es
necesario tener en cuenta que en el muestreo aleatorio involucrado en el paso
de una generacién a la siguiente cada individuo puede morir, sobrevivir o
dejar descendencia. En funcién de esto tltimo y considerando la féormula de

la probabilidad total se tiene que

P(y; = j) = P(y; = j | Pertenece alos N—r—s)P(Pertenece alos N—r—s)
+ P(y; = j | Pertenece a los r)P(Pertenece a los r)
+ P(y; = j | Pertenece a los s)P(Pertenece a los s), (2.1.2)

donde el grupo de los N —r — s es el de los individuos que sobreviven en
el evento de renovacion. El grupo de los r es el de aquellos que mueren y el

grupo de los s es el de los que pueden dejar descendencia.

Renovacién parcial de la poblacion con expansién aleatoria

Veremos que la distribucién de probabilidad de y; (1 < i < N) en el
modelo en el que el tamano de la poblacion se restaura a partir de una

expansion aleatoria es:
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FHO-DTR $17=0
Pl =)= (X524 (7010 -1 % sig= (2.1
(7)Y =" % ij>1

Es necesario tener en cuenta que la renovacién parcial en este modelo
consiste en un muestreo con reposicion de tamano r+s de los s alelos elegidos

al azar para reproducirse. Por lo tanto,
. 1
y; | Pertenece a los s ~ Bi | r+s,— | . (2.1.4)
s

Observemos que un individuo a pesar de pertencer al grupo de los s podria no
dejar descendientes, es decir, podria no ser elegido en el muestreo de tamano
r+ s de los s.

Ahora calculemos P(y; = j).

Si 7 = 0, entonces el i—ésimo individuo pertenece al grupo de los 7, lo cual
ocurre con probabilidad /NN o bien pertenece al grupo de los s, lo cual ocurre

con probabilidad s/N, pero no deja ningtin descendiente. Por (2.1.4) resulta
que P(y; = 0 | Pertenece a los s) = ("°) (l)o (1- l)r+s = (1- l)r+s.

0 s s s

Ademés P(y; = 0| Pertenece a los N —r —s) = 0. Reemplazando en (2.1.2)

tenemos que

N—r—s T 1\ s
Plyy=0)=0 ———+1 — 1—— —
(y:=0) =0 —F—+ N+( 8) N
r 1\ s
= — 1—-= —. 2.1.5
N+< s) N ( )

Si j = 1 resulta P(y; = 1 | Pertenece a los r) = 0 porque tenemos sélo
dos posibilidades para el i—ésimo individuo, o permanece en la poblacion, es
decir, pertenece a los N —r — s, evento que tiene probabilidad (N —r —s)/N
o deja exactamente un descendiente, es decir, pertenece al grupo de los s, lo
cual ocurre con probabilidad s/N. Como P(y; = 1 | Pertenece a los s) =
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(")

» |

(1- 1)”871 por (2.1.4), reemplazando en (2.1.2) tenemos que

S

N—-r—s r r+s\1 1\
Plyi=1)=1""""°49° (-2 =l
(i =1) N N+< 1 )s< s) N

N—-r—s r+s\1 1\t s
:T+ ( 1 )s <1_s> N (2.1.6)
Finalmente, si j > 1,

1J 1\"tsJ
P(y; = j | Pertenece a los s) = (T + S> - (1 — > '

J s S

Mientras que P(Pertenece a los s) = s/N, P(y; = j | Pertenece a losr) =0y

P(y; = j | Pertenece a los N —r—s) = 0. Luego reemplazando en (2.1.2) tenemos

que para j > 1
N—r—s r r+4s\ 17 1\ s
Plyi=j)=0~—""2410L= “1-- =
(v =7) N N+< j >s ( s> N

r4s\ 17 1\ 5
= - . 2.1.
(5703 % @17

Ahora calculemos la varianza de y;, que denotamos por ¢ como en la Seccién
1.2:

Proposiciéon 2. Sila renovacion parcial de la poblacion es con expansion aleatoria
se tiene que la varianza de y; (1 <i < N) es
9 (r+s)(r+s—-1)

- : 2.1.8
o N (2.1.8)

Demostracién. Para calcular la Var(y;) basta con calcular E(y?) porque ya vimos
que E(y;) = 1 segun (2.1.1). Considerando la distribucion de probabilidad de y;

dada por (2.1.8) se puede calcular su seqgundo momento:

r+s
E(y}) =Y i*Ply:=J)
j=0

r+s
= Py = 1)+ Y _ 5*P(yi = j)
j=2
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_N—-r—s s ofT+s QY1 — 1 /)i

= ~ szl (j >(1/)(1 1/s) (2.1.9)

N-—r—s s

SN (/- )+ (4 ()) (210)
r4+s s (r4+s r4+s (r+s)?

=1- N +N< s s2 s? )

__TFs, r+s r+s (r+ s)?

- N TN TSN TN

:1+(r+s)(r+s—1).

sN

Los segundos términos de las expresiones (2.1.9) y (2.1.10) son iguales si se
considera el seqgundo momento de una binomial de pardmetros v+ s y 1/s. Luego

se obtiene

Var(y;) = E(yf) - EQ(yz‘)

_14 (r+s)(8r]\j—s—1)

G )rts =)
sN

-1

como queriamos probar.

El modelo de Wright-Fisher corresponde a s = N y r = 0. En dicho caso
y; tiene una distribucién binomial con pardmetros N y 1/N como vimos en el

Capitulo 1, Subseccién 1.2.5.

Renovacién parcial de la poblacidon con expansiéon deterministica

Resta hallar la distribucién de probabilidad de y; para el modelo en el que el
tamano poblacional se restaura a partir de una expansién deterministica, en la
cual todos los individuos candidatos a reproducirse dejan igual niimero de descen-
dientes.

Veamos que la distribucién de probabilidad de y; (1 <i < N) es:
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x sij=0
P(yz — ]) — N—Nr—s si ,] =1 (2111)
N sij=r/s+ 1

El individuo 7 pertenece al grupo de los r si y s6lo si j = 0. Luego P(y; =
=1, P(y; = 0 | Pertenece a los N —r —s) =0y

0 | Pertenece a los r) =
P(y; =0 | Pertenece a los s) = 0. Reemplazando en (2.1.2) tenemos que

N-—-r—s r s
Ply:=0)=0 ——° 11 __ =
(y;=0)=0 vty t0y

(2.1.12)

El individuo ¢ pertenece al grupo de los N —r — s si y sélo si j = 1. Luego
P(y; = 1| Pertenece a los N —r—s) =1, P(y; = 1| Pertenece a losr) =0y
P(y; = 1| Pertenece a los s) = 0. Reemplazando en (2.1.2) tenemos que

N-—-r—s r s

N—-r—s
= 2.1.13
< (2.1.13)

Finalmente el individuo i pertenece al grupo de los s si y sélo si j = r/s + 1.

Luego P(y; = j | Pertenece a los s) = 1, P(y; = j | Pertenece a los ) =0y
P(y; = j | Pertenece a los N —r —s) = 0. Reemplazando en (2.1.2) tenemos que
r N—-—r—s r s
Plyi="+1)=0"—""3,0 412
i=+D)=0—F—+05+15

(2.1.14)

S
N
Calculemos la varianza de las y;, que también denotamos por o?:

Proposicion 3. Si la renovacion parcial de la poblacion es con expansion deter-

ministica se tiene que la varianza de y; (1 <i < N) es

9 (r+s)r
= 2.1.1
o N ( 5)
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Demostracién. Para calcular la Var(y;) basta con calcular E(y?) porque ya vimos
que E(y;) = 1 segun (2.1.1). Considerando la distribucion de probabilidad de y;

dada por (2.1.11) se pueden calcular su seqgundo momento:

Bt =+ (S 1) 5

N N
_1_T+s+(r+s)2
N sN
r+s ((r+s)
=1 1
* N s )
(r+s)r
=1
+ sN

Luego

Var(y) = E(y}) — E*(y1)
SRR
(r+s)r

- 2.1.16
N (2.1.16)

1

como queriamos probar.

En ambos modelos { X}, }»>0 es una cadena de Markov con conjunto de estados
{0,1,2,..., N}. El nimero de alelos A podria pasar a ser 0 indicando la pérdida de
dicho alelo de la poblacién, o N, indicando la pérdida del alelo a de la poblacién.
Cuando uno de los dos tipos de alelos se pierde de la poblacién, nunca retorna, es
por eso que 0 y N son estados absorbentes. Luego, como consecuencia de lo que
probamos en el Capitulo 1, {X,},>0 es una cadena de Markov absorbente y la
probabilidad de que algtin alelo se fije en la poblacién es 1.

En ambos modelos se cumple que E(X, 11 | X,, = i) = i. En efecto, como las

variables y; tienen la misma distribucion y media 1 resulta que

EXpp | Xn=10)=E(yi+y2+-+ )
=1iE(y1)

=1,
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luego
E(Xp+1 | Xn) = X (2.1.17)

A partir de este ultimo resultado y la propiedad de Markov, como ya hemos visto
para el modelo de Wright-Fisher en la Seccién 1.1, se demuestra por induccién
utilizando E (X, 11 | X,,) = X,, que la esperanza de X,, se mantiene constante en
el tiempo. También se puede ver que el proceso es martingala. Ademas se puede
probar de la misma manera que se hizo en el Capitulo 1, Subseccién 1.1.1 que la
probabilidad de fijacién para cada uno de los alelos es igual a su frecuencia inicial

en la poblacidn, es decir,

P(X, =N |Xo=1i)=1i/N.

2.1.2. Autovalores

El célculo del mayor autovalor no unitario, Ag, de la matriz de transicién P
de la cadena de Markov {X,},>0 serd importante para estudiar la velocidad de
convergencia de cada proceso a los estados absorbentes. A partir de Ay podemos
calcular la probabilidad de que dos individuos tomados al azar sean de distinto tipo
en cada generacién y el tamano efectivo respecto a dicho autovalor (ver modelo
de Cannings en el Capitulo 1, Seccién 1.2) para luego analizar cémo interviene la
deriva en el cambio de la frecuencia de uno u otro alelo en la poblacién a lo largo
de las generaciones.

Calculemos los autovalores A1 y A2 para cada uno de los modelos. El Teorema
1.2.1 en el Capitulo 1, Seccién 1.2 establece que A\; = E(yiy2...y;) para cada
1<j<N.

Asi tenemos que A\; = 1 porque, como vimos, E(y;) = 1 tanto para el modelo
con expansion aleatoria como para el modelo con expansion deterministica. Para
calcular A9 en ambos modelos tenemos que considerar la expresiéon para dicho

autovalor (en términos de o) que se obtuvo en la Seccién 1.2:

Ao=1—-0?/(N—1) (1.2.17).

Luego reemplazando o por % si la expansion es aleatoria o por Ut

sN
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si la expansion es deterministica, se obtiene que si la expansiéon es aleatoria

(r+s)(r+s—1)

A=1-— 2.1.18
y si la expansién es deterministica
r(r+s)
A=1—-—— 2.1.19
2 s(N-1)N ( )

Veremos en la siguiente subseccion que el calculo de A9 es importante para estudiar

la tasa a la cual se pierde la diversidad en la poblacion.

2.1.3. Deriva genética y heterocigosidad

El muestreo al azar involucrado en la formacién de cada generacién posibilita
que la composicién genética de la poblacién cambie a lo largo del tiempo. Preten-
demos estudiar a qué velocidad se pierde la heterocigosidad en la poblacién por
deriva y para ello calcularemos la varianza y la heterocigosidad en ambos modelos
desarrollados.

Primero calculemos la varianza de X, condicional a X,, y la varianza (no
condicional) de X,, 11 para cada modelo. Es de interés el célculo de la sucesién de
varianzas en ambos procesos porque cuanto més pequena sea la varianza, menos
dispersion tendra la distribucién del ntimero de individuos de cada tipo, y por lo
tanto la fijacién en un estado absorbente serd mas lenta. Al igual que lo hicimos
en el Capitulo 1 suponemos que el nimero de alelos A en la generacién cero, Xy,
no es aleatorio, y por lo tanto se tiene que E (Xy) = Xy como también que la

varianza de Xy es cero, Var(Xg) = 0.

Proposicién 4. = Si la expansion es aleatoria se tiene
(r+s)(r+s—1)
Xn X,n) =X, (N - X, 2.1.2
Var(o | X,) = %, (8 - %) (5000 (21.20)
)
(r+s)(r+s—1)\"""
Xn = Xo (N — X 1—(1-— . (2.1.21
Var(X,1) = %o o>( (1- s (21.21)
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s Si la expansion es deterministica se tiene

r(r+s)

VaT(Xn_H ‘ Xn) = Xn(N — Xn)m

(2.1.22)

n+1
Var(X,s1) = Xo (N — Xo) (1 - <1 - m\[) ) . (2.1.23)

Demostracién. Tanto para calcular la varianza de X,4+1 condicional a X, como
para calcular la varianza de Xn,41 retomemos las expresiones para la varianza
(en términos de 02) que se obtuvieron cuando estudiamos el modelo de Cannings.

Luego para calcular la Var(X,41 | Xn) y Var(X,41) tenemos que reemplazar a

o2 en las siquientes expresiones, que hallamos en el Capitulo 1, Seccion 1.2:

Var(Xns | Xn) = UQW (1.2.11)

0_2 n+1
VCLT(Xn_H) :X() (N—Xo) (1— <1_(]\7—1)) > (1.2.15).

(r+s)(r+s—1)
sN
expansion es aleatoria nos da (2.1.20) y (2.1.21), mientras que si reemplazamos

a2 por (Tji]\s,)r si la expansion es deterministica obtenemos (2.1.22) y (2.1.23).

El reemplazo en cada una de estas expresiones de o2 por st la

Ahora calculemos la heterocigosidad

Proposicién 5. = Si la expansion es aleatoria la heterocigosidad es

(r—i—s)(r—l—s—l))"
s(N—-1)N '

h(n) = h(0) <1 - (2.1.24)

v Sila expansion es deterministica la heterocigosidad es

h(n) = h(0) (1 - ]\M)n (2.1.25)

Demostracién. En el Capitulo 1, Seccion 1.2 hallamos una expresion para la
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heterocigosidad expresada en términos de A2, que es
h(n) = h(0)\y (1.2.18)

donde h(0) = 2%% es la probabilidad condicional a Xy de que dos alelos
elegidos aleatoriamente de la poblacion inicial sean diferentes. Entonces reempla-
zando Az por (2.1.18) si la expansion es aleatoria y por (2.1.19) si la expansion es

deterministica en (1.2.18) se obtiene (2.1.24) y (2.1.25), respectivamente.

2.1.4. Tamano efectivo y nimero efectivo de genera-

ciones

Calculo de los tamanos efectivos

Entender el proceso de deriva y la pérdida de diversidad en la poblacién requie-
re informacién acerca de su tamafno poblacional efectivo, que es una estimacién
comparativa del nimero de individuos que dejaran descendencia. Estos son los
que contribuyen a la generacién siguiente, y por lo tanto su niimero describe cémo
una poblaciéon puede perder diversidad genética mas rapidamente de lo predicho
por el tamafio poblacional. El modelo de Wright-Fisher es el que se toma como
referencia para las definiciones. Como vimos en el Capitulo 1, secciones 1.1 y 1.2,
los tamanos efectivos de la poblacién para los procesos de Cannings respecto a
la heterocigosidad (N, respecto a Ao (N?) y respecto a la varianza condicional

(NY) son iguales:
NFM=N*=N’=(N-1)/0* (1.2.21).

Para calcular los tamanos efectivos de los modelos propuestos debemos reem-

(r+s)(r+s—1)
sN

plazar, si la expansién es aleatoria, a o por en (1.2.21) y se obtiene:

s(N —1)N
(r+s)(r+s—1)

Nh =N =NV = (2.1.26)

. . .z s 7 . rTSs)r
Mientras que si la expansién es deterministica se reemplaza a o? por ( jN) en

(1.2.21) y se obtiene:

NFM=NO =Ny = 2 (2.1.27)
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Tamano efectivo y heterocigosidad

Si consideramos la formula de la heterocigosidad para el modelo con expansion

aleatoria n

1
T s(N—I)N
(r+s)(r+s—1)

y reemplazamos 0 S(IN-L)N por Neh tenemos

r+s)(r+s—1)

h(n) = h(0) <1 _ N1h>n

De la misma manera si en la férmula para la heterocigosidad del modelo con

expansién deterministica

n

1
h(n) = h(0) | 1 NON=T3s
r(r+s)
reemplazamos NT((];[ J:sl))s por N se tiene que

h(n) = h(0) <1 - ;,1)”

A partir de estas tultimas expresiones tenemos que la tasa a la cual se reduce

la diversidad en la poblacién es
1—1/N", (2.1.28)

Si 1—1/N! es pequefio hay gran disminucién de la heterocigosidad, lo cual implica

mucha deriva.

1 12
N7£L HORIRRE
giendo a 1 para Neh — 00, lo cual corresponde a ausencia de deriva, o sea ausencia

En particular, si Ng vale 1,2, 3, ..., tenemos que 1 — vale 0 .. conver-

de disminucion de la diversidad. Esto no quita que pueden tener sentido valores
1
NE
surge N/, el cual podria no dar entero. Pero la tasa deberfa estar en [0,00) y no

intermedios de la tasa 1 — (como por ejemplo %) debido al calculo del cual

dar valores menores que 0 porque tendriamos h (n) < 0, que no tiene sentido dada
la definicion de heterocigosidad.

Con el fin de determinar cuando la deriva es maxima, estudiamos el compor-
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tamiento de la tasa de disminucién de la heterocigosidad cuando el nimero de
individuos que mueren mas el niimero de individuos que participan en la repro-

ducciéon es r + s = ¢N donde ¢ es una constante tal que 0 < ¢ < 1.

Proposiciéon 6. Sea r+ s suficientemente grande, de manera que r+s~r+s—1
y N =~ N—1. Entonces la tasa 1 — 1/Neh se minimiza para cada ¢ fijo con 0 < ¢ <1

cuando s =1, y en ese caso se tiene
1-1/N'~1—¢2 (2.1.29)

Demostracion. Veamos que la proposicion se cumple tanto en el modelo con
reproduccion aleatoria como en el de reproduccion deterministica.
Consideremos un ¢ fijo (0 < ¢ < 1) y escribamos al tamano efectivo en funcion
de r+ s =cN. Luego obtenemos:
Si la expansion es aleatoria
NP = sSIN-1N (r+s~r+s—1yN~N-1)
(r+s)(r+s—1)
%78]\722 (r+s=cN)
(r+s)
sN?

NP = N~N-1
€ (r+s)r ( )
sN2
~ =cN
(r+s)r (r+s=cN)
_ sN?
c¢N(eN —s)

(2.1.30)

. . h 12 .
De estas expresiones podemos ver que para c fijo N’ es una funcion creciente
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de s. Luego, la tasa 1 — 1/N! es una funcién creciente de s y por lo tanto se
minimiza cuando s es minimo, es decir, cuando s = 1, y en dicho caso se tiene
que

Si la expansion es aleatoria

1_UN?”1_1GE

1
=1-1/=
/=
=1-c4 (2.1.31)
Si la expansion es deterministica
sN?
1-1/N'~1-1)—"——
/Ne /cN(cN —s)
N2
=1-1/— N ~cN —1).
[ NN =) (eN~eN—1)
1
~1—-1/—
/=
=1-c, (2.1.32)

como queriamos probar.

De esta proposicion tenemos que para ambos modelos si ¢ = 1 la minima tasa de
disminucién de diversidad es 1 —1/1 = 0. Lo que ocurre es que toda la poblacién se
restaura a partir de un unico alelo (s = 1), es decir, en la siguiente generacién todos
los alelos seran de un solo tipo. Ademéds, dado que N’ puede interpretarse como
el tamafio de una poblaciéon de Wright-Fisher con deriva equivalente, obtenemos

de la proposicion el siguiente corolario para nuestros modelos.

Corolario 1. La situacién de mazima deriva (cualquiera sea N) es la de una
poblacion de 1/c? individuos que sigue el proceso de Wright-Fisher.

Numero efectivo de generaciones

Proponemos aqui un nuevo parametro para describir la magnitud de la deriva

a lo largo del proceso de evolucién de las poblaciones.
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Definicion 1. El nimero efectivo de generaciones con respecto a la heterocigosi-

dad, que notamos por n

o, es el nimero de generaciones de los procesos en estudio

para el cual el cambio de la heterocigosidad por deriva coincide con la del modelo
de Wright-Fisher en una generacion.

El nimero efectivo de generaciones con respecto a la varianza, que notamos
por nY, es el nimero de generaciones de los procesos en estudio para el cual la
varianza del niumero de alelos de tipo A en la generacién n coincide con la del

modelo de Wright-Fisher en una generacion.

Ahora definiremos el nimero efectivo de generaciones respecto a Ay recordando
que dicho autovalor es la tasa a la cual se pierde la heterocigosidad en la poblacién

en cada generacién.

Definicién 2. El numero efectivo de generaciones con respecto a Aa, que notamos
por nl, es el numero de generaciones de los procesos en estudio para el cual la
tasa a la cual se pierde la heterocigosidad por deriva coincide con la del modelo de

Wright-Fisher en una generacion.

Proposicién 7. El niumero efectivo de generaciones con respecto a la heterocigo-

sidad, a la varianza y a Ay son iguales en ambos modelos:

= Frpansion aleatoria

In(1—+
nh = nt = n? = " ((MS) (]7\”[4231) . (2.1.33)

_ 1
nht =n? =n? = In (1 ,.@fiZ) : (2.1.34)
In <1 - N(N71)>

Demostracion. Para calcular

= nY: tenemos que igualar las expresiones de la varianza suponiendo que ini-

cialmente ambas poblaciones tienen la misma proporcién de alelos A, pg.

= n?: tenemos que igualar las tasas a la cual se pierde la heterocigosidad en la

poblacion en cada generacion.
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] n?: tenemos que igualar las formulas de la heterocigosidad suponiendo que

inicialmente la proporcién de alelos A en ambas poblaciones es la misma.

Entonces consideremos las expresiones para la varianza, A9 y la heterocigosidad:

Si la expansion es aleatoria (generalizacién de Wright-Fisher) las expresiones

que igualaremos son:

Wright-Fisher
=po(l-po) (1-(1-5

Generalizacién de Wright-Fisher

Var(%) ")

))

o=1-4 Yo =1 - et
h(n) = h(0)\} h(n) = h(0)A\3
De manera que obtenemos
pdl—pw<1—<1—“§%”fl >= 1-p)(1-(1-%))
ng r+s)(r+s v In(1—%
Laoego (1 )" = (-3~ e = it
a (- tme)” = 0-3)
n _ 1
© Luego ng = m( (i T 2 9
ln( TS(SNTI)SN )
N R = ) ) ELCICR ()
n h
‘ _ s )\ g 1y . h o W(-y)
Lnego (1= SRERR) T = (1= 4) -+ nt = (-E5)

De esta ultima tabla se puede observar que los niimeros efectivos de generacio-

nes respecto a la varianza, a Ag y a la heterocigocidad son iguales:

1
n’ =nt =nl= I%;ﬁLD. (2.1.35)

Mientras que si la expansion es deterministica (variante de Wright-Fisher) las

expresiones que igualaremos son:

Wright-Fisher Variante de Wright-Fisher

Var(%¢) =po (1= po) (1= (1= 4)") | Var(Gp) =mo (1 —po) (1 - (1- 55%) )
No=1- % o =1- FiEn
h(n) = h(0)A3 h(n) = h(0)A3

En este caso obtenemos
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mi=m) (1= (1= 7525)" ) =m0 -m) (1= (1= 4)
e Luego <1_ r(r+s) ne _ (1_L) Copl = ln(l_%)
N(N-T) N e (1- gy
y (1= 4) = -%)
c Luego n? = In (1)
¢ (%)
r(r+s) ne 1
1 (- (- FE)") o a- - %)
e r(r+s ”g In(1—+
Sl ) U Rt 2y

Nuevamente se tiene que los niimeros efectivos de generaciones respecto a la

varianza, a A2 y a la heterocigocidad son iguales:

_ 1
ng = ng’ = ng’ = ln (1 r('r{j-Z) . (2136)
In (1 — N(N_l))

h

Luego como n;

a v 1 1 Q
, n¢ y ng coinciden, los notaremos por 7.

O

El ntimero efectivo de generaciones toma valores en el intervalo (0, +00). Si n,
estd en el intervalo (0, 1) implica que en una generacién nuestros modelos producen
més deriva que el modelo de Wright-Fisher. Si n, = 1 nuestros modelos en una
generacién producen la misma deriva que el de Wright-Fisher. Mientras que si
ne > 1 el modelo de Wright-Fisher produce més deriva en una generacién en
comparacién con nuestros modelos.

El nimero efectivo de generaciones sera retomado en el Capitulo 4, en el cual
se busca describir los cambios por deriva de una frecuencia alélica en una plaga
con el modelo en el cual la reproduccién de los individuos que dejan descendencia

es aleatoria.

Tamano efectivo versus tamano poblacional

Como vimos en el Capitulo 1, Subsecciéon 1.1.2 en el modelo de Wright-Fisher

la heterocigosidad, segun (1.1.37), es
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donde h(0) = 2% % es la probabilidad de que dos alelos elegidos aleatoriamente
de la poblacién inicial sean de distinto tipo. A partir de esta expresién se puede
concluir que la heterocigosidad disminuird a una tasa de 1 — 1/N, donde N es
el tamano poblacional. Por lo tanto, cuanto mayor sea el tamano de la poblacién
menor serd el efecto de la deriva. Nos proponemos cuantificar este efecto en los
casos en los que en cada generacién sélo una fraccion de individuos contribuye con
su tipo a la siguiente.

En los modelos que estamos estudiando la tasa a la cual se reduce la diversidad
en la poblacién es, segin (2.1.28), 1 — 1/N/ es decir, no depende del tamaiio de
la poblacién sino del tamano efectivo. Esto motiva el estudio de la deriva como
fuerza evolutiva incluso en poblaciones grandes.

En funcién de esto ultimo comparamos el tamano efectivo con respecto a la
heterocigosidad, Neh , v el tamano de la poblacién, N. Retomamos las expresiones
que hallamos para Nf y estandarizamos el nimero de individuos que van a ser
reemplazados y el niimero de individuos elegidos para reproducirse mediante r’ =
r/N y s’ = s/N respectivamente en las expresiones (2.1.26) y (2.1.27). Entonces

si la expansién es aleatoria obtenemos

B s'(1—-1/N)
Neh_N<(T,+S/) (r'+s'—1/N)>' (2.1.37)

Mientras que si la expansion es deterministica se obtiene

B s'(1—-1/N)
Nh=N ((r’ ) ) . (2.1.38)

Ahora veamos para qué valores de los pardmetros 7’ y s’ se tiene que el tamano
poblacional efectivo respecto a la heterocigosidad coincide con el tamano de la
poblacion o es solo una fraccién del mismo. Para ello consideremos las expresiones
(2.1.37) y (2.1.38) y nuevamente como lo hicimos en la Proposicién 6 suponemos
r 4+ s suficientemente grande como para que r + s ~ r +s — 1, y por lo tanto
también N ~ N — 1y 1/N =~ 0. Estos supuestos son coherentes con los tamanos

poblacionales de los escenarios biolégicos del Capitulo 4.
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Luego tenemos que los r’ y s’ satisfacen N = kN con 0 < k < 1 si cumplen:

St la expansion es aleatoria Si la expansion es deterministica
s s
—s =k — =k.
(" + ) G
(2.1.39)

Haciendo algunas operaciones algebraicas se obtiene que estas ltimas expresiones

se pueden reescribir de la siguiente manera:

Si la expansioén es aleatoria:

0= kr'? + 2ks'r' + &' (ks' — 1).

Si la expansién es deterministica:

0=kr'?+ksr — 5.

Luego para cada posible valor de s’ aquellos valores de r’ que satisfacen dichas

igualdades son, si la expansién es aleatoria

—2ks’ + \/(2k3’)2 — 4ks'(ks' — 1)
2k

r =

y si la expansién es deterministica

. —ks' + +/(ks')? + 4ks’
B 2k '

Finalmente para representar los s’ y r’ que satisfacen Né‘ = kN, para distintos

valores de k, graficaremos las siguientes funciones: r} : [0,1] — [0, 1] tal que

—2ks' + 1/ (2ks')? — 4ks' (ks' — 1)
r.(s') = \/ ok (2.1.40)

para el modelo en el que la restauracion de la poblacién es a partir de una expansién
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aleatoria, y 7}, : [0,1] — [0,1] tal que

kst + T TR
P(s) = 2 (2]:) +aks (2.1.41)

para el modelo en el que la restauracién de la poblacién es a partir de una expansién
deterministica.

Primero consideremos la curva que representa los puntos de la forma (s',77)
tales que N = N para ambos modelos, es decir, k = 1. Entonces obtenemos el
conjunto de puntos para los cuales Neh < N que se corresponde con el drea del
grafico que se encuentra por encima de cada curva y el conjunto de puntos para
los cuales Né‘ > N que se corresponde con el area del grafico que se encuentra por
debajo de cada curva (ver Figura 2.3).

Para cualquier poblacién, cuanto méas pequena es, mas afectada se ve por el
fenémeno de muestreo aleatorio que caracteriza a la deriva. Asi es que la deriva es
mas significativa en la region donde N, eh < N porque esto significa que la poblacion
se comporta como si efectivamente tuviera menos de N individuos. Veamos enton-
ces para qué valores de r’ y s’ el ntimero efectivo resulta menor que el total de
individuos, IV, estableciendo relaciones con el fenémeno de la genética poblacional
conocido como “cuello de botella”.

Analicemos la proporcién de alelos que se eliminan (') en funcién de la propor-
cién de alelos que se reproducen (s') que satisfacen N = kN para k =1, k = 1/2,
k=1/2%2k=1/23y k=1/2% tanto en el modelo con renovacién aleatoria como
en el de renovacién deterministica a partir de las figuras 2.4 y 2.5 respectivamente.

Si comparamos en las figuras 2.4 y 2.5 los nimeros efectivos entre los modelos
para los mismos valores de pardmetros observamos que cuando la expansién es
aleatoria la deriva es mayor, es decir, las curvas punteadas se encuentran por
encima de las curvas continuas (ver también Figura 2.3). Esto quiere decir que
para que ambos modelos den lugar a la misma deriva para un mismo valor de
s, en el modelo con renovacién deterministica tiene que ser mayor el nimero de
alelos que seran reemplazados, r, respecto al modelo con expansién aleatoria. En
efecto, en la expansién aleatoria la deriva tiene lugar tanto en la eleccion de los s
individuos que dejaran descendencia como en el muestreo aleatorio de tamano r+s
que restaura el tamano poblacional, mientras que si la expansion es deterministica,
los r + s individuos producto de dicha expansién tendran las mismas proporciones

de alelos A y a que los s, por lo cual la deriva sélo se produce en la eleccién de los
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0.6 0.8 1.0
1 1

Proporcion de alelos que se eliminan (r')
04

0.2
1

T T T T T T

0.0 0.2 04 06 08 10
s'=1 con reproduccién

estocastica: modelo de
Wright-Fisher.

Proporcion de alelos que se reproducen (s')

Figura 2.3: Proporcién de alelos que se eliminan en funcién de la proporcion

de los que se reproducen bajo la condicién tamano efectivo igual al tamano

poblacional. La funcién que se representa con linea punteada corresponde

al modelo con expansion deterministica y la funcién que se representa con

linea continua al modelo con expansién aleatoria. Ademas graficamos la recta
"=1-¢ ylarectar =g

s individuos que dejaran descendencia.
Las figuras 2.4 y 2.5 permiten distinguir distintas situaciones de interés para

el paso de una generacion a la siguiente:

= Si7’+ s =1 (corresponde a la diagonal del gréfico en la que ' + s = 1) en
el paso de una generacion a la siguiente se renueva toda la poblacién. Luego
si s’ = 1/N las sucesivas generaciones se originan de unos pocos individuos,
que no necesariamente van a tener una composicion genética semejante a la
de la poblacion de la que fueron elegidos. La proporcién de alelos o tipos
de cada variante dentro de los s podria ser muy diferente a la de toda la

poblacion. Esto es lo que suele llamarse un evento de cuello de botella.
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» Dado un valor fijo de ' + s’ 0 sea un valor fijo también de individuos que
permanecen sin participar en la muerte ni en la reproduccién (que son 1 —
(r'+5')), podemos tener una alta deriva para s’ pequetio, atin si 1 — (7' + ')
es distinto de cero. Los graficos de las curvas que cortan las subdiagonales
correspondientes a valores fijos de 7’ + s’ sugieren que Ng se puede hacer
arbitrariamente pequeino si se achica s’, pero esta reduccién estd acotada
por el hecho de que s > 1y por lo tanto ' > 1/N. Ademds excluimos del
analisis valores de v’ + s’ muy cercanos a cero porque estamos suponiendo
que 7+ s &~ r+s—1, lo cual es consistente con las aplicaciones biolégicas

que estudiaremos en el Capitulo 4.

Tamafio efectivo en distintos escenarios de renovacion parcial si la expansion es aleatoria

0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcién de alelos que se eliminan (r')

0.2

0.0

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Proporcion de alelos que se reproducen (s')

Figura 2.4: Grafico para el modelo con restauracion aleatoria de la po-
blacién de la proporcién de alelos que se eliminan en funciéon de la pro-
porcién de los que se reproducen bajo la condiciéon N* = kN para k =
1,1/2,1/22,1/23 1/2%. Ademés graficamos las rectas ' = 1—s', 7' = 1/2—/,
" =1/4—¢, 1" =5 ylarecta vertical s = 1/N.
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Tamafio efectivo en distintos escenarios de renovacion parcial si la expansion es deterministica

o

0.6 0.8
1 1

Proporcion de alelos que se eliminan (r')
04

0.2
1

0.0
1

T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Proporcion de alelos que se reproducen (s')

Figura 2.5: Grafico para el modelo con restauracién deterministica de la
proporcion de alelos que se eliminan en funcién de la proporcién de los que
se reproducen bajo la condicién N* = kN para k = 1,1/2,1/22,1/23,1/2%.
Ademads graficamos las rectas ' =1 —§ 7" =1/2 - r'=1/4—§ 1" =¢
y la recta vertical ' = 1/N.

Finalmente concluimos que en nuestros modelos de renovacién parcial la po-
blacién no necesariamente tiene que atrevesar un cuello de botella para que los

efectos de la deriva sean significativos (ver Cuadro 2.1).

r+s=N r+s<N
Reproduccién s &~ N Modelo de Wright-Fisher ~ 1 Alta deri
Aleatoria s ~ 1 Cuello de botella o o doma
Reproduccion | 4 o de botella s~ 1 Alta deriva
Deterministica

Cuadro 2.1: En este cuadro se resumen para ambos modelos distintos esce-
narios para los cuales la deriva es significativa.

29



CAPITULO 2. GENERALIZACION Y VARIANTE DEL MODELO DE
WRIGHT-FISHER

2.2. Distribuciones extremas de las variables

y; en nuestros modelos

En los modelos con renovacion parcial que hemos propuesto se pueden alcanzar
distribuciones extremas de las variables y; segun el valor de los parametros s y r.
Estas corresponden a minima y maxima deriva posible dentro de todos los modelos

de Cannings y las describimos a continuacién.
Minima deriva:

Si para todo i tenemos P (y; = 1) = 1, entonces la varianza o2 de las y; es
nula, la heterocigosidad se mantiene constante y A\g = A1 = Xo=...= Ay =1. En
virtud del Teorema 1.2.2, este espectro domina (tiene valores mayores o iguales,
componente a componente) al que se obtendria con cualquier otra distribucién de
las y;. En el modelo de expansién deterministica este caso extremo se realiza con
s=Nyr=0.

Maxima deriva:

Si para todo i tenemos P(y; = N) = 1/N y P(y; =0) =1 — 1/N, entonces
la varianza o2 de las y; es N — 1, la heterocigosidad se anula en un paso, N, = 1
y A2 = 0. Segun el Teorema 1.2.2 tenemos entonces que 1 = g = A1 > Ay =
A3 = ... = Ay = 0 y que este espectro es dominado por el de cualquier otra
distribucién de las y;. Tanto en el modelo de expansién aleatoria como en el de
expansién deterministica, este caso extremo se realiza con s =1y r =N — 1. Es
decir, todos los individuos de la generacién n son descendientes del mismo padre

de la generacion n — 1.
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Capitulo 3

Variante del modelo de urna de

Polya-Eggenberger

En este capitulo desarrollaremos una variante del modelo de urna de Polya-
Eggenberger para complementar las propuestas anteriores con un proceso en el
que el tamano poblacional aumenta gradualmente desde valores pequenos, como

ocurre en una poblacién en crecimiento.

3.1. El modelo de Polya-Eggenberger

Se considera una urna que inicialmente tiene N bolillas, de las cuales a son
rojas y = N — «a negras de manera que « + = N. Cada vez que se extrae una
bolilla se observa su color y se introduce de nuevo a la urna, junto con c bolillas del
mismo color [35]. Para este procedimiento, se estudia cémo evoluciona la frecuencia
de bolillas rojas (o negras) luego de las sucesivas extracciones.

La probabilidad de haber elegido [ bolillas rojas y m = n — [ bolillas negras en

las n primeras extracciones es:

(3.1.1)

P(X, =a+cl) = (”) afa+c)..(a+ (1 =1)c)B(B +c)...(B+ (m —1)c)

l N(N+¢)... (AN + (n—1)c)

que se puede reescribir en términos de la funcion beta

(3.1.2)

P(X,=a+cl)= (”) Bla/c+1,B/c+ m)

! Blafe,Ble)

61



CAPITULO 3. VARIANTE DEL MODELO DE URNA DE
POLYA-EGGENBERGER

donde X, es la variable aleatoria que representa el niimero de bolillas rojas en la

urna en el paso n, f(a,b) = Fp(?g_l;g) para cada a,b € Ry I'(n) = (n—1)! para cada

n € N. En la Seccién 3.2 deduciremos la versiéon de esta férmula que se aplica a

nuestra variante y en la que se toma ¢ = 1.

3.1.1. Convergencia con c =1

En este caso particular se considera una urna que inicialmente tiene N bolillas,
de las cuales « son rojas y 8 = N — « negras, y cada vez que se extrae una bolilla
se observa su color y se introduce de nuevo a la urna, junto con otra bolilla de su
mismo color.

Tenemos que X, es una variable aleatoria que representa el nimero de bolillas

. X . .
rojas en la urna en el paso n tal que ;5% converge c.s., y en particular en distri-

bucién, a una variable aleatoria 3, g que tiene distribucién beta con pardmetros o

y 3, es decir,

Xn
[ < = <
i (5t <o) = Pas <)

donde B4, ~ f(c, 3). Este es un resultado clasico del modelo de urna de Polya-
Eggenberger ([35] y [19]).

3.2. Variante del modelo de Polya-Eggenberger

Consideremos el caso de urna de Polya-Eggenberger para ¢ = 1, es decir, en
cada iteracién se agrega a la urna una bolilla. En la variante que proponemos
la proporcién inicial de bolillas rojas (o negras) es aleatoria [8]. En este sentido,
generalizamos el modelo conocido en un aspecto que no encontramos en trabajos
sobre el tema.

Entonces definimos la variable aleatoria Xy como el niimero de bolillas rojas que
hay inicialmente en la urna. Vamos a denotar por Ny el niimero inicial de bolillas
en la urna. En nuestra variante Xy tiene distribucién binomial con parametros Ny
y 1/2, lo cual corresponde a la situacién biolégica que estudiaremos en el Capitulo
4, Subseccién 4.3.2.

El proceso de deriva que proponemos consiste en elegir aleatoriamente una

bolilla e ir agregando exactamente una bolilla del mismo color que la que fue
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elegida a cada paso. Este procedimiento se repite una y otra vez. Esto es, en la
primera generacion se elige una bolilla al azar del total de Ny. Si se elige una roja
(la probabilidad segin Xy de que esto ocurra es ﬁ—g), en la siguiente generacion
habra Ny + 1 bolillas, Xg + 1 rojas y Ny — X negras. De lo contrario, si se eligié
una negra (la probabilidad segin Xy de que esto ocurra es 1 — %—8) en la siguiente
generacién habra Ny + 1 bolillas, Xy rojas y Ng — Xo + 1 negras.

En general, la generacién n tendra Nyg+n bolillas, donde n representa el niimero
de bolillas que se agregaron a la urna hasta el paso n. La variable aleatoria X,
representa el nimero de bolillas rojas en la generacién n, es decir, luego de la

incorporacion de n nuevas bolillas a las Ny iniciales.

Funcién de probabilidad condicional del nimero de bolillas rojas

en cada generacion

Procederemos al cdlculo de la probabilidad P(X,, = j + k | Xo = j) para
0<j5< Nyy0<Ek<n, que notaremos por ijJrk y sera

0 sij=0yk#0o0sij=Noyk#n
Pij+e =\ 1 sij=0yk=0o0sij=Noyk=n (321)
(p) QUM l) i1 < j < No—1y0<k<n

L(a)T'(b)

T(ath) Para cada a,b €

donde f representa la funcién beta, definida por §(a,b) =
R.

Justifiquemos primero los casos extremos, en los que la probabilidad da 0 o 1.
Si inicialmente todas las bolillas son rojas (Xo = Np), en cada generacién siempre
se elegird una bolilla roja. Luego con probabilidad uno el nimero de bolillas rojas

se incrementara en n, es decir, piy = 1y con probabilidad cero X, # Ng+n.

No+n
En cambio, si inicialmente todas lag bolillas son negras (Xy = 0), no es posible
elegir una bolilla roja, lo cual implica que con probabilidad uno X,, = 0, es decir,
Poo = 1, mientras que la probabilidad de que X, =% 0 es cero.

Ahora calculemos P(X, =j+k| Xo=j)paral <j < No—1y0<k <n,es
decir, la probabilidad de que el ntimero inicial de bolillas rojas después de n pasos
se incremente en k£ cuando partimos de una poblacién en la que ambos tipos estan
representados. Para ello definimos y;, una variable aleatoria que toma el valor 1

si en la generacién ¢ se eligié una bolilla roja, y 0 en caso contrario. Por lo tanto,
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>y yi se corresponde con el nimero de bolillas rojas que se agregaron hasta el
paso n. En el caso que nos ocupa, » ., y; = k.

Esto puede darse de distintas maneras. Por ejemplo, podria ocurrir que las
primeras k veces se seleccionen bolillas rojas, y por lo tanto, el resto de las veces
se seleccionen bolillas negras. En este caso tendriamos que y1 = 1, yo = 1, ...,
vt =1, Y11 = 0, ..., yp = 0 (se corresponde con la siguiente combinacién de k
unos y n — k ceros: (1...10...0)). Otra posibilidad seria que las primeras n — k
veces se seleccionen bolillas negras, y en las ultimas k veces, se seleccionen todas
rojas. Entonces tendriamos que y1 =0, ..., Yn—t =0, Yp—k+1 =1, ..., yn = 1 (se
corresponde con la siguiente combinacién de k unos y n — k ceros: (0...01...1)).
Entonces el conjunto de resultados posibles de las variables aleatorias 1, ..., Yn
tales que >, y; = k tendrd tantos elementos como maneras de combinar k unos
y n — k ceros, y por lo tanto su cardinal es (Z)

Ahora demostremos que

P(y1:/Ll7>yn:Zn‘X0:j)
JGHDG+2) ... +k—DWNo—H(No—j+1)...(No—j+n—k—1)
No(N0+1>...(N0+n—1>

(3.2.2)

para (il,ig, ,Zn) S Ak, siendo Ak = {(il,iz, ,’Ln) S {0, 1}” : Z?:l ij =k }

En palabras, queremos ver que todas las posibles maneras de que ocurra el
evento {X,, = j + k | Xo = j} (que como vimos representa que el nimero inicial de
bolillas rojas después de n pasos se incremente en k) tienen la misma probabilidad,
la cual sigue la expresién (3.2.2). Esta férmula se puede justificar, cualquiera sea
(41,92, ...y in) € Ag, considerando el numero de casos favorables al evento {y; =
i1y, Yn = in|Xo = j} dividido por el nimero de casos posibles.

Los casos posibles son igualmente probables porque en cada paso todas las boli-
llas tienen la misma probabilidad de ser elegidas, en efecto, en cualquier generacion
h la probabilidad de elegir una bolilla es m cualquiera sea la composicion de
la urna en ese momento. El niimero total de casos posibles es la productoria que
aparece en el denominador de (3.2.2) y se calcula en base al niimero de bolillas que
hay en el momento de los sucesivos muestreos. Primero se elige al azar una bolilla
de las Ny, a continuacién habra Ny + 1 bolillas, entre las cuales se elegird nueva-

mente una bolilla al azar y asi se sigue con el proceso hasta que haya No +n — 1
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bolillas, que es el total de bolillas al realizar la iltima de las n elecciones.

El cémputo de la productoria del numerador de (3.2.2), que tiene n factores
al igual que el denominador y corresponde a los casos favorables, se basa en que,
cualquiera sea el orden en que aparecen los k unos y n — k ceros, se trata de los
mismos factores en distinto orden. Para justificar esto observamos en primer lugar
que para cualquier caso en el que 2?21 ij = k existird un r tal que es el primer
subindice que cumple 3, = 1. En esa circunstancia habra j posibilidades de eligir
una bolilla roja en la r—ésima generacién sobre un total de Ny + r — 1 bolillas.
Ma3s atin, notemos que haya habido o no elecciones previas de bolillas negras, los
casos favorables en el momento de elegir una roja son j y después habra j + 1
rojas cuando se elige la segunda bolilla roja, independientemente de la cantidad de
bolillas negras que se hayan elegido previamente. Los factores contintian asi hasta
j+ k—1, que es la cantidad de bolillas rojas cuando se elige la ultima bolilla de
dicho color.

Lo mismo ocurre con la eleccion de las bolillas negras. En la primera eleccion de
una bolilla negra habrd Ny — j bolillas negras, en el momento de elegir la segunda
negra habrd Ny — j + 1 y asf hasta elegir la n — k—ésima bolilla negra. Entonces
No—j, Ng—j+1, ..., No—j+n—k—1son las cantidades de bolillas negras
al realizar la primera extraccién de una negra, la segunda, y asi hasta la iltima,
respectivamente. También andlogamente al caso de las bolillas rojas, las elecciones
de bolillas negras pudieron haber tenido elecciones de rojas intercaladas pero esto
no modifica el nimero de bolillas negras presentes a cada paso, que son las que
cuentan para el nimero de maneras de elegir la primera, la segunda, y hasta la
dltima bolilla que se eligié.

Entonces para cualesquiera (i1, 2, ..., ), (¢}, 5, ...,7,) € Aj se tiene que p =
P(yr =i1,...,yn = in|Xo = j) y p' = P(y1 = i, ..., yn = ip|Xo = j) son un pro-
ducto de n factores que tienen el mismo denominador y los numeradores de los
factores de p son los mismos que los de p’, pero estdn permutados, y por lo tanto,
p = p'. Esto prueba (3.2.2).

Considerando (3.2.2) y el hecho de que el cardinal de Ay es (}), se tiene

PXp=j+k|Xo=7) = (n>j...(j+k‘—1)(No—j)...(N0—j+n_k_|_1)'

k No(N0+1)(N0—|—n—l)
(3.2.3)

Para terminar la prueba de la férmula que dimos para esta probabilidad, vea-
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mos que esta expresién se puede escribir de manera mas compacta mediante la

siguiente expresion:

_ . n\ B +k No—j+n—k)
P(X, = j+k|Xo=j)= , , . 3.2.4
=gkl Yo =3 = (1) GRS 020
j..(j+k—1)(No—j)...(No—j+n—k=1) _ B(j+k,No—j+n—k) .
Queremos ver que £:U No()JS/oil)].?.(zgfoinil) ) — B0 ,B(j,][{/'oij) )
k1 Tk o i+ k—1)! (Notn—j—k—1)!
i;rgk ' Hi:ok 1(NO_J + 1) _ (J(j—l)!) ( O(No—j—l)! ) (3.2.5)
Hf\f;\;:—li (No+n—1)! -
(No —1)!
T(j+ k)T (No+n—j—k) T(No)
, (3.2.6)
LT (No = j) I'(No +n)
TG RT(No+n-j—k)  T(No)
I'(No +n) L'()C(No — )
(3.2.7)
j + k,No— J —k
_BU+kNo—j+n—k) (3.2.8)

/B(j7NU _j)

Las expresiones (3.2.5) y (3.2.6) son iguales considerando que I'(n) = (n — 1)!
para cada n € N, mientras que (3.2.7) y (3.2.8) son iguales dado que 3(j, No—j) =

% yB(+k,No—j+n—k)= o +k}12%15)+” k) Esto dltimo resulta del

hecho de que (a,b) = ((3 +§))) para cada a,b € R.

Funciéon de probabilidad del nimero de bolillas rojas en cada ge-

neracién

Ahora procederemos al calculo de la probabilidad no condicional, es decir, de
P(X,, =1) para 0 < i < Ny + n. Veremos que

1\No .. .
) 5 sit=0o0sii=Nyo+n
P(X, =i) = {(j)
2

Yo smindi Mo~k n Y B Nodn—i) (No) i 1 < < Ny 4n—1

j=maz{li-n} \i—j/ B(j,No—j) \j

(3.2.9)
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Por la férmula de la probabilidad total se tiene que

No
P(X,=1i)=> P(X,=i|Xo=j) P(Xo=j). (3.2.10)
j=0

Si ¢ = 0 entonces para j # 0 resulta P(X,, = 0| Xo =j) =0ysij=0
P(X,=0] Xo=0)=1 por (3.2.1). Luego

1\
P(XnZO):P(Xn:OX0:0)-P(X0:0):P(X0:0):<2>

por el hecho de que X tiene distribucién binomial con parametros Ny y % De la
misma manera se puede ver que si i = Ny + n resulta P(X,, = Ny +n) = (%)NO.
Ahora calculemos P(X,, = i) para 1 <i < Ny +n — 1 a partir de (3.2.10):
Sii < j se tiene P(X,, =i | Xo = j) = 0 porque el nimero de bolillas rojas a
cada paso o se mantiene igual o se incrementa en uno, nunca disminuye.
Sii>n+j setiene P(X, =1i| Xo = j) = 0 porque luego de n generaciones
el nimero de bolillas rojas podria incrementarse en a lo sumo n + j unidades.
Sij<i<n+jentoncesi—n < j < i, pero a su vez como j representa
el nimero de bolillas rojas que hay inicialmente se tiene que 0 < j < Ny. Los
casos j = 0y j = Ny ya fueron estudiados. Luego P(X, =i | Xo = j) > 0 para
cada j tal que maz {1,i —n} < j < min{i, Ng — 1} (ver Figura 3.1). Finalmente

reemplazando en (3.2.10) resulta que

min{i,No—1}
P(X,=i)= Y  PXp=il|Xo=j)P(Xo=j)
j=maz{l,i—n}
_ mm{iz’]%“} < n )B(i,No+n—z') <N0> <1>N0
oz Nig) aGNe - i) e
j=maz{l,i—n}

_ <1>No mm{iz’]%(’_l} ( n )[3(i,No+n—i) <N0>
2 i—3j) B, No—Jj) J

j=max{l,i—n}

para cada i (1 <i < Nog+n—1).
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Cantidad de bolillas rojas

Generacién

ﬂ

Valores de k para los que N

P(X,=k|X,=])>0
] n ntj

k<j j<k<n+j n+j<k
Esdecir, K—Nn< j <k aloque se agrega que
1< <N, -1

Figura 3.1: En una generacién el nimero de bolillas rojas a cada paso o se
mantiene igual o se incrementa en uno, nunca disminuye. Ademas luego de
n generaciones el nimero inicial de bolillas rojas, j, podria incrementarse
en a lo sumo n unidades. Luego la region sombreada representa para cada
1 < j < Ny — 1 aquellos valores de i tales que P(X,, =i | Xy =j) > 0.

Calculo de la probabilidad de que por lo menos el 90 % de las bolillas

en la urna en el paso n sean rojas

Como veremos en el Capitulo 4, Subseccion 4.3.2 para la aplicacién biolégica
que consideraremos es de interés la férmula de P(X,, > 0,9 - (Ng + n)), es decir,
la probabilidad de que por lo menos el 90 % de las bolillas en la urna en el paso n

sean rojas:
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Proposicién 8.
(
No+n—1 1\No x~min{i,No—1} B(i,No+n—14) /N
(Zi:oo,f;(No—‘rn) (5) Zj:max{(l),ifn} (zﬁ]) ,B(j,]o\fo—j) (jo))
1\ Vi
+(3)"

P(X, > 0,9 (Ny+n)) =

1=0,9-(No+n j=maz{l,i—n} \i—j/ B(j,No—j)
)

(ZNO+H71 " (%)No Zmin{i,Nofl} ( n )ﬁ(i,Ng-ﬁ-n—i)

+(3

(3.2.11)

donde |0,9 - (Ng + n)| representa la parte entera de 0,9 - (Nog +n).

Demostracion. Se trata de sumar las probabilidades puntuales que corresponden

al evento en cuestion. Luego se tiene

(S Not 6 Notm) P(Xn = k) + P(X,, = No +n)
20,0-(No+n
si0,9- (No+n) €N
e Nty |41 P(Xn = k) + P(X,, = No + )
50,9 (No+n) gN
(3.2.12)

P(X, > 09 (Ny+n)) =

y reemplazando a P(X,, = k) por (3.2.9) se obtiene (3.2.11). O

Foérmula asintética de la probabilidad de que por lo menos el 90 %

de las bolillas en la urna en el paso n sean rojas

Es importante considerar algunas propiedades del proceso estocastico que es-
tamos estudiando, { X, }nen:
En primer lugar, la esperanza de la proporcién de bolillas rojas se mantendra

constante a lo largo de las generaciones. Esto se debe a que la variable aleatoria
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X+
N0+n+1

Xt X, 1 X,
E = ElX,
<N0—|—n—|—1‘N0+n No+n+1 +y”‘N+n

1 X, X,
-~ (B(x
No+n+1< < ”'No+n>+ (y”|N+n>>

es martingala. En efecto, F (X,,) < oo y para cadan € N

(3.2.13)
1 X
=— | X 3.2.14
N0+n+1< ”+N0+n> ( )
1 No+n+1
No+n+1 No+n
- No+n

donde las expresiones (3.2.13) y (3.2.14) son iguales porque y,|X, = z, ~
Bi(1,z,/(No +n)).

En segundo lugar, de acuerdo a lo que vimos en la Subseccion 3.1.1 se tiene

que | Xo = j converge en distribucién a una variable aleatoria £; n,—; que

7RG
tiene distribucion beta con parametros j y No — j, es decir, 8 n,—; ~ B(j, No — 7).
A partir de este resultado vamos a poder estimar P(X,, > 0,9 - (Ny + n)) cuando
el nimero de bolillas que se agregaron es grande.

Para poder calcular el limite de P(X,, > 0,9 - (Ngp + n)) cuando n — oo,

demostremos la siguiente proposicion:

Proposiciéon 9.

X,
nlirﬁlop<n+ ) ZP/BJNO —j S 2)P(Xo = j) (3.2.15)

siendo Bj N,—;j una variable aleatoria tal que B;n,—; ~ B(4,No — j) y donde
extendemos la definicion de la distribucion beta a los casos extremos j =0y j = Ny
de la siguiente manera
1 stx=0
Bo,No ~ B(0, No) si P(Bo,ny =) =

Y

0 en caso contrario

. 1 six=1
0 en caso contrario
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Demostracion. Si inicialmente todos las bolillas son del mismo color, es decir, Xg

vale cero o Ny, la situacién inicial no va a cambiar a lo largo de las generaciones:
P(Xp+1=0]X9g=0)=P(X,=0]| Xg=0)
como también
P(Xpt1=No | Xo=Nog) = P(X,, = No | Xo=No)

) X 1 six=0
para cada n. Por lo tanto, lim,, ,, P (FX/O <z|Xo= 0) =
0 en caso contrario

1 stx=1
<x\X0—N0>: . Lue-

mientras que lim, ., P (
0 en caso contrario

n+N

go si extendemos la definicién de la distribucién beta para j = 0y j = Ny como se
propone en el enunciado de la proposicién se obtiene (3.2.16) para j =0y j = Np.
La proposicién utiliza ahora un resultado clasico del modelo de urna de Polya-

Eggenberger ([35] y [19]) que es el siguiente:

Xn
{ < — i) = , < 9
P (e <a Ko=) =P S0 (3210

siendo 3; n,—; una variable aleatoria tal que ; n,—; ~ B(j, No—j). Por la féormula

de la probabilidad total se tiene

X No X,
P n_ < = P <zlXo=7|P(Xy=3). 2.1
<n+No_x) % <n+N o= ") o= G240

Luego si tomamos limite cuando n — oo en (3.2.17), considerando (3.2.16) y el

hecho de que el limite de una suma finita es igual a la suma de los limites resulta:

, Xn
imoone (35 <) = Z,JLH;OP(

= ZP(ﬁj,No_j < z)P(Xo = j)
j=0

< x| Xo = j) P(Xo=17j)

con 3 ny—j ~ B(j, No — j) como queriamos probar. O
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Entonces se tiene que fo;n converge a una mezcla de betas cuyos coeficientes

son las probabilidades de la distribucion inicial. En nuestra variante la distribucion

inicial es una distribucién binomial con pardmetros Ng y p = 1/2.

Luego de la proposicién se obtiene que

n—oo

No—1 NO 1 No 1 No
h'm P(Xn 2 0,9(’1’L—|—N0)) = Z P(ﬁj,Nofj Z 0,9|X0 - j)< ] > <2> +<2>

j=1
(3.2.18)

con Bj ny—j ~ B(4, No — j)-
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Evolucién por deriva en plagas

El control quimico de plagas en cultivos y sus alternativas de control biolégico
son objeto de intenso estudio en los ultimos anos debido a su importancia para la
salud humana y sus consecuencias sobre el medio ambiente [32]. Existe un consenso
generalizado en cuanto a que para evitar el control quimico indiscriminado, basado
solamente en un cronograma fijo de aplicaciones periddicas de pesticidas de amplio
espectro, se debe poseer un conocimiento amplio de la dindmica y la genética
poblacional de las plagas y sus enemigos naturales [30]. Mediante herramientas
matematicas, esto puede conseguirse tanto a través del abordaje estadistico, por
ejemplo mediante el desarrollo y aplicacién de métodos de muestreo [14], como
mediante modelos que buscan describir los cambios en el nimero de individuos y
en la composicién genética de las poblaciones involucradas [29].

En las poblaciones plaga hay individuos que tienen en su composiciéon genética
alelos que les confieren caracteristicas que los hacen resistentes a los plaguicidas.
Luego de una fumigacién la mayoria de los individuos susceptibles mueren mientras
que los resistentes sobreviven. A su vez los descendientes de estos iltimos heredan
la resistencia. De esta manera las plagas se vuelven resistentes a los plaguicidas
rapidamente como consecuencia de la aplicacion reiterada de pesticidas por el
conocido proceso de seleccion. Esta es la fuerza evolutiva mas estudiada a la hora
de describir la velocidad a la que se vuelven resistentes las plagas, pero no es
necesariamente la tUnica que opera.

La diversidad genética en una poblacién de insectos o acaros plaga cambia de
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una generacion a otra. Los agentes que cambian las frecuencias génicas de dichas
poblaciones son la deriva genética, la mutacién y la seleccién. En esta seccién
analizaremos la evolucién de un alelo de una plaga, por ejemplo de insectos, bajo

eventos periddicos de fumigacién por deriva y mutacion en ausencia de seleccién.

4.1.1. Deriva

Para estudiar la evolucién por deriva de un alelo de una plaga con tamano po-
blacional constante, bajo eventos peridédicos de fumigacion, utilizaremos el modelo
de renovacion parcial y restauracién aleatoria del tamafnio poblacional, que desa-
rrollamos en la Seccién 2.1, Capitulo 2 [18], porque al ser una generalizacién del
modelo de Wright-Fisher sigue la dinamica de reproduccion aleatoria méas aceptada
en genética de poblaciones.

Nuestra generalizacion del modelo de Wright-Fisher describe la evolucion genéti-
ca sin seleccion. Suponemos que una fraccién de la poblacién se elimina mediante
un pesticida y luego hay una restauraciéon del tamano poblacional debida a la
reproduccién de una parte de la poblacién restante, que encuentra condiciones
favorables para su multiplicacién. El proceso describe la repeticiéon de n de estos
episodios.

Los insectos pueden ser haploides o diploides. En cualquier caso el nimero N
se refiere al niimero total en la poblacién de aquellos alelos que pueden ser de tipo
A o a. En el caso en que todos los individuos sean diploides, la cantidad de ellos
serd N/2,y N el tamafio poblacional de alelos. Las etapas involucradas en el paso
de la generacién n a la n+ 1 luego de un episodio de fumigacion son las descriptas

en la Seccién 2.1 que ahora interpretamos para el caso de una plaga:

1 Se eliminan » < N alelos de la generacién n, elegidos aleatoriamente y sin

reemplazo que corresponden a los eliminados por un pesticida.

2 De los N — r restantes se eligen s (0 < s < N —r) alelos aleatoriamente sin

reemplazo que corresponden a los alelos que participaran en la reproduccién.

3 Se realiza un muestreo al azar con reposicion de tamano r + s de los s alelos
producto de la segunda etapa, que corresponde a la cantidad de alelos con

los cuales se restaura el tamano poblacional.

4 Finalmente la generaciéon n + 1 se forma con los r + s alelos producto de la

tercera etapa y los N — r — s alelos que restan.
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Segun las etapas 1 y 3 tenemos que el pardmetro r representa la intensidad del
efecto del pesticida y el valor de s indica cuantos de los insectos sobrevivientes van
a reestablecer la poblacion, donde s no es el ntimero de insectos sino el nimero de
alelos. Como vimos en la Seccién 2.1 la poblacién pasara en el largo plazo, pero
en un numero finito de generaciones, a estar formada por todos alelos A o a, que

son los estados absorbentes del proceso de Markov.

Tamano efectivo de la poblacién y niimero efectivo de generaciones.

En particular nos interesa determinar la tasa de cambio de la diversidad por
deriva, que se puede describir en funcién de la pérdida de la frecuencia de alelos A
de la poblacién. Segun las subsecciones 2.1.3 y 2.1.4 del Capitulo 2, las férmulas
para la heterocigosidad y el correspondiente niimero poblacional efectivo son:

h(n) = h(0) (1 _r J;JSV)((]TVJF_SD_ 1)) (2.1.24)

B s(N —1)
Neh_N(r—i—s)(r—l—s—l)

(2.1.26).

A partir de la expresion del N, f se puede reescribir la heterocigosidad de la siguiente

manera

h(n) = h(0) (1 - A}h)n (2.1.28).

Mientras que el ntimero efectivo de generaciones es:

(1= )

In (1 - )

(2.1.33).

Ne =

A partir de estas expresiones estudiaremos para qué valores de los parametros s y
r la deriva deberia ser un factor a tener en cuenta cuando se estudia el cambio de

la frecuencia de un alelo de una plaga bajo eventos periddicos de fumigacién.

Deriva en la evolucion de un alelo de una plaga

La deriva genética es una fuerza evolutiva que afecta a las poblaciones pe-
quenas. Si bien las poblaciones de insectos son grandes, en el modelo que propone-

mos en cada generacién sélo una fracciéon de individuos contribuye con sus genes
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a la siguiente. Por lo tanto, la tasa de cambio por deriva y la pérdida de heteroci-
gosidad podrian ser mayores que las esperadas en funcién del tamano poblacional.
En dicho caso, desde un punto de vista efectivo, la poblacién podria evolucionar
como si fuera mas pequena de lo que es, motivando asi el estudio de la deriva como
fuerza evolutiva que interviene en la velocidad a la que se extienden o desaparecen
los genes resistentes a los pesticidas [29].

Los alelos de la generacion n+1 provienen de una muestra de los alelos presentes
en la generacién anterior, ya que, de los individuos de la poblacién no alcanzados
por el pesticida en una fumigacién, una parte se mantiene y otra participa en
la restauracion del tamano poblacional. El cambio por deriva en las frecuencias
alélicas se produce porque un tipo de alelo que por azar deja méas descendencia
aumentara su frecuencia en la poblacién. El resultado a largo plazo es la fijacién

de uno de los dos tipos de alelos en la poblacion.

Tamano poblacional efectivo

La tasa a la cual se pierde la diversidad en la poblacién estd determinada por el
tamano efectivo. En funcién de esto tltimo comparamos el tamaiio efectivo (N?)
y el tamano de la poblacién (V) graficando la proporcién de alelos que se eliminan
por el uso de un pesticida (' = r/N) en funcién de la proporcién de alelos que se
reproducen (s’ = s/N) para los cuales N = kN para 0 < k < 1 (ver en la Figura
2.4, Subseccién 2.1.4, Capitulo 2). Son de interés aquellos valores de parametros
para los cuales N < N dado que la deriva podria ser significativa a la hora de

explicar un cambio en la frecuencia de alelos en una poblacion plaga.

Cuello de botella

Consideremos un evento de fumigacién en el que los individuos que mueren y
los que se reproducen son aproximadamente N, es decir, r + s &~ N. Sabemos que

los 7 y s' que satisfacen N = kN donde 0 < k < 1 cumplen, segtin (2.1.39)

s'(1—1/N)

)T s N

Ahora si reemplazamos r’ + s’ por uno y 1/N por cero en esta tltima expresién
tenemos que s’ ~ k. Entonces el tamafio poblacional efectivo es 1/2N o 1/22N o
1/23N 01/2*N si s’ es 1/201/2% 01/2% 0 1/2*, respectivamente (ver en la Figura
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2.4).

Luego si 7’ +s' = 1 para s’ pequetio (el minimo valor que puede tomar s’ es 1/N
porque 1 es el valor minimo para s) hay mucha deriva porque en el paso de una
generacién a la siguiente se renueva toda o la mayor parte de la poblacién a partir
de una pequenia parte que sobrevive a un evento de fumigacién. Esto corresponde

a lo que en genética de poblaciones se denomina atravesar un cuello de botella.

Deriva en ausencia de un evento de cuello de botella

Podemos preguntarnos si es posible que se produzca una deriva similar a la de
un cuello de botella, atin si sobrevive sin cambios una parte de la poblacién. De
acuerdo con lo desarrollado en la Subseccién 2.1.4, Capitulo 2, para este modelo
de renovacion parcial aleatoria los cuellos de botella no son los tinicos eventos que
podrian cambiar las frecuencias de alelos por puro azar en las poblaciones plaga.

Consideremos los ejemplos del siguiente cuadro

r4+s=1/2 | r+s=1/4
NF=1/16N | s ~1/N | s <1/N
NF=18N |s~1/N |5 <I/N
NV=1/AN | s ~1/N s'~1/N

Cuadro 4.1: Situaciones de deriva significativa. Valores de s’ para los cuales
el tamafio efectivo resulta N = 1/2!N para |l = 2,34y +s =1/2 0
4+ =1/4.

En este cuadro se observa que

= Si de la mitad de la poblacién que fue afectada por el pesticida, la mayoria
murié como consecuencia de la fumigacién y los que sobrevivieron son los
que restauraron el tamano poblacional, entonces la deriva sera significativa

para aquellos valores de s’ tales que s es cercano a 1/N.

= Si las tres cuartas partes de la poblacién (1 — (7’ 4+ s’') = 3/4) permance sin
cambios a pesar del evento de fumigacién y s’ &~ 1/N, el tamano efectivo
se puede reducir de tal manera que sea 1/4 del tamano poblacional. Sin
embargo, dado que s’ estd acotado inferiormente por 1/N el tamafio efectivo
de la poblacién no se puede reducir de tal manera que represente 1/8 0 1/16
de N.
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Numero efectivo de generaciones

La importancia del nimero efectivo de generaciones reside en que represen-
ta la cantidad de eventos de fumigacién que producen la misma deriva que una
fumigacién tnica si el proceso fuera el clasico de Wright-Fisher.

Retomemos la expresién (2.1.33), que hallamos para n., estandarizemos el
ntmero alelos que van a ser reemplazados y el nimero de alelos elegidos para
reproducirse mediante s’ = s/N, ' = r/N y reemplacemos x por 1/N. Entonces

obtenemos

In(1—x)
In (1 — Wi)

(4.1.1)

Ne =
s 11—z
Nos interesa ver qué ocurre en poblaciones grandes, es decir, cuando N — o0,

que es equivalente a estudiar el limite cuando x — 0:

Luego
In(1l-—
lfim ne = lim nl-2) (4.1.2)
z—0 =0 1, (1 _ (st —2) )
s’ 1—x
—1
= lim 12 :
z—0 1 _ (s (=1) = + (r'+s)(r'+s'—z) 1
1— (7'/+s/)(rl/+s/7z)li s’ 1—x s/ (1—$)2

(4.1.3)

Las expresiones (4.1.2) y (4.1.3) son iguales por la regla de L’Hopital.

Operando algebraicamente podemos reescribir a (4.1.3) como:

| 0 )
(Tl+8/)(_1)$(1 . $) + (r’-‘rs’)(rl’-i-s’—z) '

s’ s

Finalmente si reemplazamos esta ultima expresién en (4.1.3) obtenemos

1 — UlsH4s'—a) )
. s s’
;13% fle = ili% (r’+s/)(fl)x(1 —z)+ (48" (r/ +s' )

s’ s

S/

= e (4.1.4)

Notemos ademds que esta expresion es aproximadamente N /N. En efecto, pa-
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ra N suficientemente grande resulta N ~ s/(r' + s')? segtin (2.1.30) (ver Subsec-

cién 2.1.4), entonces basta con reescribir s'/(r’' 4 s')? como s/(r' 4+s')2N = N /N.

Numero efectivo de generaciones y deriva

Para la aplicacién que estamos estudiando son de interés aquellas combinacio-
nes de s’ y 1’ tales que dan lugar a mucha deriva, es decir, tales que n. < 1 (que

a su vez implica que N < N).

s Los s’y r’ que satisfacen NN, f = kN para k entre 0 y 1 cumplen n. = k porque
ne = NI'/N. Luego cuanto menor sea el valor de k& (0 < k < 1) mayor va a
ser la deriva. Al igual que ocurre con el tamano efectivo, el nimero efectivo
de generaciones no se podra hacer arbitrariamente pequeno dado que en la

practica s estd acotado inferiormente por 1.

= Si igualamos n. a 1, nos ubicamos en una deriva igual a la de Wright-Fisher
en cada generacién y obtenemos la misma curva de la Figura 2.3 para la

relacién entre 7’ y s’ tal que N* = N.

s Si7’+ s =1 vemos que n, = s’. Si s’ es pequeno estamos en una situacién
de cuello de botella y si s’ toma su valor valor mdximo de 1, estamos en el
modelo de Wright-Fisher.

Comportamiento no monétono de la deriva para una proporcion fija

de individuos eliminados

Si fijamos un valor de r’ € (0, 1) tenemos que el niimero efectivo de generaciones
es una funcién de s’ definida en el intervalo (0,1—7") tal que ne ./ (s') = '/ (r'+5')%

Calculemos la primera derivada de la funcién n,:

(r' +8)% — 25/ (r' + &)

My —
T, (s) = (r + ')
7“/2 o 5/2
= (T/+S/)4‘

(1)

De donde tenemos que n, /,(s") toma el signo de 7' — s, dado que s € (0,1—7")

yr € (0,1).
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Luego si ' > 1/2, ne, es una funcién creciente de s’ en todo su intervalo de
definicién (0,1 — 7). Pero si 7’ < 1/2, tenemos que es creciente hasta r/, alcanza
un méximo en r’ y decrece entre v’ y 1 —7’.

Entonces en la medida que aumenta s’ aumenta el nimero efectivo de gene-

. . . . , / . / _ / .7
raciones, es decir, hay menos deriva, pero si s’ > 1’ (ya que si s’ =/ la funcién

alcanza el maximo) el nimero efectivo disminuye y aumenta la deriva.

Tamafio efectivo en distintos escenarios de renovacion parcial

Proporcion de alelos que se eliminan (r')

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Proporcion de alelos que se reproducen (s')

Figura 4.1: Gréfico de la proporcién de alelos que se eliminan en funcion
de la proporcién de los que se reproducen bajo la condicién N = kN para
k=2%221,1/2,1/221/2%1/2%. Ademds graficamos las rectas 7’ = 1 — ¢,
r=1/2—¢, 1" =1/4— 5,1 = ylarecta horizontal ' = 0,1.

Este comportamiento para r < 1/2 se puede observar en la Figura 4.1 mediante
la recta horizontal 7’ = 0,1 que se interseca con las curvas ), para k =1/2, k =1,
k = 2 y nuevamente para k = 1 conforme aumenta el valor de s’. Luego segin
el valor que tome s’ se tiene que N < N, N! = N o N! > N. En este caso

particular, como r’ es una fraccién pequena del total, cuando s’ estd préximo a

80



4.1. EVOLUCION POR DERIVA EN PLAGAS

1—7" el modelo se va pareciendo cada vez mds al modelo de Wright-Fisher y es por
eso que el tamano poblacional es aproximadamente igual al tamano poblacional
efectivo.

A partir del modelo propuesto, se puede concluir que la deriva puede ser sig-
nificativa segun el valor de los pardmetros que controlan el nimero de alelos que
mueren (r) y el nimero de alelos que sobreviven y se reproducen (s) luego de
cada episodio de fumigacién. Por lo tanto, debe ser un factor a tener en cuenta
cuando se estudia la evolucién de un alelo, incluso para aquellos alelos que confie-
ren resistencia a las plagas. S6lo se encontraran formas de controlar la aparicién
de resistencias si se comprende la teoria evolutiva y se conoce cémo influyen las

soluciones a corto plazo en la evolucién de las poblaciones de insectos ([30] y [34]).

4.1.2. Mutacién

Continuando con la posibilidad de evolucién sin seleccién, debemos considerar
que adicionalmente a la deriva, los alelos pueden estar afectados por mutacién. Por
este motivo en esta subseccion estudiaremos el modelo de deriva y restauracién
aleatoria del tamano poblacional incorporando mutacién. Los alelos de tipo A
podran mutar a los de tipo a, y los alelos de tipo a podran mutar a los alelos de
tipo A, en ambos casos con una probabilidad de mutacién asociada.

Si bien, segun estudiamos en el Capitulo 1, la deriva a largo plazo tiende
a eliminar la variacién genética, las mutaciones contrarrestan dicho efecto. En
particular, deja de haber estados absorbentes porque la posibilidad de mutacion
impide la fijacién de un alelo.

Nuevamente tenemos una poblacién de alelos de tamano N con dos variantes
alélicas, A y a. En este modelo de deriva con renovacion parcial se tiene que la
generacién n + 1 se obtiene de la generaciéon n a partir de un muestreo aleatorio,
por el cual » < N alelos de la generacién n, elegidos aleatoriamente y sin reemplazo
seran removidos. De los N —r restantes se eligen 0 < s < N —r alelos aleatoriamente
y sin reemplazo, a partir de los cuales se va a restaurar el tamano original de la
poblacién. Para incluir mutaciéon consideramos que los alelos de tipo a pueden
mutar a A con probabilidad u y los de tipo A pueden mutar a a con probabilidad
v, siendo 0 < u < 1y 0 < wv < 1. Por lo tanto, en la generaciéon n 4 1 si un alelo
elegido al azar es de tipo A puede provenir de la generacién anterior de un alelo

de tipo A o puede provenir de un alelo de tipo a, que muté a A. Las mutaciones
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ocurren de modo independiente, es decir, que el hecho de que un alelo haya mutado
no cambia la probabilidad de que otro alelo cualquiera lo haga.

Como lo hicimos en el Capitulo 2, Seccién 2.1 describiremos la etapa de re-
novacién parcial, pero agregando mutacién. Para ello definiremos el muestreo con
reposiciéon de tamano r + s de los s alelos utilizando los siguientes eventos:

A : El tipo del alelo tomado de los s alelos para pasar a la nueva generacion es
A.

M : Hubo mutacion del alelo tomado de los s.

A’ : El tipo de alelo que pasa efectivamente a la siguiente generacién después
de la eventual mutacién es A.

Siendo Y, el nimero de alelos de tipo A entre los s en la generacién n, ten-
dremos las siguientes probabilidades segun el valor de Y,,: P (A) = % y P(A") =
% (1—v)+ (%) u. Esta dltima férmula pasa a ser el pardmetro de la distribu-
cién binomial condicional a Y,, de alelos A en los r + s de la nueva generacién y se

obtiene calculando la probabilidad total mediante:

P(A) =P (A'AM) + P (AA°M) + P (A AM®) + P (A’ A°M)
=P (A |AM)P (M |A)P(A)+ P (A" | A°M) P (M | A°) P (A°)
+ P (A" | AM®) P(M°| A) P (A)+ P (A"| A°M®) P (M° | A°) P (A°)

_y, Y,
:0+14p(5 ">+1%1—W"+0
S

:Y”(l—v)+<S_Y”>u

El término %(1 — v) corresponde a la probabiliad de que se elija un alelo de

tipo A y que no mute a a, mientras que (stY")u corresponde a la probabiliad de
que se elija un alelo de tipo a y que mute a A.

Se renuevan en cada generacién r + s alelos y N — r — s se mantienen sin
cambios. Luego, la generacién n + 1 se forma con los r + s alelos producto de la
etapa de expansion aleatoria y los N — r — s alelos que restan.

Si se define X,, como el niimero de alelos de tipo A en la generacion n, entonces
{X,, n=0,1,...} es una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E =
{0,1,..., N}. Veremos que es ergddica y por lo tanto tiene una tnica distribucién

estacionaria 7 = (mw(0),7(1),...,m(N)) tal que lim, o P(X,, = i) = w(i) para

82



4.1. EVOLUCION POR DERIVA EN PLAGAS

todo 7 € F.

Proposicién 10. Eziste n > 1 tal que para cualquier par de estados i y j se tiene
P (X, =j|Xo=1)>0.

Demostracion. Basta probar que las siguientes transiciones en un paso tienen
probabilidad positiva: (1) i — i para todo i € E, (2) i — i+ 1 para todo i # N y
(8) i —i—1 para todo i # 0. Para i — i tenemos que un evento de probabilidad
positiva incluido en { X1 = i|Xo = i} es aquel en el que el muestreo con reposicion
reproduce los mismos tipos de alelos de los r + s individuos originales y no se
produce mutacion alguna. La transicion © — i + 1 se da con probabilidad positiva
st ese muestreo repite los mismos tipos de alelos y ademads se produce exactamente
una mutacion, la cual es de un alelo de tipo a al tipo A. Andlogamente, la transicion
i — 11— 1 se da con probabilidad positiva si se producen los mismos tipos de alelos

y ademds hay exactamente una mutacion, la cual es del tipo A al a.

Al igual que lo hicimos en los Capitulos 1 y 2 suponemos que el nimero de
alelos A en la generacién cero, Xy, no es aleatorio, y por lo tanto se tiene que

E (Xy) = Xo como también que la varianza de X es cero, Var(Xp) = 0.

Esperanza de la distribucién de equilibrio

Calculemos la E (X,,+1) para luego hallar la esperanza de la distribucién esta-

cionaria.

Proposicién 11.

(7"+5)(“+”)>"H (Xo— Nu >+ Nu (4.1.5)

E(Xp41)=1(1-
(K1) ( N u+v u+v

Demostracion. La expansion de los alelos que restauran el tamano original de la
poblacion es aleatoria y se renuevan en cada generacion r+ s alelos y los N —r —s
restantes quedan como estaban. Entonces para calcular la E (X,+1) escribimos a

Xp41 como la suma de dos variables aleatorias:
Xpp1 = X005 + XN (4.1.6)

donde Xfli‘i se define como el numero de alelos A entre los r + s alelos producto
de la renovacion parcial con expansion de los s alelos y Xﬁrf{*s como el numero

de alelos A entre los N —r — s alelos restantes.
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Consideremos ahora la variable aleatoria Y,, el niumero de alelos A entre los
s, y su distribucion condicional a X, = i. Como la eleccion de los s es a partir de
un muestreo aleatorio y sin reemplazo de una poblacion de N alelos de dos tipos,

resulta
Y, | X, =i~ H(N,i,s), (4.1.7)

es decir, tiene una distribucion hipergeométrica. Ademds en el muestreo con reem-

plazo de tamano v + s tenemos

T8 . Yn 7Yn
XT(LE) | 'Y, ~ Bi <T+8,S(1—U)+(S )u) (4.1.8)

Veamos que

i N —i
Ei(X)) = (r+5s) <N(1 —v) + ( N )u) . (4.1.9)
El subindice i indica que condicionamos respecto a X, = 1.

Primero calculemos E(X) 75 | Yy,):

Si consideramos (4.1.8) tenemos que

E(XIT5 | V) = (r+s) (?(1—2})+(8;Yn)u>. (4.1.10)

Luego tomando esperanza en esta ultima expresion obtenemos:
Ei(X;19) = Bi(B(X,17 | Ya))
Y, -Y,
=F; <(r+s) <sn(1v)+(s n)u)) por ( 4.1.10)
E; (Y, — E; (Y,
= (r+5) <1(")(1 — )+ (SM)u>

S S

(4.1.11)

que es la expresion de (4.1.9) que buscdabamos.
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Ahora calculemos Ei(XTZLV+_1T_S).

XN Y, ~ H(N = 8,0 — Yo, N =7 — 5), (4.1.12)

es una distribucion hipergeométrica porque la eleccion de los N —r — s alelos que
permanecen sin cambios en el paso de una generacion a la siguiente es a partir de

un muestreo aletorio y sin reemplazo de una poblacion de N — s alelos, que son de

tipo a o A.
Luego
B () = 5 (s 137
=F; <(N—T—s) éV_YZ> por ( 4.1.12)
_WN=r=s) .
TN — (i — E; (Yn))
(N —r—s)

oo <i—5]i]> por ( 4.1.7)
- (N—r—s)‘<N—s>

N —s N
1
— (N —r—8)~.
(N—r—s)%
Asi tenemos que )
E(XNT ) = (N =71 —s)—. (4.1.13)

N
Finalmente combinando (4.1.11), (4.1.13) y (4.1.6) se tiene

Ei (Xpq)=E; (X,]LVJ:{_S + X;ﬁ)

= B (X05) + B (X1
:(N—r—s)]if—l—(r—ks)(

i N —i (4.1.14)
F =0+ ()

N(N—(u—i—v)(r—i—s))—l—(r—i—s)u.

Luego
E (X1l Xn) = % (N —=(u+v)(r+s))+(+s)u. (4.1.15)
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Si tomamos esperanza en (4.1.15) obtenemos:

E(Xn1) = (Xn41]Xn))
= <)](\7 (u+v) r—i—s))—i—(r—i—s)u)
+N ") B (X)) + (r + ). (4.1.16)

Por dltimo consideremos la formula recursiva (4.1.16) para obtener E (X,41):

E(Xpy1) = &V = (v +]\;}) (r+9) ((N —(u +]\;J) (r+ S))E(anl) +(r+ s)u)
+ (r+s)u
—\u v)\r S 2
(WY gy
+<(N_(u+]\;))(r+s))>(r+s)u—|—(r—|—s)u
—(u+v)(r+s))\*
_((N ( +N)( + ))> B (X, 2)

N

(N —(u+v)(r+s))
+( o

N <(N— (u+v) (T+s))>2(r+8)u

)(r+s)u+(r+s)u

_ ((N—(quZ\;J) <r+s>>>"“E(X0)+(T+S)ul"0 (1_ (U+vj\r(r—i—s)>l

(4.1.17)

(‘N<““””S>>)"“XO+MU(1WW)"“)

N 1— (1 - %)
(4.1.18)
- ((N— (U+]\;)) (T+S))>n+1XO+ (UN—:LU) (1_ ((N— (u+]\;)) (r+3))>"+1>
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donde (4.1.18) se obtiene si reemplazamos E(Xq) por Xo y la serie

Zn: (1 - %)l por (1(MI\W>n+1>.

=0 17(17W>

Es decir que obtuvimos

como queriamos demostrar.
Ahora calculemos la esperanza de la distribucion limite:

Proposicién 12. La esperanza de la distribucion limite de la cadena de Markov,

que denotaremos por [, es
U

u+v
Demostracién. Para calcular p primero veamos que

p=N (4.1.19)

w= lim E(X,) (4.1.20)

n—o0

En efecto,

=3"j lim P(X, =) (4.1.21)

N
= ij(j) (4.1.22)

Las expresiones (4.1.21) y (4.1.22) son iguales porque {X,,, n = 0,1, ...} es irredu-
cible y aperiddica con un numero finito de estados. Entonces tiene una unica dis-
tribucion estacionaria m = (w(0),7(1),...,7(N)) tal que lim,_ o P(X,, = j) =
().

Ahora probemos (4.1.19):

La férmula del nimero esperado de alelos de tipo A en la generacion n es:

E(X,) = <1 . W)n <X0 - uﬁ“@) + u]\fv (4.1.5).
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Si tomamos limite en esta ultima expresion resulta:

lim B (Xn) = —“ 4 lim (1—M]\(M>n (XO— Nu ) (4.1.23)

n—o0 u—+v n—o00 u—+v

u

=N (4.1.24)
U+ v

como queriamos probar. Las expresiones (4.1.23) y (4.1.24) son iguales porque
—-1< (1 — %) < 1, luego lim,_, (1 — W)n = 0. En efecto, como
O<u+v<2y0<(r+s)/N <1 setiene que 0 < (u+v)(r+s)/N <2, lo cual
implica que —1 < <1 — %) < 1.
Alternativamente, también se llega a esta expresion tomando limite en la férmu-

la recursiva (4.1.16) que obtuvimos para la esperanza. Consideremos

(N = (u+v)(r+s))

E(X,)+ (r+s)u (4.1.16).

Luego si tomamos limite en ambos miembros de esta ultima expresion resulta:

(N —(u+v)(r+s))

lm E (Xn41) = lim E(X,) + (r+ s)u

n—oo N n—oo
w= (N(UJ;\;)) (T+S))u+(r+s)u por ( 4.1.20).

Finalmente despejamos j1 y obtenemos p = N .

Evolucion de la proporcion esperada

La férmula del ntimero esperado de alelos de tipo A en la generacién n es:

E(X,) = (1 . M]\(M)n (Xo _ Nu ) 4 N (4.1.5).

En este modelo de renovacion parcial con mutacién la esperanza del nimero de
alelos A no es constante como cuando sélo actia la deriva. Estudiemos la variacién
por mutacién a partir de (4.1.5) y (4.1.16).

La dinamica de la convergencia se puede ilustrar mediante la férmula recursiva

que obtuvimos para el nimero esperado de alelos de tipo A en la generacién n+ 1:
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(N —(u+v)(r+s))
N

E(Xps1) = E(X,) + (r + s)u (4.1.16).

Reordenando resulta:

B(Xnr) _ E(X) E(X)(rts) (1_ E(Xn)> (r+s)

N N N N
En base a esta expresion definimos:

f?"-i-s : [07 1] — [07 1] con fr-i—s(w) =T _x(T—’_S)

donde z = M.

La evolucién de la proporcién esperada puede verse graficamente en la Figura
4.2. En esta figura se representa la recta identidad y la funcién f, ¢ que corresponde
a la féormula recursiva de las proporciones esperadas. Si se parte de x( se obtiene
el valor 1 = fr45 (x0) en el cual hay que volver a evaluar la funcién para obtener
fras (r1) = w2 y asi sucesivamente para converger a u. Dado que el punto en el
cual la horizontal que pasa por (zg, fr+s (zg)) corta la identidad tiene abscisa y
ordenada x1 = f,4s (29), podemos evaluar la funcién en x; trazando una vertical
desde (z1,x1) hasta la grafica de f,4s para obtener zo y asi sucesivamente. La
trayectoria escalonada muestra esta evolucién, que es una convergencia al equilibrio
ubicado en la interseccion de la gréafica de f,1 s v la identidad. Analogamente, si se
parte de un z(, mayor que el punto de equilibrio, se converge a u/N = Tiy desde
valores mayores.

Analicemos qué sucede en los casos extremos, es decir, cuando todos los alelos
son de tipo A o todos de tipo a. Observemos que si = 0 entonces la proporcion
esperada de alelos de tipo A en la siguiente generacién es (r + s)u/N, es decir,
se corresponde con la fraccién de alelos que mutan de tipo a a A en el paso de
una generacion a la siguiente. Mientras que si x = 1 la proporcién esperada de
alelos de tipo A en la siguiente generacién es 1 — (r 4+ s)v/N porque en el paso
de una generacion a la siguiente la fraccién de alelos que mutan de tipo A a a es
(r+s)v/N.

Por otro lado tenemos que con la poblacién en el estado de equilibrio (f4s(x) =
x) los términos x%v y (1 —x) %u son iguales, de donde resulta que la pro-

porcién esperada de alelos de tipo A en el equilibrio es u/N = 4o+ como vimos
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en (4.1.19).

Concluimos que el equilibrio de proporciones esperadas de alelos de tipo A
se alcanza en u/(u + v), que no depende de los pardametros r y s. Estos tltimos
si tienen incidencia en la velocidad de convergencia al equilibrio, al influir en el
valor de la tasa 1 — w de la férmula cerrada (4.1.16), la cual coincide con la
pendiente de la recta fr4s, que es fris(1)— frys(0) =1— % Cuanto mayor
es r+ s, menor es la pendiente de la recta y mayor es la velocidad de convergencia
al equilibrio. Esto se debe a que 7 + s es el nimero de alelos que pueden mutar en

cada generacién.

r+s
f..Q=1-—yv

u
u+v

T T S
£ (x) [

fr+s (XO)

frs (@ ="

X, X X Xg —
u+v

Figura 4.2: Convergencia de los valores de las proporciones esperadas de
alelos de tipo A a la proporcién esperada de la distribucién de equilibrio

paral—w>0.

(r+s)(utv)
N

Finalmente senalamos que la tasa 1 — esta acotada por —1 y 1, pu-
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diendo ser negativa. En este tltimo caso se produciria un comportamiento oscilante
alrededor del punto de equilibrio en la convergencia de la sucesién de esperanzas
como se puede ver en la Figura 4.3. Un valor negativo requeriria que u + v sea
mayor que N/(r+s), que es a su vez mayor que 1. Esto es posible en teoria porque
u 'y v son probabilidades condicionadas respecto de distintos eventos (que el alelo
sea de tipo a y que el alelo sea de tipo A) con lo cual 0 < u + v < 2. Sin embargo

las tasas de mutacién reales son siempre pequenas, descartando la posibilidad de

que la tasa 1 — % sea negativa.
r+s
f,.(0)=——u
I'+S( ) N
LU C% R E——
fr+s(Xz) ....................................
.
TITVIIRS SRS ESU S i
N ¢ 2) [ R R— ;
i r+s
i f.@Q=1-—-1v
: r+$( ) N
X X, Y4 ox X,

Figura 4.3: Convergencia de los valores de las proporciones esperadas de
alelos de tipo A a la proporcién esperada de la distribuciéon de equilibrio

paral—w<0.
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4.2. Inactivacion del cromosoma X: Lyoniza-
cion

El nicleo de una célula humana contiene normalmente 46 cromosomas, 23
correspondientes a la madre y 23 provistos por el padre. Se organizan en pares,
siendo 22 pares de autosomas, mas un par que determina el sexo. El par sexual
consiste en dos cromosomas X en las mujeres (por lo cual su cariotipo, o conjunto
de cromosomas, se denota mediante (46, XX)) y un cromosoma X y uno Y en los
varones (46, XY). Un hombre hereda un cromosoma X de la madre y el cromosoma
Y del padre, y una mujer hereda un cromosoma X de la madre y el cromosoma X
del padre.

Si bien una mujer tendra dos cromosomas X, uno de origen materno (Xm) y
otro de origen paterno (Xp), en cada célula sélo uno de estos cromosomas se en-
contrard activo, permitiendo la expresién de las caracteristicas de sus genes. Esto
se debe a que en una etapa temprana del desarrollo del embrién de las mujeres,
uno de los dos cromosomas X de cada célula se inactiva para compensar fisiolégi-
camente la dosis de los genes ligados a dicho cromosoma en ambos sexos. Este
fenémeno de compensacién de dosis génica ligado al cromosoma X fue descubierto
por la citogenetista Mary Lyon en 1961 [17], y se conoce como Lyonizacién. La
inactivacion de un cromosoma X materno o paterno se produce en la embriogénesis
y ocurre al azar con igual probabilidad e independientemente en cada célula del
embrién femenino (de 5-7 dias), cuando existen aproximadamente 10 a 30 células
precursoras de cada tejido [24]. Por lo tanto, cada individuo resultard un mosai-
co donde lo méas probable es que aproximadamente la mitad de sus células porte
inactivo el cromosoma X paterno y la otra mitad tenga inactivo el cromosoma X
materno. Una vez ocurrida la inactivacién en cada célula somética, dicha inacti-
vacién es heredable clonalmente por las células descendientes durante toda la vida
de la mujer. Por lo tanto todas las mujeres podrian considerarse hemicigotas en
cada célula para uno u otro de los alelos del cromosoma X.

La hipétesis de Lyon se ha demostrado con muchos loci ligados al cromosoma
X. Un ejemplo es el color del pelaje en algunos mamiferos, como el patrén calico
de los gatos, que se debe a la inactivacién del cromosoma X. Los gatos calicé son
normalmente hembras heterocigdticas para los alelos naranja y negro de un locus
ligado al X. Estas hembras muestran areas de los dos colores, indicando de esta

manera que en un cierto estadio del desarrollo uno de los dos cromosomas X se
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inactivé y que todas las células descendientes de esa linea conservaron inactivo el
mismo cromosoma X. Esto da lugar a manchas de color en el pelaje dado que hay
regiones de la gata con células que tienen activo el alelo que codifica para el color
naranja, y otras células que por el contrario tienen activo el alelo que codifica para
el color negro. En lo que respecta al color blanco, dado que este color no esté ligado
al cromosoma X ni al Y se expresa independientemente de los otros dos colores.

Por este motivo una gata puede presentar los tres colores en su pelaje.

XX Blastocisto Blastocisto

Inactivacioén al azar

Figura 4.4: Lyonizacion

4.2.1. Patrdon de inactivacion del cromosoma X

La inactivaciéon de un cromosoma X materno o paterno en cada una de las
células del blastocisto es un proceso estocastico cuyo resultado se puede modelar
con una distribucién binomial, dado que la probabilidad de inactivar el cromosoma
paterno o materno es la misma, igual a 1/2 (salvo excepciones como mencionaremos
mas adelante), y ocurre independientemente para cada célula.

Se define como patrén de inactivacién del cromosoma X, XIP (X Inactivation

Pattern), al porcentaje de células con inactivacién del cromosoma X materno (o
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paterno). Lo mé&s probable es que aproximadamente la mitad de los clones de
una mujer presenten inactivo el cromosoma paterno y la otra mitad presenten
inactivo el cromosoma materno, es decir, un XIP del 50 %. Sin embargo, no todas
las mujeres presentan ese patrén de inactivaciéon. Cuando ocurre un alejamiento

significativo del 50 %, se dice que hay un sesgo en el patrén de inactivacion.

Distribucion Binomial del Patrén de Inactivacion Inicial

La distribucién binomial se puede aplicar para modelar el resultado del proceso
de Lyonizacién. Si se define como Y al nimero de células que tienen inactivado el
cromosoma X materno, resulta que Y es una variable aleatoria con una distribucion
binomial que tiene como parametros el nimero de células precursoras de un tejido,
Ny, el cual se estima entre 10 y 30 segtin [24], [31] y p = %, la probabilidad de que en
una célula se inactive el cromosoma X materno. Si bien el niimero méas probable de
células con inactivacién del cromosoma X materno es Ny/2 (suponiendo Ny par),
hay una probabilidad positiva de que haya un sesgo en el patrén de inactivacion.

Un sesgo en el patrén de inactivacién es un apartamiento del 50 % por parte
del XIP, por ejemplo menor a 35 % o mayor a 65 %. La probabilidad de un evento
tal, es la probabilidad de las correspondientes colas de la distribucién de células
con el X materno inactivo. En la Figura 4.5 se graficé la funcién de probabilidad
de la variable aleatoria Y tal que Y ~ Bi(Ny,1/2) para Ny igual a 10, 15, 20
y 30. Se puede observar que cuanto menor sea el nimero de células precursoras
que daran origen a cada tejido, mayor serd la probabilidad de obtener poblaciones
celulares con inactivacién sesgada. Como ejemplo numérico podemos senalar que
para Ny = 10 la probabilidad de tener 80 % o mas de las células con inactivacién
materna (8, 9 u 10 de las 10 células) es 7/128 = 0,0546875, mientras que para
Ny = 30 la probabilidad de ese mismo evento (que corresponde a 24, 25, 26, 27,
28, 29 0 30 de las 30 células) es ~ 0,000715.

4.2.2. Causas del sesgo en el patron de inactivacion del

cromosoma X

Existen mujeres que presentan un sesgo en el patrén de inactivacion. Dicho

sesgo puede estar asociado a distintas causas [23]:

(1) Una posible causa es el azar en la inactivacién inicial. En este caso la proba-
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Figura 4.5: Funcién de probabilidad de la variable Y con Y ~ Bi(Ny, 1/2)
variando la cantidad de células precursoras de un tejido, Ny.

bilidad de que haya un sesgo en el patron de inactivacion es la probabilidad
de las colas de la distribucién binomial de la variable aleatoria que represen-
ta el nimero de células con inactivacién del cromosoma X materno. Como
vimos en la subseccién anterior la probabilidad de que haya un sesgo en el
patréon de inactivacién debido a esta causa dependera del ntimero de células

precursoras que daran origen a cada tejido.

(2) La segunda causa posible es la existencia de una desventaja en la prolifera-
cién de las células que presenten activo un cromosoma X portador de una
mutacién en un gen que es importante para su funcionalidad, maduracién,

etc., afectando la supervivencia de las células de ese clon de inactivacion.

(3) Por ultimo, por un defecto en el proceso de inactivacién en si mismo. Por
ejemplo, mutaciones en el gen XIST (X-inactive specific transcript), que

produce un RNA no-codificante de expresién diferencial sobre el X inactivo
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y es el responsable primario de la iniciacién y desarrollo del proceso de

inactivacién del cromosoma X.

Las causas (2) y (3) se deben a mecanismos genéticos y en general se asocian
a un patrén de inactivacién con sesgo extremo, es decir, un XIP superior al 90 %.
Si alguna de las causas genéticas interviene, es decir, el patrén de inactivacién no
fuera al azar, se observaria que todos los tejidos presentan sesgo extremo [24]. De
lo contrario, es decir, cuando no intervienen las causas (2) y (3), la causa (1) es

una importante fuente de sesgo [31].

4.3. Procesos de deriva aplicados al X

Como ya hemos mencionado existen mujeres que presentan un sesgo en el
patrén de inactivacién. Sin embargo, si las causas (2) y (3) no intervienen lo mas
probable es que una mujer tenga aproximadamente la mitad de sus células con
inactivacion del cromosoma X materno y la otra mitad con inactivacién del cro-
mosma X paterno. Esto motivé nuestro estudio de posibles cambios por puro azar
en la frecuencia de células con inactivacion del cromosoma X materno durante la
expansion clonal de las células precursoras de un tejido que ocurre con posterio-
ridad a la inactivacion inicial, suponiendo que dicha expansion es no sincrénica
(proceso que serd modelado en la Subseccién 4.3.2), y durante los episodios de
renovacién celular (proceso que modelaremos en la Subseccién 4.3.1). Veremos en
primer lugar el caso de renovacion celular, sobre el cual existe modelado estocéastico
en la bibliografia ([36] y [37]) pero nosotros abordamos introduciendo la renovacién

parcial.

4.3.1. Deriva cromosomica en la renovacion celular

Las células de un organismo no viven indefinidamente y su vida media depende
del tipo de célula que se considere. Hay células cuyo periodo de vida es largo, co-
mo las musculares o las neuronas, en comparacion con la vida de por ejemplo, las
células sanguineas y epiteliales, que tienen una mayor tasa de renovacién a partir
de sus células progenitoras. El namero de células que componen un tejido en un or-
ganismo adulto permanece aproximadamente constante; las células que mueren se
sustituyen por otras, proceso que permite el mantenimiento de un balance adecua-

do entre la pérdida y la renovacién celular. El recambio celular en los tejidos de un
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organismo se fundamenta en el mantenimiento de un equilibrio (homeostasis) entre
proliferacién y muerte celular a fin de garantizar la poblacién adecuada en cada
momento [16]. Entonces cada tejido posee sus propias caracteristicas fisiologicas
de recambio.

Con el fin de estudiar las posibilidades de un cambio en el patrén de inactiva-
cién a lo largo de la vida de una mujer por puro azar, desarrollamos un modelo
probabilistico de deriva. Nos basamos en el proceso descripto en la Seccién 2.1, con
el que representamos los eventos de renovacién celular en los cuales se producen
nacimientos y muertes de determinadas células. Para estudiar la evolucién de las
frecuencias de células con inactivacién de uno u otro cromosoma X en un tejido
(va no frecuencias alélicas en este caso), se describe el recambio celular como un
proceso estocastico de muestreo y expansién clonal con reemplazo parcial de la
poblacion en cada generaciéon. Esta manera de describir el recambio celular se ba-
sa en lo que sucede en la mitosis, proceso por el cual se obtienen células hijas con
informacién genética idéntica a las de las células progenitoras, que tiene lugar en
las células somaéticas y permite la renovacion de tejidos.

Por falta de datos suficientes, este modelo no puede ajustarse a lo observado
in vivo hasta el presente, pero permite estudiar mediante acotaciones el rol que
juega el azar en el cambio de las frecuencias de células con inactivacién de uno u
otro cromosoma X en los episodios de renovacion celular.

Se considera una poblacién con un nimero constante, N, de individuos, don-
de cada individuo representa una célula con el cromosoma X materno o paterno
inactivo. Por lo tanto, NV representara el niimero total de células de un tejido. Las
sucesivas generaciones representan los episodios de renovacion celular. En estos
episodios hay células que se reproducen, células que mueren y células que simple-
mente permanecen. Es posible interpretar a la generacion n + 1 como el resultado
de cuatro etapas. En las primeras dos etapas, del total de N células de la genera-
cion n se eligen al azar r células que son las que mueren y de las N — r que restan,
se eligen s (s < N — r) células que son aquellas que se reproducen clonalmente
hasta que sus descendientes alcanzan la cantidad r, reponiendo la cantidad que
habia originalmente. Dicha expansion clonal, que tiene lugar en la tercera etapa,
mantiene la proporcion de células con inactivacion del cromosoma X materno pre-
sente en la muestra aleatoria de tamafo s. Finalmente la generaciéon n+1 se forma
con las N —r células que permanecen y las nuevas r células producto de la tercera

etapa.
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Si definimos X,, como el nimero de células con inactivacién del cromosoma X
materno luego del n-ésimo episodio de recambio, el rango de X,, es {0,1,...,N}

para cada n > 0. Vimos en la Seccion 2.1, Capitulo 2 que
E(Xpp1 | Xo=1)=1

para cada n € N lo cual se deducia de (2.1.17). Este resultado indica que el nimero
esperado de células con inactivacién del cromosoma X materno se mantiene igual al
inicial, en términos probabilisticos. Sin embargo, podria ocurrir que el ntimero de
células que tienen inactivado el cromosoma materno, X,, pasa en algin momento
a ser N o 0 indicando la pérdida de uno de los tipos de células si se dispusiera del
tiempo suficiente. Cuando uno de los dos tipos de células se pierde de la poblacién,
nunca retorna, es por eso que 0 y N son estados absorbentes. Como {X,,},>0 es
una cadena de Markov absorbente, la probabilidad de que algin tipo de célula se
fije en la poblacién es 1. Eso significa que, independientemente del estado inicial de
la poblacién y pese a no haber factores selectivos que favorezcan uno u otro tipo,
con el transcurrir del tiempo la poblacién termina siendo de un tipo homogéneo.
Cabe destacar que esto no implica que una mujer que cuando nace tiene un XIP
del 50 % llegue a tener un XIP del 100 % conforme avance su edad.

El tiempo de fijacion es:

T=min{n: X, =00 X, =N}.

Es decir, corresponde al primer instante en que la poblacién consiste en todas
células que tienen inactivado el cromosoma materno o todas que tienen inactivado

el cromosoma paterno. Como se vié en (1.1.17) se tiene que
P(X;=N|Xo=1)=1i/N.

Esto es, la probabilidad de fijacién para células con el X materno inactivo es igual
a la proporcién de células con el X materno inactivo en la poblacién incial (y
analogamente para células con el X paterno inactivo).

Para estudiar los efectos de la deriva que tienen lugar en la etapa de renovacién
de la poblacién, es relevante la aleatoriedad en la eleccion de las s células que se
reproduciran. Luego de este muestreo aleatorio la expansién es deterministica, es

decir, las r células hijas tendran el mismo patréon de inactivacién que las s células
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progenitoras. Consideramos entonces los cdlculos de la varianza y heterocigosidad
para el modelo de deriva con expansion deterministica de la poblacién realizados en
la Seccién 2.1. En este caso el término heterocigosidad alude a la condiciéon donde
coexisten ambos clones de inactivacién del cromosoma X y no a una coexistencia
de tipos de alelos.

Para estudiar cémo cambia el sesgo hacia uno de los dos tipos de células luego
de n recambios celulares por deriva, estudiemos la férmula de la heterocigosidad.
La heterocigosidad se define como la probabilidad de tomar, sin reemplazo, dos
células de distinto tipo en la generacién n, es decir, una de ellas tiene inactivado el
cromosoma materno, y la otra, el paterno. Una baja probabilidad de este evento

indica un alto sesgo en el patrén de inactivacion y viene dada por:

h(n) = h(0) (1 - my

segln (2.1.25) (ver Capitulo 2, Subseccién 2.1.3).

Con el objetivo de estudiar para qué valores de los parametros r y s se puede
producir un cambio en el patrén de inactivacién incial luego de n generaciones,
hallamos una funcién del ntimero de células que mueren, 7, en funciéon del nimero
de células que se reproducen, s, en cada episodio de renovacion celular. Para ello
despejamos 7 en funcién de s de la expresién hallada para la heterocigosidad y

obtenemos la siguiente funcion:

n/h(n
%)N(N—l)s—s

2

\/S2+4<1_
r: [0, N] = [0, N] tal que r(s) =

En efecto, si partimos de la expresion que hallamos para la heterocigosidad

h(n) = h(0) <1 . my

luego de algunas operaciones algebraicas obtenemos que esta tltima expresién se

puede reescribir de la siguiente manera

_ o[ h(n)
0=r1r>+rs— (1— h(O))N(N—l)s. (4.3.1)

Para cada posible valor de s (4.3.1) es una ecuacién de segundo grado cuya solucién
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€S

s — pfhm —1)s—s
r(s) = \/ Bl <1 h(;)) k. : (4.3.2)

Por otro lado, tenemos que la varianza de la variable aleatoria X,,, segiun
(2.1.23), es

Var(X,) = Xo (N — Xo) <1 - <1 - M\[)n) .

La varianza se puede expresar en funciéon de la heterocigosidad de la siguiente

manera
N2

Var(X,) = 5

(h(0) — h(n)). (4.3.3)

En efecto, si reemplazamos (1 — s(%rjls))N)n por % en (2.1.23) obtenemos que

V(I’I"(Xn) = XO (N — X()) ( — ZEg;)

Observemos que cuanto menor es la heterocigosidad en la generacién n, mayor es

la dispersién de la distribucién de la variable aleatoria X,.

Resultados

Consideremos la siguiente funcién

\/5’2 +4 (1 -
r':10,1] = [0,1] tal que 7'(s") =

, (4.3.4)

que se obtiene estandarizando el nimero de células que mueren y el ntimero de
células elegidas para reproducirse mediante 7’ = r/N y s’ = s/N respectivamente,
en (4.3.1).

A partir de (4.3.4), el niimero de células en un tejido, N, y el nimero promedio
de episodios de renovacion celular a lo largo de la vida de una mujer, n, queremos
estudiar para qué valores de los pardmetros r’ y s, segtin el modelo propuesto,
una mujer que por ejemplo tiene un patrén de inactivacion inicial (X 1Fy) 50 : 50,

podria pasar a tener un sesgo (XIPfinq) 40 : 60 0 20 : 80 a lo largo de la vida.
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Esto a su vez nos permitiria establecer si la deriva que se produce por la renovacién
de tejidos que ya alcanzaron el niimero de células presente en el nacimiento y la
vida adulta, influye o no en la evolucién del sesgo en el patrén de inactivacién en

una mujer.
Sesgo en el patrén de inactivacién del cromosoma X

Vickers y colaboradores [37] estimaron la deriva en el sesgo del patrén de inac-
tivacién del cromosoma X en sangre periférica. Una de las hipdtesis que consideran
es que el sesgo que se observa en mujeres adultas se puede deber a la aleatoriedad
en la divisién de células madre hematopoyéticas. A partir de los resultados que
obtienen concluyen que un modelo estocastico de la division de células madre no es
suficiente para explicar el sesgo en el patrén de inactivacion del cromosoma X. En
este trabajo consideran que el nimero de células madre es constante y es del orden
de 108. También estiman el niimero medio de divisiones por célula madre a lo largo
de la vida. Este nimero fue estimado en 70 por Vickers et al. [36] en otro trabajo
de investigacion en el cual modelan la divisién de células madre hematopoyéticas.

Haciendo uso de las estimaciones de Vickers et al. estudiaremos para qué valores
de los pardmetros v’ y s’ podria producirse un sesgo en el patrén de inactivacién
por deriva a lo largo de de la vida de una mujer. En particular, consideramos
la estimacién por parte de Vickers et al. [36] del niimero medio de divisiones por
célula madre a lo largo de la vida para estimar el namero de episodios de renovacién
celular. En nuestro modelo de renovacién parcial sélo s células se renuevan en
cada generacion, entonces para que el promedio de divisiones por célula sea de 70,
necesitarfamos aproximadamente 70-N/s = 70/s’ generaciones de nuestro proceso.

Luego si reemplazamos a N por 10 y n por 70/s’ en (4.3.4) obtenemos

\/3'2 +4 (1 - 70/%’/%) (10 — 1) s' — o'
2 )
(4.3.5)

r’ 2 [0,1] = [0,1] tal que r'(s') =

donde hy corresponde a la heterocigosidad final.
Correspondencia entre un valor de XIP y una heterocigosidad

La investigacién médica utiliza el XIP para cuantificar el sesgo porque es un

valor observable en una mujer. Las técnicas convencionales para medicion del XIP
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que usan la correlacién X inactivo/marcas epigenéticas sélo indican el sentido del
sesgo en un loct puntual del cromosoma. En la practica ésto equivale a conocer la
magnitud pero no el sentido del sesgo. Asi, un XIP de 40 : 60 indica o bien 40 % de
células con el X materno inactivo o bien 40 % de células con el X paterno inactivo.
De manera que un valor de XIP corresponde a dos valores equidistantes de la
media N/2 (suponiendo un XIP inicial no aleatorio de 50 : 50). Estos son sélo dos
valores puntuales que puede tomar la variable aleatoria X;,, cuya distribucion
tiene una heterocigosidad hy y una varianza V(X finqe), parametros que pueden
calcularse conociendo s’, 7’ y el niimero de episodios de renovacién.

Para tener una idea del XIP al que puede llegar una mujer en sangre periférica
dados ¢/, 7' y TON/s, hallamos el XIP que en algin sentido es el més representati-
vo de la distribucion de X¢inar = X7onys- Este es el XIP tal que si la distribucion
estuviera concentrada simétricamente en los dos puntos que representa, tendria la
misma varianza que X f;,,. De esta manera se verifica que la distancia esperada
a la media para la distribucién que asignamos al XIP es la misma que la de la
distribucién de X t;,4;. Como la varianza determina la heterocigosidad y vicever-
sa, establecemos asi una correspondencia entre una heterocigosidad, que podemos
calcular, y un XIP asociado a la misma.

Primero planteamos entonces para cada X1 P, la varianza de la distribu-
cién que esta concentrada en los dos posibles valores que puede tomar el niimero
de células con inactivacion del cromosoma X materno segun el X 1P, que se

. . ‘ . i 106,
considere, llamémoslos T final; ¥ T finaly, cON media —-:

106\? 1 106\? 1
Varxpp,. = (wfmazl - 2) 3 + (qu;nab — 2> 5 (4.3.6)

El objetivo es, para un XIPp;,, dado, hallar los valores de s'y r’ que de-
terminan una distribucién final con una varianza igual a la varianza Varxrp,,,,
definida en (4.3.6). Como en particular nos interesa la correspondencia con la he-

terocigosidad final, consideramos (4.3.3) y obtenemos

(10%)?
2

106\? 1 108\?% 1
(h(0) = hy) = (xfmazl B 2) 5+ <xfma12 —~ 2) 5 (4.3.7)
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Despejando hy de esta tltima expresién tenemos

106\? 1 106\? 1
hf = h(O) - <<xfinall - 2> W + (xfinalg - 2) W . (4.3.8)

Finalmente a partir de esta expresion calcularemos la heterocigosidad final,
hy, de las distribuciones mds representativas para cada posible X1Pynq (XIP
alcanzado a lo largo de la vida). Més atn, mediante (4.3.5) calcularemos los s’ y
r’ que determinan dichas distribuciones.

Ahora estamos en condiciones de graficar a partir de (4.3.5) el conjunto de
puntos (s',r") para los cuales, segin el modelo propuesto, una mujer que tiene un
patrén de inactivacién inical (XTPy) 50 : 50 pasa a tener (en el sentido de la co-
rrespondencia que establecimos con la heterocigosidad) un XIP de 49 : 51, 48 : 52,
47 : 53, 46 : 54, 45 : 55, 40 : 60, 30 : 70 y 10 : 90. También incluimos el caso en el
que el patrén inicial se mantiene en 50 : 50. Entonces para calcular la heterocigo-
sidad final en cada caso consideramos (4.3.8). Estos valores de pardmetros estan

resumidos en el Cuadro 4.2.

h(0) hy
0.5 (XIF, 50:50 0.5 (XIPpipa 50:50)
0.5 (XIB 50:50) | 0.4998 (XIPjim 49:51)
05 (XIP 50 0.4992 (X1 Pjipa 48 : 52)

0.5 (XIP 50:50) | 0.4982 (X1Pfie 47 : 53)
0.5 (XIP 50:50) | 0.4968 (X1Pfing 46 : 54)
0.5 (XIPy50:50) | 0.495 (XIPfpe 45:55)
05 (XIP 50:50) | 0.48 (X1Ppime 40 :60)
0.5 (XIPy 50:50) | 0.42 (X1Ppig 30 :70)
0.5 (XIPy 50:50) | 0.18 (XIPpie 10:90)

| Ot
(e
| — — | — | —

Cuadro 4.2: En este cuadro se exponen los parametros que se introducen en
la férmula (4.3.5) para hacer los gréficos de la Figura 4.6.

En la Figura 4.6 se muestran los graficos realizados a partir de las situaciones

iniciales y finales del Cuadro 4.2.
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XIP,., 10:90
ot 30:70

Xip,., 40:60
Py

1.0

final

48:52

final

0.8

XIP, 49:51

final

Proporcion de células que mueren (r')

Deriva poco significativa

0.2

0.0

XIP, 50:50
T T T T T T

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Proporcion de células que se reproducen (s')

Figura 4.6: Proporcion de células que mueren en funcién de la proporcion de
células que se reproducen para h(0) = 0,5 y los valores de hy establecidos en
el Cuadro 4.2. Ademads graficamos la recta ' =1 — &

Como sugieren los grificos de la Figura 4.6 la funcién (4.3.5) se puede aproxi-

mar por una funcién lineal. Esta funcién es

. /<\/(1 + 0T (A0 - 1)

2 I

r (4.3.9)

. / h s . .
siempre que % In <@> sea cercano a cero. Esto ultimo se obtiene aproximando

h(0)
70/ / ( hf ) por 1— 2 ln( ,E )) para =5 " In (h((f))> pequeno, usando que

six es pequeno et~ 1—ux.
Para cada uno de los valores de h(0) y hs considerados en el Cuadro 4.2 se
tiene que 0 < In < ) /70 < 0,015, lo cual implica que s’ In ( ) /70 es préximo

a cero para todo s’ (0 < s’ <1). Luego para los valores de parametros considerados
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en el Cuadro 4.2, la funcién (4.3.5) se puede aproximar por (4.3.9) (ver el Cuadro
4.3).

h(0) hy r'(s') &
0.5 (XIP 50:50) | 0.4998 (X 1P 49:51) | 1,945
05 (XIPy 50:50) | 0.4992 (X1Ppye 48:52) | 4,315
)
)

05 (XIP, 50:50) | 0.4982 (X1Pjia 47:53) | 6,695
0.5 (XIPy 50:50) | 0.4968 (X1Pfine 46 :54) | 9,095
0.5 (XIP, 50:50) | 0.495 (X1Ppipe 45:55) | 11,495
0.5 (XIPy 50:50) | 0.48 (X1Pfina 40:60) | 23,658
0.5 (XIPy50:50) | 042 (XIPjing 30:70) | 49,415
0.5 (XIPy50:50) | 0.18 (XIPjing 10:90) | 120,315

Cuadro 4.3: En este cuadro se exponen las formulas de las rectas que apro-
ximan a (4.3.5) para h(0) y hy considerados en el Cuadro 4.2

Deriva poco significativa

Primero consideremos aquellas combinaciones de los pardmetros s y 7 que dan
lugar a eventos de renovacion celular que producen cambios poco significativos en
el patrén de inactivacion inicial a lo largo de la vida, segun el modelo propuesto.
En estos casos el valor establecido por el trabajo de Vickers para el ntimero de
células madre en el tejido sanguineo lo podemos considerar como una cota inferior
para nuestro parametro N (el niimero de células en un tejido) porque la cantidad
de células madre es menor que la de células sométicas (N > 109).

Veamos que con esta cota tenemos el mejor caso para la deriva. Observemos

que si N > 10° resulta que

=0 (=) 20 (1 i)

De manera que cuanto més pequeno sea el tamano de la poblaciéon mas sig-
nificativa sera la deriva, porque se reduce la probabilidad de elegir dos células de
distinto tipo.

En la Figura 4.6 representamos el conjunto de puntos s’ y 7’ tales que el sesgo
a lo largo de la vida partiendo de un patréon de inactivacion inicial 50 : 50 pasa a

ser 49 : 51. Tomando como referencia esta curva obtenemos el conjunto de puntos
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para los cuales la deriva es poco significativa, que se corresponde con el area del
grafico que se encuentra por debajo de la misma.

Si el numero de células que mueren y se reproducen en cada episodio de renova-
cion celular pertenecen a dicha region del grafico, entonces nuestro modelo predice
que la heterocigosidad disminuye poco, atn en tejidos de alto recambio celular,
como la sangre ([5], [6] y [7]). Luego, menores atin serdn dichos efectos si N > 10°.
Vickers et al. [37] también concluyen que la probabilidad de sesgo por deriva es
demasiado pequena, pero lo hacen aplicando un modelo estocastico (basado en el
modelo de Wright-Fisher) en el que la renovacion a cada paso es total sin tener en
cuenta la posiblidad de que sélo una parte de la poblacién de células se expanda

como lo hacemos en nuestro analisis.
Deriva significativa

A partir de la Figura 4.6 observamos ahora los puntos del grafico por encima
de la curva que representa un X1 Pyipq de 49 : 51.
Considerando la aproximacién de (4.3.5) por la recta (4.3.9) (ver Cuadro 4.3)

se tiene que:

» Para cada evolucién desde h(0) = 0,5 hasta un hy final dado s’ y 7’ resultan

proporcionales.

» Las pendientes de las rectas toman valores cada vez més grandes conforme
aumenta el sesgo final, X I P};pq;. En términos del modelo, ocurre que cuanto
mayor es el sesgo final, mayor es el nimero de células que mueren por célula

que se reproduce.

» Para cada XIPp;,, tenemos la acotacion s’ <cp s donde
2
Chf = . .
4(106—1 (0
<\/(1 + A I (40)) + 1)

En efecto, si consideremos que r’ < 1 — s’ resulta

4(106—1 h(0
/<\/(1 D (A0 1>

<1-4¢
S 2 ~ S,

(4.3.10)
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de donde se obtiene el valor de la cota cp,, que en la Figura 4.6 es la abscisa
de las intersecciones de las graficas de r/(s') y la recta ' = 1 — s'. Esta
cota representa la maxima proporciéon de células que se pueden reproducir
en cada evento de renovacion celular, si inicialmente h(0) = 0,5, para cada
hy. Cuanto mayor es el sesgo del X 1Py, (mas deriva), menor es el valor

de la cota.

Si los valores que toman r y s en nuestro escenario bioldgico particular estu-
viesen incluidos en la regién del grafico donde la deriva es significativa, seria de
esperar que una mujer adulta presente sesgo en el patréon de inactivacién como

consecuencia de la deriva en los episodios de renovacién celular.

4.3.2. Deriva en el crecimiento por expansion clonal

En esta subseccion analizaremos si el patron inicial de inactivacién del cromo-
soma X podria cambiar durante las primeras divisiones celulares de la expansién
clonal de las células precursoras de cada tejido, suponiendo que las causas genéticas
(2) y (3) expuestas en la Subseccién 4.2.2 no intervienen. Se trata de un analisis que
no encontramos en la bibliografia y que llevamos a cabo para comparar nuestros
resultados con los existentes.

Nos proponemos estudiar si a partir de la inactivacién, en el proceso de cre-
cimiento del tejido, es significativa la deriva. En particular, si puede llevar a un
porcentaje de 90 % o més con una probabilidad mayor que la que da la inactivacién
inicial. Por ejemplo, podria ocurrir que una mujer con 80 % de inactivacién inicial
tenga una alta probabilidad de pasar a 90 % o més por deriva durante la expansién

clonal que ocurre inmediatamente después de la inactivacion.

4.3.3. Modelo de deriva de Polya-Eggenberger aplica-

do a la expansién clonal

Con el fin de estudiar la posibilidad de deriva en el patron de inactivacién, no en
los episodios de renovaciéon celular sino durante el desarrollo embrionario, analiza-
mos un modelo apropiado para una poblacién pequena en crecimiento que consiste
en una variante del modelo de urna de Polya-Eggenberger, que desarrollamos en

el Capitulo 3, Seccion 3.2.
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En nuestro caso no partimos de una urna con bolillas de dos colores diferentes
sino de una situaciéon anédloga que consiste en una poblacién inicial de tamano Ny,
que representa el nimero de células de un tejido al momento de la inactivacion.
La poblacion se compone de dos tipos de células, las que tienen inactivacion del
cromosoma X materno o paterno, en la que a cada paso, una célula al azar se
reproduce por clonacion. La proporcién inicial de células con el X materno inactivo
es aleatoria. Esta aleatoriedad se debe a que el niimero de células con el cromosoma,
X materno inactivo luego del proceso de inactivacién viene dado por una variable
aleatoria, Xy, que como vimos en la Subseccion 4.2.1 tiene distribucién binomial
con parametros Ng y 1/2, lo cual corresponde a la situacién bioldgica que esta en
estudio.

El modelo de deriva aplicado a la expansion clonal que se propone, consiste
en elegir aleatoriamente una célula e ir agregando exactamente una célula con
inactivacion en el mismo cromosoma que la que fue elegida a cada paso. Este
procedimiento se repite hasta que se hayan agregado tantas células como las que
conforman un tejido adulto.

Entonces, la generacién n tendra N+ n células, donde n representa el nimero
de células que se agregaron al tejido hasta el paso n, luego de la inactivacién. La
variable aleatoria X, representa el nimero de células con el X materno inactivo
en la generacion n, es decir, luego de la incorporacién de n nuevas células a las Ny
iniciales.

El objetivo es calcular para cada n € N, la probabilidad P(X,, > 0,9 - (Ny +
n)) y de esta manera estudiar si durante la expansién clonal se puede producir
un sesgo extremo en uno de los dos sentidos (90% o més de las células con la
misma inactivacién) por deriva con una probabilidad mayor que P(Xy > 0,9 -
No). Esta tltima es la probabilidad que viene dada por la distribucién binomial y
representa la probabilidad de sesgo extremo al momento de la inactivacién, la cual
se mantendrfa si no hubiera deriva. Este serfa el caso si en cada generacién todas
las células experimentaran la clonaciéon al mismo tiempo, mientras que nuestro
modelo explora la posibilidad de que se verifique una cierta asincronicidad y la

deriva que esto podria producir.

108



4.3. PROCESOS DE DERIVA APLICADOS AL X

Célculo de la probabilidad de que el 90 % o maés de las células tengan

el X materno inactivo

Para poder estudiar la evolucion del sesgo a partir de la inactivacién en el blas-

tocisto segin nuestro modelo, utilizaremos la férmula exacta (3.2.11) (no asintéti-

ca) que obtuvimos en la Proposicién 8 del Capitulo 3, Seccién 3.2:

P(X,>09-(No+n)) =

n— N min{i, No— n i n—i
(S (B Snlelon) (1) 2aiensi (o))
No
+(3)"
si0,9-(No+n)eN
n— N min{i,No—1 n i, n—i
(Eﬁ\fﬁ(_),g-(}\fo+n”+l (%) ’ Zj:m{ax{(l),i—};,} (i*j)%(]gp))
1\No
+(3)

si0,9- (Ng+n)¢N

donde [0,9 - (Ng + n)| representa la parte entera de 0,9 - (Ng + n).

A partir del célculo de la P(X,, > 0,9 (Ny + n)) para cada n € N podremos
estudiar si dicha probabilidad de sesgo extremo aumenta, disminuye o se mantiene
a medida que se incrementa el nimero de células, n, como veremos en la Subseccién
4.3.4.

Foérmula asintética de la probabilidad de que el 90% o mas de las

células tengan el X materno inactivo

Ademads consideraremos la férmula asintdtica de la probabilidad de que el 90 %

o més de las células tengan el X materno inactivo, que segin (3.2.18) es:

No—1 NO No 1 No
i POG 2 0.0N0) = 3 PG5 2 091K _g><j ) (2) +(2>
J:

con B ny—j ~ B(j,No — j) (Capitulo 3, Seccién 3.2). A partir de este resultado
vamos a poder estimar la probabilidad de que el 90 % o mas de las células tengan

el X materno inactivo cuando el nimero de células que se agregaron es grande.
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4.3.4. Evoluciéon del sesgo a partir de la inactivacién

en el blastocisto

Para poder estudiar la evoluciéon del sesgo a partir de la inactivacién en el
blastocisto mediante nuestro modelo, es necesario establecer el niimero de célu-
las de un tejido en el momento de la inactivacion, el cual notamos por Ny. La
bibliografia consultada acerca del fenémeno de inactivacién sugiere que hay entre
10 y 30 células precursoras de cada tejido cuando la inactivacién se produce ([24]
y [31]). Ilustramos nuestros resultados considerando que el proceso de expansién
clonal se inicia con 12 células. Este niimero de células nos permitira luego la com-
paracién con trabajos previos, més precisamente con Shvestova et al. [31] como
luego veremos.

FEn nuestro andlisis vamos a suponer que no intervienen otros factores genéticos,
entonces como ya se mencioné en la Subseccién 4.2.2, la probabilidad de sesgo en el
patréon de inactivacién inicial viene dada por las colas de una distribuciéon binomial
con pardametros No =12y p =1/2.

De acuerdo a la notaciéon que se introdujo anteriormente la probabilidad de

sesgo extremo inicial es
P(Xy>0,9-12) = P(Xy > 10,8) =~ 0,002792,

que resulta de aproximar con la distribuciéon normal. Recurrimos a esta aproxima-
cién porque Xj, como ya hemos mencionado, tiene una distribuciéon binomial, y
por lo tanto para tener un valor mas representativo de la probabilidad inicial de

sesgo extremo es deseable reemplazar a P(Xy > 10,8) por un valor interpolado

entre
12 12 1 12
P(Xo>10)= ) <k> <2> = 79/4096 ~ 0, 019287
k=10
y

12 12 1 12
P(Xo>11)= Y <k> <2) = 13/40960 ~ 0,003174.
k=11

Por otro lado calculamos mediante la férmula (3.2.11), que obtuvimos en la

Subseccion 4.3.3, la probabilidad de que el porcentaje de células con el X materno
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inactivo sea mayor o igual al 90 % del total de células en cada generacién. Esto
ultimo se realizé con el objetivo de estudiar si durante la expansién clonal, aplican-
do nuestro modelo no sincrénico, se puede producir un sesgo extremo por deriva

con una probabilidad mayor que la probabilidad de sesgo extremo inicial.
Expansién clonal sincrénica vs asincroénica

Shvetsova y colaboradores publicaron que el sesgo en el patrén de inactivaciéon
de una mujer estd determinado por el sesgo en el patrén de inactivacion inicial,
y se debe a la aleatoriedad del proceso de inactivacién [31], que como vimos es la
causa (1) que se mencioné en la Subseccién 4.2.2.

En ese trabajo se calcula la distribucién tedrica que se ajusta a la distribucién
observada del sesgo en el patrén de inactivacién en la poblacién de mujeres en estu-
dio. Para dicho calculo los autores realizaron simulaciones considerando diferentes
numeros de células, 8, 16 y 32, basadas en el hecho de que la inactivacién es un
fenémeno estocdstico que se puede modelar a partir de una distribucién binomial
con parametros Ny y % (la probabilidad de que se inactive el cromosoma X ma-
terno o paterno). El nimero de células, Ny, representa el nimero de células madre
en el momento de la inactivacién. Finalmente concluyen que el sesgo observado
empiricamente es explicado por un modelo segin el cual la inactivacién se produ-
ce en el estado embrionario cuando hay 8 células de un tejido, que se expanden
clonalmente hasta conformar el tejido adulto.

Nosotros en cambio proponemos dar lugar a la aleatoriedad a través de la
asincronicidad utilizada para modelar la expansién clonal, en la cual a cada paso
se va agregando una célula elegida al azar entre todas las presentes. El sesgo
empirico medido por Shvetsova et al. se puede justificar a partir de nuestro modelo
no sincrénico considerando un nimero inicial de células (Ny) igual a 8, 9, 10, 11, 12
y 13 (ver Cuadro 4.4). Establecemos que inicialmente hay 12 células porque es el
mayor nimero que da en el limite una probabilidad de sesgo extremo que supera al
valor observado empiricamente por Shvetsova et al. En la Figura 4.7 representamos
la probabilidad de que el 90 % o mas de las células sean células con el X materno
inactivo para cada una de las primeras 2000 generaciones. Cabe aclarar que en este
grafico de la evolucion del sesgo desde el blastocisto comenzando con 12 células
se puede observar un comportamiento zigzagueante que se debe a la naturaleza

discreta de cada variable aleatoria X,,.
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No | P(Xg>0,9-Ny) | Exp. Clonal Asincrénica: | Exp. Clonal Sincrénica:
lim,, 00 P(X,, > 0,9-(No+n)) | lim,, o P(X, > 0,9-(Ng+n))

8 0,011825 0,042987 0,011825

9 0,008197 0,032701 0,008197

10 0,005706 0,025002 0,005706

11 0,003985 0,019194 0,003985

12 0,002792 0,014785 0,002792

13 0,001960 0,011420 0,001960

Cuadro 4.4: Probabilidad de sesgo extremo inicial y su valor limite comen-
zando con 8, 9, 10, 11, 12 y hasta 13 células.

Evolucion de la probabilidad de sesgo extremo comenzando con 12 células.

lim,.,,, P(X,>09-(12+n))=0.014785

0.015
|

0.010
|

P(Xn>0.9(12+n))

0.005

0.000
L

0 500 1000 1500 2000

Figura 4.7: Probabilidad de sesgo extremo durante la expansion clonal par-
tiendo de 12 células. La recta y = 0,014785 representa el lim,, ., P(X, >
0,9-(n+12)).

No | P(Xo > 0,9+ No) | 1o P(X,, > 0,9 (n+ Np))
12 0,002792 0,014785
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En el grafico de la Figura 4.7 se observa que en las primeras generaciones hay
un aumento de la probabilidad de sesgo extremo inicial porque la deriva debida
a la asincronicidad es significativa cuando el nimero de células que se agregaron
es todavia pequeno, comparado con el nimero de células de un tejido adulto que
suponemos mayor o igual a 10° [37] (ver Subseccién 4.3.1). Ademds, en base a los
célculos se tiene que la probabilidad de que inicialmente el porcentaje de células con
el X materno inactivo sea mayor o igual al 90 % del total de células, si bien tiende
a aumentar a cada paso, luego de unas pocas generaciones (alrededor de 2000) se
aproxima al valor asintético de P(X,, > 0,9-(n+12)), que se calculd a partir de la
féormula (3.2.18). Esto indica que durante la expansién clonal, aplicando nuestro
modelo, se puede producir un sesgo extremo por deriva con una probabilidad mayor
que la probabilidad de sesgo extremo inicial.

Concluimos que si se considerara una clonaciéon no sincronica, las células pre-
cursoras en el momento de la inactivacién podrian no ser 8 sino 12, que seguin la
bibliografia [24] es un ndimero mas acorde con el nimero de células que hay al
momento del proceso de Lyonizacién. En efecto, después de unas pocas generacio-
nes se alcanzaria e incluso superaria levemente la probabilidad de sesgo extremo
observada empiricamente por Shvetsova et al. (como se representa en la Figura

4.8), explicando esta probabilidad a partir de 12 y no de 8 células iniciales.
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Evolucion de la probabilidad de sesgo extremo comenzando con 12 células.

o | lim,, P(X,>09-(12+n))=0.014785
g T NNNANANVANANANAV
P(X, >0.9-8)~0.011826
o
S
= o
&
5
&=
3
a
w0
8 =
o
(=3
S 4
o
T T T T T
0 500 1000 1500 2000

Figura 4.8: Probabilidad de sesgo extremo durante la expansion clonal par-
tiendo de 12 células. La recta y = 0,011826 representa la probabilidad de
sesgo extremo inicial con 8 células.

4.4. Enfermedades ligadas al cromosoma X

4.4.1. Hemofilia

En esta seccion aplicamos los resultados obtenidos a genética de la hemotfilia,
una coagulopatia hereditaria ligada al cromosoma X que provoca hemorragias in-
ternas y externas y aparece por variantes patogénicas en individuos sanos afectando
a sus descendientes.

La gravedad de las manifestaciones clinico-hemorragicas de los pacientes estd
relacionada con los valores de actividad del factor de coagulacién plasmatico. Sin
una adecuada presencia de este factor, la sangre no puede coagular adecuadamente

para detener el sangrado. La actividad del factor estd regulada por genes presentes

114



4.4. ENFERMEDADES LIGADAS AL CROMOSOMA X

en el cromosoma X. A partir de los experimentos pioneros con plasma de pacientes
con hemofilia del Dr. Alfredo Pavlovsky a mitad del siglo XX, la hemofilia puede
clasificarse en la hemofilia A y la hemofilia B [22]. La hemofilia A, identificada como
HA esta asociada a un defecto en el factor VIII de coagulacién (FVIII) en plasma.
La hemofilia B, identificada como HB se caracteriza por el déficit del factor IX
de coagulacién (FIX) en plasma. Ambos grupos son practicamente indistinguibles
clinicamente, es decir, en base a los sintomas del paciente.

En una enfermedad recesiva ligada al cromosoma X como la hemofilia, la con-
dicién se manifiesta en el vardn si tiene afectado su tnico cromosoma X, mientras
que la mujer heterocigota (con uno sélo de los dos cromosomas X afectados), que se
denomina portadora, usualmente no padece sintomas de la enfermedad. Se suelen
llamar simplememente portadoras a las portadoras heterocigotas. Cabe senalar que
las portadoras homocigotas, o heterocigotas combinadas (doble heterocigota) afec-
tando ambos cromosomas X con variantes patogénicas, son un porcentaje minimo

de la poblacion dada la baja probabilidad de que se produzcan.

Expresion de hemofilia en mujeres

Si bien los portadores sintomaticos son usualmente los pacientes varones he-
micigotas, también pueden ser las mujeres heterocigotas segiin su patrén de inac-
tivacién cromosémico en el higado, el tejido de importancia en la produccién del
factor de coagulacion.

De acuerdo a lo que vimos en la Subseccién 4.2.2, como consecuencia de la
aleatoriedad del proceso de inactivacion del cromosoma X, se espera que una mu-
jer portadora presente aproximadamente la mitad de actividad del FVIII o FIX
respecto a un individuo de coagulacién normal, lo cual es suficiente para que no
presente sintomas. Por el contrario, cuando intervienen las causas (2) y (3) el pro-
ceso de inactivacién de cualquiera de los dos cromosomas X no es al azar y puede
producirse un sesgo extremo. Si este fendmeno de inactivacion sesgada ocurre en
una mujer portadora encontramos dos posibilidades: (a) que la inactivacién se haya
producido hacia el cromosoma X afectado, por lo tanto aumenta la produccién del
factor de coagulacién; (b) que por el contrario esté inactivado preferentemente el
X no afectado en la mayoria de las células, en consecuencia disminuya la actividad
del factor de coagulacién, y por lo tanto, se manifiesten sintomas de hemofilia [24].

Aunque no suele presentarse evidencia fenotipica de enfermedad en desérdenes

recesivos ligados al cromosoma X, existen algunas mujeres que son sintomaticas.
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La mayoria de estos casos son mujeres heterocigotas para mutaciones en el FVIII
con sintomas de HA (o FIX con sintomas de HB) asociados al sesgo extremo hacia

la inactivacién del cromosoma X no afectado ([25], [26], [27] y [28]).

Correlaciéon entre tejidos del patrén de inactivacion

La determinacién de la inactivacién sesgada del cromosoma X es de interés para
poder explicar por qué ciertas mujeres portadoras de hemofilia padecen sintomas
propios de la enfermedad. El tejido de importancia en la produccién del factor de
coagulacién es del higado, por lo tanto, interesa conocer el patrén de inactivacion
del cromosoma X en dicho tejido en mujeres portadoras, y estudiar su eventual
sesgo. Sin embargo, este tejido es de dificil acceso para obtener muestras celu-
lares, para posteriormente realizar los andlisis que determinan el XIP. Entonces
el estudio del patrén de inactivacion del cromosoma X en mujeres portadoras de
hemofilia requiere una alta correlacion del sesgo en el patron de inactivacion en
diferentes tejidos, para poder estimar el sesgo en el higado a partir del diagnéstico
en tejidos mas accesibles como la sangre periférica, mucosa bucal o células uretrales
descamadas de la orina. Si se asume que existe esta correlacién, un patrén de inac-
tivacién con sesgo extremo en sangre periférica, mucosa bucal o células uretrales
descamadas de la orina podria utilizarse para determinar la causa de la expresion

de sintomas en mujeres portadoras de la enfermedad [1].

4.4.2. Modelo de deriva y correlacion entre tejidos

Radic et al. [28] afirman que es de esperar que cuando exista una causa sistémi-
ca (predisposicién genética) para que se inactive preferencialmente un cromosoma
X en todo el organismo, el XIP medido en sangre periférica serd parecido a aquel
presente en otros tejidos. Mas precisamente, establecen que existe una correlacién
entre los niveles de FVIIL:C y el patrén de inactivacién del cromosoma X (XIP),
en mujeres portadoras heterocigotas de mutaciones severas del factor VIII causales
de HA en muestras de sangre periférica. Por lo tanto, tanto las células sanguineas
como los hepatocitos productores del FVIII presentaran patrones de inactivacién
similares. Luego, si se presenta sesgo extremo en los tejidos observados, sangre
periférica y mucosa bucal, se puede inferir que el tejido productor del factor de
coagulacién también presenta sesgo extremo, y como vimos, esto podria explicar

la sintomatologia en una paciente portadora. Sin embargo, en aquellos casos donde
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los niveles de XIP en sangre periférica no permiten explicar los sintomas de sangra-
do en las mujeres portadoras heterocigotas de HA, o los altos niveles de FVIIIL:C,
cercanos al valor medio esperado para no portadoras, seria de interés estimar el
patrén de inactivacién en el higado, tejido involucrado en la expresiéon del FVIII
(o FIX).

Considerando los aportes del articulo de Radic et al., si el proceso de inactiva-
cién es aleatorio, es decir, si no existiera una predisposiciéon genética a sesgar, no
es posible suponer que existe una correlacién entre tejidos para inferir el patrén de
inactivacion del cromosoma X en el higado a partir de otros tejidos mas accesibles.

Los resultados expuestos en esta tesis nos permiten estudiar si la divergencia
entre los patrones de inactivaciéon de distintos tejidos puede acentuarse por la
deriva en el proceso de expansiéon clonal y en el proceso de renovacion celular.

Primero analizamos si el patréon de inactivacién a lo largo de la vida de una
mujer, como consecuencia de los eventos de renovacion celular, podria cambiar
por deriva. Abordamos este problema a partir de una variante del modelo de
Wright-Fisher de deriva genética, que desarrollamos en la Subseccion 4.3.1, que
permite describir el cambio en la frecuencia de células humanas con inactivacién del
cromosoma X materno o paterno. Obtuvimos una férmula que permite calcular el
ntimero de células que mueren (r) en funcién del nimero de células que se replican
(s) en cada episodio de renovacién celular para que se produzca un sesgo en el
patréon de inactivacion respecto al patrén de inactivacion inicial. Para utilizar esta
férmula fue necesario estimar el nimero de células en un tejido (N) y el nimero
promedio de episodios de renovacién celular a lo largo de la vida de una mujer
(n). A partir del andlisis realizado encontramos aquellas combinaciones de los
parametros s y r para las cuales la deriva podria ser significativa. Como también
las combinaciones de s y r para las cuales nuestro modelo predice que un aumento
de la divergencia del patrén de inactivacion entre tejidos de una mujer es poco
probable por deriva. Lo cual serfa consistente con el trabajo de Vickers et al. [37],
que establece que el sesgo en el patron de inactivacion en el tiempo promedio de
vida de una persona no llegard a presentar cambios significativos por el puro azar
involucrado en estos episodios de renovacion.

En segundo lugar, abordamos la posibilidad de deriva significativa de una ma-
nera que no aparece en la bibliografia a la que hemos accedido. Estudiamos si el
patrén inicial de inactivacién del cromosoma X podria cambiar durante la expan-

sién clonal de las células que tiene lugar en el proceso de crecimiento de un tejido
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mientras tiene un nimero reducido de células. Para ello modelamos la expansién
clonal durante el desarrollo embrionario a partir de una variante del modelo de
urna de Polya-Eggenberger desarrollado en la Subseccién 4.3.4, bajo el supuesto
de que en el momento de inactivacién hay 12 células precursoras de un tejido.
Calculamos la probabilidad de sesgo extremo en cada generacién, es decir, la pro-
babilidad de que el 90 % o méas de las células tengan la misma inactivacién, que
denotamos por P(X, > 0,9-(12+n)), como también su valor asintético. A partir
de este modelo encontramos que la probabilidad de sesgo extremo en el patrén de
inactivacion inicial, suponiendo que la expansién clonal no es sincrénica, tiende
a aumentar por deriva durante la expansién clonal cuando todavia el niimero de
células es pequeno, mientras que cuando se agregaron alrededor de 2000 células
dicha probabilidad se aproxima al valor asintético. Por lo tanto, segin nuestro
modelo podemos concluir que podria haber portadoras sintomédticas con una pro-
babilidad mayor que la probabilidad de sesgo extremo en el patrén de inactivacién
inicial dada por las colas de una distribucién binomial con parametros Ny = 12
y p = 1/2. Estas portadoras sintométicas podrian presentar un patrén de inac-
tivacién no sesgado en los tejidos observables, porque la inactivacién inicial y la
posterior deriva que estamos estudiando son independientes en distintos tejidos.
Concluimos que puede haber sesgo por puro azar, pero al producirse por procesos

independientes en distintos tejidos, este tipo de sesgo no implica correlacion.
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Conclusion

Esta tesis se inscribe en la cercana relacion existente entre la Teoria de Proba-
bilidad y la Genética. Estudia los modelos de deriva genética de Wright-Fisher y
el modelo de urna de Polya-Eggenberger proponiendo nuevas variantes, generali-
zaciones y parametros de interés, y aportando demostraciones de sus propiedades.
Los resultados se dirigen a generar herramientas para estimar la pérdida de diver-
sidad en areas en las que la bibliografia reciente senala la necesidad de cuantificar
la deriva, en particular en la composicion alélica en plagas y en la evolucion del

sesgo en el patrén de inactivacion del cromosoma X en mujeres.
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Determinante de la matriz de Vandermonde

Proposicién 1. Para xg, 21, ..., T, todos distintos entre si y
2 n
1 o =5 ... g
2
1 o zy ... 2F
_ 2
V=|1 z2 25 .. 2§
2 n
1 =z, =z T,
se tiene

Demostracion. La prueba se realiza por induccion. En el caso n =1 tanto det V'
como [[o<;cjcn(®j — i) dan z1 — 9. Para llevar a cabo el paso inductivo, en
primer lugar multiplicamos V' por una matriz E de determinante igual a 1 cuyo
efecto es que, para toda columna k salvo la primera, multiplica la columna anterior
por xg y se la resta a la columna k. Esta matriz E tiene unos en la diagonal, —xg
en cada posicion de la subdiagonal superior y ceros en el resto de sus posiciones.

Nos permite obtener

1 zg—xo xy — 1‘8_1:00
n n—1
VE - 1 71— Ty — x| "To
- k _ k- .
Ty — T T :
1 =z, —xo Ty — xg_lxo
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1 0 0
1z — o (x1 — x0)xy 1
N (z; — zo)x) !
1 z, —x (1 — o)1
1 0 0 1 0 0 0
| 0 oz == 0 mixo 1z .. :n?*l
0 T; — g 0 : xffl :
0 0 Tn — o xnizo 1 x, $2_1

Luego det V = det Vdet E = det VE donde V E resulto ser a su vez el producto
de otras dos matrices, una con determinante igual a (x1 — xg)...(x, — o) y la otra
con determinate igual a 1-[Ty<; <, (z;—;) (por hipdtesis inductiva). Multiplican-
do esos determinantes obtenemos det V' = (x1—x0)...(xn—20) [[1<j j<p (T —2:) =

H0§i<j§n($j — ;) como queriamos.

Corolario 1. La matriz de Vandermonde es no singular.

Cadenas de Markov con estados absorbentes

Definicion 1. Sea E un conjunto finito o numerable. Se dice que cada x € E es
un estado y E es el espacio de estados. Una cadena de Markov de tiempo discreto
con espacio de estados E es una sucesion de variables aleatorias { X, : n > 0} tales

que para todo xq,...,xn, € E
P (X, =zp|Xn-1=2pn-1,....,. X0 =20) = P(Xp, = 2| Xnn—1 = Tpn—1) .

Esta igualdad se denomina propiedad de Markov.
La probabilidad de transicion se define como la probabilidad de pasar del estado

i al estado j en el paso n, P(X, = j|X,,—1 = 1), que se denota p;;(n).

Definicion 2. Una cadena de Markov de tiempo discreto se dice homogénea si
P (Xn = xn|Xn71 = xnfl) =P (Xn+m = xn+m|Xn+mfl = anrmfl) s
es decir, p;j(n) no depende de n y simplemente se nota como p;;.
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Definicion 3. En una cadena de Markov de tiempo discreto el estado j es accesible

desde el estado i si existe un nimero de pasos n tal que P (X,, = j|Xo =1) > 0.

Definicién 4. Sea {X,, : n >0} una cadena de Markov homogénea de tiempo
discreto con conjunto de estados finito E. Se dice que Ey C E es un conjunto
absorbente si P (X € Ey|Xg € Ep) = 1.

Definicién 5. Sea {X,, : n >0} una cadena de Markov homogénea de tiempo
discreto con conjunto de estados finito E. Decimos que A C E es accesible desde

B C E si para todo i € A existe j € B tal que i es accesible desde j.

Definicién 6. Sea {A,, : n > 0} una sucesion de eventos, subconjuntos de un espa-
cio Q). Entonces el evento “A, ocurre infinitas veces” denotado mediante {A,,,1.v.}
se define como 1My, o0 Up>mAn, lo cual significa Ny>0 Unim A, y coincide con
{weQ:VmIn>m:we A,}.

Proposicién 1. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov homogénea de tiempo
discreto con conjunto de estados finito £ y Ey C E un conjunto absorbente. Sea T
el tiempo aleatorio en el que el proceso alcanza un elemento de Ey por primera vez.
Entonces si Ey es accesible desde E — Ey se tiene que para cualquier distribucion
inicial de Xo, P (T < o0) = 1, es decir, la probabilidad de alcanzar el conjunto

absorbente en un numero finito de pasos es 1.

Demostracién. Sea e = |E|. Si algin estado de Ey es accesible desde i € E —
Ey entonces P (X, € Ey|Xo=1) > 0 porque si se llega con probabilidad positi-
va, existe un camino de probabilidad positiva que mo repite estados. Sea p =
min;ep_g, P (Xe € Eo|Xo =1) y para k = 1,2,... sea Ay = {Xke € E — Ep}.
Luego para cualquier distribucion inicial de Xo tenemos A1 D Ay D A3 D ... y
P(A)) <1—p.

Ahora calculemos P (Az):

P(As) = P(Xoe € E — Ep)
— P(Xoe € E— Eo|X. € E — Ey) P(X. € E — Ey)
4 P (Xoo € E — Eo|X. € Ey) P(X. € Ep)
<(1-p)(1—p)+0-P(Xc€Ep)=(1-p)>.
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En general se tiene:

P (Ag) = P (Xke € E — Ep)
= P (Xpe € E— Eo|X(_1)e € E — Eo) P (X(_p)e € E — Ep)
+ P (Xpe € E — Eo|X(4_1)c € Eo) P (X(4-1)e € Eo)
<(1-p)(1—p)" " +0- P (X1 € Eo)
k

Ahora, dado que P (T < o0) = P ({ Ak, 1.v.}%), queremos ver que P (Ag,i.v.) =

Tenemos que P (Ag,i.v.) = P (limy, o0 Uk>mAk) y como A; D Ay D A3 D ...

resulta Ug>m A = Am.
Luego P (Ag,i.v.) = P (limy,—00 Am), que por la propiedad de continuidad de

la probabilidad es limy,—o0 P (Am).
Finalmente se tiene que P (A, 1.v.) < limy, o0 (1 —p)™ = 0.
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