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n. Resumen en español: 
 
 

     Se abordan diferentes problemas inversos, que surgen en modelos de transporte de 

parámetros distribuidos, de interés en la ciencia y la ingeniería. Particularmente se pone el 

foco en procesos de transferencia de energía térmica. Se realiza un estudio analítico de cada 

problema, se presentan las soluciones, sus propiedades y se discuten condiciones para la 

existencia, unicidad y estabilidad de las mismas. Se utilizan distintas técnicas de 

identificación de parámetros que involucran análisis de sensibilidad, análisis de elasticidad, 

diseño óptimo de experimentos y métodos de regularización. Se desarrolla un esquema 

numérico en diferencias finitas convergente y estable para incluir simulaciones numéricas 

tanto en los problemas directos como inversos. Éstas resultan útiles para la determinación de 

parámetros ya que en esta tesis no se realizan mediciones experimentales. Con respecto a los 

problemas inversos, en los casos donde es posible, se brinda una cota para el error de 

estimación que depende del error en los datos. 

 
 
 
o. Resumen en portugués: 
 
 
     São abordados alguns dos problemas inversos, de interesse tanto em ciência quanto em 

engenharia, que surgem em modelos de transporte de parâmetros distribuídos; em particular, 

os processos de transferência de energia térmica são focados. É realizado um estudo analítico 

de cada problema, examinando tanto as suas propriedades como as suas soluções, 

explicitando as condições de existência, singularidade e estabilidade de tais soluções. São 

utilizadas diferentes técnicas para a identificação de parâmetros que envolvem: análise de 

sensibilidade, análise de elasticidade, desenho ótimo de experimentos e métodos de 

regularização. Além disso, são incluídas simulações numéricas, tanto em problemas diretos 

quanto inversos, que são úteis para a determinação de parâmetros uma vez que medidas 

experimentais não são realizadas neste trabalho. Sempre que possível, um limite é fornecido 

para o erro de estimativa que depende do erro nos dados. 
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p. Resumen en inglés: 
 
 
     Different inverse problems that arise in transport models of distributed parameters of 

interest in science and engineering are addressed. Specifically, thermal energy transfer 

processes are considered. Analytical and numerical studies of each problem are carried out. 

Moreover, conditions and properties for the existence and uniqueness of the analytical 

solution as well as its stability are discussed. Different identification techniques are used that 

involve sensitivity analysis, elasticity analysis, optimal design of experiments and 

regularization. A convergent and stable numerical scheme based in finite difference is 

considered in order to obtain simulated solutions for both direct and inverse problems. These 

are useful for the determination of parameters since in this thesis no experimental 

measurements are conducted. Regarding the inverse problems, a bound for the estimation 

error is provided which depends on data errors, whenever is possible.  
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Aportes Originales:  
 
 
Los aportes originales son los siguientes: 

En el capítulo 2 se presenta una expresión analítica para la solución del problema de 

transferencia de calor de una barra homogénea embebida en un fluido en movimiento con 

disipación por flujo lateral y convección.  

En el capítulo 3 se resuelve, mediante técnicas numéricas de problemas inversos, la 

determinación del coeficiente de difusión con tres enfoques distintos relacionados con la toma 

de datos. Además, a partir de un análisis de sensibilidad, se realiza un estudio de diseño 

óptimo para encontrar las posiciones y los instantes de tiempo donde se realizan las 

mediciones de forma tal que la determinación resulte más precisa.   

En el capítulo 4 se brinda una nueva técnica para la determinación del coeficiente de 

transferencia de calor por convección. Mediante un análisis de temperatura y de elasticidad se 

compara la nueva técnica con el enfoque clásico.  

En el capítulo 5 se trata la determinación de la fuente a partir del diseño de una familia de 

operadores uni-paramétricos de regularización. Se analiza la estabilidad y la convergencia del 

método de regularización propuesto y se obtiene una cota óptima de tipo Hölder para el error 

de estimación.  

En el capítulo 6 se presenta una expresión analítica para la solución del problema de 

transferencia de calor en una barra compuesta por dos tramos consecutivos con interfaz 

sólido-sólido. La difusividad y la conductividad térmica se toman como funciones constantes 

a trozos. Se analiza tanto el caso estacionario como evolutivo.  

En el capítulo 7 se aborda la aproximación del punto de contacto de los materiales en un 

problema de transferencia de calor con interfaz sólido-sólido. Se obtiene una expresión 

analítica para el parámetro aproximado. Se halla una cota para el error cometido en la 

aproximación que depende del ruido en la medición. Además, con la finalidad de conocer la 

dependencia local del parámetro estimado con el dato utilizado, se realiza un estudio de 

elasticidad.  
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4.2. Estimación del Coeficiente de Peĺıcula . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2.1. Método Clásico (h = cte) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.2.2. Método Propuesto (h = h(t)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.3. Análisis de Elasticidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.4. Comparación de Ambos Métodos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.5. Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5. Identificación de la Fuente 102

5.1. Presentación del Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2. Identificación de la fuente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.3. Solución de Regularización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.4. Análisis del Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.4.1. Resultados Auxiliares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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6.3.2. Solución Anaĺıtica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
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Nomenclatura

Mayúsculas

A — Connjunto admisible de toma de datos.

Ag — Śımbolo qúımico de la Plata.

Al — Śımbolo qúımico del Aluminio.

Cu — Śımbolo qúımico del Cobre.

Ee — Elasticidad exacta.

Em — Elasticidad mı́nima.

EM — Elasticidad máxima.

Eh
u — Elasticidad de u con respecto a h.

Eq
l — Elasticidad de l con respecto a q.

F — Fuente puntual [◦C].

Fe — Śımbolo qúımico del Hierro.

Fflot — Fuerza de flotabilidad [N].

FN — Fuerza neta vertical sobre el cuerpo [N].

Gr — Número adimensional de Grashof.

J — Funcional de minimización.

L — Longitud de la barra [m].

Ni — Śımbolo qúımico del Niquel.

Nu — Número adimensional de Nusselt.
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NOMENCLATURA

P — Peso del cuerpo [N].

Pb — Śımbolo qúımico del Plomo.

Pr — Número adimensional de Prandtl.

Q — Flujo térmico en el último elemento de la barra [W/m2].

Q1 — Flujo térmico entrante a un elemento de la barra [W/m2].

Q2 — Flujo térmico que permanece en un elemento de la barra [W/m2].

Q3 — Flujo térmico saliente de un elemento de la barra [W/m2].

Qf — Flujo térmico en el fluido [W/m2].

Ra — Número adimensional de Rayleigh.

Rµ — Operador de regularización.

S — Área transversal de un elemento infinitesimal de la barra [m2].

Spi
D — Sensibilidad de D con respecto al parámetro pi.

Sα2

u — Sensibilidad de u con respecto a α2 [(◦C s2)/m].

SM — Sensibilidad máxima [(◦C s2)/m].

Sn — Śımbolo qúımico del Estaño.

Ta — Temperatura ambiente [◦C].

Vc — Volumen del cuerpo [m3].

Minúsculas

cp — Calor espećıfico [J/kg ◦C].

cpf — Calor espećıfico del fluido [J/kg ◦C].

d — Diámetro de la barra [m].

f — Fuente [◦C].

f̃ — Fuente [◦C].

fn — Desarrollo en serie de la fuente [◦C].

fδ — Fuente ruidosa [◦C].
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NOMENCLATURA

fδ,µ — Fuente regularizada [◦C].

g — Aceleración gravitacional [m/s2].

h — Coeficiente de peĺıcula [W/(m2◦C)].

l — Posición de interfaz [m].

lϵ — Aproximación de la posición de interfaz [m].

q — Flujo térmico [W/m2].

qϵ — Flujo térmico ruidoso [W/m2].

qm — Flujo térmico mı́nimo [W/m2].

qM — Flujo térmico máximo [W/m2].

qp — Flujo térmico promedio [W/m2].

q̇cond — Flujo térmico conductivo [W/m2].

q̇conv — Flujo térmico convectivo [W/m2].

t — Variable temporal [s].

tj — Instante de tiempo particular [s].

t0 — Tiempo de toma de mediciones [s].

t∞ — Tiempo relativo al estado estacionario [s].

u — Temperatura de la barra [◦C].

ue — Temperatura en estado estacionario [◦C].

uϵ — Medición de temperatura [◦C].

us — Temperatura en la superficie [◦C].

u0 — Temperatura externa a la barra [◦C].

u∞ — Temperatura lejos de la superficie [◦C].

v — Temperatura de la barra (función auxiliar) [◦C].

w — Temperatura de la barra (función auxiliar) [◦C].

x — Variable espacial [m].

x — Vector de toma de datos.

xi — Posición particular sobre la barra [m].
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NOMENCLATURA

y — Mediciones de temperatura [◦C].

yδ — Mediciones ruidosas de temperatura [◦C].

Letras Griegas

α2 — Coeficiente de difusividad térmica [m2/s].

α̂2 — Coeficiente de difusividad térmica estimado [m2/s].

α2
A — Coeficiente de difusividad térmica del material A [m2/s].

α2
B — Coeficiente de difusividad térmica del material B [m2/s].

α2
M — Coeficiente de difusividad térmica del material [m2/s].

β — Velocidad del fluido [m/s].

βV — Coeficiente de expanción volumétrica [1/K].

δ — Espesor de la capa ĺımite térmica [m].

δM — Ruido máximo.

∆x — Paso espacial de discretización [m].

∆t — Paso temporal de discretización [s].

∆u — Variación de temperatura [◦C].

∆E — Variación de elasticidad .

∆uc — Variación de temperatura media en el cuerpo [◦C].

∆uf — Variación de temperatura media en el fluido [◦C].

ϵ — Cota para el error de medición.

ϵi — Ruido simulado.

φ — Temperatura de la barra (función auxiliar) [◦C].

κ — Coeficiente de conductividad térmica [W/m ◦C].

κA — Coeficiente de conductividad térmica del material A [W/m ◦C].

κB — Coeficiente de conductividad térmica del material B [W/m ◦C].

κC — Coeficiente de conductividad térmica del cuerpo [W/m ◦C].
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NOMENCLATURA

κf — Coeficiente de conductividad térmica del fluido [W/m ◦C].

κm — Coeficiente de conductividad térmica mı́nimo [W/m ◦C].

κM — Coeficiente de conductividad térmica máximo [W/m ◦C].

ν — Ritmo de intercambio de calor por flujo lateral [1/s].

νc — Viscocidad cinemática del fluido [m2/s].

µd — Viscocidad dinámica del fluido [kg/m s].

µ2 — Parámetro de regularización.

Θ — Conjunto admisible de soluciones.

θ — Vector de parámetros desconocidos.

ρ — Densidad [kg/m3].

ρc — Densidad del cuerpo [kg/m3].

ρf — Densidad del fluido [kg/m3].

ρ∞ — Densidad del fluido lejos de la superficie del cuerpo [kg/m3].

σ2 — Varianza.

τ1 — Parámetro de estabilidad.

τ2 — Parámetro de estabilidad.

τ3 — Parámetro de estabilidad.
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Resumen

En esta tesis se aborda el estudio de diferentes problemas inversos en un modelo de

parámetros distribuidos de ciertos procesos de transporte con dos finalidades. Por

un lado, se busca mejorar el modelo, obtener un mejor diseño que sea más preciso,

apropiado para el control y que describa mejor el problema f́ısico de interés. Por otro

lado, se pretende construir diferentes estrategias para mejorar y facilitar las técnicas

o procesos de medición.

Espećıficamente, se considera el problema de transferencia de calor de una barra

embebida en un fluido (ĺıquido o gaseoso) en movimiento con velocidad constante. En

el borde izquierdo se impone una condición de tipo Dirichlet que indica temperatura

constante y en el derecho de tipo Robin para modelar el fenómeno de convección.

Se analizan aqúı dos problemas particulares dentro del modelo de estudio. En el

primero, el proceso de transporte ocurre en una barra construida con un material

isótropo y homogéneo. Ésta permite el intercambio de calor a ritmo constante con el

medio circundante. Además, está afectada por un conjunto de fuentes que dependen

de la posición. En el segundo problema, se considera una barra compuesta por dos

segmentos consecutivos con interfaz sólido-sólido, donde cada tramo corresponde a

un material isótropo y homogéneo, en este caso no hay generación de calor (fuentes)

y como la misma se encuentra totalmente aislada en su superficie lateral, no hay

términos disipativos. Hallar una solución a estos problemas, conociendo todos los
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parámetros del modelo y las condiciones de borde, se lo denomina problema directo.

En general, las soluciones anaĺıticas y numéricas del problema directo pueden ser

obtenidas, mediante diferentes técnicas de Fourier y métodos de diferencias finitas,

respectivamente. El tesista no ha encontrado en la bibliograf́ıa una expresión anaĺıti-

ca o la demostración de existencia y unicidad de solución de estos problemas. Hay

diversos trabajos que abordan problemas con caracteŕısticas similares al primero de

los mencionados; las soluciones son incluidas en esta tesis con el fin de presentar un

trabajo autocontenido.

Para obtener una caracterización matemática más precisa del fenómeno estudiado

y desarrollar criterios que mejoren las técnicas de medición; se puede recurrir a la

estimación de parámetros del modelo y/o identificación de fuentes del mismo. Éstos

son denominados problemas inversos y se encuentran relacionados con el problema

directo. En esta tesis se tratan cuatro problemas inversos, tres asociados al primer

problema directo y uno asociado al segundo.

En el primer problema inverso se trata la determinación de la difusividad

térmica del material de la barra. Ésta se realiza mediante técnicas numéricas

de optimización, a partir de datos ruidosos de temperatura, tomados con tres

criterios diferentes. Se estudia bajo un análisis numérico de sensibilidad, en

qué posiciones e instantes de tiempo es conveniente ubicar los sensores de

temperatura para obtener una mejor estimación.

El segundo problema inverso consiste en la estimación del coeficiente de trans-

ferencia de calor. Habitualmente, en la literatura se considera un parámetro

constante que depende de la temperatura estacionaria de la pared disipativa.

En esta tesis se propone un nuevo enfoque que tiene en cuenta la variación

temporal de temperatura en la pared. Para analizar el rendimiento de la nue-

va técnica, se realizan análisis de temperatura y elasticidad mediante experi-
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mentos numéricos y se comparan los resultados obtenidos con los del método

tradicional.

En el tercer problema inverso se aborda la identificación de la fuente, a partir

de mediciones ruidosas de temperatura tomadas en un tiempo fijo arbitrario.

El problema se resuelve anaĺıticamente con técnicas de Fourier y se muestra

que dicha solución resulta no ser estable. La no estabilidad de la solución se

trata mediante una familia uni-paramétrica de operadores de regularización,

diseñados para compensar el factor que causa la inestabilidad del operador

inverso. Se propone, además, una técnica para la elección del parámetro de

regularización y se obtiene una cota óptima de tipo Hölder para el error de

estimación. La resolución que aqúı se presenta generaliza las ideas usadas por

otros autores para la ecuación de calor a una ecuación parabólica completa

donde las mediciones de temperatura pueden ser tomadas en cualquier instante

y se utiliza la teoŕıa de operadores para su formalización. Estas diferencias dan

lugar a una nueva propuesta que permite ser usada de manera más general en

otros problemas.

Por último, el problema inverso asociado al segundo problema directo consiste

en la localización del punto de contacto entre los dos materiales, a partir

de una única medición de flujo térmico en el borde derecho de la barra. El

problema se resuelve anaĺıticamente y se da una cota para el error cometido

en la aproximación. Además, se realiza un análisis de elasticidad para conocer

la dependencia local del parámetro estimado con el dato utilizado.

Palabras Clave: Transferencia de calor, Problema inverso, Sensibilidad, Elastici-

dad, Regularización.

Clasificación Matemática (MSC 2010): 80A20, 80A23, 80M20, 90C31.
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Abstract

This thesis addresses the study of different inverse problems for a distributed para-

meter model of certain transport processes with two purposes. On the one hand, it

seeks to improve the model, obtain a better design that is more precise, appropriate

for control and that better describes the physical problem of interest. On the other

hand, it seeks to build different strategies to improve and facilitate measurement

techniques or processes.

Specifically, the heat transfer problem of a bar embedded in a fluid (liquid or gaseous)

moving with constant speed is considered. A Dirichlet-type condition indicating

constant temperature is imposed on the left edge, and a Robin-type condition that

models the convection phenomenon is applied on the right.

Two particular problems within the study model are analyzed here. In the first

one, the transport process occurs along a bar of an isotropic and homogeneous

material. This allows the exchange of heat at a constant rate with the surrounding

environment. In addition, it is assume that the bar is affected by a set of sources

that depend on position. In the second problem, a bar composed of two consecutive

segments with a solid-solid interface is considered, where each section corresponds

to an isotropic and homogeneous material. In this case there is no heat generation

(sources) and as it is totally isolated on its surface side, there are no dissipative terms.

Finding a solution to these problems, knowing all the parameters of the model and
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the boundary conditions, is called a direct problem. In general, the analytical and

numerical solutions of the direct problem can be obtained, using different Fourier

techniques and finite difference methods, respectively. The thesis has not found in

the bibliography an analytical expression or the demonstration of the existence and

uniqueness for these problems. There are various works that address problems with

similar characteristics to the first one mentioned; their solutions are included in this

thesis in order to present a self-contained work.

To obtain a more precise mathematical characterization of the studied phenomenon

and develop criteria that improve measurement techniques; to estimation of model

parameters and / or identification of its sources can be addessed. These are called

inverse problems and are related to the problem direct. In this thesis, four inverse

probems are treated. Three of them are studied associated with the first direct

problem, and the other one is associated with the second one.

The first inverse problem deals with the determination of the thermal diffusi-

vity of the bar material. This is done using numerical optimization techniques,

based on noisy temperature data, taken with three different criteria. It is stu-

died under a under a numerical sensitivity analysis, in which positions and

instants of time it is convenient to locate the temperature sensors to obtain a

better estimate.

The second inverse problem consists of estimating the transfer coefficient of

heat. Usually, in the literature, it is considered as a constant parameter that

depends on the stationary temperature of the dissipative wall. In this thesis

a new approach is proposed that takes into account the temporal variation of

temperature on the wall. To analyze the performance of the new technique,

temperature and elasticity analyzes are carried out through numerical expe-

riments and the results obtained are compared with those of the traditional
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method.

The third inverse problem addresses the identification of the source, based

on noisy measurements temperature taken at an arbitrary fixed time. The

problem is solved analytically with Fourier techniques and it is shown that said

solution turns out to be unstable. The non-stability of the solution is treated

by a family uni-parametric regularization operators, designed to compensate

for the factor which causes the inverse operator instability. In addition, a rule is

proposed for the choice of the regularization parameter and an optimal bound

of Hölder type for the estimation error is obtained. The resolution presented

here generalizes the ideas proposed by other authors for the heat equation to

a complete parabolic equation where temperature measurements can be taken

at any moment and the operator theory is used for its formalization. These

differences give rise to a new proposal that allows it to be used more generally

in other problems.

Finally, the inverse problem to the second direct problem consists of locating

the point of contact between the two materials, from a single measurement of

heat flow on the right edge of the bar. The problem is solve analytically and

give a bound for the error made in the approximation. In addition, an elasticity

analysis is carried out to know the local dependence of the parameter estimated

with the data used.

Key words: Heat transfer, Inverse problem, Sensitivity, Elasticity, Regularization.

Mathematics Subject Classification 2010: 80A20, 80A23, 80M20, 90C31.
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Introducción

La teoŕıa del problema inverso constituye una rama moderna de la matemática

aplicada que en la actualidad es utilizada por las distintas áreas de la ciencia y

la ingenieŕıa. Inicialmente, y en su sentido más amplio, ha sido desarrollada por

investigadores que centran su estudio en la geof́ısica, quienes tuvieron la necesidad

de implementar una teoŕıa que les permita dar respuestas sobre el análisis del objeto

de estudio de sus modelos matemáticos. La razón principal del nacimiento de ésta,

radica en que estos investigadores buscan entender los fenómenos que ocurren en

el interior de la tierra y para ello la única información disponible consiste en un

conjunto de datos obtenidos en la superficie.

Entre los problemas inversos que aparecen en la bibliograf́ıa se encuentran los de

identificación en sistemas de parámetros distribuidos. Estos problemas están rela-

cionados con diferentes procesos de transferencia de enerǵıa, masa e información que

involucran procesos f́ısicos, biológicos y/o qúımicos de gran relevancia, tanto desde

el punto de vista teórico y práctico, como técnico.

La identificación en sistemas de parámetros distribuidos son problemas matemáticos

de optimización cuyo objetivo es la determinación de parámetros desconocidos en un

modelo matemático conocido, a partir de datos observados, medidos y/o simulados,

tal que la respuesta del modelo resultante sea cercana, en cierta norma, o con algún

criterio, a las observaciones y/o mediciones f́ısicas del proceso.
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Por lo general se introducen simplificaciones y/o suposiciones en el modelo. En

muchos casos, es de interés saber en qué medida estas simplificaciones pueden o

no afectar a la solución del problema. Para tal fin, se utilizan distintas técnicas de

análisis de sensibilidad que cuantifican la influencia de los parámetros del modelo en

las soluciones aproximadas obtenidas, como aśı también la influencia de los datos,

observaciones y mediciones en la estimación de los parámetros de dicho modelo.

Para realizar la identificación de parámetros en un problema particular es importan-

te obtener un diseño apropiado, pues las soluciones aproximadas deben ser confiables

si se quieren utilizar para predecir resultados bajo posibles situaciones o el compor-

tamiento de procesos a lo largo del tiempo. Un modelo inadecuado puede conducir a

resultados erróneos, los que pueden desembocar en toma de decisiones equivocadas.

Para conseguir esta situación deseable, se puede utilizar la teoŕıa de diseño óptimo,

la cual busca dar respuesta a cómo y cuándo ubicar los sensores tal que la informa-

ción contenida en las señales resultantes sea la más alta posible, dependiendo de los

objetivos de los datos tomados.

La identificación en sistemas de parámetros distribuidos son, por lo general, proble-

mas mal planteados donde los métodos numéricos tradicionales se vuelven inesta-

bles. Una alternativa práctica para su resolución es la implementación de métodos

de regularización. Si bien estos métodos permiten resolver el problema inverso y

regularizar las soluciones, en algunos casos no resulta claro cuál es la técnica más

adecuada para obtener la solución aproximada apropiada.

Los procesos unidimensionales de transporte de enerǵıa térmica fueron estudiados

por mucho tiempo. Sin embargo, nuevas aplicaciones y casos particulares los hacen

mantener vigentes. Un caso de gran interés en ingenieŕıa es la transferencia de calor

en materiales compuestos, en particular, en materiales multicapa, en los que se puede

considerar el transporte de calor de manera unidimensional. En esta tesis se aborda

el estudio de diferentes técnicas de estimación de parámetros en dos problemas de
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transferencia de calor en 1D, con dos objetivos principales. El primero, es mejorar

el modelo que se propone con la finalidad de poder usar sus salidas para predecir

y/o controlar los procesos de transferencia. El segundo, es definir y/o comparar

estrategias que permitan mejorar, facilitar y simplificar los procesos de medición y

las técnicas de obtención de datos para la resolución de problemas inversos.

El modelo que se utiliza en este trabajo consiste en el problema de transferencia de

calor, de una barra embebida en un fluido (ĺıquido o gaseoso) en movimiento con

velocidad constante. En el borde izquierdo se impone una condición de tipo Dirichlet

que indica temperatura constante y en el derecho de tipo Robin para modelar el

fenómeno de convección. Dentro de este modelo se analizan dos problemas directos

particulares. En el primero, se estudia el proceso de transferencia de calor en una

barra homogénea e isotrópica embebida en un fluido en movimiento. Ésta permite

el intercambio de calor a ritmo constante con el medio circundante. Además, está

afectada por un conjunto de fuentes que dependen de la posición. En el segundo,

se estudia el proceso de transferencia de calor en una barra compuesta por dos

segmentos consecutivos con una interfaz sólido-sólido, donde cada tramo corresponde

a un material isótropo y homogéneo, en este caso no hay generación de calor (fuentes)

y como la misma se encuentra totalmente aislada en su superficie lateral, no hay

términos disipativos.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 se incluye bre-

vemente una serie de conceptos fundamentales, necesarios para la comprensión de

este trabajo.

En el caṕıtulo 2 se estudia el primer problema directo de esta tesis. Para describir

el problema de interés, se considera una ecuación completa de tipo parabólica. Se

obtiene la solución anaĺıtica utilizando métodos de Fourier, que son frecuentemente

usados para resolver este tipo de ecuaciones en derivadas parciales. El esquema de

resolución se basa en un cambio en el sistema de coordenadas que consiste en pasar

XLVII



INTRODUCCIÓN

de un sistema fijo a uno móvil. Por otro lado, debido a que la expresión de la solución

anaĺıtica hallada es muy compleja, se resuelve el problema numéricamente utilizando

diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal. Se

impone, al modelo numérico, condiciones de estabilidad y se testea la convergencia

del método con diferentes ejemplos numéricos.

En el caṕıtulo 3 se trata la primera indentificación de parámetros relacionada con el

problema directo estudiado en el caṕıtulo 2, que consiste en la determinación de la

difusividad térmica; el abordaje de esta determinación es de suma importancia ya

que este parámetro es útil para caracterizar la pureza del material en el que se da el

proceso de transferencia. La estimación de la difusividad térmica se realiza mediante

técnicas numéricas de optimización, a partir de datos ruidosos de temperatura, to-

mados con tres criterios diferentes. El primero consiste en que las mediciones (datos)

son tomadas en un instante de tiempo fijo en distintas posiciones, en el segundo, las

mediciones son tomadas en una posición fija para diferentes instantes de tiempo y en

el último, las mediciones se toman en diferentes instantes de tiempo y en distintas

posiciones. Además, se estudia bajo un análisis numérico de sensibilidad, cuándo

y dónde es conveniente ubicar los sensores de temperatura para que la estimación

resulte más precisa. Con la finalidad de ilustrar el procedimiento de determinación,

se incluyen ejemplos numéricos.

En el caṕıtulo 4 se considera la segunda indentificación de parámetros relacionada

con el problema directo estudiado en el caṕıtulo 2, que consiste en la estimación

del coeficiente de transferencia de calor. Su determinación es muy compleja debi-

do a que es un coeficiente que depende de múltiples variables, las caracteŕısticas

generales de la pared disipativa (aspereza y rugosidad), las propiedades f́ısicas del

fluido (densidad, viscocidad, expansión volumétrica), entre otras. Habitualmente, en

la literatura se considera un parámetro constante que depende de la temperatura

estacionaria de la pared disipativa. En este caṕıtulo se propone un nuevo enfoque
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que tiene en cuenta la variación temporal de temperatura en la pared. Éste permite

obtener un coeficiente de transferencia de calor más preciso y como consecuencia,

un mejor modelo para el proceso de transporte, que resulta de utilidad para predecir

resultados y controlar las variables. Para analizar el rendimiento de la nueva técnica

se realizan análisis de temperatura y elasticidad mediante experimentos numéricos

y se comparan los resultados obtenidos con los del método tradicional.

En el caṕıtulo 5 se aborda la tercera indentificación de parámetros relacionada con

el problema directo estudiado en el caṕıtulo 2, que consiste en la identificación

del término fuente, considerada como una función independiente del tiempo. La

complejidad de esta identificación radica en que se busca determinar una función en

lugar de un parámetro constante. Su determinación es de suma importancia para el

proceso de transporte de enerǵıa térmica ya que la fuente es el término de generación

de calor y poder identificarla brinda un modelo más preciso que permite predecir

con mayor exactitud los resultados del proceso de transferencia. La identificación

de la fuente se realiza a partir de mediciones ruidosas de temperatura, tomadas en

un tiempo fijo arbitrario, considerando un dominio infinito. El problema se resuelve

anaĺıticamente con técnicas de Fourier y se muestra que dicha solución resulta no

ser estable. La no estabilidad de la solución se trata mediante una familia uni-

paramétrica de operadores de regularización, diseñados para compensar el factor

que causa la inestabilidad del operador inverso. Se propone, además, una técnica

para la elección del parámetro de regularización y se obtiene una cota óptima de

tipo Hölder para el error de estimación. La resolución que aqúı se presenta generaliza

las ideas usadas por otros autores para el caso de la ecuación de calor; en este caṕıtulo

se aplica a una ecuación parabólica completa donde las mediciones de temperatura

pueden ser tomadas en cualquier instante, además, la formalización utilizada se basa

en la teoŕıa de operadores. Estas diferencias dan lugar a una nueva propuesta que

permite ser usada de manera más general en otros problemas.
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En el caṕıtulo 6 se estudia el segundo problema directo de esta tesis. Para describir

el problema de interés, se utiliza la ecuación de calor en un sistema acoplado, donde

la difusividad térmica se considera una función constante a trozos. Se obtiene una

expresión para la solución anaĺıtica de este problema, utilizando métodos de Fourier.

Debido a que la expresión de la solución anaĺıtica hallada es muy compleja, se

resuelve el problema numéricamente utilizando diferencias finitas centradas en el

espacio y hacia delante en la variable temporal. Se impone, al modelo numérico,

condiciones de estabilidad y se testea la convergencia del método con diferentes

ejemplos numéricos.

En el caṕıtulo 7 se considera una identificación de parámetros relacionada con el pro-

blema directo estudiado en el caṕıtulo 6, que consiste en la localización del punto de

contacto entre los materiales; debido a que el parámetro a estimar es constante, se

utiliza para la determinación, el problema en régimen estacionario. La localización

del punto de contacto se realiza a partir de una única medición ruidosa de flujo

térmico en el borde derecho de la barra. Se obtiene una expresión anaĺıtica para

la determinación de la la ubicación de la interfaz y se halla una cota para el error

cometido que depende del ruido en la medición. Además, con la finalidad de conocer

la dependencia del parámetro estimado con el dato, se realiza un estudio de elasti-

cidad. Ejemplos numéricos, de diferentes caracteŕısticas, muestran la utilización del

método propuesto.

L



Publicaciones
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Caṕıtulo 1

Conceptos Preliminares

Sin pretender ser exhaustivo y con la intención de realizar un trabajo de carácter

auto-contenido, se exhiben en este caṕıtulo una serie de conceptos globales que

resultan fundamentales para una mejor comprensión del desarrollo de esta tesis.

El tratado de estas temáticas le permitirá al lector que no está suficientemente

familiarizado con estos temas, comprender mejor cada una de las problemáticas que

se abordan en los siguientes caṕıtulos. En cada sección de este caṕıtulo se da una

breve definición y/o clasificación sobre el concepto que interesa presentar, lo que

ofrece un marco teórico general del desarrollo de este trabajo. En cada caso, se cita

bibliograf́ıa pertinente para aquellos lectores que quieran o necesiten profundizar

algunos de los temas tratados.

Este caṕıtulo comienza con una breve introducción acerca de sistemas de paráme-

tros distribuidos. Luego se define modelos de transporte centrándonos en

los diferentes procesos de transferencia de calor (conducción, convección). Se con-

tinúa con una introducción a problemas inversos , se clasifican aquellos que están

asociados directamente a fenómenos térmicos y se relaciona dicho concepto con la

estimación de parámetros . Se incluye una definición de problemas mal plan-
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1.1. SISTEMAS DE PARÁMETROS DISTRIBUIDOS

teados , se mencionan algunos métodos de regularización y una clasificación de

parámetros de regularización . Se menciona su importancia en la estabilización

de problemas mal planteados. Se abordan también los conceptos de sensibili-

dad , elasticidad y diseño óptimo.

1.1. Sistemas de Parámetros Distribuidos

Los sistemas de parámetros distribuidos [4, 9, 128, 142, 192, 194, 252, 267] son

diferentes sistemas dinámicos [243] cuyos estados presentan una fuerte dependencia

espacio-temporal. La manera más adecuada de representar estos sistemas es median-

te ecuaciones diferenciales en derivadas parciales [10, 47, 56, 68, 76]. Éstas, pueden

utilizar complejos métodos de modelado, planteo, solución y permiten obtener des-

cripciones precisas de los fenómenos f́ısicos.

Los sistemas de parámetros distribuidos han sido muy estudiados, analizados

y aplicados a la teoŕıa de sistemas dinámicos y control. Esto se debe, esencialmente, a

la diversificación de los sistemas industriales y a los fuertes acoples entre dinámicas

multi-f́ısicas, en donde objetivos de calidad, monitoreo y control han sido fijados

para optimizar las ganancias de la industria.

Este tipo de sistemas son estructuras matemáticas con propiedades particulares

compuestas, esencialmente, por tres elementos principales: [106]

1. Las relaciones funcionales de las variables de interés vistas como variaciones

en el dominio espacio-temporal (por ejemplo, en problemas de transferencia

de calor: variaciones en el tiempo, términos convectivos, términos conductivos,

términos difusivos, términos advectivos ).

2. Parámetros de las ecuaciones (por ejemplo, en problemas de transferencia

de calor: conductividades térmicas, difusividades térmicas, calores espećıficos,
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1.2. FENÓMENOS DE TRANSPORTE

densidades, coeficientes de transferencia de calor por convección).

3. Entradas al sistema (acciones externas y perturbaciones).

En este trabajo se estudian sistemas de parámetros distribuidos que modelan

problemas relacionados con transferencia de enerǵıa térmica.

1.2. Fenómenos de Transporte

Los fenómenos de transporte son muy estudiados en la actualidad debido a la

cantidad de aplicaciones directas con las que se relacionan en diferentes campos de

la ciencia y la ingenieŕıa, pues se utilizan para analizar la transferencia de masa,

enerǵıa e información en distintos procesos [41, 106].

Estos procesos se suelen describir mediante ecuaciones diferenciales de segundo or-

den de tipo parabólica. En la bibliograf́ıa se la puede encontrar con diferentes nom-

bres, entre los más utilizados, ecuación de difusión-advección-reacción, ecuación de

difusión-convección-reacción o ecuación diferencial parabólica completa. En una di-

mensión espacial puede escribirse de la siguiente manera:

ut(x, t) =
(
α2(x, t)ux(x, t)

)
x
− β(x, t)ux(x, t)− ν(x, t)(u(x, t)− u0) + f(x, t). (1.1)

En esta ecuación los sub́ındices indican cuáles son las variables respecto de las cuales

se deriva parcialmente y cuántas veces. La Ecuación (1.1) puede ser utilizada para

modelar múltiples y diśımiles situaciones de transferencia. En este trabajo se trata

la transferencia unidimensional de calor, a través de diferentes mecanismos, de un

cuerpo embebido en un fluido en movimiento. Bajo este supuesto, la función u(x, t)

indica la temperatura en la posición x en el instante t, ut(x, t) representa la rapidez

de variación de la temperatura con respecto al tiempo, el término α2(x, t)uxx(x, t)
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1.2. FENÓMENOS DE TRANSPORTE

representa el flujo interno por medio de la difusión donde α2(x, t) [m2/s] es la difusi-

vidad térmica propia del material, el término β(x, t)ux(x, t) indica el flujo debido a la

convección donde β(x, t) [m/s] es la velocidad del fluido en movimiento. El término

ν(x, t)(u(x, t) − u0) representa el flujo lateral, pues si el cuerpo no está totalmente

aislado en la superficie lateral puede intercambiar calor con el medio circundante

donde ν(x, t) [1/s] indica el ritmo de dicho intercambio y u0 [
◦C] es la temperatura

exterior. Por último f(x, t) [◦C/s] es el conjunto de fuentes, como por ejemplo, una

corriente eléctrica que pasa por una varilla metálica, reacciones qúımicas o nucleares

que ocurren dentro del cuerpo, etc. Para entender mejor estos procesos de intercam-

bio de enerǵıa se tratan brevemente los fenómenos de conducción y convección.

1.2.1. Conducción

La conducción [125,174] es el proceso de transferencia de enerǵıa mediante el cual,

a partir de las interacciones moleculares, las part́ıculas con más enerǵıa transfieren

parte de ella a las part́ıculas menos energéticas. Este proceso puede darse en medios

sólidos, ĺıquidos o gaseosos. Si se considera una placa con diferentes temperaturas en

ambos lados, los resultados experimentales [125,174] han mostrado que la razón de

transferencia de calor por conducción es directamente proporcional a la diferencia

de temperaturas y a la superficie perpendicular a la dirección de transferencia e

inversamente proporcional al espesor de la capa. Esta descripción se traduce ma-

temáticamente en la conocida Ley de Fourier que indica que la tasa de transferencia

por unidad de área se expresa según

q̇cond = −κux(x, t), [W/m2].

El signo negativo asegura que la transferencia en la dirección normal sea una magni-

tud positiva. La constante de proporcionalidad κ recibe el nombre de conductivi-
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dad térmica . Ésta es una propiedad f́ısica de los materiales que mide la capacidad

de conducción de calor.

El valor de conductividad térmica, cuyas unidades son [W/m◦C] depende de la

temperatura. En el estado estacionario es constante y en la práctica, para proble-

mas en estado transitorio, bajo ciertas condiciones, también se la supone constante.

Este coeficiente, para una temperatura dada, puede interpretarse como la capacidad

que tiene determinado material para conducir calor. Formalmente se define la con-

ductividad térmica de un determinado material como la razón de transferencia

de enerǵıa térmica a través de un espesor unitario por unidad de área por unidad

de temperatura. De aqúı se desprende que materiales con conductividad térmi-

ca alta son buenos conductores de calor, como los metales puros, materiales con

conductividad térmica baja son malos conductores, como los gases. A modo de

ejemplo se puede mencionar que aproximadamente a temperatura ambiente resulta

κaire = 0, 026W/(m◦C) ; κdiamante = 2300W/(m◦C).

Otra propiedad importante de los materiales que aparece en los procesos transitorios

de conducción de calor es la difusividad térmica , que notamos α2(x, t) por ser

un parámetro estrictamente positivo. Esta magnitud representa la rapidez con la

que se da la difusión de calor a través de un cuerpo. Formalmente se define como la

razón entre el calor conducido y el calor almacenado. Es decir,

α2 =
κ

ρcp
, (1.2)

donde ρ [kg/m3] representa la densidad y cp [J/kg
◦C] el calor espećıfico. Pequeños

valores de difusividad térmica indican que gran parte de calor es absorbido y

almacenado por el material, dicho de otra forma, la difusividad térmica es un

ı́ndice que expresa la velocidad de cambio y el flujo de temperaturas en un material

hasta que alcanza el equilibrio térmico.
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1.2.2. Convección

La convección [37] es otra forma de transferencia de enerǵıa térmica, la cual cons-

tituye el mecanismo de transferencia de calor a través de un fluido, en presencia de

un movimiento masivo de éste. La transferencia por convección aumenta confor-

me aumente la velocidad del fluido. En ausencia de cualquier movimiento masivo

de fluido, la transferencia de calor entre la superficie sólida y el fluido adyacente se

da por conducción pura. En caso contrario, la enerǵıa es transferida a la capa de

fluido adyacente por conducción y esta enerǵıa es arrastrada de manera inmedia-

ta, alejándola de la superficie del sólido por convección. Debido a esto, el fluido

cercano a la superficie se calienta, éste es removido y se reemplaza nuevamente por

otra porción de fluido más fŕıa y aśı sucesivamente.

Cuando el fluido fluye debido a medios externos (ventilador o bomba) se dice que la

convección es forzada, en cambio si el fluido fluye debido a la variación de tempe-

ratura, decimos que la convección es libre o natural. Los procesos de transferencia

de calor que comprenden cambios de fase de un fluido se consideran como convec-

ción, debido al movimiento del fluido durante la transferencia. Ejemplos claros de

esto son la elevación de burbujas de vapor de agua durante la ebullición y la cáıda

de gotitas de agua durante la condensación.

Los procesos de transferencia de calor por convección son muy complejos debido a

las amplias y diversas variedades en la naturaleza del fluido. No obstante, la experi-

mentación [37] muestra que la velocidad de la transferencia de calor por convección

es proporcional a la diferencia de temperaturas entre la superficie sólida y el fluido,

que se representa mediante la Ley de enfriamiento de Newton y se puede escribir

por unidad de área como

q̇conv = −h(us − u∞), [W/m2], (1.3)
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donde us y u∞ [◦C] son las temperaturas en la superficie y lejos de la misma, res-

pectivamente, h representa el coeficiente de transferencia de calor por convección

o coeficiente de peĺıcula. Este coeficiente se mide en [W/(m2◦C)] y depende, en-

tre otros factores, de la geometŕıa de la superficie, la naturaleza y las propiedades

térmicas del fluido. La determinación del valor exacto es realmente muy compleja,

se estima de forma experimental dependiendo de las condiciones de cada problema

particular.

1.3. Problemas Inversos

Una posible definición es decir que dos problemas son inversos, el uno del otro,

si la formulación de cada uno de estos requiere un conocimiento parcial o total

del otro. Se suele denominar a uno de ellos problema directo, que por lo general

es aquel del que se tiene más conocimiento, mientras que al otro se lo denomina

problema inverso [14, 126, 135]. En principio esta clasificación puede resultar un

tanto arbitraria, pues el problema matemático representa una descripción, un modelo

de algún fenómeno del mundo real. Debido a ello la diferenciación entre el problema

directo y el problema inverso en general surge naturalmente a partir del problema

que se está considerando.

Matemáticamente, en un contexto general, se puede definir un problema inverso

como la necesidad de hallar x en una ecuación de la forma Tx = y donde T : X → Y

es un operador continuo , X, Y son espacios de Hilbert e y es un dato del problema

[139].

Con la finalidad de aclarar esta idea, se considera un ejemplo. Supongamos que se

desea describir el comportamiento futuro de un sistema termodinámico partiendo

del conocimiento del estado actual de dicho sistema, las leyes f́ısicas que lo go-

biernan y todos los parámetros relevantes del problema. Resultaŕıa lógico llamar
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a éste “problema directo”, dado que responde a una secuencia causa-efecto. Es

decir, conociendo las causas que modifican el sistema, es posible averiguar el efecto.

En contraposición, si el problema reside en hallar el valor de ciertos parámetros

termodinámicos a partir de observaciones realizadas sobre la evolución del sistema,

resultaŕıa natural llamar a éste “problema inverso”, pues responde a una secuen-

cia efecto-causa. Es decir, conociendo el sistema actual es posible averiguar algunas

de las causas que generó la modificación de dicho sistema [52].

Centrándonos en las aplicaciones de los problemas inversos en matemática apli-

cada, podemos destacar dos motivos que le dan importancia al estudio de éstos. El

primer motivo se relaciona directamente con el interés de conocer estados pasados

o parámetros de un sistema f́ısico determinado a partir de observaciones actuales.

El segundo motivo se relaciona con el hecho de saber cómo afectar un sistema de

manera tal que la modificación resulte un estado deseado.

En la bibliograf́ıa se puede encontrar una gran cantidad de ejemplos de problemas

inversos muy variados. En particular [1] contiene un resumen de algunos de ellos

con una amplia gama de aplicaciones. Además, entre los problemas inversos clási-

cos podemos citar problemas relacionados con técnicas de procesamiento de imáge-

nes [180,222], ejemplos de este tipo de problemas son la tomograf́ıa y la tomograf́ıa

de impedancia eléctrica [24,116]; problemas espectrales [94,133,182], problemas re-

lacionados con la determinación de tumores en un tejido biológico [151,152,175,217],

entre tantos otros.

1.3.1. Problemas Inversos en Procesos de Transferencia de

Calor

Existen diśımiles y variados problemas inversos en procesos de transferencia

de calor . En los casos particulares en el que se conoce el flujo térmico o la tempe-
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ratura en la frontera de un medio y las caracteŕısticas térmicas de éste, es posible

encontrar el perfil espacial y temporal de temperaturas en el interior del sólido,

según la descripción hecha en la Sección 1.3 esto representa el problema directo de

transferencia de calor por conducción. En otros casos, el flujo o el perfil térmico es

desconocido y debido a ello debe ser estimado a partir de mediciones experimentales

de temperatura tomadas en el interior del medio conductor, éstos representan pro-

blemas inversos y se conoce como “problema inverso de conducción de calor”.

Esto se debe a una cuestión netamente histórica, en la actualidad, existen muchos

otros problemas inversos ligados a la transferencia de calor. Más generalmente

se dice que un problema de transferencia de calor es inverso si se desea encon-

trar el valor de cualquier parámetro o función relacionado al proceso conociendo,

por ejemplo, valores de temperatura o de calor en el cuerpo. Las incógnitas en un

problema inverso de transferencia de calor son, en general, las condiciones de

contorno, las condiciones iniciales, el valor de la generación interna de calor (fuente)

y las propiedades térmicas del sólido.

Encontrar la solución de un problema inverso en procesos de transferencia de ca-

lor es una tarea que puede ser de suma dificultad. Existen muchos métodos anaĺıticos

clásicos y numéricos que persiguen este fin. Beck, es un pionero en el estudio de pro-

blemas inversos de transferencia de calor y algunos de los métodos propuestos

por este autor se pueden ver en [28–36]. Otros autores realizaron aportes significa-

tivos sobre problemas inversos de transferencia de calor. Entre los trabajos más

importantes se puede citar el problema inverso en medios infinitos y la estimación

de calor en procesos de enfriamiento [230]. Con el tiempo esta área de estudio ha

ido evolucionando y se han analizado problemas inversos más complejos en los

que se busca estimar varios parámetros térmicos en simultáneo [120,156,209,282].

Los problemas inversos en transferencia de calor se clasifican según la depen-

dencia del tiempo, la linealidad y la naturaleza del mismo. Estos problemas pueden
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ser estacionarios o evolutivos, los problemas estacionarios son aquellos en los que no

hay variación de parámetros respecto del tiempo [8, 55, 123, 172, 173, 219]. Los pro-

blemas evolutivos o transitorios son aquellos en los que los parámetros vaŕıan con el

tiempo, son más complejos y por lo general requieren de mediciones de temperatura

como datos de entrada [35].

La no linealidad de un problema inverso se debe a que las condiciones de frontera o

algunos parámetros térmicos del proceso de transferencia dependen de la tempera-

tura. En caso contrario estamos frente a un problema inverso lineal. Los problemas

lineales son más simples y requieren menor tiempo de máquina para ser resueltos.

Un problema inverso también puede clasificarse según lo que se desea estimar. Cla-

ramente esta clasificación es la más importante desde el punto de vista de las aplica-

ciones. En este sentido se puede estimar, por ejemplo, las condiciones de contorno,

las condiciones iniciales, las propiedades térmicas del sólido, fuentes y parámetros

geométricos del medio. Existen otros problemas que pertenecen a esta categoŕıa como

los asociados a optimización y control, los de frontera móvil, los relativos a medios

porosos, entre otros. Algunos trabajos que tratan esta clasificación son [44,230,271].

1.3.2. Métodos de Resolución de Problemas Inversos

Por lo general, para resolver problemas inversos se debe abordar primero el

problema directo. Para ello existen muchos métodos conocidos en la bibliograf́ıa

[56, 76]. Entre los métodos clásicos se puede mencionar, métodos de separación de

variables, método del factor integrante, método de la ecuación de Bernoulli, método

de coeficientes indeterminados, método de variación de parámetros, método de la

ecuación de Cauchy-Euler, métodos que utilizan desarrollos en serie, métodos que

utilizan funciones especiales como la función Beta o la función Gamma, métodos que

utilizan funciones integrales como la transformada de Laplace o la transformada de
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Fourier. Dichos problemas también son abordados con técnicas numéricas. Entre

las más utilizadas se puede mencionar, métodos de diferencias finitas [167,177,184,

232, 244] métodos de elementos finitos [57, 67, 240, 299] y métodos de volumen de

control [7, 53, 85].

Particularmente para procesos de transferencia de calor se emplean métodos anaĺıti-

cos tales como separación de variables, métodos integrales, método de las funciones

de Green, entre otros. Detalles generales de éstos aplicados a problemas de conduc-

ción de calor se pueden ver en [28,29,33,44,98,124,148,230]. Los métodos numéricos

citados en el párrafo anterior se utilizan en problemas de conducción preferentemente

para abordar problemas no lineales. El método de diferencias finitas ha sido utilizado

para la determinación de la fuente o para la estimación de la generación de enerǵıa

térmica en numerosos trabajos, algunos de ellos se pueden ver en [30,34,36,280]. Par-

ticularmente para problemas estacionarios algunos autores utilizaron técnicas que

se pueden ver en [70, 88], por su parte para problemas transitorios se puede citar

como ejemplo, [68,282]. Otros tipos de métodos numéricos, aunque menos utilizados,

para problemas de conducción son los métodos iterativos [10, 231], los métodos de

autovalores [185] y de volúmenes de control [7, 53].

Centrándonos particularmente en los métodos anaĺıticos de resolución de problemas

inversos en procesos de transferencia de calor, encontramos los métodos de especifi-

cación funcional y los métodos de estimación de parámetros aplicados a problemas

lineales y no lineales, por ejemplo, [34,35,115,277–279].

1.4. Estimación de Parámetros

Como se mencionó en la Subsección 1.3.1 en un problema inverso se trata de

estimar algún parámetro [15,31] desconocido en la formulación del proceso de trans-

ferencia. El término estimación se utiliza de forma literal, es decir, la incógnita del
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problema inverso se determina a partir de un conjunto de datos (sean mediciones

experimentales o simulaciones numéricas). Dichas mediciones están contaminadas de

ruido que proviene de los errores de medición, de instrumentación, de calibración y

las pérdidas por convección y radiación (no existe la aislación perfecta); debido a este

motivo es imposible obtenerlas de forma exacta. En este contexto las estimaciones

más usuales son: estimación del coeficiente de conductividad térmica dependiente

de la temperatura κ(u), estimación del calor espećıfico que depende de la tempe-

ratura cp(u), la estimación del coeficiente de transferencia de calor por convección

h(u) y estimación de la fuente de calor. Algunos ejemplos variados se pueden ver

en [31,32,120–122].

1.5. Problemas mal Planteados

Hay una diferencia de fundamental importancia entre los problemas directos y los

problemas inversos y corresponde al concepto de problemas bien o mal plantea-

dos [19, 83,139].

Generalmente, los problemas inversos son problemas mal planteados en el

sentido de Hadamard [100]. Hadamard introdujo este concepto teniendo en cuenta

que el modelo matemático considerado para describir un fenómeno f́ısico debe poseer

las propiedades de existencia, unicidad y estabilidad de la solución. Es decir, el

problema debe admitir solución, ésta debe ser única y además, debe depender de

los datos de manera continua. De no cumplirse una o varias de las tres condiciones

presentadas en las ĺıneas anteriores para un modelo dado, estamos en presencia de

un problema mal planteado.

Desde un punto de vista matemático se puede decir que las tres propiedades men-

cionadas tienen diferentes grados de importancia, esto se debe el abordaje del mal

planteo depende fuertemente de la propiedad que no se cumpla.
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Si el modelo planteado no tiene solución, por lo general es un indicador de que las

mediciones tienen demasiado ruido o que existe un error en el modelo matemático

utilizado. En algunos casos esta propiedad se obtiene fácilmente extendiendo el es-

pacio de soluciones, el concepto de distribución o función generalizada [134] es un

claro ejemplo de esto.

Si el problema planteado tiene más de una solución, por lo general, se debe a la

falta de información en el modelo propuesto, para resolver esto, alcanza con agregar

al modelo suposiciones adicionales basadas en el fenómeno estudiado o simplemente

elegir una de las soluciones que resulte adecuada. Elegir la solución de menor norma

es un ejemplo de esto.

La estabilidad de la solución es la propiedad más relevante de las tres desde el

punto de vista de las aplicaciones, pues es la principal causa del “mal planteo” de

un problema inverso. Debido a la falta de estabilidad, una pequeña modificación

en los datos (como los que generan los errores de medición) producen diferencias

significativas en la solución del problema inverso. Si el problema planteado carece

de estabilidad, obtener la solución exacta es una tarea prácticamente imposible.

Este incumplimiento del supuesto de dependencia continua de los datos se pone de

manifiesto en la no acotación de la inversa generalizada de Moore-Penrose [38]. Esta

inversa busca, en ĺıneas generales, invertir el operador T dado en la definición formal

de problema inverso (Sección 1.3). La no acotación de dicha inversa se traduce en

inestabilidad cuando se emplean métodos numéricos tradicionales para aproximar

las soluciones. La problemática que genera la falta de estabilidad es que la solución

hallada puede encontrarse muy distante de la verdadera. Si la solución del problema

no depende en forma continua de los datos, se debe agregar información adicional al

modelo o acudir a métodos que estabilicen la solución. Los métodos utilizados para

estabilizar la solución de un problema inverso mal planteado se conocen en la

bibliograf́ıa como métodos de regularización .
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1.5.1. Métodos de Regularización

Los problemas inversos mal planteados surgen con frecuencia en diferentes

ramas de la ciencia e ingenieŕıa. La regularización es una técnica matemática que

proporciona estabilidad al operador de un problema mal planteado. En términos

generales, regularizar un problema mal planteado significa esencialmente aproximar-

lo por una sucesión de problemas bien planteados [83].

Las técnicas de regularización difieren entre śı según la estrategia que se utiliza y la

cantidad de información que se requiera incorporar. Los métodos de regulariza-

ción se clasifican en métodos directos, que se caracterizan por no ser iterativos, ver

por ejemplo [146, 161, 162] o métodos indirectos, por ejemplo [43, 238], que utilizan

métodos iterativos para estabilizar numéricamente el problema mal planteado.

Se han desarrollado también métodos h́ıbridos y métodos de regularización con

diferentes restricciones basados en algoritmos complejos de optimización. Las meto-

doloǵıas de regularización recién descriptas encuentran uso en el área de modelación

inversa de problemas tan diśımiles entre śı como interesantes. Estimación de paráme-

tros geof́ısicos [17,228]; recuperación de perfiles de composición atmosférica a partir

de instrumentos satelitales [77, 84] y el cálculo de la distribución del tamaño de

part́ıculas [69, 164], entre muchas otras aplicaciones que exceden el alcance de este

trabajo.

Entre los métodos clásicos de regularización de problemas inversos mal plan-

teados se pueden mencionar, regularización de Tikhonov [97, 179], regresión Rid-

ge [113, 114], descomposición en valores singulares truncada [107, 272], descompo-

sición en valores singulares amortiguada [107], métodos de regularización cuasi-

reversibles [150], entre muchos otros.

Con respecto a los métodos de regularización en conducción de calor se encuen-

tran, entre los más utilizados, el método de especificación de función secuencial [35],
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el método de regularización iterativa [6,35,101], métodos de estabilización mediante

el empleo de filtros [7,112], método de gradiente conjugado [60,122,226], el método

de Davidon-Fletcher-Powell [246], el método de Monte Carlo [103]. En [35] se puede

apreciar un abordaje extenso de cada uno de los métodos en los que se utilizan

muchos ejemplos, en [300] se realiza un excelente análisis sobre cada uno de los

métodos.

A la hora de regularizar una solución en un problema de transferencia de calor, es

necesario tener una forma de minimizar el error de las soluciones regularizadas. En

la mayoŕıa de los trabajos se emplea, el método de cuadrados mı́nimos, sin embar-

go, existen trabajos en los que se sustituye este método mediante algoritmos más

complejos con caracteŕısticas particulares que operan directamente sobre dominios

lineales [280].

1.5.2. Parámetro de Regularización

Una caracteŕıstica común de las técnicas de regularización es que todas ellas requie-

ren la utilización de un parámetro que depende del problema a regularizar. Este

parámetro, llamado parámetro de regularización , es el encargado de equilibrar

el error de minimización con respecto al error de regularización. Éste puede clasifi-

carse en dos grandes grupos: los parámetros de regularización a priori, que son

aquellos que sólo dependen del ruido en los datos y los parámetros de regulari-

zación a posteriori, que además del ruido en los datos, depende de las mediciones

espećıficamente.

Existe una amplia variedad de técnicas para la selección criteriosa de este parámetro

en función del problema a regularizar. Entre los tipos de selección más frecuentemen-

te utilizados se pueden mencionar, el principio de discrepancia [42,82,220], la utili-

zación de la Curva-L [48, 108, 109], la validación cruzada generalizada [13, 155, 274]
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y el periodograma residual acumulativo [110,210]

1.6. Sensibilidad

El objetivo principal del análisis de sensibilidad es determinar de manera cuan-

titativa el cambio en el comportamiento de un sistema cuando, de alguna manera,

un conjunto de sus parámetros son modificados. Es una herramienta muy utilizada

en ingenieŕıa y sirve para medir la influencia de los parámetros en los resultados de

un determinado modelo matemático [58,212,213]. Algunos trabajos interesantes de

análisis de sensibilidad pueden verse en [1, 89,140,191,211,221].

Obtener una solución numérica en un problema inverso y en particular en pro-

blemas de transferencia de calor, es una tarea compleja debido a que la solución es

muy sensible a errores de medición y de calibración de instrumentos. En [300] se cita

un claro ejemplo de esta situación, el problema inverso unidimensional de esti-

mación de calor es sensible a las mediciones, debido a que si se aumenta la cantidad

de datos experimentales es necesario disminuir el paso temporal de discretización,

sin embargo la utilización de intervalos de tiempo extremadamente pequeños, por

lo general, introducen factores de inestabilidad en la solución.

La sensibilidad de una función respecto de un parámetro se define como la derivada

parcial de primer orden de la función con respecto a dicho parámetro. Es decir,

Spi
D (p1, p2, ..., pn) =

∂D(p1, p2, ..., pn)

∂pi
,

en este ejemplo se calcula la sensibilidad de la función D (que depende de las varia-

bles p1,p2,...pn) con respecto al parámetro pi.

El cálculo de sensibilidad de la solución de una ecuación diferencial con respecto a

un parámetro de la ecuación, puede requerir la resolución de una nueva ecuación
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diferencial. Ejemplos de esto se puede encontrar en [45,71,204,205,249].

Es muy útil realizar el cálculo de sensibilidad para mejorar el diseño experimental

y decidir, con criterio, en qué punto del dominio se tomarán las mediciones. Más

detalles se pueden ver en [35, 275]. Las funciones de sensibilidad son dependientes

de la geometŕıa del problema y de las condiciones de borde impuestas en el modelo

del problema inverso. Según [300] para que una estimación sea óptima, los sensores

de medida deben colocarse en posiciones donde las lecturas sean más sensibles a los

cambios del parámetro desconocido. En este contexto han surgido en las últimas

décadas conceptos más complejos que permiten no sólo calcular la sensibilidad de

una función con respecto a un parámetro, sino que se analiza la influencia, en las so-

luciones aproximadas, de varios parámetros en simultáneo y cómo éstos interactúan

entre śı. Este tipo de técnicas se denominan funciones de sensibilidad generalizada.

Más detalle puede verse en [20,45,204,245,249].

1.7. Elasticidad

El análisis de elasticidad es otra herramienta que se puede utilizar para medir la

influencia de los parámetros en los resultados de un determinado modelo matemáti-

co. Este concepto proviene de la economı́a [239] y cada vez es más utilizado en el

abordaje de problemas en ciencia e ingenieŕıa [258,260]. Se puede interpretar como

la variación porcentual de determinada función cuando el parámetro vaŕıa en 1%.

Es decir, la elasticidad de la función D con respecto al parámetro p se define como

ED(p) =
p

D(p)
D′(p).

La definición resulta de suma utilidad. Supongamos que con determinada técnica

deseamos estimar p, en dicha situación es útil saber cual será la variación en D
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cuando se comete un error del 1% en la estimación de p. Si |ED(p)| < 1 se dice que

D es inelástica y este es un caso deseado en cualquier problema de estimación de

parámetros dado que un error en la estimación del parámetro del 1% generará un

error menor al 1% en la solución. En contraposición, si |ED(p)| > 1 se dice que D es

elástica. En este caso, la estimación del parámetro deseado se complejiza, pues un

error chico en la determinación puede traducirse en un error grande en la solución.

En el caso en el que se desea estudiar la elasticidad de una función multivariable con

respecto a uno solo de los parámetros, la definición es análoga utilizando la derivada

parcial. Es decir,

Ep1
D (p1, p2) =

p1
D(p1, p2)

∂D(p1, p2)

∂p1
.

En este ejemplo se calcula la elasticidad de la funciónD (que depende de las variables

p1 y p2) con respecto al parámetro p1. Dicha elasticidad será, en principio, una

función que depende de ambas variables. Es decir, Ep1
D depende de las variables p1

y p2.

1.8. Diseño Óptimo

En ĺıneas generales, dado un problema inverso de identificación de paráme-

tros la teoŕıa de diseño óptimo busca favorecer la estimación calculando los pun-

tos o instantes de tiempo dónde se debe tomar la información, o los datos, de manera

de minimizar el error. Los métodos clásicos para el diseño óptimo presentados por

distintos autores se describen claramente en [20–23].

La naturaleza infinito-dimensional de los sistemas de parámetros distribuidos

imposibilita la tarea de tomar mediciones en todo el dominio [243], debido a esto,

surge el interrogante de cómo, dónde y cuándo ubicar los sensores con la finalidad

de que la estimación sea lo más precisa posible. Existen varios trabajos que han
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abordado este problema. La estimación de estados puede verse en [22,23,128,142,207,

250], por su parte para la identificación de parámetros, ver [192–194, 252]. El

problema de estimación de estados y el de identificación de parámetros son problemas

matemáticamente distintos, que difieren, no solo en el objetivo sino también en la

complejidad. Los problemas de identificación son, generalmente, más complejos por

que presentan una dependencia no-lineal fuerte en los parámetros desconocidos, a

pesar de que se esté identificando una ecuación diferencial parcial lineal en esos

parámetros. Esto no ocurre en el problema de estimación de estados ya que la

dependencia del estado actual con el estado inicial es lineal para sistemas lineales.

El diseño óptimo de experimentos es un área donde confluyen el álgebra lineal,

la optimización convexa y la estad́ıstica, aqúı se generan problemas de optimización

basados en modelos cuyas soluciones óptimas son de mı́nima varianza. Esta teoŕıa

puede ser extendida al área de los sistemas dinámicos para ubicar de manera óptima

sensores dedicados a estimación de estados o para identificación de sistemas. Para

el caso de estimación de estados, el criterio de optimalidad debe ser fundamentado

en una medida de la independencia de las respuestas de los sensores, mientras que

para el caso de identificación de sistemas el criterio de optimalidad se basa en una

medida de la independencia entre las funciones de sensibilidad de los parámetros

a identificar.

La ubicación óptima de sensores para la identificación de parámetros en sis-

temas de parámetros distribuidos depende de la ubicación de los sensores en el

dominio espacial. Es necesario, entonces, poder comparar entre diferentes configu-

raciones de sensores y desarrollar una medida cuantitativa de las bondades de una

ubicación en particular. Con este fin, se utiliza la matriz de información de Fisher,

la cual, bajo consideraciones particulares, constituye una aproximación de la matriz

de covarianzas para los parámetros estimados. Esta matriz refleja la variabilidad

en los parámetros identificados del sistema estudiado. Diversos trabajos utilizan
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diseño óptimo de experimentos para resolver problemas inversos, ver por ejem-

plo, [4, 9, 12,22,23,200,207,233,237,250,252,266,267].
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Caṕıtulo 2

Un Problema de Transporte

La ecuación de calor ha sido abordada por diferentes autores y se ha resuelto con

distintas estrategias tanto anaĺıticas como numéricas. La solución anaĺıtica de la

ecuación de calor con diferentes condiciones de borde e iniciales es bien conocida

en la literatura; ver, por ejemplo, [49, 273]. Por otra parte, la ecuación parabólica

dada en (1.1) fue menos estudiada, aunque se encuentran en la bibliografia diver-

sos art́ıculos que utilizan, en su desarrollo, esta ecuación, para casos particulares.

Algunos trabajos de interés se pueden ver en [26,41,265].

En este caṕıtulo se resuelve el primer problema directo de esta tesis dado por la

Ecuación (1.1) bajo ciertas condiciones. Se obtiene la solución anaĺıtica utilizando

métodos de Fourier [96,143], que son frecuentemente usados para resolver ecuaciones

en derivadas parciales de tipo parabólico. El esquema de resolución se basa en una

sustitución que se puede interpretar como un cambio en el sistema de coordenadas

que consiste en pasar de un sistema fijo a uno móvil. Aunque no se encontró en la

literatura una expresión anaĺıtica para el problema estudiado, varios art́ıculos utili-

zaron cambios similares en el sistema de coordenadas para abordar otras ecuaciones.

Ver, por ejemplo [26,40,75,187,216,265].
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Por otro lado, debido a que la expresión de la solución anaĺıtica hallada es muy

compleja, se resuelve numéricamente la Ecuación (1.1) utilizando diferencias fini-

tas [177, 184, 232] centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal.

La solución obtenida brinda información útil sobre los perfiles espacio-temporales

de temperatura u(x, t). Se imponen, condiciones de estabilidad y se testea la con-

vergencia del método con diferentes ejemplos numéricos.

2.1. Aspectos Anaĺıticos

En esta sección se presenta de manera formal el primer problema directo que se va

a estudiar en esta tesis. Se enuncian y se demuestran algunos resultados de impor-

tancia que permiten obtener una expresión anaĺıtica para la solución del problema

en cuestión.

2.1.1. Presentación del Problema

El problema de interés consiste en el transporte o transferencia de enerǵıa térmica a

lo largo de una barra homogénea de longitud L [m] y diámetro d [m] (con L ≫ d)

la cual está embebida en un fluido (ĺıquido o gaseoso) en movimiento con velocidad

constante β [m/s]. Debido a que L ≫ d se supone que el fenómeno de difusión es

unidimensional. Además, se considera que la barra a través de la que se difunde el

calor está construida con un material isótropo por lo que el coeficiente de difusividad

térmica α2 [m2/s] es constante. Se supone también que la barra no está totalmente

aislada en la superficie lateral, lo que permite el intercambio de calor a un ritmo

constante con el medio circundante que se encuentra a temperatura ambiente Ta

[◦C] (temperatura constante). Por último, la barra está afectada por un conjunto

de fuentes que dependen únicamente de la posición f(x) [◦C/s].
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Para poder modelizar este problema se utiliza la Ecuación (1.1) con las modifica-

ciones sugeridas en el párrafo anterior. Ésto permite obtener la siguiente ecuación

diferencial en derivadas parciales

ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− ν(u(x, t)− Ta) + f(x), 0 < x < L, t > 0.

(2.1)

Se supone además, que la temperatura en el borde izquierdo de la barra se mantiene

a una temperatura constante F [◦C] durante todo el proceso de transferencia.

u(x, t) = F, x = 0, t > 0, (2.2)

el borde derecho de la barra queda libre, en contacto con el fluido, dando lugar al

fenómeno de convección.

κux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0, (2.3)

donde κ [W/m ◦C] es la conductividad térmica del material y h [W/(m2◦C)] es

el coeficiente de transferencia de calor por convección. Por último, se considera que

en el instante inicial toda la barra, salvo en los bordes, se encuentra a temperatura

ambiente, es decir,

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0. (2.4)

El problema directo a resolver, consiste en hallar la temperatura u(x, t) suponiendo

que todos los parámetros de las Ecuaciones (2.1)-(2.4) son conocidos. La Figura 2.1

muestra de manera esquemática el problema directo de interés.

Figura 2.1: Esquema del problema de transporte estudiado.
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2.1.2. Resultados Auxiliares

En esta subsección se enuncian y se demuestran algunos resultados auxiliares de

importancia que son de utilidad para poder encontrar una expresión anaĺıtica de

la solución del problema dado por las Ecuaciones (2.1)-(2.4), esquematizado en la

Figura 2.1.

De los resultados que se expondrán a continuación, los Lemas 2.5, 2.7, 2.8 y 2.9 son

conocidos en la literatura. Se incluye aqúı el enunciado y una demostración para

cada uno, esto se hace por dos motivos. El primero, se relaciona con la finalidad

de presentar un trabajo completo y autocontenido, el segundo, se debe a que en las

demostraciones se introducen herramientas que serán de utilidad más adelante en el

desarrollo de esta tesis.

Lema 2.1 Sean a, b, L ∈ R+ y g : D ⊂ R+ → R, g(x) = − b

a
tg(Lx). Entonces

existe un conjunto infinito numerable de puntos fijos positivos de g.

Demostración: Basta con observar que g es una función periódica de peŕıodo P =
π

L
,

monótona y suryectiva en cada peŕıodo. Por lo tanto, g tiene un único punto fijo

positivo en cada peŕıodo.

Corolario 2.2 Sean a, b, L ∈ R+. Existe un conjunto infinito numerable de solucio-

nes positivas de la ecuación

tg(Lx) = −a

b
x. (2.5)

Demostración: La demostración de este resultado es consecuencia directa del lema

anterior. Por el Lema 2.1 se sabe que la ecuación x = − b

a
tg(Lx) tiene un conjunto

numerable de soluciones positivas. Esto implica que vale la misma condición para la

Ecuación (2.5).
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Ejemplo 2.3 En la Figura 2.2 se pueden apreciar de manera gráfica algunas de

las infinitas soluciones positivas de la Ecuación (2.5) para dos casos particulares de

diferentes caracteŕısticas.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x

-10

-5

0

5
tg(x) = −(2/5)x

tg(x)

-(2/5)x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x

-10

-5

0

5
tg(2x) = −(2/3)x

tg(2x)

-(2/3)x

Figura 2.2: Casos particulares de la Ecuación (2.5).

Observación 2.4 Por el Corolario 2.2 se sabe que la Ecuación (2.5) tiene infinitas

soluciones positivas. Pero al tratarse de una ecuación trascendente, las soluciones

deben hallarse numéricamente para cada caso particular. El Cuadro 2.1 tiene, a

manera de ejemplo, las primeras 10 soluciones positivas de la ecuación tg(2x) =

−3

5
x utilizando tres d́ıgitos decimales de precisión.

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9 λ10

1,249 2,637 4,119 5,641 7,182 8,733 10,290 11,850 13,413 14,977

Cuadro 2.1: Primeras 10 soluciones positivas de la ecuación tg(2x) = −3

5
x.

Lema 2.5 Sean a, b, L ∈ R+, ζ ∈ R y X ∈ C2((0, L)). El problema de Sturn-

Liouville 
X ′′(x)− ζX(x) = 0, 0 < x < L,

X(x) = 0, x = 0,

−aX ′(x) = bX(x), x = L,

(2.6)
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tiene como solución

Xn(x) = sen(λnx), n ∈ N, (2.7)

donde λn son las soluciones positivas de la Ecuación (2.5).

Demostración: Los problemas de Sturn-Liouville [5, 99, 170] se caracterizan por ser

una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden con condiciones de borde. La

complejidad radica en que estos problemas dependen de una variable de separación,

que en nuestro caso se denota con la letra ζ. Si se analizan los valores para la variable

ζ, surgen tres casos posibles de soluciones.

Caso 1: (ζ = 0). En este caso, la solución es de la forma X(x) = Ax + B. Dado

que X(0) = 0 esto implica B = 0, utilizando la condición −aX ′(L) = bX(L) se

obtiene −aA = bAL y como el sistema (2.6) se resuelve para cualquier a, b, L ∈ R+

se deduce que A = 0. Por lo tanto, el caso 1 nos conduce a la solución trivial.

Caso 2: (ζ > 0). Por ser ζ > 0, existe λ ∈ R+ tal que ζ = λ2 y en este caso

la solución es de la forma X(x) = Aeλx + Be−λx. Dado que X(0) = 0 esto im-

plica B = −A, utilizando la condición −aX ′(L) = bX(L) se obtiene la siguien-

te expresión A
[
aλ(eλL + e−λL) + b(eλL − e−λL)

]
= 0, operando algebraicamente,

2A [aλcosh(λL) + bsenh(λL)] = 0. Observando que la suma entre corchetes es es-

trictamente positiva por ser a, b, L, λ > 0, se deduce que A = 0. Por lo que el caso

2 también nos conduce a la solución trivial.

Caso 3: (ζ < 0). Por último, si ζ < 0 existe λ ∈ R+ tal que ζ = −λ2 y en este caso

la solución es de la forma X(x) = Asen(λx) + Bcos(λx). Ya que X(0) = 0 se tiene

que B = 0 y utilizando la condición −aX ′(L) = bX(L) resulta −Aaλcos(λL) =

Absen(λL) o equivalentemente tg(λL) = −a

b
λ para A ̸= 0. Debido al Corolario 2.2

existe un conjunto infinito numerable de soluciones positivas 0 < λ1 < λ2 < ..., y

como la solución encontrada es independiente de A, sin pérdida de generalidad se

considera A = 1.
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En resumen, la solución hallada es de la forma Xn(x) = sen(λnx) dada en (2.7) con

n ∈ N donde λn son las infinitas soluciones positivas de la ecuación (2.5).

Definición 2.6 Bajo las hipótesis del Lema 2.5, las funciones Xn(x) se denominan

autofunciones o funciones propias y los valores λn son los autovalores o valores

propios asociados [47].

Independientemente que para nosotros sea sólo un resultado auxiliar, el Lema 2.7

es importante en śı mismo, pues brinda la solución anaĺıtica de la ecuación de calor

[49,273] en un dominio espacial acotado con condición inicial dada y condiciones de

borde de tipo Dirichlet nula a izquierda y de tipo Robin a derecha.

Lema 2.7 Sean α2, a, b, L ∈ R+ y ϕ ∈ C ((0, L)). Dada la función φ que satisface

φ(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y φ(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)), el problema parabólico



φt(x, t) = α2φxx(x, t), 0 < x < L, t > 0,

φ(x, t) = 0, x = 0, t > 0,

a φx(x, t) = −b φ(x, t), x = L, t > 0,

φ(x, t) = ϕ(x), 0 < x < L, t = 0,

(2.8)

tiene como solución

φ(x, t) =
∞∑
n=1

(
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ(x)sen(λnx) dx

)
e−λ2

nα
2tsen(λnx),

donde λn son las soluciones positivas de la Ecuación (2.5).

Demostración: Para resolver el sistema (2.7) se utiliza separación de variables [47],

es decir, se supone que existen funciones X,T con X ∈ C2 ((0, L)) y T ∈ C1 ((0,∞))

tales que φ(x, t) = X(x)T (t).
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Reemplazando en el sistema (2.8) se obtiene



X(x)T ′(t) = α2X ′′(x)T (t), 0 < x < L, t > 0,

X(x)T (t) = 0, x = 0, t > 0,

aX ′(x)T (t) = −bX(x)T (t), x = L, t > 0,

X(x)T (t) = ϕ(x), 0 < x < L, t = 0,

(2.9)

de la primera ecuación del sistema (2.9), separando variables, se deduce que existe

ζ ∈ R tal que

ζ =
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

α2T (t)
=⇒

X ′′(x)− ζX(x) = 0,

T ′(t)− ζα2T (t) = 0,

esto da lugar al siguiente sistema

X ′′(x)− ζX(x) = 0, 0 < x < L,

X(x) = 0, x = 0,

aX ′(x) = −bX(x), x = L,

T ′(t)− ζα2T (t) = 0, t = 0,

X(x)T (t) = ϕ(x), 0 < x < L, t = 0.

(2.10)

Por el Lema 2.5 se deduce que existe un conjunto infinito numerable de autofunciones

que satisfacen las primeras tres ecuaciones del sistema (2.10) y se pueden expresar

como Xn(x) = sen(λnx) con n ∈ N donde, por el Corolario 2.2, λn =
√
−ζn son las

infinitas soluciones de la ecuación (2.5). Por otra parte, es simple ver que la función

T (t) satisface T (t) = T0 e
−λ2

nα
2t.

En resumen, existe un conjunto infinito numerable de soluciones del sistema pa-
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rabólico (2.8), éstas son de la forma φn(x, t) = An e
−λ2

nα
2tsen(λnx), donde An son

constantes a determinar mediante la condición inicial. Debido al principio de super-

posición [47] se obtiene

φ(x, t) =
∞∑
n=1

φn(x, t) =
∞∑
n=1

An e
−λ2

nα
2tsen(λnx).

Utilizando la condición inicial sigue que ϕ(x) = φ(x, 0) =
∞∑
n=1

An sen(λnx), de donde

se deduce que An son los coeficientes del desarrollo en serie de funciones propias y

se determinan según [47]

An =

∫ L

0

ϕ(x) sen(λnx) dx∫ L

0

sen2(λnx) dx

=
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ(x) sen(λnx) dx.

Por lo tanto,

φ(x, t) =
∞∑
n=1

(
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ(x) sen(λnx) dx

)
e−λ2

nα
2tsen(λnx).

Tal como se queŕıa probar.

El Lema 2.8 es similar al Lema 2.7 en cuanto al dominio espacial, la condición

inicial y las condiciones de borde, pero aqúı se considera la presencia de fuentes

que afectan la ecuación de calor [49, 273]. Estas fuentes se agrupan en una función

espacio-temporal f(x, t), la cual perturba de manera directa la ecuación diferencial

del problema estudiado.

Lema 2.8 Sean α2, a, b, L ∈ R+; sean ϕ ∈ C ((0, L)) y f ∈ C ((0, L)× (0,∞)) .

Dada la función φ que satisface φ(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y φ(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)), el

problema parabólico
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

φt(x, t) = α2φxx(x, t) + f(x, t), 0 < x < L, t > 0,

φ(x, t) = 0, x = 0, t > 0,

a φx(x, t) = −b φ(x, t), x = L, t > 0,

φ(x, t) = ϕ(x), 0 < x < L, t = 0,

(2.11)

tiene como solución

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

fn(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds+
2b e−λ2

nα
2t

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ(x)sen(λnx) dx

]
sen(λnx),

donde

fn(t) =
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

f(x, t) sen(λnx) dx

y λn son las soluciones positivas de la ecuación (2.5).

Demostración: Se sabe por el Lema 2.7 que el sistema homogéneo asociado al sistema

(2.11) tiene como solución φH(x, t) =
∞∑
n=1

An e
−λ2

nα
2t sen(λnx). Para encontrar la

solución del sistema no homogéneo se utiliza el método de Fourier [47].

Este método se basa en suponer que existe un conjunto infinito numerable de fun-

ciones temporales An(t) tales que

φ(x, t) =
∞∑
n=1

An(t) e
−λ2

nα
2tsen(λnx),

o equivalentemente

φ(x, t) =
∞∑
n=1

gn(t) sen(λnx), (2.12)

por simplicidad, se desarrolla en serie de funciones propias a la función f(x, t) y se

obtiene

f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sen(λnx), (2.13)
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donde fn(t) está dada por

fn(t) =

∫ L

0

f(x, t) sen(λnx) dx∫ L

0

sen2(λnx) dx

=
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

f(x, t) sen(λnx) dx.

Se reemplazan las expresiones (2.12) y (2.13) en la ecuación diferencial del sistema

(2.11) y se tiene que

∞∑
n=1

[
g′n(t) + λ2

n α
2 gn(t)− fn(t)

]
= 0.

Esto lleva a un conjunto infinito numerable de ecuaciones diferenciales de primer

orden no homogéneas. Se utiliza la condición inicial y la solución puede escribirse

como

gn(t) =

[∫ t

0

fn(s) e
λ2
nα

2s ds+

(
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ(x) sen(λnx) dx

)]
e−λ2

nα
2t,

se reemplaza en (2.12) y se concluye que

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

fn(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds+
2b e−λ2

nα
2t

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ(x)sen(λnx) dx

]
sen(λnx).

Tal como se queŕıa probar.

El Lema 2.9 es similar al Lema 2.8, pero aqúı se modifica la condición inicial, la

cual se considera nula y la condición de borde a izquierda, dada por una función

temporal.

Lema 2.9 Sean α2, a, b, L ∈ R+; sean w0 ∈ C1 ((0,∞)) y f ∈ C ((0, L)× (0,∞)).

Dada la función w que satisface w(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y w(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)), el

problema parabólico
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

wt(x, t) = α2wxx(x, t) + f(x, t), 0 < x < L, t > 0,

w(x, t) = w0(t), x = 0, t > 0,

a wx(x, t) = −bw(x, t), x = L, t > 0,

w(x, t) = 0, 0 < x < L, t = 0,

tiene como solución

w(x, t) = w0(t)

(
1− bx

a+ bL

)
+ φ(x, t),

donde

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s) e
λ2
nα

2(s−t) ds− 2bw0(0) e
−λ2

nα
2t

(Lb+ a cos2(λnL))λn

]
sen(λnx),

con λn las soluciones positivas de la Ecuación (2.5) y

f̄n(t) =
2b

Lb+ a cos2(λnL)

(
−w′

0(t)

λn

+

∫ L

0

f(x, t) sen(λnx) dx

)
.

Demostración: Se supone que existe una función φ que satisface φ(·, t) ∈ C2 ((0, L))

y φ(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)). Tal que w(x, t) = s(x, t) + φ(x, t) donde s es una función

espacio-temporal auxiliar útil a los fines de demostración. Particularmente s es so-

lución del siguiente sistema
s(x, t) = α(t)

(
1− x

L

)
+ β(t)

x

L
, 0 < x < L, t > 0,

s(x, t) = w0(t), x = 0, t > 0,

a sx(x, t) = −b s(x, t), x = L, t > 0,

(2.14)

las funciones α(t), β(t) se determinan mediante las condiciones de borde impuestas

en el sistema (2.14). Es simple ver que bajo éstas condiciones la función s queda
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definida de forma uńıvoca por

s(x, t) = w0(t)

(
1− bx

a+ bL

)

y que la función φ satisface



φt(x, t) = α2φxx(x, t) + f̄(x, t), 0 < x < L, t > 0,

φ(x, t) = 0, x = 0, t > 0,

a φx(x, t) = −b φ(x, t), x = L, t > 0,

φ(x, t) = ϕ̄(x), 0 < x < L, t = 0,

(2.15)

donde

f̄(x, t) = f(x, t)− w′
0(t)

(
1− bx

a+ bL

)
y

ϕ̄(x) = −w0(0)

(
1− bx

a+ bL

)
.

Se sabe por el resultado dado en el Lema 2.8 que la solución del sistema (2.15) viene

dada por

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds+
2b e−λ2

nα
2t

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

ϕ̄(x)sen(λnx) dx

]
sen(λnx),

(2.16)

donde

f̄n(t) =
2b

Lb+ a cos2(λnL)

∫ L

0

f̄(x, t)sen(λnx) dx. (2.17)

Si se utiliza que λn son soluciones de la Ecuación (2.5) vale que

∫ L

0

(
1− bx

a+ bL

)
sen(λnx) dx =

1

λn

, (2.18)

luego se reemplaza (2.18) en las expresiones (2.16), (2.17) y se obtiene
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φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds− 2bw0(0) e
−λ2

nα
2t

(Lb+ a cos2(λnL)λn)

]
sen(λnx),

donde

f̄n(t) =
2b

Lb+ a cos2(λnL)

(
−w′

0(t)

λn

+

∫ L

0

f(x, t)sen(λnx) dx

)
.

Tal como se queŕıa demostrar.

En el Teorema 2.10 se estudia la ecuación parabólica completa (Ecuación (2.1)) en un

dominio espacial acotado en presencia de fuentes que dependen de la variable espacial

con condición inicial nula y las condiciones de borde de tipo Dirichlet constante a

izquierda y de tipo Robin a derecha.

Teorema 2.10 Sean α2, β, ν, a, b, L, v0 ∈ R+; f ∈ C ((0, L)). Dada la función v que

satisface v(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y v(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)), el problema parabólico



vt(x, t) = α2vxx(x, t)− βvx(x, t)− νv(x, t) + f(x), 0 < x < L, t > 0,

v(x, t) = v0, x = 0, t > 0,

a vx(x, t) = −b v(x, t), x = L, t > 0,

v(x, t) = 0, 0 < x < L, t = 0,

(2.19)

tiene como solución

v(x, t) = ej(x,t)
[
v0 e

−j(0,t)

(
1− b̄x

a+ b̄L

)
+ φ(x, t)

]
,

donde

j(x, t) =
β

2α2
x−

(
β2

4α2
+ ν

)
t, b̄ = b+

aβ

α2
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y

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds− 2b̄ v0 e
−λ2

nα
2t

(Lb̄+ a cos2(λnL))λn

]
sen(λnx).

Con λn las soluciones positivas de la ecuación tg(Lx) = −a

b̄
x y

f̄n(t) =
2b̄

Lb̄+ a cos2(λnL)

−
v0

(
β2

4α2
+ ν

)
e−λ2

nα
2t

λn

+

∫ L

0

f(x)e−j(x,t)sen(λnx) dx

 .

Demostración: Se considera la siguiente sustitución

v(x, t) = ej(x,t)w(x, t), (2.20)

donde j(x, t) =
β

2α2
x−

(
β2

4α2
+ ν

)
t. Se reemplaza la Ecuación (2.20) en el sistema

(2.19), se opera algebraicamente y se obtiene que la función w(x, t) debe satisfacer



wt(x, t) = α2wxx(x, t) + f̄(x, t), 0 < x < L, t > 0,

w(x, t) = w0(t), x = 0, t > 0,

a wx(x, t) = −b̄ w(x, t), x = L, t > 0,

w(x, t) = 0, 0 < x < L, t = 0,

(2.21)

donde f̄(x, t) = f(x) e−j(x,t), w0(t) = v0 e
−j(0,t) y b̄ = b +

aβ

α2
. En virtud del Lema

2.9 se sabe que la solución del sistema parabólico (2.21) está dado por la siguiente

expresión

w(x, t) = v0 e
−j(0,t)

(
1− b̄x

a+ b̄L

)
+ φ(x, t),

donde

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds− 2b̄ v0 e
−λ2

nα
2t

(Lb̄+ a cos2(λnL))λn

]
sen(λnx)
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y

f̄n(t) =
2b̄

Lb̄+ a cos2(λnL)

−
v0

(
β2

4α2
+ ν

)
e−λ2

nα
2t

λn

+

∫ L

0

f(x)e−j(x,t)sen(λnx) dx

 .

Por lo tanto, a partir del cambio de variables utilizado dado por la Ecuación (2.20),

la solución anaĺıtica del problema en cuestión (sistema (2.19)), se puede escribir a

partir de la siguiente espresión

v(x, t) = ej(x,t)
[
v0 e

−j(0,t)

(
1− b̄x

a+ b̄L

)
+ φ(x, t)

]
.

Tal como se queŕıa demostrar.

Observación 2.11 El cambio de variables (2.20) utilizado en la demostración del

Teorema 2.10 que permite “deshacernos”de los términos disipativos, se puede inter-

pretar como un cambio en el sistema de coordenadas, en el cual se pasa del sistema

fijo usual a uno móvil que se desplaza a la velocidad del fluido.

2.1.3. Solución Anaĺıtica

En esta subsección se da una expresión anaĺıtica para la solución del problema de

interés de este caṕıtulo. Dicho problema fue presentado en detalle en la Subsec-

ción 2.1.1, fue esquematizado gráficamente en la Figura 2.1 y viene dado por las

Ecuaciones (2.1)-(2.4).

Teorema 2.12 Sean α2, β, ν, Ta, L, F, κ, h ∈ R+ tal que F > Ta y f ∈ C ((0, L)).

Dada la función u que satisface u(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y u(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)), el pro-

blema parabólico
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

ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− ν(u(x, t)− Ta) + f(x), 0 < x < L, t > 0,

u(x, t) = F, x = 0, t > 0,

κ ux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0,

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0,

(2.22)

tiene como solución

u(x, t) = Ta + ej(x,t)
[
(F − Ta) e

−j(0,t)

(
1− h̄x

κ+ h̄L

)
+ φ(x, t)

]
,

donde

j(x, t) =
β

2α2
x−

(
β2

4α2
+ ν

)
t, h̄ = h+

κβ

α2

y

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds− 2h̄ (F − Ta) e
−λ2

nα
2t

(Lh̄+ κ cos2(λnL))λn

]
sen(λnx),

con λn las soluciones positivas de la ecuación tg(Lx) = −κ

h̄
x y

f̄n(t) =
2h̄

Lh̄+ κ cos2(λnL)

−
(F − Ta)

(
β2

4α2
+ ν

)
e−λ2

nα
2t

λn

+

∫ L

0

f(x)e−j(x,t)sen(λnx) dx

 .

Demostración: A fines prácticos de la demostración, se considera la siguiente sus-

titución v(x, t) = u(x, t) − Ta. Se reemplaza este cambio de variables en el sistema

(2.22) y se obtiene un nuevo sistema equivalente donde la función a determinar es

v(x, t). Lo que motiva la sustitución realizada es que luego de ella se obtiene un

sistema de ecuaciones diferenciales de tipo parabólico con condiciones de borde que

ya hemos estudiado. En este caso resulta simple observar que la función v(x, t) debe

satisfacer las ecuaciones del sistema (2.23) dado por:
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

vt(x, t) = α2vxx(x, t)− βvx(x, t)− νv(x, t) + f(x), 0 < x < L, t > 0,

v(x, t) = F − Ta, x = 0, t > 0,

κ vx(x, t) = −h v(x, t), x = L, t > 0,

v(x, t) = 0, 0 < x < L, t = 0.

(2.23)

En virtud del Teorema 2.10 se sabe que la solución del sistema parabólico (2.23)

viene dado por

v(x, t) = ej(x,t)
[
(F − Ta) e

−j(0,t)

(
1− h̄x

κ+ h̄L

)
+ φ(x, t)

]
,

donde

j(x, t) =
β

2α2
x−

(
β2

4α2
+ ν

)
t, h̄ = h+

κβ

α2

y

φ(x, t) =
∞∑
n=1

[∫ t

0

f̄n(s)e
λ2
nα

2(s−t) ds− 2h̄ (F − Ta) e
−λ2

nα
2t

(Lh̄+ κ cos2(λnL))λn

]
sen(λnx).

Con λn las soluciones positivas de la ecuación tg(Lx) = −κ

h̄
x y

f̄n(t) =
2h̄

Lh̄+ κ cos2(λnL)

−
(F − Ta)

(
β2

4α2
+ ν

)
e−λ2

nα
2t

λn

+

∫ L

0

f(x)e−j(x,t)sen(λnx) dx

 .

Por lo tanto, la solución del sistema (2.22) es

u(x, t) = Ta + ej(x,t)
[
(F − Ta) e

−j(0,t)

(
1− h̄x

κ+ h̄L

)
+ φ(x, t)

]
.

Tal como se queŕıa demostrar.

Observación 2.13 La solución del problema (2.22) es consistente, pues si se con-
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sidera f(x) = 0, β = 0 y ν = 0 (es decir, la ecuación de calor sin fuente ni términos

disipativos) se obtiene que j(x, t) = 0, f̄n(t) = 0 y h̄ = h. Por lo que la solución se

escribe como

u(x, t) = F +
h

κ+ hL
(Ta − F )x+

∞∑
n=1

2h (Ta − F ) e−λ2
nα

2t

(Lh+ κ cos2(λnL))λn

sen(λnx), (2.24)

la cual coincide con la solución del problema de tranferencia de calor en una barra

con las mismas caracteŕısticas y condiciones de borde, pero sin términos disipativos

[101,260].

2.2. Aspectos Numéricos

En esta sección se discute brevemente la importancia de los métodos numéricos

para la resolución de ecuaciones diferenciales. Se trata particularmente el método

de diferencias finitas y se aplica al problema de interés. Se incluyen condiciones

de estabilidad y se testea la convergencia del método utilizado mediante diferentes

ejemplos.

2.2.1. Métodos Numéricos

Los métodos numéricos de resolución de ecuaciones diferenciales son útiles para

tratar problemas de transferencia de calor [49, 273], dinámica de fluidos [64, 251], y

otras ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que modelan problemas f́ısicos

tales como la ecuación de onda [199], la ecuación de calor [64, 251], la ecuación de

Laplace [159], la ecuación de Poisson [92], entre otras.

Este tipo de métodos se suele usar cuando la expresión anaĺıtica de la solución es

muy compleja o cuando el problema estudiado no puede ser resuelto por medio
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de técnicas de análisis exacto, ya sea porque presenta geometŕıas o condiciones de

contorno o iniciales complicadas, o bien, éstas involucran ecuaciones diferenciales no

lineales que dependen de varios parámetros [102].

En la mayoŕıa de los métodos numéricos utilizados para resolver ecuaciones en de-

rivadas parciales se describe un proceso por medio del cual se obtiene la solución

aproximada de dicha ecuación. En este proceso se pueden observar dos etapas bien

definidas. La primera, llamada discretización, consiste en transformar el dominio

continuo en uno discreto, particularmente, en una malla de nodos. Esto reduce la

ecuación diferencial con sus condiciones iniciales y de frontera, a un sistema de

ecuaciones algebraicas, cuyo tamaño depende de la cantidad de nodos en la malla

y lógicamente son mucho más simples de resolver. La segunda etapa del proceso de

aproximación consiste en la solución del sistema de ecuaciones algebraicas. Depen-

diendo del problema particular hay métodos que son más adecuados para algunos

sistemas y otras estrategias resultan convenientes para otro tipo de sistemas. En

la bibliograf́ıa hay una gran variedad de métodos numéricos para resolver las ecua-

ciones diferenciales parciales, entre los más usuales se pueden citar los siguientes

métodos: diferencias finitas [3, 177, 184, 232], elementos finitos [57, 67, 236, 240, 299],

volúmenes finitos [7, 53,85], Montecarlo [103,203,229].

2.2.2. Solución Numérica

Debido a que la expresión anaĺıtica de la solución del problema (2.22) dada en el

Teorema 2.12 es muy dif́ıcil de abordar y con la finalidad de conocer la forma de los

perfiles de temperatura u(x, t); se trata numéricamente, mediante diferencias finitas,

el problema de interés. Más detalles sobre el método numérico pueden verse en el

Apéndice A.

En el caso en que las funciones que se quieren discretizar dependen de dos o más
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variables, las derivadas parciales, se definen de forma análoga a lo realizado en el

Apéndice A; pues solo se deben tomar las diferencias en la variable correspondiente.

En nuestro caso particular, la función u(x, t) que se quiere aproximar numéricamente

depende de una única variable espacial x y de la variable temporal t. Debido a eso

es necesario definir una partición bidimensional que tenga en cuenta la partición en

la variable espacial y la partición en la variable temporal.

Definición 2.14 Se define una partición bidimensional uniforme en una variable

espacial x y la variable temporal t como un conjunto discreto P que satisface

P = {(xi, tj)/ i = 1, 2, ..., N ; j = 1, 2, ...,M ; xi ∈ Px, tj ∈ Pt},

donde

Px = {x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xN , xi = (i− 1)∆x, i = 1, 2, ..., N}

y

Pt = {t1 < t2 < · · · < tj < · · · < tM , tj = (j − 1)∆t, j = 1, 2, ...,M}.

Espećıficamente Px es la partición asociada a la variable espacial x, Pt la corres-

pondiente partición asociada a la variable temporal t. Los valores ∆x, ∆t se de-

nominan pasos de discretización espacial y temporal respectivamente, estos se de-

terminan numéricamente y se definen en una malla equidistante (uniforme) como

∆x = xi − xi−1 y ∆t = tj − tj−1.

En la Figura 2.3 se esquematiza gráficamente el mallado bidimensional de una fun-

ción u para la partición definida en 2.14 donde los nodos u(xi, tj) se denotan por

simplicidad ui,j. En el gráfico de la izquierda se visualiza el mallado, en el gráfico

de la derecha se explicita que el nodo u(xi, tj+1) depende directamente de los nodos

u(xi−1, tj),u(xi, tj) y u(xi+1, tj).
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Figura 2.3: Mallado bidimensional.

El siguiente resultado permite ver la forma general de la discretización por diferencias

finitas centradas en el espacio y hacia delante en el tiempo de nuestro problema

particular dado por el sistema (2.22).

Lema 2.15 Sean α2, β, ν, Ta, L, F, κ, h ∈ R+ tal que F > Ta y f ∈ C ((0, L)). Dada

la función u que satisface u(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y u(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)), la discretiza-

ción del problema parabólico dado en (2.22) utilizando diferencias finitas centradas

en la variable espacial y hacia delante en la variable temporal tiene la siguiente

expresión



ui,j+1 = τ1 ui+1,j + τ2 ui,j + τ3 ui−1,j +Ri, i = 2, ..., N − 1, j = 2, ...,M,

ui,j = F, i = 1, j = 1, ...,M,

ui,j =
h∆xTa + κui−1,j

κ+ h∆x
, i = N, j = 2, ...,M,

ui,j = Ta, i = 2, ..., N, j = 1,

(2.25)

donde

ui,j = u(xi, tj), Ri = (ν Ta + f(xi))∆t (2.26)

y
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τ1 =

(
α2

(∆x)2
− β

2∆x

)
∆t, τ2 = 1−

(
ν + 2

α2

(∆x)2

)
∆t, τ3 =

(
α2

(∆x)2
+

β

2∆x

)
∆t.

(2.27)

Demostración: Solo basta observar que según lo desarrollado en el Apéndice A, se

tiene que

ut =
ui,j+1 − ui,j

∆t
, ux =

ui+1,j − ui−1,j

2∆x
, uxx =

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

(∆x)2
. (2.28)

Se reemplazan las expresiones (2.28) en el sistema (2.22) y se obtiene (2.25)-(2.27)

tal como se queŕıa demostrar.

Lema 2.16 Se puede garantizar para el problema algebraico (2.25) una precisión de

primer orden en el tiempo y de segundo orden en el espacio.

Demostración: La demostración de este resultado surge de manera inmediata debido

a la Observacion A.4 realizada en el Apéndice A.

2.2.3. Convergencia y Estabilidad

Para completar lo relacionado con la solución numérica del problema (2.22) es ne-

cesario asegurar con certeza la convergencia y estabilidad del método. Es conocido

el hecho de que una solución numérica puede no converger a la solución anaĺıtica,

más aún, podŕıa, en el peor de los casos, ni siquiera converger.

En el caso del método diferencias finitas se puede prever este hecho y asegurarse

de elegir el paso espacial y temporal de manera tal que la solución resulte conver-
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gente. Es muy útil desde el punto de vista de las aplicaciones conocer la zona de

convergencia del problema estudiado.

En este tipo de problemas la convergencia de las soluciones está garantizada si la

aproximación resulta estable, por tal motivo se estudia la estabilidad de las solucio-

nes del problema (2.25)

Lema 2.17 Las soluciones numéricas del problema discreto (2.25) obtenidas me-

diante diferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la

variable temporal, resultan estables y convergentes sii

(
β∆t

∆x

)2

< 2
α2∆t

(∆x)2
< 1. (2.29)

Demostración: Según [177, 206] las soluciones numéricas del problema (2.25) son

estables y convergentes sii

(τ3 − τ1)
2 < τ3 + τ1 < 1. (2.30)

Se reemplazan las Ecuaciones (2.27) en (2.30) y se obtiene (2.29). Tal como se queŕıa

probar.

2.2.4. Ejemplos Numéricos

En esta subsección se consideran diversos ejemplos numéricos para el problema (2.25)

donde es considerado el aire a presión atmosférica como el fluido disipativo. Se puede

apreciar el perfil espacio-temporal de temperaturas para diferentes materiales en

distintas condiciones disipativas y con presencia o ausencia de fuentes externas.

Los pasos de discretización y los parámetros utilizados en la simulaciones numéri-

cas son: ∆x = 0, 01m; ∆t = 0, 1 s; L = 1m; F = 100 ◦C; Ta = 25 ◦C y h =
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10W/(m2 ◦C). Las conductividades y difusividades térmicas para los materiales con-

siderados fueron tomados de [51] y se listan en el cuadro 2.2.

Materiales Śımbolo α2 (×104) [m2/s] κ [W/m◦C]

Plomo Pb 0,23673 35
Hierro Fe 0,20451 73
Niquel Ni 0,22663 90
Aluminio Al 0,84010 204
Cobre Cu 1,12530 386
Plata Ag 1,70140 419

Cuadro 2.2: Propiedades térmicas de diferentes materiales.

Ejemplo 2.18 En este ejemplo se considera el proceso de difusión pura para dife-

rentes materiales. Es decir, sin términos disipativos ni fuentes . Por lo que β = ν =

f(x) = 0.

En la Figura 2.4 se pueden ver los perfiles temporales de temperatura en el medio

de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (x = L) para diferentes

materiales.
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Figura 2.4: Ejemplo 2.18: Perfiles temporales de temperatura para diferentes mate-
riales. En la mitad de la barra (x = L/2) (izquierda) y en el borde derecho de la
barra (x = L) (derecha).
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Los resultados numéricos se corresponden cualitativamente con los anaĺıticos [49]

dado que en estas figuras se aprecia claramente que las barras construidas con ma-

teriales más difusivos (coeficiente de difusividad térmica más alta) aumentan más

rápidamente su temperatura. Ver, por ejemplo que en la punta derecha (x = L) a

las 5 horas (t = 5h) la temperatura en la barra de Plomo es aproximadamente de

63 ◦C y en la barra de Plata 98 ◦C. Aśı mismo, aquellas que están construidas con

materiales más conductivos (conductividad térmica más alta) alcanzan una mayor

temperatura; ver, por ejemplo, que la temperatura asintótica que alcanza la barra de

Plomo es de 83 ◦C aproximadamente y la barra de Plata alcanza una temperatura

de 98 ◦C.

En la Figura 2.5 se pueden ver, para diferentes materiales, los perfiles espaciales de

temperatura (temperatura a lo largo de toda la barra) para dos instantes de tiempo

t = 5h y t = 25h.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x(m)

50

55

60

65

70

75

80

85

90

95

100

u
(x
,
5
h
)

Perfiles espaciales de temperatura en t = 5h

Pb

Fe

Ni

Al

Cu

Ag

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x(m)

80

82

84

86

88

90

92

94

96

98

100

u
(x
,
2
5
h
)

Perfiles espaciales de temperatura en t = 25h

Pb

Fe

Ni

Al

Cu

Ag

Figura 2.5: Ejemplo 2.18: Perfiles espaciales de temperatura para diferentes mate-
riales. Para t = 5h (izquierda) y t = 25h (derecha).

En esta figura se visualiza como a las 5 horas (t = 5h) las barras construidas

con materiales menos difusivos (Plomo, Hierro y Niquel) no alcanzan aún el estado

estacionario. Sin embargo, a las 25 horas (t = 25h) todas las barras alcanzaron dicho

estado. También, queda en evidencia que las barras que llegan a mayor temperatura

son las que están construidas con materiales más conductivos. Por otra parte, el perfil
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espacial de temperatura en el estado estacionario tiende a tener un comportamiento

lineal y esto concuerda con los resultados anaĺıticos [101].

En la Figura 2.6 se pueden ver los perfiles espacio-temporales de temperatura para

una barra de Plomo (izquierda) y una de Plata (derecha). El color en cada punto

(t, x) de la distribución 2.6 indica la temperatura de la barra en la posición x(m)

en el instante t(h). Se distingue claramente la diferencia en el comportamiento del

modelo, lo cual se relaciona directamente con que la Plata es un material mucho

más conductivo y difusivo que el Plomo. Por este motivo en el gráfico de la derecha

predomina un color rojo intenso.

Figura 2.6: Ejemplo 2.18: Distribución de temperatura. Plomo (izquierda) y Plata
(derecha).

Observación 2.19 El Ejemplo 2.18 es de interés, pues debido a la ausencia de

términos disipativos y fuentes, se estudia la ecuación de calor con las condiciones

de borde dadas. Este problema particular es conocido en la bibliograf́ıa [49, 101] lo

que permite verificar las bondades del método numérico utilizado.

Ejemplo 2.20 En este ejemplo se considera el proceso de transferencia de calor con

términos disipativos, pero sin fuentes por lo que f(x) = 0. Los parámetros para los

términos disipativos utilizados son: β = 0, 01m/s y ν = 0, 0001 1/s.
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En la Figura 2.7 se pueden ver, nuevamente, los perfiles temporales de temperatura

en el medio de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (x = L).
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Figura 2.7: Ejemplo 2.20: Perfiles temporales de temperatura para diferentes mate-
riales. En la mitad de la barra (x = L/2) (izquierda) y en el borde derecho de la
barra (x = L) (derecha).

En la Figura 2.8 se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura

a lo largo de toda la barra) para dos instantes de tiempo t = 2h y t = 15h.
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Figura 2.8: Ejemplo 2.20: Perfiles espaciales de temperatura para diferentes mate-
riales. Para t = 2h (izquierda) y t = 15h (derecha).

En las Figuras 2.7-2.8 se observa el mismo comportamiento que en el Ejemplo 2.18,

pero en este caso se alcanzan menores valores de temperatura y eso encuentra ex-

plicación directa en el agregado de términos disipativos, lo que hace que no todo el

calor entregado por la fuente esté disponible para calentar la barra. Además, debi-
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do a la disipación de energia térmica, se pierde el comportamiento lineal del perfil

espacial de temperaturas en el estado estacionario.

En la Figura 2.9 se pueden ver, nuevamente, los perfiles espacio-temporales de tem-

peratura para una barra de Plomo y una de Plata.

Figura 2.9: Ejemplo 2.20: Distribución de temperatura. Plomo (izquierda) y Plata
(derecha).

Los perfiles son equivalentes a los obtenidos en el Ejemplo 2.18 (sin términos di-

sipativos), pero en este caso los colores rojos no son tan intensos, lo que implica

menor temperatura. Esto se debe a la disipación de enerǵıa térmica debido al flujo

lateral y al fenómeno de convección. Es interesante observar que debido al mismo

motivo en el gráfico de la distribución de temperaturas para el Plomo dado en la

Figura 2.9 (izquierda) predominan colores como el azul y el verde. En este contexto,

esto significa que en la barra menos conductiva y menos difusiva la temperatura, es

mucho más baja que la respectiva sin términos disipativos considerados en la Figura

2.6.

Ejemplo 2.21 En este ejemplo se considera el proceso de transferencia de calor

con términos disipativos (debido al flujo lateral y al fenómeno de convección) y con

fuentes . Los parámetros para los términos disipativos utilizados son: β = 0, 01m/s

y ν = 0, 0001 1/s. Se toma como término fuente una función f continua y derivable
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2.2. ASPECTOS NUMÉRICOS

dada por f(x) = − 1

50
x(x− 1) ◦C/s.

En la Figura 2.10 se pueden ver, nuevamente, los perfiles temporales de temperatura

en el medio de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (x = L).
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Figura 2.10: Ejemplo 2.21: Perfiles temporales de temperatura para diferentes ma-
teriales. En la mitad de la barra (x = L/2) (izquierda) y en el borde derecho de la
barra (x = L) (derecha).

En la Figura 2.11 se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura

a lo largo de toda la barra) para dos instantes de tiempo t = 2h y t = 15h.
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Figura 2.11: Ejemplo 2.21: Perfiles espaciales de temperatura para diferentes mate-
riales. Para t = 2h (izquierda) y t = 15h (derecha).

Los perfiles obtenidos en las Figuras 2.10 y 2.11 son totalmente equivalentes a los

obtenidos en el Ejemplo 2.20 con la diferencia de que en este caso la temperatura
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alcanza valores más altos. Esto se debe directamente a la presencia de la fuente

térmica.

En la Figura 2.12 se pueden ver, nuevamente, los perfiles espacio-temporales de

temperatura para una barra de Plomo y una de Plata.

Figura 2.12: Ejemplo 2.21: Distribución de temperatura. Plomo (izquierda) y Plata
(derecha).

Los perfiles son equivalentes a los obtenidos en el Ejemplo 2.20, pero en este caso

los colores rojos son más intensos y disminuyó notoriamente el predominio de los

colores azul y verde. Esto indica mayor temperatura y eso se debe a la presencia de

la fuente térmica.

Observación 2.22 Notar que para la elección de parámetros realizada en cada uno

de los ejemplos, se satisface la condición de convergencia y estabilidad dada por

la expresión (2.29). Esta expresión indica que las soluciones numéricas resultan

estables y convergentes si se cumple la siguiente relación

(
β∆t

∆x

)2

< 2
α2∆t

(∆x)2
< 1, (2.31)

operando algebraicamente de (2.31) se obtiene

β2∆t

2
< α2 <

(∆x)2

2∆t
. (2.32)
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Los pasos de discretización utilizados en los Ejemplos 2.18-2.21 son: ∆x = 0, 01m;

∆t = 0, 1 s. Por otra parte, la velocidad del fluido β utilizada en el Ejemplo 2.18 es

β = 0 y en los Ejemplos 2.20-2.21 es β = 0, 01m/s.

Se reemplazan estos datos en la expresión (2.32) y se obtiene, para el ejemplo 2.18

0 < α2 < 5× 10−4 (2.33)

y para los ejemplos 2.20-2.21

5× 10−6 < α2 < 5× 10−4. (2.34)

Como se puede ver en el Cuadro 2.2 las inecuaciones dadas en (2.33)-(2.34) se

satisfacen para todos los materiales considerados.

2.3. Conclusiones

En este caṕıtulo se modela el proceso de transferencia de calor a lo largo de una barra

homogénea, construida con un material isótropo, embebida en un fluido (ĺıquido o

gaseoso) en movimiento con velocidad constante. Como la barra no está totalmente

aislada en la superficie lateral, permite el intercambio de calor a un ritmo constante

con el medio circundante que se encuentra a temperatura ambiente. Además, la barra

está afectada por un conjunto de fuentes que dependen únicamente de la posición.

El borde izquierdo de la misma permanece a temperatura constante, mientras que

el derecho queda en contacto con el fluido dando lugar al fenómeno de convección.

Para modelizar este problema se utiliza una ecuación parabólica completa con una

condición de borde de tipo Dirichlet a izquierda y de tipo Robin a derecha. A partir

de métodos de Fourier y un cambio en el sistema de coordenadas (de un sistema
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fijo a uno móvil) se obtiene una expresión para la solución anaĺıtica del problema

de interés.

Debido a que la expresión hallada es muy compleja, se resuelve el problema numéri-

camente utilizando diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la

variable temporal. Se impone, al modelo numérico, condiciones de estabilidad y se

testea la convergencia del método con diferentes ejemplos numéricos.

Estos resultados muestran que los perfiles de temperatura obtenidos son consistentes

cualitativamente con la teoŕıa, pues estos resultan razonables en función de los datos

utilizados y son acordes con la f́ısica del problema dado que los materiales más con-

ductivos alcanzan mayor temperatura y los más difusivos aumentan su temperatura

con más rapidez.
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Caṕıtulo 3

Determinación de la Difusividad

Térmica

La determinación de la difusividad térmica en diferentes procesos de transferencia

de calor tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, para el diseño de un sistema óptimo

de control de procesos térmicos.

El coeficiente de difusividad térmica puede obtenerse, en el caso en que se considera

un parámetro constante (1.2), a partir de la estimación simultánea de la conducti-

vidad térmica y el calor espećıfico (o capacidad caloŕıfica). Esto se debe a que estas

propiedades tienen una influencia determinante en la distribución de temperaturas

y densidades de flujo de calor durante los procesos transitorios de calentamiento o

enfriamiento.

En [283] los autores estiman ambas propiedades térmicas a partir de diferentes me-

diciones tomadas en un único experimento. Este problema también fue estudiado

en [120], donde las estimaciones se realizan mediante un método aproximado de in-

tegración directa. Por su parte en [219], a partir de varias mediciones y utilizando

un procedimiento iterativo de Levenberg-Marquardt [176] determinan una expresión

55
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anaĺıtica para la dependencia de estos parámetros con la temperatura, para distin-

tos casos particulares. En [73] se realizan las estimaciones de ambos parámetros

utilizando el método del gradiente conjugado y diversos cambios en las posiciones

de toma de mediciones. Se utilizan técnicas similares para diferentes casos parti-

culares en [283]. Otros trabajos interesantes sobre la estimación simultánea de la

conductividad térmica y el calor espećıfico (o capacidad caloŕıfica) pueden verse

en [59,122,136,137].

La estimación de la conductividad térmica, relacionado con el parámetro que nos in-

teresa determinar, fue ampliamente abordada bajo diversos enfoques. Fue estudiada

bajo técnicas numéricas de problemas inversos, ver por ejemplo [90, 147, 246, 263].

En [121] se realizó la estimación bajo condiciones particulares utilizando el método

de gradiente conjugado. En [147] se utilizó el método de diferencias finitas con la

misma finalidad. Por su parte en [281] se propone un modelo inverso lineal para

estimar la dependencia con la temperatura de la conductividad térmica y en [282]

se realiza lo mismo mediante la utilización de diferentes métodos iterativos. Otras

estrategias interesantes de estimación pueden verse en [214, 215, 241, 242]. Proble-

mas particulares de estimación de la conductividad térmica que tienen en cuenta

medios multidimensionales, medios no homogéneos y cambios de fase se abordan

en [55,123,132,154,173].

Por otro lado, en la literatura pueden encontrarse art́ıculos de interés donde se estima

directamente, la difusividad térmica, a partir de enfoques anaĺıticos y numéricos.

Ver, por ejemplo, [27, 253,264].

En este caṕıtulo se trata el primer problema inverso, que consiste en la determinación

del coeficiente de difusividad térmica en el problema dado por (2.22). Esta estimación

se realiza mediante técnicas numéricas de optimización, a partir de datos ruidosos

simulados con tres criterios diferentes. El primero consiste en la toma de datos para

un instante de tiempo fijo en distintas posiciones. En el segundo, los datos se toman
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en una posición fija para diferentes instantes de tiempo y en el último, los datos se

toman en diferentes instantes de tiempo y en distintas posiciones. Además, se incluye

un análisis numérico de sensibilidad para decidir cuándo y dónde es conveniente

ubicar los sensores de temperatura para que la estimación resulte más precisa. Con

la finalidad de ilustrar el procedimiento de determinación, se incluyen diferentes

ejemplos numéricos.

3.1. Presentación del Problema

El problema inverso que se presenta formalmente en esta sección está asociado al

problema directo abordado en el Caṕıtulo 2 de esta tesis.

Bajo las condiciones del Teorema 2.12, es decir, dados β, ν, Ta, L, F, κ, h ∈ R+ tal

que F > Ta, se desea estimar el coeficiente de difusividad térmica (α2) en el siguiente

sistema parabólico



ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− ν(u(x, t)− Ta) + f(x), 0 < x < L, t > 0,

u(x, t) = F, x = 0, t > 0,

κ ux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0,

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0,

(3.1)

donde u satisface u(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y u(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)) .

La estimación se realiza mediante datos ruidosos de temperatura uϵ(xi, tj) en dife-

rentes posiciones xi a diferentes tiempos tj, con i = 1, 2, ..., n y j = 1, 2, ...m. Tales

que, satisfacen

|u(xi, tj)− uϵ(xi, tj)| ≤ ϵ, (3.2)

donde ϵ es una cota para el ruido en los datos o el error de medición.
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3.2. Determinación de la Difusividad Térmica

Para hallar la solución del problema (3.1)-(3.2), presentado en la Sección 3.1, se

resuelve un problema de optimización que consiste en minimizar el error cuadrático

entre la temperatura y sus respectivos datos. Sea el funcional J : D ⊂ R+ → R+

definido por

J(α2) =
n∑

i=1

m∑
j=1

∣∣u(xi, tj, α
2)− uϵ(xi, tj)

∣∣2 , (3.3)

se busca el parámetro α2 que minimiza el funcional (3.3). Es decir, se quiere hallar

α̂2 = argmin
α2∈Θ

J(α2), (3.4)

donde Θ es un conjunto admisible de soluciones y se determina teniendo en cuenta los

valores donde vaŕıa el parámetro que se desea estimar. Para el caso de la estimación

del coeficiente de difusividad térmica, se puede considerar, Θ = (5× 10−6, 5× 10−4)

(ver Cuadro 2.2).

La estimación dada en (3.4) se obtiene numéricamente por medio de la implementa-

ción en algún software para estos fines; en este caṕıtulo se utilizó la función “fmin-

con” de Matlab. En la siguiente sección se incluyen ejemplos numéricos para ilustrar

las técnicas descriptas aplicadas al problema (3.1)-(3.2).

3.3. Ejemplos Numéricos

En esta sección se estudia la estimación del parámetro bajo tres criterios diferentes.

Con la finalidad de ejemplificar la estimación propuesta en este caṕıtulo se retoma

el Ejemplo 2.21 y se realiza la determinación para una barra de Aluminio (α2
Al =

0, 84010× 10−4m2/s) y otra de Cobre (α2
Cu = 1, 12530× 10−4m2/s).
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Observación 3.1 En esta tesis no se realiza ningún tipo de medición experimental.

Las mediciones de temperatura utilizadas en este caṕıtulo se simulan numéricamente

mediante la solución del problema directo estudiado en el Caṕıtulo 2, al cual se lo

perturba con ruido aleatorio (ϵi) normalmente distribuido con media cero y desv́ıo

σ. Por tratarse de ruidos aleatorios, no es posible garantizar que el 100% de los

datos cumplan con la inecuación (3.2), para tratar este inconveniente, se elige el

parámetro σ imponiendo la siguiente condición:

P (|ϵi| < ϵ) > 0, 99, (3.5)

donde P es la probabilidad, ϵi es la simulación de ruido en los datos y ϵ es una cota

para dicho ruido, que cumple con (3.2). Notar que la expresión (3.5) indica que el

99% de los datos simulados satisfacen (3.2); ver [93,202]. De la inecuación (3.5) se

obtiene

2P (ϵi < ϵ)− 1 > 0, 99, (3.6)

equivalentemente

ϕ
( ϵ

σ

)
> 0, 995, (3.7)

donde ϕ es la función de distribución de probabilidad normal estandarizada [93,202].

De (3.7) resulta
ϵ

σ
> 2, 58. (3.8)

El desv́ıo estándar (σ) se seleciona, en cada caso, para la cota de error elegida (ϵ),

a partir de la expresión (3.8). Por ejemplo, basta con tomar

σ =
ϵ

3
, (3.9)

si se utiliza (3.9) para la elección del desv́ıo estándar se puede asegurar que el 99,87%

de los datos simulados satisfacen (3.2).
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Ejemplo 3.2 Se considera la determinación de la difusividad térmica del Aluminio

y el Cobre utilizando los siguientes datos: L = 1m; F = 100 ◦C; Ta = 25 ◦C;

h = 10W/(m2 ◦C); f(x) = − 1

50
x(x− 1) ◦C/s; β = 0, 01m/s y ν = 0, 0001 1/s.

3.3.1. Criterio 1

En este criterio se aborda la solución del Ejemplo 3.2 a partir de mediciones de

temperatura en diferentes posiciones de la barra para un mismo instante de tiempo.

Se analizan los valores obtenidos en función del nivel de ruido en los datos y cantidad

de mediciones.

Con fines comparativos se simulan los datos en dos instantes de tiempo. El primer

instante de tiempo considerado es t = 12h y el segundo es t = 24h. Los datos se

generan espacialmente equiespaciados.

En el Cuadro 3.1 se muestran los valores obtenidos para el parámetro estimado

(coeficiente de difusividad térmica) y los errores relativos de estimación para los

dos materiales considerados. Las mediciones de temperatura fueron simuladas con

diferentes niveles de ruido (ϵ = 0, 5 ◦C; 1, 0 ◦C; 1, 5 ◦C; 2, 0 ◦C; 2, 5 ◦C) en el instante

t = 12h para tres posiciones diferentes de la barra (x = 0, x = L/2, x = L).

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

ϵ [◦C]

0,5
1,0
1,5
2,0
2,5

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8422 0,0025
0,8370 0,0035
0,8446 0,0053
0,8473 0,0086
0,8483 0,0098

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1261 0,0007
1,1245 0,0016
1,1204 0,0043
1,1322 0,0061
1,1344 0,0081

Cuadro 3.1: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando 3 datos
equiespaciados (x = 0, x = L/2, x = L) en t = 12h para diferentes niveles de ruido.
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Se observa que la estimación resulta razonable en todos los casos y no se notan

diferencias significativas, en el error de estimación, con respecto al material. Como

resulta lógico, el error relativo de estimación aumenta conforme aumenta el error

de medición en los datos. Los errores relativos de estimación vaŕıan entre 0, 25% -

0, 98% para la barra de Aluminio y entre 0, 07% - 0, 81% para la de Cobre.

El Cuadro 3.2 contiene la misma información que el Cuadro 3.1, para los dos ma-

teriales considerados, cuando t = 24h, en las mismas posiciones y para los mismos

niveles de ruido que en el caso anterior.

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

ϵ [◦C]

0,5
1,0
1,5
2,0
2,5

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8404 0,0003
0,8382 0,0022
0,8446 0,0059
0,8333 0,0080
0,8298 0,0122

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1268 0,0013
1,1218 0,0030
1,1328 0,0066
1,1164 0,0078
1,1115 0,0119

Cuadro 3.2: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando 3 datos
equiespaciados (x = 0, x = L/2, x = L) en t = 24h para diferentes niveles de ruido.

De nuevo se observa que la estimación resulta razonable en todos los casos y no se

notan diferencias significativas con respecto al material ni tampoco con los resultados

obtenidos en el Cuadro 3.1. Los errores relativos de estimación, en este caso, vaŕıan

entre 0, 03% - 1, 22% para la barra de Aluminio y entre 0, 13% - 1, 19% para la de

Cobre.

En el Cuadro 3.3 se muestran los valores obtenidos para el parámetro estimado

(coeficiente de difusividad térmica) y los errores relativos de estimación para los

dos materiales considerados. Los datos de temperatura fueron simulados con error

ϵ = 1, 0 ◦C teniendo en cuenta diferente cantidad de mediciones (n = 1, 3, 5, 10) en

el instante t = 12h.
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Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

n

1
3
5
10

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8869 0,0055
0,8415 0,0017
0,8410 0,0011
0,8432 0,0037

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1254 0,0024
1,1226 0,0018
1,1265 0,0010
1,1165 0,0021

Cuadro 3.3: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando n datos
equiespaciados en t = 12h para ϵ = 1 ◦C.

Se observan los mismos resultados obtenidos en los Cuadros 3.1 - 3.2. Además, se

aprecia que el error relativo de estimación aumenta cuando se agregan muchas me-

diciones, resultando mejor la utilización de 3 y/o 5 mediciones. Los errores relativos

de estimación, en este caso, vaŕıan entre 0, 11% - 0, 55% para la barra de Aluminio

y entre 0, 10% - 0, 24% para la de Cobre.

El Cuadro 3.4 contiene la misma información que el Cuadro 3.3, para los dos mate-

riales considerados, cuando t = 24h, en las mismas posiciones y para el mismo nivel

de ruido que en el caso anterior.

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

n

1
3
5
10

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,7923 0,0568
0,8510 0,0010
0,8538 0,0009
0,8390 0,0001

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,0763 0,0956
1,1286 0,0030
1,1277 0,0021
1,1268 0,0013

Cuadro 3.4: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando n datos
equiespaciados en t = 24h para ϵ = 1 ◦C.

Se observan resultados muy similares a los obtenidos en el Cuadro 3.3, los errores

relativos de estimación, en este caso, vaŕıan entre 0, 01% - 5, 68% para la barra de

Aluminio y entre 0, 13% - 9, 56% para la de Cobre.

62



3.3. EJEMPLOS NUMÉRICOS

3.3.2. Criterio 2

En este caso se consideran mediciones de temperatura en diferentes instantes de

tiempo para una posición fija. Nuevamente, se estudian las estimaciones obtenidas

en función de diferentes niveles de ruido en las mediciones, como aśı también, distinta

cantidad de datos. Este criterio tiene, desde la práctica, una ventaja importante con

respecto al anterior, en este caso, como no se realizan mediciones simultáneas, se

necesitaŕıa un único sensor para la toma de datos.

Con fines comparativos se toman dos conjuntos de mediciones, cada uno en una

posición diferente (x = L/2 y x = L). Los datos se simulan temporalmente equies-

paciados.

En el Cuadro 3.5 se muestran los valores obtenidos para el parámetro estimado

(coeficiente de difusividad térmica) y los errores relativos de estimación para los

dos materiales considerados. Las mediciones de temperatura fueron simuladas con

diferentes niveles de ruido (ϵ = 0, 5 ◦C; 1, 0 ◦C; 1, 5 ◦C; 2, 0 ◦C; 2, 5 ◦C), en el medio de

la barra (x = L/2), en tres instantes distintos de tiempo (t = 5h; t = 15h; t = 25h).

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

ϵ [◦C]

0,5
1,0
1,5
2,0
2,5

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8590 0,0225
0,8694 0,0348
0,7916 0,0577
0,6722 0,1998
1,0740 0,2784

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1406 0,0136
1,1829 0,0512
1,1214 0,0676
1,2498 0,1106
0,9321 0,1717

Cuadro 3.5: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando 3 da-
tos temporalmente equiespaciados (t = 5h, t = 15h, t = 25h) en x = L/2 para
diferentes niveles de ruido.

No se notan diferencias significativas, en cuanto al error relativo, con respecto al

material. Se observa que la estimación, en este caso, empeora notoriamente con
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respecto a la obtenida en la Subsección 3.3.1 (criterio 1). Además, como en los

cuadros anteriores, el error relativo de estimación aumenta conforme aumenta el

error de medición en los datos. Los errores relativos de estimación vaŕıan entre

2, 25% - 27, 84% para la barra de Aluminio y entre 1, 36% - 17, 17% para la de

Cobre.

El Cuadro 3.6 contiene la misma información que el Cuadro 3.5, para los dos ma-

teriales considerados, cuando x = L, en los mismos instantes de tiempo y para los

mismos niveles de ruido que en el caso anterior.

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

ϵ [◦C]

0,5
1,0
1,5
2,0
2,5

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8431 0,0035
0,8434 0,0039
0,8328 0,0085
0,8551 0,0178
0,8569 0,0200

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1275 0,0019
1,1192 0,0054
1,1055 0,0176
1,1063 0,0186
1,1015 0,0211

Cuadro 3.6: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando 3 datos
temporalmente equiespaciados (t = 5h, t = 15h, t = 25h) en x = L para diferentes
niveles de ruido.

Se observa que la estimación mejora notoriamente con respecto a la obtenida toman-

do los datos en medio de la barra (x = L/2). Sin embargo, sigue siendo recomendable

la utilización del criterio 1 presentado en la Subsección 3.3.1 ya que los errores de

estimación, en esa situación, son notoriamente menores. Los errores relativos de es-

timación, en este caso, vaŕıan entre 0, 35% - 2, 00% para la barra de Aluminio y

entre 0, 19% - 2, 11% para la de Cobre.

En el Cuadro 3.7 se muestran los valores del parámetro estimado (coeficiente de difu-

sividad térmica) y los errores relativos de estimación para los dos materiales conside-

rados. Los datos de temperatura fueron simulados con error ϵ = 1, 0 ◦C considerando

diferente cantidad de datos (n = 1, 3, 5, 10) en el medio de la barra (x = L/2).
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Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

n

1
3
5
10

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,6318 0,2478
0,8259 0,0168
0,8289 0,0132
1,1140 0,3260

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8389 0,2544
1,1298 0,0037
1,1306 0,0046
0,9421 0,1627

Cuadro 3.7: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando n datos
temporalmente equiespaciados en x = L/2 para ϵ = 1 ◦C.

Se observan los mismos resultados obtenidos en los Cuadros 3.5 - 3.6. Además, se

aprecia que el error relativo de estimación aumenta cuando se agregan muchas me-

diciones, resultando mejor la utilización de 3 y/o 5 mediciones. Los errores relativos

de estimación, en este caso, vaŕıan entre 1, 32% - 32, 60% para la barra de Aluminio

y entre 0, 37% - 25, 44% para la de Cobre.

El Cuadro 3.8 contiene la misma información que el Cuadro 3.7, para los dos ma-

teriales considerados, cuando x = L, en los mismos instantes de tiempo y para el

mismo nivel de ruido que en el caso anterior.

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

n

1
3
5
10

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0,8544 0,0171
0,8360 0,0118
0,8353 0,0056
0,8428 0,0032

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1103 0,0133
1,1332 0,0070
1,1197 0,0050
1,1289 0,0031

Cuadro 3.8: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando n datos
temporalmente equiespaciados en x = L para ϵ = 1 ◦C.

Lo que se observa brinda, nuevamente, la misma idea general que se obtuvo con el

análisis de los demás cuadros. El primer criterio sigue siendo el más adecuado para

la determinación de la difusividad térmica. Las identificaciones obtenidas mediante
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mediciones en x = L son notoriamente mejores (menores errores relativos de estima-

ción) que las obtenidas con datos en x = L/2. Los errores relativos de estimación,

en este caso, vaŕıan entre 0, 32% - 1, 71% para la barra de Aluminio y entre 0, 31%

- 1, 33% para la de Cobre.

3.3.3. Criterio 3

En este criterio se consideran mediciones de temperatura en diferentes instantes de

tiempo y distintas posiciones de la barra. Se estudian las determinaciones obtenidas

en función de distintos niveles de ruido en las mediciones.

En el Cuadro 3.9 se pueden apreciar los valores del parámetro estimado (difusividad

térmica) y los errores relativos de estimación obtenidos para los dos materiales con-

siderados. Se simularon 9 mediciones de temperatura con diferentes niveles de ruido

(ϵ = 0, 5 ◦C; 1, 0 ◦C; 1, 5 ◦C; 2, 0 ◦C; 2, 5 ◦C) en tres posiciones distintas de la barra

(x = 0, L/2, L) para tres instantes diferentes de tiempo (t = 5h, 15h, 25h).

Al (α2
Al = 0, 84010× 10−4) Cu (α2

Cu = 1, 12530× 10−4)

ϵ [◦C]

0,5
1,0
1,5
2,0
2,5

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

0.84013 0.000033
0,83930 0,000895
0,84100 0,001109
0,85512 0,002409
0,85695 0,005174

α̂2(×104) [m2/s] |α̂2 − α2|/α2

1,1252 0,000118
1,1192 0,000745
1,1267 0,001202
1,1055 0,001938
1,1063 0,002269

Cuadro 3.9: Ejemplo 3.2: Errores relativos de determinación de α2 tomando 9 datos
en (0, 5h); (0, 15h); (0, 25h); (L/2, 5h); (L/2, 15h); (L/2, 25h); (L, 5h); (L, 15h);
(L, 25h) para diferentes niveles de ruido.

Este criterio resulta ser el más conveniente entre los 3 estudiados. Esto se debe a que

los errores relativos obtenidos, para los diferentes niveles de ruido, son, en este caso,

notoriamente menores a los obtenidos con los otros dos criterios de determinación
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(criterio 1 y criterio 2). El motivo de este hecho, es que al tener en cuenta datos

en diferentes instantes de tiempo y en distintas posiciones de la barra, se considera,

para la determinacion, más información del proceso de transferencia. Por otra parte,

no se observan diferencias significativas con respecto al material y el error relativo

de estimación aumenta a medida que aumenta el error de medición en los datos. Los

errores relativos de estimación, con la utilización de este criterio (criterio3), vaŕıan,

en este caso, entre 0, 0033% - 0, 5174% para la barra de Aluminio y entre 0, 0118%

- 0, 2269% para la de Cobre.

3.3.4. Comparación de los criterios

En esta subsección se comparan los distintos criterios de determinación utilizados.

Sin dudas que el mejor criterio es el que utiliza mediciones de temperatura en dife-

rentes posiciones de la barra y en distintos instantes de tiempo (criterio 3). Esto se

debe a que al considerar datos simulados en diferentes posiciones e instantes de tiem-

po, se utiliza más información del proceso para la determinación, por este motivo,

se obtienen menores errores relativos de estimación.

Con respecto a los otros dos criterios utilizados se recomienda el que tiene en cuenta

datos de temperatura simulados en distintas posiciones de la barra para un mismo

instante de tiempo (criterio 1). En este caso los errores relativos de estimación son

menores con respecto a los obtenidos en el criterio 2. Esto se debe que al considerar

una única posición para la toma de datos, se tiene poca información del proceso

para la determinación.

El criterio 1 de determinación tiene un inconveniente y es que para realizar medi-

ciones en simultáneo se necesitan tantas termocuplas (sensores) como datos. Si se

cuenta con un único instrumento de medición se puede utilizar el criterio 2, pero se

recomienda hacer la toma de datos en el borde derecho de la barra y realizar varias
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mediciones en diferentes tiempos. La determinación es más precisa si las mediciones

se toman en el borde derecho de la barra, esto se justificará en la Sección 3.4, a partir

del análisis numérico de sensibilidad de la temperatura con respecto al parámetro a

determinar.

Observación 3.3 En el análisis realizado para los distintos criterios se tuvo en

cuenta valores altos para el error de medición. En el rango de temperaturas consi-

derado, una termocupla convencional del tipo T,J,E,K o N comete un error de a lo

sumo 1, 0 ◦C y termocuplas especiales como las del tipo S,R o B cometen a lo sumo

un error de 0, 5 ◦C; ver, por ejemplo, [72,141,188]. Si se tiene en cuenta esta obser-

vación cualquiera de los criterios considerados en este caṕıtulo arrojan resultados

razonables.

3.4. Análisis de Sensibilidad

Se utiliza la función de sensibilidad [20,58,140,245,253] con la finalidad de analizar

la influencia local del parámetro estimado (coficiente de difusividad térmica) en el

cálculo de la temperatura u(x, t). La función de sensibilidad de u con respecto al

parámetro α2 se define como

Sα2

u =
∂u(x, t, α2)

∂α2
, (3.10)

esta función puede obtenerse derivando la solución anaĺıtica dada en el Teorema

(2.12) con respecto a α2. Otra manera de hacerlo, es derivando el sistema de ecua-

ciones (3.1) con respecto a α2 y aśı obtener un sistema para la sensibilidad. Este

último es el procedimiento que se adopta aqúı

Para simplificar la notación se considera S = Sα2

u , se deriva el sistema (3.1) con

respecto a α2 y se obtiene
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

ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− ν(u(x, t)− Ta) + f(x), 0 < x < L, t > 0,

u(x, t) = F, x = 0, t > 0,

κ ux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0,

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0,

St(x, t) = uxx(x, t) + α2 Sxx(x, t)− β Sx(x, t)− ν S(x, t), 0 < x < L, t > 0,

S(x, t) = 0, x = 0, t > 0,

κ Sx(x, t) = −hS(x, t), x = L, t > 0,

S(x, t) = 0, 0 < x < L, t = 0.

(3.11)

Observación 3.4 Notar que en el sistema (3.11) se incluyen las ecuaciones que

debe satisfacer la función u(x, t) dadas por (3.1). Esto se debe a que el sistema

queda acoplado y deben abordarse en simultáneo.

El sistema (3.11) se resuelve numéricamente mediante diferencias finitas centradas

en el espacio y hacia delante en la variable temporal. Para ello se define, como en la

Subsección 2.2.2, una discretización bidimensional espacio-temporal 2.14. Es decir,

P = {(xi, tj)/ i = 1, 2, ..., N ; j = 1, 2, ...,M ; xi ∈ Px, tj ∈ Pt},

donde

Px = {x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xN , xi = (i− 1)∆x, i = 1, 2, ..., N}

y

Pt = {t1 < t2 < · · · < tj < · · · < tM , tj = (j − 1)∆t, j = 1, 2, ...,M}.

Espećıficamente Px es la partición asociada a la variable espacial x, Pt la correspon-
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diente partición asociada a la variable temporal t. Los valores ∆x, ∆t son los pasos

de discretización espacial y temporal respectivamente dados por ∆x = xi − xi−1 y

∆t = tj − tj−1.

El siguiente resultado brinda la forma general de la discretización por diferencias

finitas centradas en el espacio y hacia delante en el tiempo del sistema (3.11).

Lema 3.5 Sean α2, β, ν, Ta, L, F, κ, h ∈ R+ tal que F > Ta y f ∈ C ((0, L)). Da-

das las funciones u y S que satisfacen u(·, t), S(·, t) ∈ C2 ((0, L)) y u(x, ·), S(x, ·) ∈

C1 ((0,∞)), la discretización del sistema dado por (3.11) utilizando diferencias fi-

nitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la variable temporal, tiene

la siguiente expresión



ui,j+1 = τ1 ui+1,j + τ2 ui,j + τ3 ui−1,j +Ri, i = 2, ..., N − 1, j = 2, ...,M,

ui,j = F, i = 1, j = 1, ...,M,

ui,j =
h∆xTa + κui−1,j

κ+ h∆x
, i = N, j = 2, ...,M,

ui,j = Ta, i = 2, ..., N, j = 1,

Si,j+1 = τ1 Si+1,j + τ2 Si,j + τ3 Si−1,j + uii,j, i = 2, ..., N − 1, j = 2, ...,M,

Si,j = 0, i = 1, j = 1, ...,M,

Si,j =
κSi−1,j

κ+ h∆x
, i = N, j = 2, ...,M,

Si,j = 0, i = 2, ..., N, j = 1,

(3.12)

donde

ui,j = u(xi, tj), Si,j = S(xi, tj), Ri = (ν Ta+f(xi))∆t, uii,j =
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

(∆x)2

(3.13)

y
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3.4. ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD

τ1 =

(
α2

(∆x)2
− β

2∆x

)
∆t, τ2 = 1−

(
ν + 2

α2

(∆x)2

)
∆t y τ3 =

(
α2

(∆x)2
+

β

2∆x

)
∆t.

(3.14)

Demostración: Solo basta observar que según lo desarrollado en el Apéndice A, se

tiene que

ut =
ui,j+1 − ui,j

∆t
, ux =

ui+1,j − ui−1,j

2∆x
, uxx =

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

(∆x)2
(3.15)

y

St =
Si,j+1 − Si,j

∆t
, Sx =

Si+1,j − Si−1,j

2∆x
, Sxx =

Si+1,j − 2Si,j + Si−1,j

(∆x)2
. (3.16)

Se reemplazan las expresiones (3.15)-(3.16) en el sistema (3.11) y se obtiene (3.12)-

(3.14) tal como se queŕıa demostrar.

Lema 3.6 Se puede garantizar para el problema algebraico (3.12) una precisión de

primer orden en el tiempo y de segundo orden en el espacio.

Demostración: La demostración de este resultado surge de manera inmediata debido

a la Observacion A.4 realizada en el Apéndice A.

Las condiciones de convergencia y estabilidad para este tipo de problemas ya fueron

discutidas en la Sección 2.2.3 a partir de [177, 206]. El siguiente resultado explicita

las condiciones para que las soluciones del sistema algebraico (3.12) resulten estables

y convergentes.

Lema 3.7 Las soluciones numéricas del problema discreto (3.12) obtenidas median-

te diferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la variable

temporal resultan estables y convergentes sii
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(
β∆t

∆x

)2

< 2
α2∆t

(∆x)2
< 1. (3.17)

Demostración: Ver la demostracion del Teorema 2.17.

Con la finalidad de estudiar la sensibilidad dada por el sistema 3.12 se consideran

las soluciones numéricas del problema para el Ejemplo 3.2.

Ejemplo 3.8 Se considera la solución numérica del sistema 3.12 para diferentes

materiales utilizando los siguientes datos:

L = 1m; F = 100 ◦C; Ta = 25 ◦C; h = 10W/(m2 ◦C); f(x) = − 1

50
x(x − 1) ◦C/s;

β = 0, 01m/s; ν = 0, 0001 1/s; ∆x = 0, 01m ; y ∆t = 0, 1 s.

Las conductividades y difusividades térmicas para los materiales considerados fueron

tomadas del Cuadro 2.2.

En la Figura 3.1 se pueden ver los perfiles temporales en valor absoluto de sensibi-

lidad en el medio de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (x = L)

para diferentes materiales.
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Figura 3.1: Ejemplo 3.8: Perfiles temporales de sensibilidad en valor absoluto para
diferentes materiales. En la mitad de la barra (x = L/2) (izquierda) y en el borde
derecho de la barra (x = L) (derecha).
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En la Figura 3.2 se pueden ver, para diferentes materiales, los perfiles espaciales en

valor absoluto de sensibilidad (sensibilidad en valor absoluto a lo largo de toda la

barra) para dos instantes de tiempo t = 5h y t = 15h.
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Figura 3.2: Ejemplo 3.8: Perfiles espaciales de sensibilidad en valor absoluto para
diferentes materiales. Para t = 5h (izquierda) y t = 15h (derecha).

En estas figuras se observa que la sensibilidad en valor absoluto toma valores muy

grandes y eso está relacionado directamente con que las difusividades térmicas son

muy pequeñas (ver en el Cuadro 2.2) en comparación con las variaciones de tempera-

tura. Por otra parte, las sensibilidades en valor absoluto son menores para materiales

más difusivos (difusividad térmica mayor). Además, se observa que aproximadamen-

te a las 15 horas (t = 15h) la sensibilidad en valor absoluto alcanza el estado esta-

cionario para toda la barra. Se visualiza, también, que aumenta con el tiempo y que

para los diferentes instantes de tiempo alcanza un máximo en una posición cercana

al borde derecho de la barra.

En la Figura 3.3 se pueden ver los perfiles espacio-temporales de sensibilidad en

valor absoluto para una barra de Plomo (izquierda) y una de Hierro (derecha).

El color en cada punto (t, x) de la Figura 3.3 indica la sensibilidad en valor absoluto

de la barra en la posición x(m) en el instante t(h). Si bien los gráficos son similares,

en la figura de la derecha se percibe mayor predominio del color rojo, el cual, además,

es más intenso. Esto se relaciona directamente con que el Hierro es un material más
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difusivo que el Plomo por lo que la barra de éste tarda más en calentar. Observar,

por ejemplo, que para x = 0, 7m y t > 10h el color en la barra de plomo es rojo

suave y el de la barra de Hierro es rojo intenso. Esto se debe a que las sensibilidades

en valor absoluto son aproximadamente 8× 1010 y 10× 1010 respectivamente.

Figura 3.3: Ejemplo 3.8: Función de sensibilidad en valor absoluto. Plomo (izquierda)
y Hierro (derecha).

Observación 3.9 En el Ejemplo 3.8 se utilizan los valores exactos de conductividad

y difusividad térmica dados en el Cuadro 2.2. La sensibilidad depende del coeficiente

de difusividad térmica, que en principio, es desconocido (parámetro que se desea

estimar). En un problema real se utiliza un valor aproximado y se busca mejorarlo

mediante algún criterio y/u observaciones f́ısicas.

3.5. Diseño Óptimo

En esta sección se utilizan herramientas de diseño óptimo para hallar dónde y cuándo

es conveniente realizar las mediciones de temperatura para que el error de estimación

de la difusividad térmica sea lo más pequeño posible.

La teoŕıa de diseño óptimo de experimentos [193,194,252,266,267] y la ubicación o

localización óptima de sensores de medición [4,9,142,200,233] han sido muy estudia-
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dos en diferentes problemas de determinación en distintos sistemas de parámetros

distribuidos. En algunos trabajos de interés, se utiliza esta teoŕıa para la identifi-

cación de parámetros térmicos en distintos procesos de transferencia de calor. Ver,

por ejemplo, [12,29].

Para realizar un diseño óptimo se debe resolver un problema de optimización. Existen

diferentes técnicas que permiten decidir cuál es el instante y/o ubicación óptima para

la toma de datos de un experimento. En la mayoŕıa de estas técnicas se minimiza,

con algún criterio, un funcional que involucra a la matriz de información de Fisher

[21,245]. Esta matriz depende de los parámetros que se desea estimar, de la cantidad

de datos que se utilizarán para la identificación y de la función de sensibilidad con

respecto a cada uno de los parámetros involucrados. Matemáticamente se define

como

Fij(x,θ) = Fij(x1, ..., xn, θ1, ..., θN) =
n∑

k=1

Sθi
u (xk, θ1, ..., θN)S

θj
u (xk, θ1, ..., θN),

(3.18)

donde xk es el k-ésimo punto de toma de datos, θi es el i-ésimo parámetro a estimar

y S
θj
u es la sensibilidad de la función u con respecto al j-ésimo parámetro a estimar.

Dentro de las diferentes técnicas de diseño óptimo de experimentos se encuentra la

denominada “D-optimal” [21,245]. Ésta es una técnica simple y efectiva que consiste

en minimizar el determinante de la inversa de la matriz de información de Fisher,

es decir,

min
x∈A

[
det

(
F−1(x,θ)

)]
, (3.19)

donde A es un conjunto admisible de las variables que indican dónde y/o cuándo

tomar los datos y F−1 es la inversa de la matriz de información de Fisher.

En los casos, como el que se trata en este caṕıtulo, donde se estima un solo parámetro,

el problema de minimización dado por (3.19) se reduce a hallar los valores de x y t
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donde la sensibilidad en valor absoluto resulta máxima, matemáticamente,

max
(x,t)∈[0,L]×[0,∞)

∣∣∣Sα2

u (x, t, α2)
∣∣∣ . (3.20)

Si la estimación se realiza a partir de n datos, entonces se buscan los n pares (xi, tj)

para los cuales se satisface (3.20).

Si se retoma el Ejemplo 3.8 para un barra de Cobre, este análisis indica que la

función de sensibilidad para valores en un entorno de la difusividad térmica exacta,

alcanza su máximo absoluto en (0, 99m; 21, 0942h) para el cual, la sensibilidad en

valor absoluto vale
∣∣∣Sα2

u

∣∣∣ = 5,5586× 1010.

En la Figura 3.4 se aprecia la función de sensibilidad de la temperatura con respecto a

la difusividad térmica y se indica con un asterisco (blanco en la figura de la izquierda

y rojo en la derecha) la posición y el instante que la maximizan. Se observa que la

función sensibilidad en valor absoluto alcanza un máximo global y que los valores

más altos de esta función se encuentran en un entorno del punto (0, 99m; 21, 0942h).
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Figura 3.4: Ejemplo 3.8: Función de sensibilidad en valor absoluto (izquierda) y
perfil espacial de sensibilidad en t = 21h (derecha) para una barra de Cobre.

Con la finalidad de hallar mayor cantidad de puntos óptimos de medición, el con-

junto de datos puede elegirse según diferentes criterios o técnicas, dependiendo, por
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ejemplo, de la accesibilidad de los datos o las herramientas y sensores que estén

disponibles. Un criterio puede ser buscar para diferentes posiciones en la barra, cuál

es el instante de tiempo en el que se alcanza el máximo de sensibilidad en valor

absoluto. Otra técnica, consiste en buscar, para diferentes instantes de tiempo, cuál

es la posición en la barra que maximiza la sensibilidad en valor absoluto.

Para ejemplificar el diseño óptimo de experimentos se utiliza la primer técnica des-

cripta en el párrafo anterior. Es decir, se busca, para distintas posiciones en la barra,

el instante de tiempo para el cual, la sensibilidad en valor absoluto resulta máxima.

Se encuentra que para todas las posiciones la sensibilidad en valor absoluto se ma-

ximiza en aproximadamente t = 21h. El Cuadro 3.10 resume esa información para

algunas posiciones particulares.

x [m] t [h] |Sα2

u | (×1010)

0 0 0
L/9 21,0953 1,2745
2L/9 21,0961 2,3561
3L/9 21,0953 3,2561
4L/9 21,0930 3,9939
5L/9 21,0978 4,5792
6L/9 21,0898 5,0215
7L/9 21,0925 5,3286
8L/9 21,0950 5,5063
L 21,0939 5,5582

Cuadro 3.10: Tiempos óptimos de toma de mediciones para diferentes posiciones en
una barra de Cobre.

Se puede observar que no solo el máximo de la sensibilidad en valor absoluto se

alcanza aproximadamente en t = 21h sino que además, los valores de sensibilidad

en valor absoluto son mayores a medida que se está más cerca del borde derecho de

la barra.

Debido a lo mencionado en el párrafo anterior, a manera de ejemplo, se recupera
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nuevamente la difusividad térmica del Cobre utilizando el criterio 1. Es decir, las

mediciones se toman en diferentes posiciones de la barra para un instante fijo de

tiempo. Según el análisis realizado, el instante elegido es a las 21 horas de haber

comenzado el proceso de transferencia (t = 21h). El nivel de ruido en los datos consi-

derado es 1, 0 ◦C (ϵ = 1, 0 ◦C) acorde con lo visto en la Observación 3.3 y estudiado,

por ejemplo, en [72, 141, 188]. Por último, si bien el análisis de diseño óptimo de

experimentos indica que conviene tomar mediciones más cercanas al borde derecho

de la barra, se tomarán datos en lugares equiespaciados para tener mayor informa-

ción del perfil de temperaturas. En resumen, se recupera la difusividad térmica del

Cobre utilizando el criterio 1 descripto en la Subsección 3.3.1 considerando 5 datos

ruidosos (ϵ = 1, 0 ◦C) espacialmente equiespaciados en el instante (t = 21h).

En la Figura 3.5 se aprecia la función de temperatura y la ubicación de los sensores

para la toma de datos.
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Figura 3.5: Ejemplo 3.8: Distribución de temperatura (izquierda) y perfil espacial
de temperatura en t = 21h (derecha) para una barra de Cobre.

La configuración de sensores utilizados hacen que el valor del parámetro estimado

(difusividad térmica) sea α2 = 1, 1252 × 10−4m2/s por lo que el error relativo de

estimación es |α̂2−α2|/α2 = 5, 8391×10−5 equivalente a un error relativo de estima-

ción del 0, 0058%. Esto implica que la distribución de sensores de medición hacen

que el error relativo de estimación sea menor que los obtenidos con los diferentes
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criterios de determinación utilizados en la Sección 3.3.

3.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se aborda, a partir de datos ruidosos de temperatura, la estimación

de la difusividad térmica en una ecuación parabólica completa con una condición

de borde de tipo Dirichlet a izquierda y una condición de borde de tipo Robin a

derecha.

La estimación se realiza con tres criterios distintos relacionados con la manera en la

que se toman los datos. El primer criterio consiste en la toma de mediciones para

un instante de tiempo fijo en distintas posiciones, en el segundo, las mediciones se

toman en una posición fija para diferentes instantes de tiempo y en el último, se

toman en diferentes instantes de tiempo y en distintas posiciones, para lo cual se

requieren varios sensores de medición, uno por cada posición considerada.

Los resultados muestran que la estimación resulta razonable con los tres criterios

utilizados. Ésta mejora cuando se utiliza el tercer criterio ya que al tomar datos en

distintos instantes de tiempo y en diferentes posiciones, se utiliza mayor información

del proceso. En cuanto a los dos criterios restantes, resulta conveniente la utilización

del primero, esto se debe a que al tomar mediciones en una sola posición, lo que

requiere el uso de un uńico sensor (criterio 2), se utiliza poca información del modelo

e implica una mala recuperación del parámetro.

Para analizar la dependencia de la temperatura con respecto al parámetro estimado,

se estudia numéricamente, la función de sensibilidad en valor absoluto, utilizando el

método de diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable

temporal. Esto permite realizar un diseño óptimo de experimentos con la finali-

dad de encontrar una mejor configuración de ubicación de sensores. Los resultados
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numéricos muestran que al tomar los datos en los instantes de tiempo donde se ma-

ximiza la sensibilidad en valor absoluto, el error relativo de estimación disminuye

notoriamente obteniendo aśı una mejor determinación del parámetro.
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Caṕıtulo 4

Estimación del Coeficiente de

Peĺıcula

En los procesos estacionarios de transferencia de calor por convección es necesa-

rio determinar, experimentalmente, el coeficiente de proporcionalidad de la ley de

Newton (1.3). Esto generalmente se denota con la letra h e indica la relación de la

transferencia de calor entre una superficie sólida y un fluido por unidad de superficie,

por unidad de diferencia de temperatura. En la literatura generalmente se considera

como una cantidad constante, donde los valores t́ıpicos para algunos fluidos comunes

vaŕıan entre 0,5 y 1000 W/(m2◦C) para aire, gases y vapores secos; y de 50 a 3000

W/(m2◦C) para agua y ĺıquidos, ver, por ejemplo [125].

En general, el proceso de convección natural se modela utilizando el coeficiente

de convección constante h calculado como si el problema fuera estacionario. Sin

embargo, para un problema evolutivo, el coeficiente h cambia con la temperatura en

la pared de la superficie.

La determinación del coeficiente de transferencia de calor por convección en el estado

transitorio y la dependencia temporal de este coeficiente se ha estudiado durante las
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últimas décadas en numerosos trabajos. En muchos de ellos se obtiene experimen-

talmente para ser utilizado en diferentes aplicaciones, ver, por ejemplo, [65,174,291].

En trabajos más recientes, se formuló el problema de determinar el coeficiente de

transferencia de calor como un problema inverso en el que se aplicaron diferentes he-

rramientas matemáticas para resolverlo, ver, por ejemplo [54,103,111,168,183,255].

Últimamente, algunos investigadores han abordado problemas relacionados centra-

dos en la longitud caracteŕıstica y la forma de la superficie disipativa [18, 74, 144],

caracteŕısticas del flujo, incluidos los nanofluidos [197, 224], condiciones de borde

y propiedades termof́ısicas de la superficie [127, 255, 260] y la porosidad del me-

dio [163,169].

Con respecto a la determinación de dicho coeficiente en problemas particulares, se

tiene, entre los más significativos, los siguientes trabajos: en [183], mediante el méto-

do de especificación de función secuencial, se estudia la dependencia temporal del

coeficiente de convección durante el enfriamiento de una esfera unidimensional como

un problema no-lineal de estimación de parámetros. En [168], se utiliza el método de

elementos de contorno para estudiar la dependencia del coeficiente de transferencia

de calor con la temperatura para un cilindro cuya conductividad depende lineal-

mente de la temperatura. En [111], mediante la aplicación de una técnica inversa, se

determina el coeficiente de convección en función de la temperatura en la superficie

del acero. En [103], se estima la dependencia del coeficiente de convección con el

tiempo y la posición, mediante el método de Monte Carlo para un problema inverso

de conducción de calor multidimensional. En [54], se estima la dependencia temporal

del coeficiente de convección en un problema unidimensional mediante un algoritmo

basado en condiciones de contorno lineales.

En los Caṕıtulos 2-3 se considera que h = 10W/(m2◦C). Si bien, para las condicio-

nes dadas, es un valor estimativo cercano al real, no es el mismo para los diferentes

materiales. Esto se debe a que el coeficiente de transferencia de calor depende de la
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temperatura en la pared disipativa y los materiales más conductivos alcanzan una

mayor temperatura. Debido a ese hecho, tiene sentido suponer que el coeficiente

variará acorde a la conductividad de los materiales. Por otro lado, como la tempe-

ratura en la pared disipativa depende del tiempo, tomar un coeficiente constante

puede llevar a perfiles de temperatura errados.

En este caṕıtulo se trata el segundo problema inverso, que consiste en la estimación

del coeficiente de transferencia de calor o coeficiente de peĺıcula en el problema

dado por (2.22). Esta estimación se realiza de dos formas diferentes. Primero, de

la manera habitual, considerando que el coeficiente es constante y que depende de

la temperatura estacionaria de la pared disipativa. Segundo, a partir de un nuevo

enfoque, el que tiene en cuenta la variación temporal de temperatura en la pared.

Se llevan a cabo varios experimentos numéricos de diferentes caracteŕısticas y se

realizan análisis de temperatura y elasticidad con el fin de comparar el rendimiento

de la nueva técnica de estimación contra el enfoque clásico.

4.1. Presentación del Problema

Si bien en la Subsección 1.2.2 del Caṕıtulo 1 se da una pequeña descripción sobre

el fenómeno de convección; se brinda, en el Apéndice B, una breve fundamentación

de este proceso. Esto le permitirá al lector que no está familiarizado con este tema,

comprender el desarrollo de las secciones de este caṕıtulo.

En esta sección se presenta formalmente el problema inverso que se va a estudiar.

Éste es el segundo problema inverso y está asociado al primer problema directo

abordado en el Caṕıtulo 2 de esta tesis.

Bajo las condiciones del Teorema 2.12. Es decir, dados α2, Ta, L, F, κ, h ∈ R+ tal que

F > Ta, se desea estimar el coeficiente de transferencia de calor (h) en el siguiente
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sistema parabólico



ut(x, t) = α2uxx(x, t), 0 < x < L, t > 0,

u(x, t) = F, x = 0, t > 0,

κ ux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0,

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0,

(4.1)

para diferentes materiales conductivos que disipan en aire, donde u satisface u(·, t) ∈

C2 ((0, L)) y u(x, ·) ∈ C1 ((0,∞)) .

Observación 4.1 Notar que el problema parabólico dado por (4.1) no presenta

términos disipativos ni fuentes. Esto se debe a que la determinación del coeficien-

te h depende de la temperatura en la pared disipativa independientemente de como

se llega a ella. En el caso de existencia de fenómenos disipativos y/o de presen-

cia de fuentes, los pasos para la determinación de h son totalmente análogos a los

presentados en este caṕıtulo.

4.2. Estimación del Coeficiente de Peĺıcula

Debido al Teorema 2.12 se conoce una expresión anaĺıtica para la solución del pro-

blema (4.1), la cual depende de h, que en principio, es desconocido. El parámetro h

se estima mediante dos métodos diferentes y se comparan sus resultados. Por un la-

do, se considera el método habitual en el que se supone que h es constante. Por otro

lado, se propone una función dependiente del tiempo h(t) basada en consideraciones

teóricas sobre los cambios térmicos en la pared disipativa.

En lo que sigue, se estima h suponiendo que el fluido disipativo es el aire a 1 atm,

pero se pueden realizar análisis similares utilizando otros fluidos.
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4.2.1. Método Clásico (h = cte)

La determinación del coeficiente h mediante el método clásico se basa en considerar

la temperatura de la pared disipativa en estado estacionario. Este parámetro se

determina a partir de (B.6)

h =
Nuκf

d
, (4.2)

donde d [m] es la longitud caracteŕıstica (diámetro de la barra), κf [W/m ◦C] es la

conductivad térmica del fluido (en este caso del aire) y Nu es el número adimensional

de Nusselt que para la geometŕıa de la pared disipativa del problema que se está

considerando, tiene la siguiente expresión [51]

Nu =


0, 825 +

0, 387 (GrPr)
1/6[

1 +

(
0, 492

Pr

)9/16
]8/27



2

, (4.3)

donde Pr, Gr son los números adimensionales de Prandtl y Grashof, definidos en

(B.3) y (B.5) respectivamente, los cuales dependen de la temperatura estacionaria

de la pared disipativa y de las propiedades f́ısicas del fluido.

Se reemplazan las expresiones (B.3) y (B.5) en (4.3). Suponiendo que la temperatura

lejos de la superficie disipativa es la temperatura ambiente (Ta) se obtiene

Nu =


0, 825 +

0, 387

(
gβV d

3(u(L, t∞)− Ta)

νc2
µdcp
κf

)1/6

[
1 +

(
0, 492κf

µdcp

)9/16
]8/27



2

, (4.4)

donde u(x, t) es la solución anaĺıtica del problema (4.1) dada por (2.24) y particu-

larmente u(L, t∞) es la temperatura estacionaria en el borde derecho de la barra. Es
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decir,

u(L, t∞) = ĺım
t→+∞

u(L, t) =
Fκ+ hLTa

κ+ hL
.

Se reemplaza (4.4) en (4.2) y se obtiene una expresión anaĺıtica para el parámetro

h dada por

h =


0, 825 +

0, 387

(
gβV d

3(u(L, t∞)− Ta)

νc2
µdcp
κf

)1/6

[
1 +

(
0, 492κf

µdcp

)9/16
]8/27√

d

κf



2

. (4.5)

En los Caṕıtulos 2 y 3 se supuso que h = 10W/(m2◦C). Éste es un valor aproximado

pero no debeŕıa ser el mismo para los diferentes materiales, dado que la temperatura

en estado estacionario de la pared disipativa depende del material. En el siguiente

ejemplo se calculan los valores de h y u(L, t∞) para un caso particular.

Ejemplo 4.2 Los datos utilizados en este ejemplo son: L = 1m; d = 0, 01m;

F = 100 ◦C; Ta = 25 ◦C. Los parámetros térmicos de los diferentes materiales están

dados en el Cuadro 2.2 y se incluyen nuevamente en el Cuadro 4.1. Los parámetros

térmicos del fluido son κf = 0, 029W/(m◦C); νc = 2, 0085×10−5m2/s y Pr = 0, 725

que fueron tomados [51].

Materiales α2 (×104) [m2/s] κ [W/m◦C] u(L, t∞) [◦C] h
[
W/(m2◦C)

]
Pb 0,23673 35 80,50 12,29
Fe 0,20451 73 88,95 12,61
Ni 0,22663 90 90,74 12,67
Al 0,84010 204 95,55 12,84
Cu 1,12530 386 97,57 12,90
Ag 1,70140 419 97,75 12,91

Cuadro 4.1: Ejemplo 4.2: Valores de h y u(L, t∞) para diferentes materiales.
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En el Cuadro 4.1 se pueden apreciar los valores del coeficiente h y las temperaturas

en estado estacionario para el borde derecho de la barra. Como el coeficiente h está

presente en la condición de borde de tipo Robin en el extremo derecho de la barra, es

de esperarse que el perfil espacio-temporal de temperaturas no sufra modificaciones

significativas a lo largo de la barra. Es decir, se espera que las diferencias más

notorias se den en el extremo derecho de la misma.

En la Figura 4.1 se puede apreciar el valor constante de h y el perfil temporal de

temperatura en el borde derecho de la barra (x = L) para diferentes materiales.
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Figura 4.1: Ejemplo 4.2: Valores constantes de h (izquierda) y perfiles temporales
de temperatura en en el borde derecho de la barra (x = L) (derecha) para diferentes
materiales.

Como se anticipó, esto permite visualizar diferencias en el perfil temporal de tem-

peraturas en el borde derecho de la barra. Por ejemplo, por tomar alguno, la barra

de Plomo alcanza una temperatura estacionaria de 82◦C aproximadamente cuan-

do se toma h = 10W/(m2◦C) y una temperatura de 80, 5 ◦C cuando se toma

h = 12, 29W/(m2◦C). El hecho de que la temperatura sea menor es f́ısicamente

correcto, pues como h es mayor, la disipación es mayor, lo que lleva a una menor

temperatura de la pared disipativa.

Observación 4.3 El Ejemplo 4.2 coincide con el Ejemplo 2.18 que se trató en el

Caṕıtulo 2. La diferencia radica en que antes se consideró para el valor de h una
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constante que era independiente del material conductivo y ahora, si bien sigue siendo

constante, vaŕıa con el material.

4.2.2. Método Propuesto (h = h(t))

En la Subsección 4.2.1 se estima el coeficiente h con el método usual adaptado a

nuestro caso particular. Debido a que este coeficiente depende de la temperatura en

la pared y ésta cambia con el tiempo, suponer que h es constante puede llevarnos a

perfiles menos precisos.

En esta subsección, mediante un balance de enerǵıa térmica y consideraciones teóri-

cas, se propone una estrategia que permite estimar a h mediante una función tem-

poral que tiene en cuenta la variación de la temperatura en la pared que está en

contacto con el fluido.

Se inspecciona un segmento de barra de longitud ∆x. En el estado transitorio, un

calor dado Q1 ingresa al segmento desde el extremo más cálido. Parte de este calor,

digamos Q2, es responsable del aumento de temperatura de ese elemento, y el resto,

digamos Q3, fluye hacia el elemento contiguo. Ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Esquema del balance de enerǵıa térmica en un elemento de la barra.

Para abordar el problema de la estimación del coeficiente de transferencia de calor

dependiente del tiempo, se considera el mismo balance térmico en el último segmento

de la barra. Este elemento contiene a la superficie que disipa la enerǵıa térmica hacia

el fluido circundante a través del proceso de convección (Ver Figura 4.3). Tener en

cuenta que esta superficie es la única del medio conductor que está en contacto con

el fluido.
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Figura 4.3: Esquema del balance de enerǵıa térmica en el último elemento de la
barra.

En el fluido, la longitud caracteŕıstica denotada por δ, representa el valor del espesor

de la capa ĺımite térmica. Este parámetro puede ser estimado de acuerdo con [125],

utilizando la siguiente expresión

δ ≃ 6d

(
Gr

4

)−1/4

. (4.6)

Ahora, se comparan la enerǵıa térmica almacenada en el último elemento del sólido

y la del primer elemento fluido, indicadas por Q y Qf , respectivamente. Suponiendo

un equilibrio local en el que las variaciones de las temperaturas medias sean aproxi-

madamente las mismas para cada instante de tiempo t [125], es decir, ∆uc = ∆uf ,

resulta
Q

Qf

=
cpρcS∆x∆uc

cpfρfSδ∆uf

≃ cpρc∆x

cpfρfδ
, (4.7)

donde S es el área transversal del último elemento infinitesimal de la barra [m2].

cp, cpf [J/kg ◦C]; ρc, ρf [kg/m3] representan los calores espećıficos y las densidades

del cuerpo y el fluido respectivamente. ∆uc,∆uf [◦C] son las variaciones de las

temperaturas medias en el último elemento de la barra y en la primera porción de

fluido.

El Cuadro 4.2 muestra los valores estimados para el cociente Q/Qf para diferentes

materiales y distintas temperaturas en la pared disipativa u(L, t). En todos los casos

se supone el fluido disipativo es aire, que la temperatura ambiente es de 25 ◦C y

∆x = d = 0, 01m.
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u(L, t) 25, 1 ◦C 25, 5 ◦C 26 ◦C 50 ◦C 100 ◦C

Ni 1,69 2,53 3,01 6,67 8,61
Fe 1,52 2,28 2,71 6,00 7,74
Cu 1,46 2,19 2,60 5,76 7,44
Ag 1,05 1,57 1,87 4,14 5,34
Al 1,04 1,55 1,84 4,07 5,26
Sn 0,70 1,06 1,26 2,78 3,59
Pb 0,63 0,94 1,12 2,48 3,21

Cuadro 4.2: Estimaciones de Q/Qf (×10−5) (4.7) para diferentes materiales disipan-
do en aire.

Observación 4.4 Observe que el calor almacenado mantiene una fuerte dependen-

cia de la temperatura de la superficie ya que el número de Grashof está presente en

la estimación de δ. Ver la Ecuación (4.6).

De la información que brinda el cuadro se puede observar para los diferentes ma-

teriales que Q/Qf > 104 ≫ 1, esto indica que bajo estas consideraciones el calor

responsable de elevar la temperatura en el último elemento de volumen del cuerpo

es muchas veces mayor al calor responsable de elevar la temperatura en la primera

porción de fluido. Por este motivo Qf es despreciable frente a Q, lo que significa que

en cada instante de tiempo la temperatura en la superficie es “casi estacionaria”.

Dicho de otra manera Qf es frente a Q lo suficientemente pequeño por lo que los

cambios térmicos en el fluido son suaves como para asumir un proceso de estado es-

tacionario. Entonces, en vez de tomar como coeficiente de peĺıcula o de transferencia

de calor una constante, se puede mejorar la aproximación tomando como dicho coefi-

ciente el valor correspondiente en cada instante de tiempo como si estuviéramos en

régimen estacionario, es decir, bajo estas consideraciones, el coeficiente convectivo

en cada instante t (estado transitorio) puede ser calculado con buena aproximación

como el coeficiente convectivo del estado estacionario utilizando la temperatura en

la superficie en ese instante, es decir,
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h = h(t) = h(u(L, t)). (4.8)

Utilizando la expresión (4.5) en la ecuación (4.8), el coeficiente h en estado transitorio

se puede escribir como

h = h(t) =


0, 825 +

0, 387

(
gβV d

3(u(L, t)− Ta)

νc2
µdcp
κf

)1/6

[
1 +

(
0, 492κf

µdcp

)9/16
]8/27√

d

κf



2

. (4.9)

Se considera nuevamente el Ejemplo 4.2 pero ahora con el coeficiente h variable en

el tiempo.

Ejemplo 4.5 Los datos utilizados en este ejemplo son: L = 1m; d = 0, 01m; F =

100 ◦C; Ta = 25 ◦C. Los parámetros térmicos de los diferentes materiales están dados

en el Cuadro 2.2. Los parámetros térmicos del fluido son κf = 0, 029W/(m◦C);

νc = 2, 0085× 10−5m2/s y Pr = 0, 725 que fueron tomados de [51].

En la Figura 4.4 se puede apreciar el valor variable de h y el perfil temporal de

temperaturas en el borde derecho de la barra (x = L) para diferentes materiales.
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Figura 4.4: Ejemplo 4.5: Perfiles temporales de h = h(t) (izquierda) y de temperatura
en el borde derecho de la barra (x = L) (derecha) para diferentes materiales.
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A simple vista no se perciben diferencias significativas entre los perfiles de tempera-

tura obtenidos a partir del método clásico y con el método propuesto en este caṕıtulo.

Sin embargo, la estrategia presentada en esta subsección tiene ciertas bondades que

serán explicadas en las secciones siguientes.

Observación 4.6 Notar que cada curva de la función h(t) dada por (4.9) se apro-

xima asintóticamente al valor estacionario correspondiente (h) dado en el Cuadro

4.1. Es decir,

ĺım
t→+∞

h(t) = h. (4.10)

4.3. Análisis de Elasticidad

Debido a que en este caṕıtulo se propone una estrategia para la determinación de

un parámetro, corresponde ver que tan significativo resulta éste para el modelo. Es

esperable que un pequeño error en la estimación del parámetro h se traduzca en un

error pequeño en la temperatura de la barra u(x, t). En otras palabras, se utiliza la

función de elasticidad para analizar la influencia local del parámetro h en el cálculo

de la temperatura u(x, t).

Acorde a lo desarrollado en la Sección 1.7 del Caṕıtulo 1, la elasticidad de u(x, t)

con respecto a h se define como

Eh
u(x, t, h) =

h

u(x, t, h)

∂u(x, t, h)

∂h
.

Se considera nuevamente el Ejemplo 4.5 pero ahora se estudia la elasticidad de u

con respecto a h.

Ejemplo 4.7 Los datos utilizados en este ejemplo son: L = 1m; d = 0, 01m; F =

100 ◦C; Ta = 25 ◦C. Los parámetros térmicos de los diferentes materiales están dados
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en el Cuadro 2.2. Los parámetros térmicos del fluido son κf = 0, 029W/(m◦C); νc =

2, 0085× 10−5m2/s y Pr = 0, 725 que fueron tomados de [51].

El parámetro h aumenta con el tiempo y cerca del borde derecho de la barra, por

tal motivo, se vuelve más significativo, en la punta convectiva (borde derecho de la

barra) y a medida que nos acercamos al estado estacionario. Debido a esto, la elas-

ticidad es más grande en valor absoluto a medida que pasa el tiempo y estamos más

cerca del borde derecho de la barra. Entonces, para comprender el comportamiento

de la elasticidad hay que mirar el perfil temporal en x = L y el perfil espacial en

valores grandes de t.

En la Figura 4.5 se puede apreciar el perfil temporal en valor absoluto de elastici-

dad en x = L para las primeras 25 horas y el perfil espacial en valor absoluto de

elasticidad en t = 25h a lo largo de la barra, para diferentes materiales.
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Figura 4.5: Ejemplo 4.7: Perfiles temporales en valor absoluto de elasticidad en el
borde derecho de la barra (x = L) (izquierda) y perfiles espaciales en valor absoluto
de elasticidad en t = 25h (derecha); para diferentes materiales utilizando h = h(t).

En la Figura 4.5 se observa que la elasticidad es siempre menor que 1, lo que implica

que errores chicos en la estimación de h generarán errores aún más chicos en el

cálculo de la temperatura. Además, se aprecia que la elasticidad en valor absoluto

aumenta para materiales menos conductores. A manera de ejemplo, se puede ver que
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después de las 25h un error del 1% en la estimación de h implica un error de 0, 18%

en el cálculo de u(L, t) para una barra de Plomo y de aproximadamente 0, 025%

para una barra de Cobre. Aśı mismo, un error del 1% en la estimación de h implica

un error de 0, 14% en el cálculo de u(0, 8 m; 25 h) para una barra de Plomo y de

aproximadamente 0, 02% para una barra de Cobre.

4.4. Comparación de Ambos Métodos

Con la finalidad de comparar ambos métodos (h = cte y h = h(t)) se realizan

experimentos numéricos bajo diferentes situaciones, correspondientes a diferentes

fenómenos f́ısicos. Los resultados de la sección anterior evidencian que las diferencias

más significativas se encuentran en el borde derecho de la barra. Por tal motivo, la

comparación se centra en el análisis de los perfiles en x = L.

Se denota por û(x, t) a la temperatura obtenida utilizando h = h(t), u(x, t) a la

obtenida con h = cte y ∆u(x, t) = û(x, t) − u(x, t). Análogamente, se denota por∣∣Eh
û(x, t, h)

∣∣ a la elasticidad en valor absoluto de u con respecto a h cuando se utiliza

h = h(t),
∣∣Eh

u(x, t, h)
∣∣ a la elasticidad en valor absoluto de u con respecto a h cuando

se utiliza h = cte y ∆Eh
u(x, t, h) =

∣∣Eh
û(x, t, h)

∣∣ − ∣∣Eh
u(x, t, h)

∣∣. Para simplificar la

notación se considera ∆u/u = ∆u(L, t)/u(L, t) y ∆E/E = ∆Eh
u(L, t, h)/E

h
u(L, t, h).

El primer ejemplo de comparación se centra en analizar la variación en los perfiles

de temperatura y elasticidad, dependiendo del tipo de estimación de h, con los

diferentes materiales.

Ejemplo 4.8 Para este ejemplo se considera: L = 5m; d = 0, 01m; F = 300 ◦C;

Ta = 25 ◦C. Los parámetros térmicos de los diferentes materiales están dados en el

Cuadro 2.2 y se incluyen nuevamente en el Cuadro 4.3. Los parámetros térmicos del

fluido son κf = 0, 035W/(m◦C); νc = 3, 234 × 10−5m2/s y Pr = 0, 727 que fueron
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tomados de [51].

Se calculan los valores de h = cte y u(L, t∞) (temperatura en estado estacionario en

el borde derecho de la barra) para los diferentes materiales tal como se explicó en la

Subsección 4.2.1 de este caṕıtulo. El Cuadro 4.3 contiene esa información para los

datos dados en el Ejemplo 4.8.

Materiales α2 (×104) [m2/s] κ [W/m◦C] u(L, t∞) [◦C] h
[
W/(m2◦C)

]
Pb 0,23673 35 118,88 13,50
Fe 0,20451 73 163,48 14,39
Ni 0,22663 90 176,81 14,61
Al 0,84010 204 225,19 15,24
Cu 1,12530 386 253,89 15,55
Ag 1,70140 419 256,88 15,58

Cuadro 4.3: Ejemplo 4.8: Valores de h y u(L, t∞) para diferentes materiales.

En la Figura 4.6 se pueden apreciar los perfiles temporales de diferencia relativa

de temperatura en el borde derecho de la barra ∆u/u (izquierda) y los perfiles

temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasticidad en el borde derecho

de la barra ∆E/E (derecha) para el Ejemplo 4.8.
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Figura 4.6: Ejemplo 4.8: Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura
(izquierda) y perfiles temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elastici-
dad (derecha); en el borde derecho de la barra (x = L) para diferentes materiales.
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La Figura 4.6 (izquierda) muestra que las diferencias relativas de temperatura cam-

bian con el material de la barra. Estas diferencias aumentan para materiales menos

conductivos (conductividad térmica baja) y las diferencias máximas se encuentran

entre 0, 8% y 3, 8%. Por ejemplo, para una barra de Aluminio la diferencia relativa

mayor es de aproximadamente 1, 5% y se alcanza para t = 20h; para una barra de

Plomo la diferencia relativa mayor es de aproximadamente 3, 8% y se alcanza para

t = 50h.

Los resultados numéricos indican que ∆u > 0, lo que significa que la temperatura de

la superficie alcanza valores más altos cuando se utiliza el enfoque propuesto en la

Subsección 4.2.2. Esto tiene sentido f́ısico, pues h > h(t) para todo t > 0, entonces

al utilizar un coeficiente h menor, resulta en una menor disipasión y por lo tanto

mayor temperatura en la superficie.

La Figura 4.6 (derecha) muestra que las diferencias relativas en valor absoluto de

elasticidad cambian con el material de la barra durante las primeras 200 horas.

Estas diferencias son mayores para materiales menos difusivos (difusividad térmica

baja) debido a que una mayor difusividad térmica conduce a un calentamiento de la

superficie más rápido. Por ejemplo, para una barra de Aluminio la diferencia relativa

de elasticidad en t = 10h es de aproximadamente 20% y para una de Plomo es del

20% en t = 25h.

Los resultados numéricos muestran que ∆E < 0 lo que significa que el modelo

que considera h = h(t) es menos elástico que el habitual. Esto es consistente con el

hecho de que el enfoque propuesto en la Subsección 4.2.2 considera una transferencia

de calor más realista porque tiene en cuenta para la convección la variación de

temperatura en la pared disipativa. Esto implica que, cualquier error en el valor

del coeficiente h produce un error menor en la temperatura cuando se utiliza el

coeficiente h como función temporal.
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El segundo ejemplo de comparación se centra en el estudio de la variación de los

perfiles de temperatura y elasticidad, dependiendo del tipo de estimación de h, con

diferentes fuentes.

Ejemplo 4.9 Se considera la transferencia de calor en una barra de Plomo para

diferentes fuentes. Los parámetros térmicos para este material se obtienen de [51] y

están dados en el Cuadro 2.2; estos son: α2 = 2, 3673×10−7m2/s y κ = 35W/m◦C.

Los datos utilizados en este ejemplo son: L = 3m; d = 0, 01m; Ta = 25 ◦C. Los

parámetros térmicos del fluido dependen de la temperatura y vaŕıan con cada una

de las fuentes, estos fueron tomados de [51] y se incluyen en el Cuadro 4.4

Al considerar diferentes fuentes esto genera una variación en la temperatura de la

pared disipativa (fuentes de mayor temperatura llevan a una mayor temperatura en

el borde derecho de la barra) y por ello diferentes valores en los parámetros térmicos

del fluido (aire) ya que estos dependen fuertemente de la temperatura [125].

El Cuadro 4.4 contiene los valores para los parámetros térmicos del fluido que fueron

tomados de [51].

F [◦C] νc (×105) [m2/s] κf [W/m◦C] Pr

100 2,0085 0,029 0,7300
150 2,2820 0,030 0,7173
200 2,5220 0,032 0,7120
250 2,8980 0,034 0,7075
300 3,2340 0,035 0,7070

Cuadro 4.4: Ejemplo 4.9: Parámetros térmicos del fluido (aire) para diferentes tem-
peraturas.

Al igual que en el Ejemplo 4.8 se calculan los valores de h = cte y u(L, t∞) (tempe-

ratura en estado estacionario en el borde derecho de la barra) tal como se explicó en

la Subsección 4.2.1 de este caṕıtulo. En este caso, se realiza el cálculo para diferentes

fuentes.
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El Cuadro 4.5 contiene, espećıficamente, esa información para los datos dados en el

Ejemplo 4.9.

F [◦C] u(L, t∞) [◦C] h [W/(m2◦C)]

100 62,80 11,48
150 85,95 12,26
200 107,03 13,22
250 128,07 13,80
300 149,80 14,04

Cuadro 4.5: Ejemplo 4.9: Valores de h y u(L, t∞) para diferentes fuentes.

En la Figura 4.7 se pueden apreciar los perfiles temporales de diferencia relativa

de temperatura en el borde derecho de la barra ∆u/u (izquierda) y los perfiles

temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasticidad en el borde derecho

de la barra ∆E/E (derecha) para el Ejemplo 4.9.
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Figura 4.7: Ejemplo 4.9: Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura
(izquierda) y perfiles temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elastici-
dad (derecha); en el borde derecho (x = L) de una barra de Plomo para diferentes
fuentes.

La Figura 4.7 (izquierda) muestra que las diferencias relativas de temperatura cam-

bian respecto de la fuente térmica. Estas diferencias aumentan para fuentes a mayor

temperatura, las diferencias máximas se encuentran entre 1, 7% y 3, 2% y todas se
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alcanzan para t = 20h. Por ejemplo, para una fuente de 150 ◦C la diferencia rela-

tiva mayor es de aproximadamente 2, 3%; para una fuente de 250 ◦C la diferencia

relativa mayor es de aproximadamente 2, 9%.

Los resultados numéricos indican, nuevamente, que ∆u > 0 tal como ocurrió en el

Ejemplo 4.9. Lo que significa que la temperatura de la superficie alcanza valores más

altos cuando se utiliza el enfoque propuesto en la Subsección 4.2.2.

La Figura 4.7 (derecha) muestra que las diferencias relativas en valor absoluto de

elasticidad no cambian respecto de la fuente térmica. Esto se debe a que al considerar

siempre el mismo material no hay diferencias en la velocidad de calentamiento de la

superficie disipativa.

Los resultados numéricos muestran, nuevamente, que ∆E < 0 tal como ocurrió en

el Ejemplo 4.9, por lo que el modelo que considera h = h(t) es menos elástico que

el que utiliza h = cte.

El tercer ejemplo de comparación se centra en la variación de los perfiles de tempera-

tura y elasticidad, dependiendo del tipo de estimación de h, con diferentes longitudes

de barra.

Ejemplo 4.10 Se estudia la transferencia de calor en una barra de Plomo para

diferentes longitudes, considerando, α2 = 2, 3673 × 10−7m2/s y κ = 35W/m◦C

(Cuadro 2.2). Los datos utilizados en este ejemplo son: F = 300 ◦C; d = 0, 01m;

Ta = 25 ◦C. Los parámetros térmicos del fluido dependen de la temperatura y se

incluyen en el Cuadro 4.6.

Al considerar diferentes longitudes se genera una variación en la temperatura de la

pared disipativa y por ello diferentes valores en los parámetros térmicos del fluido

(aire) ya que estos dependen fuertemente de la temperatura [125].

El Cuadro 4.6 contiene los valores para los parámetros térmicos del fluido que fueron
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tomados de [51].

L [m] νc (×105) [m2/s] κf [W/m◦C] Pr

1 4,434 0,0436 0,680
2 3,790 0,0404 0,680
3 3,171 0,0371 0,683
4 2,590 0,0336 0,689
5 2,076 0,0300 0,697

Cuadro 4.6: Ejemplo 4.10: Parámetros térmicos del fluido (aire) para barras de
diferentes longitudes.

Al igual que en el Ejemplo 4.9 se calculan los valores de h = cte y u(L, t∞) (tempe-

ratura en estado estacionario en el borde derecho de la barra) tal como se explicó en

la Subsección 4.2.1 de este caṕıtulo. En este caso, se realiza el cálculo para barras

de diferentes longitudes.

El Cuadro 4.7 contiene esa información para los datos dados en el Ejemplo 4.10.

L [m] u(L, t∞) [◦C] h [W/(m2◦C)]

1 212,61 16,30
2 171,04 15,45
3 146,30 14,78
4 129,19 14,19
5 118,33 13,62

Cuadro 4.7: Ejemplo 4.10: Valores de h y u(L, t∞) para barras de diferentes longi-
tudes.

En la Figura 4.8 se pueden apreciar los perfiles temporales de diferencia relativa

de temperatura en el borde derecho de la barra ∆u/u (izquierda) y los perfiles

temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasticidad en el borde derecho

de la barra ∆E/E (derecha) para el Ejemplo 4.10.

La Figura 4.8 (izquierda) muestra que las diferencias relativas de temperatura cam-

bian respecto de la longitud de la barra. Estas diferencias aumentan para barras
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más largas, las diferencias máximas se encuentran entre 1, 7% y 3, 9%. Por ejemplo,

para una barra de 3 metros, la diferencia relativa mayor es de aproximadamente

3, 2% y se alcanza para t = 25h; para una de 5 metros, la diferencia relativa mayor

es de aproximadamente 3, 8% y se alcanza para t = 50h.
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Figura 4.8: Ejemplo 4.10: Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura
(izquierda) y perfiles temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasti-
cidad (derecha); en el borde derecho (x = L) de una barra de Plomo de diferentes
longitudes.

Los resultados numéricos indican, nuevamente, que ∆u > 0 tal como ocurrió en el

Ejemplo 4.9, por lo que la temperatura de la superficie alcanza valores más altos

cuando se utiliza el enfoque propuesto en la Subsección 4.2.2.

La Figura 4.7 (derecha) muestra que las diferencias relativas en valor absoluto de

elasticidad cambian respecto de la longitud de la barra y resultan mayores en valor

absoluto para barras más largas. Esto se debe a que en las barras de mayor longitud

la superficie disipativa tardan más tiempo en calentarse. Los resultados numéricos

indican, nuevamente, que ∆E < 0 tal como ocurrió en el Ejemplo 4.9. Por lo que el

modelo que considera h = h(t) es menos elástico que el habitual.

Observación 4.11 Notar que en los Ejemplos 4.8, 4.9 y 4.10 las diferencias relati-

vas de temperatura y las de elasticidad en valor absoluto tienden a cero a medida que

aumenta el tiempo. El motivo de este comportamiento es que h(t) tiende asintótica-
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mente a h tal como se observó en (4.10).

4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se trata la estimación del coeficiente de transferencia de calor en

un problema de transporte con una condición de borde de tipo Dirichlet a izquierda

y una condición de borde de tipo Robin a derecha.

La estimación se realiza de dos formas diferentes. Primero, de la manera habitual,

considerando que el coeficiente es constante y que depende de la temperatura esta-

cionaria de la pared disipativa. Segundo, a partir de un nuevo enfoque, el que tiene

en cuenta la variación temporal de temperatura en la pared. Se llevan a cabo varios

experimentos numéricos y se realizan análisis de temperatura y elasticidad con el

fin de comparar el rendimiento de la nueva técnica de estimación contra el enfoque

clásico.

En todos los casos, la temperatura de la superficie es mayor cuando se utiliza el méto-

do presentado aqúı, lo que significa que el nuevo enfoque considera un coeficiente

de transferencia de calor que toma en cuenta la variación de temperatura en la su-

perficie, conduciendo a una menor disipación y obteniendo un perfil de temperatura

más realista.

Las diferencias entre los perfiles de temperatura obtenidos con ambos métodos se

vuelven más significativos para estados transitorios largos, dado que dichas dife-

rencias aumentan para barras más largas, para fuentes de mayor temperatura y

para materiales menos conductivos. Además, la nueva técnica conduce a una me-

nor elasticidad en valor absoluto, esto implica que el mismo porcentaje de error en

la estimación de este parámetro se traduce en un error menor en el cálculo de la

temperatura.
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Caṕıtulo 5

Identificación de la Fuente

El problema de determinación de la fuente se ha analizado durante los últimos años

en distintas áreas de la matemática aplicada y ha recibido considerable atención

en muchas investigaciones actuales, ya que tiene aplicaciones en campos tales como

la conducción de calor [81, 254, 259, 295], la identificación de fisuras [292], la teoŕıa

electromagnética [80], la prospección geof́ısica [39], la detección de contaminantes

[157] y la detección de células tumorales [167], entre otros.

La identificación de la fuente a partir de mediciones ruidosas resulta ser un pro-

blema mal planteado en sentido de Hadamard [100] ya que la solución no depende

continuamente de los datos.

Entre las herramientas más importantes utilizadas para determinar una fuente, se

puede encontrar en la literatura el método logaŕıtmico potencial [181], el método

proyectivo [178], las funciones de Green [118], métodos de elementos ĺımite de re-

ciprocidad dual [86], el método de reciprocidad dual [235], el método de solución

fundamental [129].

Con respecto a las aplicaciones en procesos de transporte o ecuaciones diferenciales

parabólicas, no hay muchos art́ıculos publicados para el caso general [256,257,262],
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la mayoŕıa de los art́ıculos disponibles en la literatura se centraron en la ecuación

de calor. Las fuentes en esta ecuación se recuperan utilizando diferentes métodos,

técnicas y estrategias, ver por ejemplo, [2,87,130]. Hay muchos art́ıculos que analizan

casos particulares con simplificaciones o restricciones en los modelos matemáticos,

el tipo de fuente, las condiciones de borde o el dominio elegido, como [2, 50, 87,

130, 160, 218, 277]. Los métodos más utilizados en estos casos son, el método de

elemento ĺımite [87, 130], el método de solución fundamental [2, 277], el método

Ritz-Galerkin [198], el método de diferencias finitas [279], el método sin malla [278],

el método de estabilidad condicional [276] y el método del disparo [160].

Para la determinación de la fuente de una ecuación parabólica, se aplican ciertas

técnicas de regularización. En [227] el autor se centra en una ecuación de convec-

ción-difusión, mientras que en [78, 79, 81, 247, 248, 279, 286, 296] solo se considera

la difusión. Recientemente, el problema para encontrar el término fuente en una

ecuación parabólica completa fue resuelto por el método de cuasi-reversibilidad,

ver [158]. Este método se puede utilizar para resolver el problema de fuente inversa

en ecuaciones parabólicas no lineales [153].

Por otro lado, los métodos de regularización [83, 139] juegan un papel importante

en la estimación de soluciones inestables. Los más utilizados son el método de re-

gularización iterativo [131], el método simplificado de regularización de Tikhonov

[61, 62,91, 287], el método de regularización modificado [254,259,262,286–288,296],

el truncamiento de Fourier [288], el método de mollificacion [289].

En este caṕıtulo se trata el tercer problema inverso en una ecuación evolutiva de tipo

parabólica, a partir de mediciones ruidosas de temperatura tomadas en un tiempo

fijo arbitrario. Este problema está relacionado con el descripto en el Caṕıtulo 2 donde

se considera que la fuente se encuentra en una región pequeña comparada con la

longitud de la barra. Una posible simplificación para la determinación de la fuente,

consiste en suponer que el dominio espacial es infinito en el sentido de que los bordes
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CAPÍTULO 5. IDENTIFICACIÓN DE LA FUENTE

se encuentran suficientemente alejados de la sección de interés. Esta consideración

permite utilizar la transformada de Fourier para resolver el problema.

Como se mencionó anteriormente, la identificación de la fuente está mal plantea-

do, en este caso, porque los componentes de alta frecuencia de errores de datos

arbitrariamente pequeños, pueden conducir a errores arbitrariamente grandes en la

solución [83,139]. Para abordar este problema se diseña una familia uni-paramétrica

de operadores de regularización con la finalidad de compensar el factor que causa la

inestabilidad del operador inverso.

Los operadores de regularización conducen a una familia de problemas bien plan-

teados que se aproxima al problema mal planteado. Se brinda, además, una técnica

para la elección del parámetro de regularización. Se analiza la estabilidad y la con-

vergencia de este método y se obtiene una cota óptima de tipo Hölder para el error

de estimación. Para ilustrar el rendimiento de la regularización se incluyen ejemplos

numéricos.

La resolución que aqúı se presenta generaliza las ideas usadas por otros autores

para el caso de la ecuación de calor; en este caṕıtulo es aplicada a una ecuación

parabólica completa donde las mediciones de temperatura pueden ser tomadas en

cualquier instante, además, la formalización utilizada se basa en la teoŕıa de opera-

dores. Estas diferencias dan lugar a una nueva propuesta que permite ser usada de

manera más general en otros problemas. Una aplicación es la detección de contami-

nantes en capas de agua subterránea, este es un problema que concierne a todas las

ciudades urbanizadas. Poder determinar el foco de contaminación a partir de medi-

ciones en un lugar particular, minimiza significativamente los gastos utilizados para

la búsqueda [157, 234]. Otra aplicación es la estimación del calor metabólico en un

tejido biológico [257] utilizando el modelo de Pennes [186]. Cualquier anormalidad

existente dentro del cuerpo puede conducir directamente a variaciones de tempera-

tura y flujo térmico en la superficie. La presencia de un tumor produce inflamación
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local, aumento de la actividad metabólica, entre otros śıntomas. Debido a esto, las

células enfermas actúan como una fuente de temperatura que produce perfiles térmi-

cos anormales en la piel y sus mediciones pueden usarse para identificar, localizar

y caracterizar las células enfermas. Los dos problemas mencionados anteriormente

pueden abordarse con las herramientas que se explicitan en este caṕıtulo. Hay mu-

chas otras aplicaciones en diferentes disciplinas, se mencionan estas dos a modo de

ejemplo para remarcar la importancia del problema y del método propuesto.

5.1. Presentación del Problema

En esta sección se presenta formalmente el problema inverso que se va a estudiar.

Éste es el tercer problema inverso y está asociado al primer problema directo abor-

dado en el Caṕıtulo 2 de esta tesis.

Se busca determinar, en un dominio no acotado, el término fuente de la ecuación

parabólica completa dada por

ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− ν(u(x, t)− Ta) + f̃(x), x ∈ R, t > 0, (5.1)

sujeto a una condición inicial dada. Por ejemplo,

u(x, t) = 0, x ∈ R, t = 0. (5.2)

La determinación se realiza mediante mediciones ruidosas de temperatura en un

instante de tiempo t0.

u(x, t) = yδ, x ∈ R, t = t0 > 0, (5.3)

donde yδ representa las mediciones ruidosas y δ es el ruido en los datos que satisface
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||y − yδ||L2(R) ≤ δ, 0 < δ ≤ δM , (5.4)

siendo δM ∈ R+ el nivel máximo de ruido. En la práctica δM se obtiene a partir de

los errores de los instrumentos de medición utilizados.

Por simplicidad, la Ecuación (5.1) puede reescribirse como

ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− νu(x, t) + f(x), x ∈ R, t > 0, (5.5)

donde f(x) = f̃(x) + νTa representa la fuente a estimar.

5.2. Identificación de la fuente

En esta sección se da una expresión anaĺıtica para la solución del problema de interés

dado por la Ecuación (5.5) bajo las condiciones (5.2)-(5.4). Además, se demuestra

que las soluciones no vaŕıan continuamente con los datos.

Teorema 5.1 Dados α2, β, ν, t0, δ, δM ∈ R+ tal que δ < δM . Sean las funciones

u(·, t), f(·), y(·), yδ(·) ∈ L2(R) con ||y − yδ||L2(R) ≤ δ que satisfacen el problema

parabólico
ut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− νu(x, t) + f(x), x ∈ R, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ R, t = 0,

u(x, t) = y(x), x ∈ R, t = t0 > 0.

(5.6)

Entonces, la expresión para la fuente viene dada por

f(x) =
1√
2π

∫
R

eiξxΛ(ξ)

 1√
2π

∫
R

eiξxy(x)dx

 dξ,
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donde

Λ(ξ) =
z(ξ)

1− e−z(ξ) t0
, (5.7)

con

z(ξ) = α2ξ2 + i βξ + ν ∈ C.

Demostración: La demostración del Teorema 5.1 utiliza la transformada de Fourier

[171]. Se incluye aqúı la definición y algunas propiedades para aquellos lectores que

no están familiarizados con el tema.

Definición 5.2 Sea g ∈ L2(R) se define la transformada de Fourier [171] como

ĝ(ξ) :=
1√
2π

∫
R

e−iξx g(x) dx, ξ ∈ R. (5.8)

Equivalentemente. Sea ĝ ∈ L2(R) se define la antitransformada de Fourier [171]

como

g(x) :=
1√
2π

∫
R

eiξx ĝ(x) dξ, x ∈ R. (5.9)

La transformada de Fourier es un operador integral con diversas propiedades [171],

a continuación se mencionan las que serán de utilidad en este caṕıtulo.

Proposición 5.3 La transformada de Fourier es un operador lineal. Además, dada

g ∈ L2(R) vale ĝ′(ξ) = i ξ ĝ(ξ) [171].

Demostración: La demostración es inmediata, pues la linealidad de la transformada

de Fourier se obtiene de manera directa de la linealidad de la integral y la expresión

para la transformada de la derivada se obtiene integrando por partes.

Hecha esta aclaración se vuelve a la demostración del Teorema 5.1. Se utiliza la

definición de la transformada de Fourier (5.8) y la Proposición 5.3. El problema de
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identificación (5.6) se puede reescribir en el espacio de frecuencias
ût(ξ, t) = −z(ξ) û(ξ, t) + f̂(ξ), ξ ∈ R, t > 0,

û(ξ, t) = 0, ξ ∈ R, t = 0,

û(ξ, t) = ŷ(ξ), ξ ∈ R, t = t0 > 0,

(5.10)

donde

z(ξ) = α2ξ2 + i βξ + ν ∈ C.

El sistema (5.10) está representado por una ecuación ordinaria de primer orden no

homogénea con condiciones de borde. La solución anaĺıtica se obtiene de manera

inmediata

û(ξ, t) =
1− e−z(ξ) t

z(ξ)
f̂(ξ). (5.11)

Como û(ξ, t0) = ŷ(ξ), evaluando en t = t0 la Ecuación (5.11) se obtiene una expresión

para la fuente en espacio de frecuencias

f̂(ξ) = Λ(ξ)ŷ(ξ), (5.12)

donde

Λ(ξ) =
z(ξ)

1− e−z(ξ) t0
.

Equivalentemente, utilizando la Definción 5.9 (de la antitransformada de Fourier

(5.9)) resulta

f(x) =
1√
2π

∫
R

eiξxΛ(ξ)

 1√
2π

∫
R

eiξxy(x)dx

 dξ.

Lema 5.4 Bajo las hipótesis utilizadas hasta aqúı, el problema de identificación
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5.3. SOLUCIÓN DE REGULARIZACIÓN

(5.10) es un problema mal planteado en sentido de Hadamard, pues las soluciones

no vaŕıan de manera continua con los datos.

Demostración: Se denota f̂δ(ξ) = Λ(ξ)ŷδ(ξ). Es simple ver que

∥f̂ − f̂δ∥L2(R) = ∥Λ(ξ)(ŷ(ξ)− ŷδ(ξ))∥L2(R) = ∥Λ(ξ)∥L2(R)∥ŷ(ξ)− ŷδ(ξ)∥L2(R), (5.13)

por otra parte,

|Λ(ξ)| =
∣∣∣∣ z(ξ)

1− e−(α2ξ2+i βξ+ν) t0

∣∣∣∣ ≥ |z(ξ)|
1 + e−(α2ξ2+ν) t0

=
|α2ξ2 + ν + i βξ|
1 + e−(α2ξ2+ν) t0

, (5.14)

de lo obtenido en (5.14) resulta evidente que Λ(ξ) no está acotado, pues tiende a

infinito cuando ξ → ∞. Como puede verse en (5.13) este hecho amplifica el error

de las mediciones en altas frecuencias y esto puede conducir a un gran error de

estimación ∥f̂ − f̂δ∥L2(R) incluso para errores de observación o medición muy chicos.

En otras palabras, la solución del problema de identificación (5.10) no vaŕıa de

forma continua con los datos, lo que implica que éste está mal planteado en sentido

de Hadamard [100].

Cuando un problema inverso resulta mal planteado es necesario recurrir a un método

de regularización que estabilice la solución. En la Sección 5.3 se utiliza un método

de regularización con la finalidad de estabilizar la solución de nuestro problema

particular.

5.3. Solución de Regularización

En esta sección, se propone un operador de regularización asociado al método de

regularización de cuasi-reversibilidad [150]. Se demuestra la existencia del parámetro
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de regularización que conduce a un método convergente y se incluyen cuestiones

teóricas básicas relacionadas con los operadores de regularización. Los lectores que

no estén familiarizados con este tema pueden encontrar más información en [83,139].

Definición 5.5 Sea T : Y −→ X, X e Y espacios de Hilbert y T un operador aco-

tado. Una estrategia de regularización para T es una familia de operadores lineales

y acotados

Rµ : Y −→ X, µ > 0, / ĺım
µ→0+

Rµy = Ty, ∀y ∈ Y.

Para nuestro caso particular se define una familia paramétrica de operadores lineales

Rµ : L2(R) → L2(R) con µ ∈ R+, tal que

Rµŷ(ξ) :=
Λ(ξ)

1 + µ2ξ2
ŷ(ξ), (5.15)

donde Λ(ξ) está definido en (5.7), Rµ es una estrategia de regularización para Λ(ξ)

y µ es el parámetro de regularización.

Observación 5.6 Notar que el denominador de la expresión que define el opera-

dor lineal Rµ (5.15), fue introducido en la solución únicamente con propósitos de

estabilización.

Las propiedades de utilidad, a nuestros fines, de la familia paramétrica de los ope-

radores lineales, continuos y acotados {Rµ, µ > 0} definida en (5.15) se indican en

el siguiente resultado.

Teorema 5.7 Se considera el problema de identificación de la fuente f a partir de

datos ruidosos yδ(x) medidos en el instante t0 > 0, donde δ es el nivel de ruido

definido en (5.4).
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Sean funciones u y f que satisfacen la ecuación diferencial con condición inicialut(x, t) = α2uxx(x, t)− βux(x, t)− νu(x, t) + f(x), x ∈ R, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ R, t = 0

(5.16)

y sea {Rµ} la famila de operadores definida en (5.15).

Entonces, para toda y(x) = u(x, t0) existe una regla de elección de parámetro a-

priori para µ > 0 de forma tal que el par (Rµ, µ) es un método de regularización

convergente para el problema de identificación (5.16).

Demostración: El factor
Λ(ξ)

1 + µ2ξ2
está acotado para todo ξ ya que es continuo para

ξ ∈ R y

ĺım
ξ→∞

∣∣∣∣ Λ(ξ)

1 + µ2ξ2

∣∣∣∣ = ĺım
ξ→∞

∣∣∣∣ z(ξ)

(1− e−z(ξ)t0) (1 + µ2ξ2)

∣∣∣∣
= ĺım

ξ→∞

∣∣∣∣ z(ξ)

(1− e−(α2ξ2+iβξ+ν) t0) (1 + µ2ξ2)

∣∣∣∣ = α2

µ2
< ∞.

Por lo tanto, para cada parámetro µ > 0, el operador Rµ resulta lineal, continuo y

se tiene que

ĺım
µ→0+

Rµŷ = Λŷ,

donde ŷ ∈ L2(R), entonces Rµ es una estrategia de regularización para Λ. Por lo

tanto, según la Proposición 3.4 en [83], existe una regla de elección de parámetro

a priori µ tal que (Rµ, µ) es un método de regularización convergente para resolver

(5.12).

La solución regularizada del problema inverso en el espacio de frecuencia viene dada

por

f̂δ,µ =
Λ(ξ)

1 + µ2ξ2
ŷδ(ξ). (5.17)

Por lo tanto, una expresión aproximada para la función f , solución del problema
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dado en (5.16) es

fδ,µ(x) =
1√
2π

∫
R

eiξxRµŷδ(ξ) dξ =
1√
2π

∫
R

eiξx
Λ(ξ)

1 + µ2ξ2
ŷδ(ξ) dξ. (5.18)

Equivalentemente

fδ,µ(x) =
1√
2π

∫
R

eiξx
Λ(ξ)

1 + µ2ξ2

 1√
2π

∫
R

eiξxy(x)dx

 dξ.

5.4. Análisis del Error

Con la finalidad de analizar el comportamiento de la regularización, se introducen

primero algunos resultados que se utilizarán más adelante para obtener una cota del

error entre la fuente f(x) y su estimación fδ,µ(x).

5.4.1. Resultados Auxiliares

Lema 5.8 Sea ω ∈ C con Re(ω) > 0 entonces

∣∣∣∣ 1

1− e−ω

∣∣∣∣ ≤ 1

1− e−Re(ω)
.

Demostración: Se utiliza la fórmula de Euler para números complejos y se tiene que

∣∣1− e−ω
∣∣2 = (

1− e−Re(ω)
)2

+ 2e−Re(ω) (1− cos (Im(ω))) ≥
(
1− e−Re(ω)

)2
,

por lo tanto,

∣∣1− e−ω
∣∣ ≥ 1− e−Re(ω) =⇒

∣∣∣∣ 1

1− e−ω

∣∣∣∣ ≤ 1

1− e−Re(ω)
,
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con lo que se finaliza la prueba.

Lema 5.9 La función f : R+ → R definida por f(x) =


x

1− e−x
, 0 < x < 1,

1

1− e−x
, 1 ≤ x,

satisface f(x) < 2.

Demostración: Primero, se considera f en (0, 1). Diferenciando, en este caso, se tiene

f ′(x) =

(
x

1− e−x

)′

=
1 + e−x(−1 + x)

(1− e−x)2
> 0,

la función f es creciente en (0, 1). Luego
x

1− e−x
≤ 1

1− e−1
.

Por otro lado, para x > 1, se tiene

f ′(x) =

(
1

1− e−x

)′

=
−e−x

(1− e−x)2
< 0,

la función f es decreciente ∀x > 1. Luego
x

1− e−x
≤ 1

1− e−1
.

Entonces, f(x) <
1

1− e−1
< 2, lo que completa la prueba.

Lema 5.10 Sea ρ ∈ R. Si 0 < µ < 1 se tiene
|ρ|

1 + ρ2µ2
≤ 1

2µ
. Además, para

α2, ν > 0 es válida la siguiente desigualdad
α2ρ2 + ν

1 + ρ2µ2
≤ máx

{
ν,

α2

µ2

}
.

Demostración: Para todo ρ ∈ R vale

0 ≤ (1− |ρ|µ)2 = 1− 2|ρ|µ+ |ρ|2µ2 =⇒ 1 + |ρ|2µ2 ≥ 2|ρ|µ.

Además, como µ > 0 se obtiene la primer inecuación,

|ρ|
1 + ρ2µ2

≤ 1

2µ
.
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Por otra parte, sea k(ρ) :=
α2ρ2 + ν

1 + ρ2µ2
entonces k′(ρ) =

2ρ(α2 − νµ2)

(1 + ρ2µ2)2
y k tiene un

solo punto cŕıtico ρ = 0. Se consideran tres casos:

α2 = νµ2: se tiene k(ρ) = ν, constante ∀ρ ∈ R.

α2 < νµ2: entonces la función k alcanza su valor máximo global ν en ρ = 0.

α2 > νµ2: k es una función par y creciente para ρ >0 con ĺım
ρ→±∞

k(ρ) =
α2

µ2
se

tiene k(ρ) ≤ α2

µ2
.

Lo que completa la prueba.

Lema 5.11 Sea α2, β, ν, t0 > 0 y 0 < µ < 1 entonces∣∣∣∣ Λ(ξ)

1 + µ2ξ2

∣∣∣∣ ≤ 2

µ2
máx

{
1

t0
+

β

2νt0
; ν + α2 +

β

2

}
.

Demostración: Utilizando la Ecuación (5.7) y el Lema 5.8 se obtiene la siguiente

desigualdad ∣∣∣∣ Λ(ξ)

1 + µ2ξ2

∣∣∣∣ ≤ |α2ξ2 + ν + βξi|
(1− e−(α2ξ2+ν) t0)(1 + µ2ξ2)

.

Si (α2ξ2 + ν) t0 ≥ 1 : Usando la desigualdad triangular, el Lema 5.9, el Lema 5.10

y 0 < µ < 1 se consigue

|α2ξ2 + ν + βξi|
(1− e−(α2ξ2+ν) t0)(1 + ξ2µ2)

≤ 2

(
α2ξ2 + ν

1 + ξ2µ2
+

β|ξ|
1 + ξ2µ2

)
≤ 2máx

{
ν,

α2

µ2

}
+

β

µ

≤ 2

µ2

(
ν + α2 +

β

2

)
.

Si (α2ξ2 + ν) t0 ∈ (0, 1): Observar que
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|α2ξ2 + ν + βξi|
(1− e−(α2ξ2+ν) t0)(1 + ξ2µ2)

≤ (α2ξ2 + ν) t0
(1− e−(α2ξ2+ν) t0)(1 + ξ2µ2) t0

+
β|ξ| (α2ξ2 + ν) t0

(1− e−(α2ξ2+ν) t0)(1 + ξ2µ2) (α2ξ2 + ν) t0
.

Se utiliza el Lema 5.9, el Lema 5.10, 0 < µ < 1 y se tiene

(α2ξ2 + ν) t0
(1− e−(α2ξ2+ν) t0)(1 + ξ2µ2) t0

+
β|ξ| (α2ξ2 + ν) t0

(1− e−(α2ξ2+ν) t0) (1 + ξ2µ2)(α2ξ2 + ν) t0

≤ 2

(
1

(1 + ξ2µ2) t0
+

β|ξ|
(1 + ξ2µ2)(α2ξ2 + ν) t0

)
≤ 2

(
1

(1 + ξ2µ2) t0
+

β

2µ(α2ξ2 + ν) t0

)
≤ 2

(
1

t0
+

β

2µνt0

)
≤ 2

µ2t0

(
1 +

β

2ν

)
.

Lema 5.12 Si 0 < µ < 1 entonces vale la siguiente desigualdad

sup
ξεR

∣∣∣∣(1 + ξ2)−p/2

(
1− 1

1 + ξ2µ2

)∣∣∣∣ ≤ máx
{
µp, µ2

}
.

Demostración: Sea

Ω(ξ) := (1 + ξ2)−p/2

(
1− 1

1 + ξ2µ2

)
.

Se considera para la demostración tres casos.

Caso 1 (|ξ| ≥ ξ0 :=
1
µ
). Entonces

Ω(ξ) ≤ (1 + ξ2)−p/2 ≤ |ξ|−p ≤ ξ−p
0 = µp. (5.19)

Caso 2 (|ξ| < 1). Entonces

Ω(ξ) = ξ2µ2(1 + ξ2)−p/2 ≤ µ2. (5.20)
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Caso 3 (1 ≤ |ξ| < ξ0). Entonces

Ω(ξ) =
ξ2µ2

1 + ξ2µ2
(1 + ξ2)−p/2 ≤ ξ2−pµ2

1 + ξ2µ2
≤ ξ2−pµ2.

Si 0 < p ≤ 2, se tiene

Ω(ξ) ≤ ξ2−p
0 µ2 = µp. (5.21)

Si p > 2, se tiene

Ω(ξ) ≤ ξ2−pµ2 = µ2. (5.22)

Se combinan las expresiones dadas por (5.19),(5.20), (5.21), (5.22) y se concluye la

prueba.

5.4.2. Cota Anaĺıtica del Error

En esta sección se brinda una expresión para la cota anaĺıtica del error cometido

al aproximar la fuente real f con la obtenida mediante el método de regularización

fδ,µ.

Definición 5.13 La norma en el espacio de Sobolev Hp(R), p > 0 se define como

∥f∥Hp(R) :=

∫
R

|f̂ |2
(
1 + ξ2

)p
dξ

1/2

. (5.23)

Mediante la Definición (5.23) se da una técnica de elección de parámetro para la

regularización propuesta y se encuentra una expresión anaĺıtica que acota el error

de estimación. Esto, se puede ver en el siguiente resultado.

Teorema 5.14 Se considera el problema inverso de determinar la fuente f(x) en

(5.6). Sea fδ,µ(x) la solución de regularización dada en (5.18) y se asume que f está

acotada en Hp(R) para algún 0 < p < ∞ (5.23). Si se elige
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µ2 =

(
δ

δM

)2/p+2

< 1, (5.24)

entonces existe una constante K independiente de δ tal que

∥f − fδ,µ∥L2(R) ≤ K máx

{(
δ

δM

)2/p+2

,

(
δ

δM

)p/p+2
}
.

Demostración: Por simplicidad de notación de ahora en adelante se denota ∥ · ∥ =

∥ · ∥L2(R).

Se define f̂µ(ξ) :=
Λ(ξ)

1 + µ2ξ2
ŷ(ξ), luego

∣∣∣f̂(ξ)− f̂µ(ξ)
∣∣∣ = ∣∣∣∣f̂(ξ)− Λ(ξ)

1 + µ2ξ2
ŷ(ξ)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f̂(ξ)(1− 1

1 + ξ2µ2

)
(1 + ξ2)p/2

(1 + ξ2)p/2

∣∣∣∣ ,
reordenando

∣∣∣f̂(ξ)− f̂µ(ξ)
∣∣∣ ≤ sup

ξ∈R

∣∣∣∣(1 + ξ2)−p/2

(
1− 1

1 + ξ2µ2

)∣∣∣∣ ∣∣∣f̂(ξ)(1 + ξ2)p/2
∣∣∣ .

Se utiliza la definición de la norma en el espacio de Sobolev (Hp(R)) dada por la

expresión (5.23),

∥f̂(ξ)− f̂µ(ξ)∥ ≤ sup
ξ∈R

∣∣∣∣(1 + ξ2)−p/2

(
1− 1

1 + ξ2µ2

)∣∣∣∣ ∥f∥Hp(R). (5.25)

Por la desigualdad triangular se tiene

∥f̂ − f̂δ,µ∥ ≤ ∥f̂ − f̂µ∥+ ∥f̂µ − f̂δ,µ∥. (5.26)

A partir de las desigualdades (5.25)-(5.26) junto con la definición de la fuente regu-

larizada (5.17) se obtiene∥∥∥f̂ − f̂δ,µ

∥∥∥ ≤ sup
ξ∈R

∣∣∣∣(1 + ξ2)−p/2

(
1− 1

1 + ξ2µ2

)∣∣∣∣ ∥f∥Hp(R)+sup
ξ∈R

∣∣∣∣ Λ(ξ)

1 + ∥ξ∥2µ2

∣∣∣∣ ∥ŷ − ŷδ∥ .
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Utilizando el Lema 5.11, el Lema 5.12 y la suposición de que el error en los datos

está acotado (∥ŷ − ŷδ∥ ≤ δ) se tiene que

∥f̂ − f̂δ,µ∥ ≤ máx
{
µp, µ2

}
∥f∥Hp(Rn) +

2δ

µ2
máx

{
1

t0
+

β

2νt0
; ν + α2 +

β

2

}
.

Se utiliza µ2 =

(
δ

δM

)p/2

, la identidad de Parseval [171] y la linealidad de la trans-

formada de Fourier,

∥f − fδ,µ∥ =
∥∥∥f̂ − f̂δ,µ

∥∥∥ ≤ Kmáx

{(
δ

δM

)2/p+2

,

(
δ

δM

)p/p+2
}
, (5.27)

donde

K = C + 2 δM
4

p+2 máx

{
1

t0
+

β

2νt0
; ν + α2 +

β

2

}
,

y C es la cota de la norma Hp(R) de f . Es decir,

∥f∥Hp(R) :=

∫
R

|f̂ |2
(
1 + ξ2

)p
dξ

1/2

< C.

Observación 5.15 Notar que la cota (5.27) satisface

∥f − fδ,µ∥ −→ 0 si δ −→ 0,

lo que significa que la fuente estimada converge a la función fuente cuando el ruido

en los datos tiende a 0.

Observación 5.16 Observar que el caso p = ∞ no se incluye en las hipótesis del

Teorema 5.14, el motivo es que en este caso

∥f − fδ,µ∥ =
∥∥∥f̂ − f̂δ,µ

∥∥∥ ≤ K ̸= 0.
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Observación 5.17 Notar que la cota obtenida para el error de regularización (5.27)

es de tipo Hölder y solo depende de la suavidad de la fuente y los parámetros del

modelo matemático.

5.5. Ejemplos Numéricos

En esta sección se consideran cuatro ejemplos concretos de estimación de fuente

para ilustrar el rendimiento del operador de regularización.

Para cada uno de los ejemplos abordados en esta sección, se eligen diferentes valores

para los parámetros del problema de identificación de la fuente (α2, β, ν, t0). Además,

se considera, para simular el ruido en los datos, un conjunto de valores de desviación

estándar {ϵ1, ..., ϵk}. El espacio se discretiza de manera uniforme y un conjunto de

datos {yδ1 , ..., yδN} se obtiene a partir de la evaluación de la solución u(x, t) en un

instante de tiempo fijo dado t0 y agregando ruido, es decir,

yδi = y(xi) + ϵi, i = 1, ..., N, xi ∈ G,

donde G es una discretización uniforme en R elegida y ϵi, i = 1, ..., N son realizaciones

de la variable aleatoria normalmente distribuida η con media 0 y desviación ϵ. Al

denotar yi = y(xi), i = 1, .., N y teniendo en cuenta el nivel de ruido δ que satisface

(5.4), el error

y − yδ = (y1, ..., yN)− (yδ1 , ..., yδN ) = (ϵ1, ..., ϵN),

es numéricamente calculado mediante el método de integración de Simpson, este

cálculo, permite obtener un valor aproximado del error y − yδ que depende directa-

mente del ruido. Se puede observar que el nivel de ruido δ es función de la desviación
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estándar ϵ, es decir, δ = δ(ϵ). En la práctica, el valor δM dado en (5.4) se obtiene a

partir de los errores de calibración y medición de los instrumentos utilizados. Aqúı se

elige como el valor máximo de δ. Luego se calcula {ŷδ1 , ..., ŷδN} mediante la transfor-

mada FFT (Fast Fourier Transform) [268] y se obtiene la solución de regularización

fδ,µ dada en (5.18) usando la anti-transformada rápida de Fourier [81, 268], donde

el parámetro de regularización µ es elegido de acuerdo a (5.24), es decir,

µ2 =

(
δ

δM

)2/p+2

.

Para cada uno de los ejemplos se grafican los resultados de las fuentes estimadas

sin regularizar y las que se obtuvieron luego de la utilización del método de re-

gularización presentado en este caṕıtulo. Se incluye además, un cuadro de errores

para cada ejemplo. En estos cuadros se consideran los errores relativos y los erro-

res absolutos, las perturbaciones utilizadas para la construción de las mismas son

{ϵ1; ...; ϵ5} = {0, 01; 0, 03; 0, 05; 0, 08; 0, 1}.

Observación 5.18 El lector puede notar que en algunos ejemplos el p considerado

para la recuperación de la fuente f no se corresponde, pues f no está en ese espacio

de Hilbert. Estos ejemplos se incluyeron igual con la finalidad de observar que la

recuperación es razonable incluso en esos casos.

Ejemplo 5.19 Para este ejemplo se consideran los siguientes parámetros α2 = 2×

10−5m2/s; β = 1 × 10−5m/s; ν = 1 1/s; N = 1001; t0 = 1 s y t0 = 5 s. Además,

los valores de perturbaciones utilizados son ϵ ∈ {0, 2; 0, 15; 0, 1; 0, 05}. Por último,

la fuente a estimar en este caso es
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f(x) =


−1, 0 ≤ x < 10,

1, 10 ≤ x ≤ 20,

0, en otro caso.

(5.28)
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Figura 5.1: Ejemplo 5.19: Fuentes no regularizadas (izquierda) con t0 = 1 s (arriba),
t0 = 5 s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con t0 = 1 s, p = 0, 3 (arriba),
t0 = 5 s, p = 1 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

ϵ ∥f − fδ∥ ∥f − fδ,µ∥

0,01 0,2305 0,0049
0,03 0,2875 0,0149
0,05 0,3215 0,0242
0,08 0,4135 0,0350
0,10 0,4756 0,0372

∥f − fδ∥/∥f∥ ∥f − fδ,µ∥/∥f∥

0,0364 0,0007
0,0454 0,0023
0,0508 0,0038
0,0653 0,0055
0,0752 0,0058

Cuadro 5.1: Ejemplo 5.19: Errores absolutos y relativos de estimación asumiendo
t0 = 1 s y p = 1.

La fuente (5.28) que se recupera en el Ejemplo 5.19 es de interés en la teoŕıa de

señales [149, 190]. Este tipo de funciones resulta ser un ejemplo habitual en los

problemas de recuperación de fuentes [288, 289]. Esto se debe principalmente a que

al ser una función discontinua puede aparecer el fenómeno de Gibbs [81,268]. Dicho

fenómeno indica que cuando se desarrolla una función en serie de Fourier y ésta no

es continua en la región considerada, es posible que no haya una buena precisión en

los entornos de las discontinuidades.

Como se puede visualizar en los gráficos de la Figura 5.1, el operador de regulariza-

ción utilizado suaviza al operador inverso haciendo que la recuperación sea estable.

La estimación de la fuente resulta estable para diferentes valores temporales de toma

de medición t0 y para diferentes valores de p. Como es de esperarse, la estimación

mejora para valores más chicos de perturbación ϵ.

En el Cuadro 5.1 se incluyen los errores relativos y absolutos de estimación que

también muestran la bondad del método. Los errores relativos vaŕıan de 3, 64%

a 7, 52% para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el error

relativo se encuentra entre 0, 07% y 0, 58%. Por ejemplo, para el caso ϵ = 0, 03, el

error relativo de la estimación de la fuente sin regularizar es de 4, 54% y el error

relativo que se obtiene luego de aplicar la estrategia de regularización explicada en

este caṕıtulo es 0, 23%.
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Ejemplo 5.20 Para este ejemplo se consideran los siguientes parámetros α2 =

1m2/s; β = 0m/s; ν = 0 1/s; N = 1001; t0 = 0, 1 s y t0 = 0, 5 s. Además, los

valores de perturbaciones utilizados son ϵ ∈ {0, 01; 0, 007; 0, 003; 0, 001}. Por último,

la fuente a estimar en este caso es

f(x) =


(
−x3

4
+ 3x

2

)
e

−x2

4 , 0 ≤ x ≤ 10,

0, en otro caso.

(5.29)
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Fuente estimada regularizada (t0 = 0, 5, p = 0, 2)
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 Exacta

Figura 5.2: Ejemplo 5.20: Fuentes no regularizadas (izquierda) con t0 = 0, 1 s (arri-
ba), t0 = 0, 5 s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con t0 = 0, 1 s, p = 2
(arriba), t0 = 0, 5 s, p = 0, 2 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

ϵ ∥f − fδ∥ ∥f − fδ,µ∥

0,01 0,1495 0,0203
0,03 0,4847 0,0233
0,05 0,7555 0,0246
0,08 1,1381 0,0256
0,10 1,6812 0,0286

∥f − fδ∥/∥f∥ ∥f − fδ,µ∥/∥f∥

0,0975 0,0132
0,3162 0,0152
0,4928 0,0160
0,7424 0,0167
1,0967 0,0187

Cuadro 5.2: Ejemplo 5.20: Errores absolutos y relativos de estimación asumiendo
t0 = 1 s y p = 1.

La fuente (5.29) que se recupera en el Ejemplo 5.20 es de interés en problemas

de transferencia de calor. Ver por ejemplo, [79]. Este tipo de funciones resulta ser

un ejemplo habitual en los problemas de recuperación de fuentes en procesos de

transferencia de calor [288, 289]. El Ejemplo 5.20 resulta interesante, pues ese tipo

de fuentes ya han sido recuperadas mediante enfoques diferentes en problemas más

simples donde se utiliza, en lugar de la ecuación parabólica completa, la ecuación

de calor donde solo la difusión es tenida en cuenta [277–279].

Como se puede visualizar en los gráficos de la Figura 5.2, el operador de regulariza-

ción utilizado, nuevamente, suaviza al operador inverso haciendo que la recuperación

sea estable. La estimación de la fuente resulta estable para diferentes valores tem-

porales de toma de medición t0 y para diferentes valores de p. Como es de esperarse,

la estimación mejora para valores más chicos de perturbación ϵ.

En el Cuadro 5.2 se incluyen los errores relativos y absolutos de estimación que

también muestran el buen desempeño del método. Los errores relativos vaŕıan de

9, 75% a 109, 67% para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el

error relativo se encuentra en 1, 32% y 1, 87%. Por ejemplo, para el caso ϵ = 0, 03,

el error relativo de la estimación de la fuente sin regularizar es de 31, 62% y el error

relativo que se obtiene luego de aplicar la estrategia de regularización explicada en

este caṕıtulo es 1, 52%.
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Ejemplo 5.21 Para este ejemplo se consideran los siguientes parámetros α2 =

0, 5m2/s; β = 0m/s; ν = 0, 5 1/s; N = 1001; t0 = 0, 1 s y t0 = 0, 5 s. Además, los

valores de perturbaciones utilizados, en este caso, son ϵ ∈ {0, 01; 0, 005; 0, 001; 0, 0005}.

Por último, la fuente a estimar es

f(x) =

cos(x), 0 ≤ x ≤ 2π,

0, en otro caso.

(5.30)
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Figura 5.3: Ejemplo 5.21: Fuentes no regularizadas (izquierda) con t0 = 0, 1 s (arri-
ba), t0 = 0, 5 s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con t0 = 0, 1 s, p = 1
(arriba), t0 = 0, 5 s, p = 0, 2 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

ϵ ∥f − fδ∥ ∥f − fδ,µ∥

0,01 0,0675 0,0246
0,03 0,1970 0,0267
0,05 0,3148 0,0268
0,08 0,5422 0,0280
0,10 0,6696 0,0302

∥f − fδ∥/∥f∥ ∥f − fδ,µ∥/∥f∥

0,0267 0,0097
0,0781 0,0105
0,1248 0,0106
0,2150 0,0111
0,2655 0,0120

Cuadro 5.3: Ejemplo 5.21: Errores absolutos y relativos de estimación asumiendo
t0 = 1 s y p = 1.

La fuente (5.30) que se recupera en el Ejemplo 5.21 es de interés en diversos proble-

mas de distintas caracteŕısticas por las particularidades que esta función presenta.

Es una función continua, derivable y periódica. Este tipo de funciones resulta ser

un ejemplo habitual en los problemas de recuperación y/o identificación de fuentes

tanto en la teoŕıa de señales [149, 190] como diferentes problemas de transferencia

de calor [288,289].

Como se puede visualizar en los gráficos de la Figura 5.3 el operador de regularización

utilizado, nuevamente, suaviza al operador inverso haciendo que la recuperación sea

estable. La estimación de la fuente resulta estable para diferentes valores temporales

de toma de medición t0 y para diferentes valores de p. Como es de esperarse, nueva-

mente, la estimación mejora notoriamente para valores más chicos de perturbación

ϵ.

En el Cuadro 5.3 se incluyen los errores relativos y absolutos de estimación que

también muestran el buen desempeño del método. Los errores relativos vaŕıan de

2, 67% a 26, 55% para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el

error relativo se encuentra entre 0, 97% y 1, 20%. Por ejemplo, para el caso ϵ = 0, 03,

el error relativo de la estimación de la fuente sin regularizar es de 7, 81% y el error

relativo que se obtiene luego de aplicar la estrategia de regularización explicada en

este caṕıtulo es 1, 06%.
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Ejemplo 5.22 Para este ejemplo se consideran los siguientes parámetros α2 =

2m2/s; β = 0m/s; ν = 1 1/s; N = 1001; t0 = 0, 2 s y t0 = 2 s. Además, los valores

de perturbaciones utilizados, en este caso, son ϵ ∈ {0, 001; 0, 002; 0, 003; 0, 004}. Por

último, la fuente a estimar es

f(x) =

−x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1,

0, en otro caso.

(5.31)
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Figura 5.4: Ejemplo 5.22: Fuentes no regularizadas (izquierda) con t0 = 0, 2 s (arri-
ba), t0 = 2 s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con t0 = 0, 2 s, p = 2 (arriba),
t0 = 2 s, p = 4 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

ϵ ∥f − fδ∥ ∥f − fδ,µ∥

0,01 0,1296 0,0084
0,03 0,4745 0,0127
0,05 0,6478 0,0143
0,08 1,1978 0,0178
0,10 1,2561 0,0185

∥f − fδ∥/∥f∥ ∥f − fδ,µ∥/∥f∥

0,1586 0,0103
0,5807 0,0156
0,7927 0,0176
1,4854 0,0219
1,5390 0,0225

Cuadro 5.4: Ejemplo 5.22: Errores absolutos y relativos de estimación asumiendo
t0 = 1 s y p = 1.

La fuente (5.31) que se recupera en el Ejemplo 5.22 es de interés en diversos proble-

mas de distintas caracteŕısticas por las particularidades que esta función presenta.

Si bien, es una función continua, tiene un punto donde no es derivable. Muchas veces

la recuperación se dificulta en dichos puntos. Debido a esto, este tipo de funciones

resulta también, ser un ejemplo habitual en los problemas de recuperación de fuen-

tes, tanto en la teoŕıa de señales [149, 190] como en problemas de transferencia de

calor [288,289].

Como se puede visualizar en los gráficos de la Figura 5.4 el operador de regulari-

zación, nuevamente, suaviza al operador inverso haciendo que la recuperación sea

estable. La estimación de la fuente resulta estable para diferentes valores temporales

de toma de medición t0 y para diferentes valores de p. Como es de esperarse, nueva-

mente, la estimación mejora notoriamente para valores más chicos de perturbación

ϵ.

En el Cuadro 5.4 se incluyen los errores de estimación que también muestran el

buen desempeño del método. Los errores relativos vaŕıan de 15, 86% a 153, 90%

para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el error relativo se

encuentra entre 1, 03% y 2, 25%. Por ejemplo, para el caso ϵ = 0, 03 el error relativo

de la estimación de la fuente sin regularizar es de 58, 07% y el error relativo que se

obtiene luego de aplicar la estrategia de regularización explicada en este caṕıtulo es
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de 1, 56%.

Observación 5.23 Notar que los errores de aproximación de la fuente regularizada

para los Ejemplos 5.20, 5.21 y 5.22 son considerables con respecto a los obtenidos

en el Ejemplo 5.19. Esto resulta razonable frente al tamaño de los errores de re-

cuperación que se obtienen al utilizar el operador inverso(sin aplicar el método de

regularización).

5.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se trata el problema inverso de identificar la fuente en una ecuación

parabólica completa a partir de mediciones ruidosas. Se brinda una solución anaĺıti-

ca para el problema de estimación y se muestra a partir de ésta que el problema

está mal planteado, pues dicha solución no es estable. Con la finalidad de abordar

este inconveniente, se define una familia de operadores de regularización diseñado

espećıficamente para compensar el factor de inestabilidad en el operador inverso.

Además, se incluye una regla de elección para los parámetros de regularización que

se basa en el nivel de ruido de los datos y la suavidad de la fuente a identificar.

Se demuestra que para la regla de elección de parámetros propuesta el método es

estable. Se obtiene una cota para el error de estimación cometido que resulta ser

óptima ya que es de tipo Hölder.

Se incluyen diversos ejemplos numéricos de recuperación de fuentes que pertenecen

a diferentes espacios de Hilbert y se observa que en todos ellos se obtiene un buen

desempeño del enfoque de regularización adoptado. Por otra parte, se comparan

las fuentes recuperadas mediante el operador inverso con las obtenidas utilizando el

operador de regularización y se concluye que el método de regularización propuesto,

ofrece una mayor precisión en la estimación de las fuentes consideradas.
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Caṕıtulo 6

Un Problema con Interfaz

Los problemas de transferencia de calor en materiales multicapa o con interfaz sólido-

sólido han sido muy estudiados en los últimos años debido a las múltiples y diferentes

aplicaciones que se han encontrado en la ciencia y la ingenieŕıa [63,138,145,208,297,

298]. Estos problemas tienen aplicaciones directas en distintas industrias, entre las

más importantes, la metalúrgica [166], la tecnológica y electrónica [46], la automotriz

[66], la aeroespacial [25] y la aviación [223].

El avance de la tecnoloǵıa requiere materiales con propiedades térmicas, eléctricas,

magnéticas, acústicas y ópticas particulares, debido a eso se han estudiado las pro-

piedades en la interfaz de diferentes combinaciones de materiales. Entre las más

analizadas se tienen las siguientes duplas: Al-Cu [294], Al-Si [270], Cu-Cu [290,294],

Cu-Si [290], Cu-Al [285], Si-Ge [269], Pb-Sn [105, 189], Pn-Sn [223], Pb-Al [166],

Sn-Pb [225], Zn-Zn [195], Ti-Al [104].

Entre las diferentes propiedades en la interfaz, las que resultan de mayor interés en

la bibliograf́ıa son: la tensión [294], la adhesión [284], la resistencia térmica [201,290],

la corrosión [223], la conductividad eléctrica [166,263] y conductividad térmica [225],

entre otras [117,119].
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6.1. PRESENTACIÓN DEL PROBLEMA

Debido a la importancia y a la gran cantidad de aplicaciones de los materiales

multicapa, se incluye en esta tesis un segundo problema directo que consiste en

el proceso de transferencia de calor en una barra compuesta por dos segmentos

consecutivos con interfaz sólido-sólido, embebida en un fluido (ĺıquido o gaseoso). El

problema puede considerarse como la transferencia de calor a través de un material

de dos capas, donde el proceso de transferencia de calor ocurre en una sola dirección,

perpendicular a las capas. Se obtiene una expresión para la solución anaĺıtica del

problema sujeto a ciertas condiciones de borde. La solución anaĺıtica se obtiene

mediante métodos de Fourier [96,143].

Por otro lado, debido a que la expresión de la solución anaĺıtica hallada es muy

compleja, se aborda numéricamente el problema de interés utilizando diferencias fi-

nitas [177,184,232] centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal.

La solución obtenida brinda información útil sobre los perfiles espacio-temporales

de temperatura u(x, t). Se imponen condiciones de estabilidad y se testea la conver-

gencia del método con diferentes ejemplos numéricos.

6.1. Presentación del Problema

El problema a analizar puede ser considerado como el transporte de enerǵıa térmica

en una barra de longitud L [m] y diámetro d [m] totalmente aislada en su superficie

lateral, donde L ≫ d. El proceso de difusión, resulta unidimensional. Se considera

que la barra está construida con dos tramos consecutivos de materiales homogéneos

(material A y material B) ambos isótropos, por lo que los coeficientes de difusividad

térmica α2
A, α

2
B [m2/s] se suponen constantes. El tramo de la barra construida con

el material A tiene una longitud l [m] y el tramo construido con el material B tiene

una longitud L− l [m]. Por otra parte, se supone que la unión de ambos materiales

es perfecta, por lo que no hay resistencia térmica en la interfaz.
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El problema descripto en los párrafos anteriores se modeliza, en este caso, con el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales acopladas de tipo

parabólicas ut(x, t) = α2
Auxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

ut(x, t) = α2
Buxx(x, t), l < x < L, t > 0.

(6.1)

Debido a que se desprecia la resistencia térmica, se pueden imponer condiciones de

igualdad de temperatura y flujo en la interfaz. Es decir,u(x+, t) = u(x−, t), x = l, t > 0,

κB ux(x
+, t) = κA ux(x

−, t), x = l, t > 0,

(6.2)

donde κA y κB [W/m ◦C] representan los coeficientes de conductividad térmica de

los materiales A y B respectivamente,


u(l−, t) = ĺım

x→l−
u(x, t), t > 0,

u(l+, t) = ĺım
x→l+

u(x, t), t > 0.

(6.3)

Se supone además, que la temperatura en el borde izquierdo de la barra está con-

trolada por una fuente a temperatura constante F [◦C],

u(x, t) = F, x = 0, t > 0, (6.4)

el borde derecho de la barra queda libre, en contacto con el fluido, dando lugar al

fenómeno de convección, que se modela como

κB ux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0, (6.5)

donde h [W/(m2◦C)] es el coeficiente de transferencia de calor por convección.
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Por último, se considera que en el instante inicial toda la barra, salvo en los bordes,

se encuentra a temperatura ambiente.

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0. (6.6)

El problema directo a resolver consiste en hallar la temperatura u(x, t) suponiendo

que todos los parámetros de las Ecuaciones (6.1)-(6.6) son conocidos. La Figura 6.1

muestra de manera esquemática el problema directo de interés donde se aprecian

las condiciones de borde y los diferentes colores indican los distintos segmentos de

la barra.

Figura 6.1: Esquema del problema con interfaz.

6.2. Estado Estacionario

Se aborda primero el problema presentado en la Sección 6.1 en estado estacionario.

Es decir, cuando la temperatura en cada punto de la barra ya no cambia con el

tiempo. En este apartado se obtiene una expresión anaĺıtica para la solución del

problema y se consideran ejemplos numéricos que nos brindan información sobre los

perfiles de temperatura.

6.2.1. Solución Anaĺıtica

El problema dado por las Ecuaciones (6.1)-(6.6) puede ser reformulado y plantea-

do en estado estacionario (independiente de la variable temporal). En el siguiente

resultado se muestra esta reformulación.
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Teorema 6.1 Sean κA, κB, Ta, F, L, l, h ∈ R+ tal que F > Ta y L > l. Dada la

función ue satisface ue(·) ∈ C2 ((0, l)) y ue(·) ∈ C2 ((l, L)), el problema eĺıptico dado

por 

u′′
e(x) = 0, 0 < x < l,

u′′
e(x) = 0, l < x < L,

ue(x) = F, x = 0,

κB u′
e(x) = −h (ue(x)− Ta), x = L,

ue(x
+) = ue(x

−), x = l,

κB u′
e(x

+) = κA u′
e(x

−), x = l,

(6.7)

tiene como solución

ue(x) =


F +

κBh(Ta − F )

η
x, 0 ≤ x ≤ l,

F +
lh(κB − κA)(Ta − F )

η
+

κAh(Ta − F )

η
x, l < x ≤ L,

(6.8)

donde

η = κAκB + κAhL+ (κB − κA)hl. (6.9)

Demostración: Debido a que la derivada segunda de la función ue se anula en los in-

tervalos (0, l) y (l, L) resulta que dicha función es lineal en cada uno de los intervalos

considerados.

Por lo tanto, la función ue resulta ser lineal a trozos. Es decir,ue(x) = A+Bx, 0 < x < l,

ue(x) = C +Dx, l < x < L,

donde A,B,C y D son coeficientes constantes que dependen de los parámetros del

problema y se determinan a partir de las condiciones de borde y de interfaz del
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sistema (6.7).

Utilizando estas condiciones se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, donde las

incógnitas son las constantes A,B,C y D.



A = F,

κBD = −h(C +DL− Ta),

A+Bl = C +Dl,

κAB = κBD.

(6.10)

El expresión (6.10) es un sistema lineal de 4 ecuaciones y 4 incógnitas, es decir 4×4,

que tiene solución única dada por



A = F,

B =
κBh(Ta − F )

η
,

C = F +
lh(κB − κA)(Ta − F )

η
,

D =
κAh(Ta − F )

η
,

donde η viene dado por (6.9). Tal como se queŕıa demostar.

Observación 6.2 En el caso particular donde la interfaz se encuentra en el medio

de la barra (l = L
2
) la temperatura en el borde derecho de la misma (ue(L)) está dada

por

ue(L) = F +
L
2
h(Ta − F )(κA + κB)

κAκB + L
2
h(κA + κB)

.

Debido a que en este caso, ue(L) depende de la suma y el producto de las conduc-

tividades térmicas, la temperatura en la punta derecha de la barra no cambia si se

invierte el orden de los materiales.
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Observación 6.3 La solución (6.8)-(6.9) es consistente, pues si se considera κ =

κA = κB (es decir que los materiales A y B son iguales) se obtiene

ue(x) = F +
h(Ta − F )

ς
x, 0 ≤ x ≤ L,

donde

ς = κ+ hL.

Esta solución coincide con la que se obtiene en un problema estacionario de trans-

ferencia de calor en una barra homogénea, considerando las mismas condiciones de

borde que en (6.7). Ver, por ejemplo [260].

6.2.2. Ejemplos Numéricos

En esta subsección se abordan dos ejemplos numéricos con diferentes materiales

y distintas ubicaciones para la posición de interfaz. Esto permite visualizar como

cambia el perfil estacionario de temperaturas al modificar el punto de contacto para

diferentes materiales.

Se considera una barra de longitud L = 1m compuesta por dos materiales diferentes,

consecutivos, en contacto. Los datos utilizados para los gráficos son: F = 100 ◦C y

Ta = 25 ◦C. El coeficiente de transferencia de calor (h) se determina según lo expli-

cado en el Caṕıtulo 4. Las conductividades térmicas para los materiales considerados

se encuentran en el Cuadro 2.2.

Ejemplo 6.4 En este ejemplo se considera el perfil espacial estacionario de tem-

peraturas para distintas duplas de materiales y diferentes posiciones de puntos de

contacto.

En el gráfico de la izquierda de la Figura 6.2 se visualizan los perfiles estacionarios
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de temperatura para barras conductoras de Cobre-Aluminio y Aluminio-Cobre para

l = 0, 3m y l = 0, 5m. Se observa que si el punto de contacto se encuentra en

el medio de la barra, entonces la ubicación de los dos materiales a izquierda o a

derecha no influye en el valor de la temperatura estacionaria que se alcanza en

el borde derecho; esto no ocurre si el punto de contacto no está exactamente en

el medio. Esto se corresponde directamente con lo comentado en la Observación

6.2. Por ejemplo, para el la barra de Aluminio-Cobre (l = 0, 3m) la temperatura

estacionaria en el borde derecho de la misma es ue(L) = 97, 6 ◦C y para la barra

de Cobre-Alumino (l = 0, 3m) se tiene que ue(L) = 96, 9 ◦C. Sin embargo, para

los casos de las barras Aluminio-Cobre (l = 0, 5m) y Cobre-Alumino (l = 0, 5m)

la temperatura estacionaria en el borde derecho es la misma y es aproximadamente

ue(L) = 97, 4 ◦C.
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Figura 6.2: Ejemplo 6.4: Perfiles estacionarios de temperatura para diferentes ma-
teriales y distintos puntos de contacto.

En el gráfico de la derecha de la Figura 6.2 se visualizan los perfiles estacionarios

de temperatura para barras de Plomo-Aluminio, Plata-Hierro y Hierro-Niquel para

l = 0, 2m, l = 0, 8m y l = 0, 5m respectivamente. Los casos utilizados se correspon-

den con tres situaciones bien diferenciadas, éstas son: κA < κB (Plomo-Aluminio),

κA > κB (Plata-Hierro) y κA
∼= κB (Hierro-Niquel) (el śımbolo ∼= indica que las con-

ductividades térmicas son similares desde el punto de vista f́ısico). En este gráfico se
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puede apreciar cómo se relacionan las pendientes de las rectas dependiendo de cada

situación particular. Si se observan las pendientes en módulo, se ve que para el caso

de la barra de Plomo-Aluminio (l = 0, 2m) la pendiente cambia de mayor a menor,

para el caso de la barra de Plata-Hierro (l = 0, 8m) la pendiente cambia de menor

a mayor y para el caso de la barra de Hierro-Niquel (l = 0, 5m) las pendientes son

muy semejantes.

Ejemplo 6.5 En este ejemplo se considera el perfil espacial estacionario de tem-

peraturas para barras de Plomo-Material donde l = 0, 6m y Material-Plata donde

l = 0, 4m para diferentes materiales.
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Figura 6.3: Ejemplo 6.5: Perfiles estacionarios de temperatura para barras de Plomo-
Material (izquierda) y Material-Plata (derecha) con diferentes materiales.

En el gráfico de la izquierda de la Figura 6.3 se visualizan los perfiles estaciona-

rios de temperatura para barras conductoras de Plomo-Material (l = 0, 4m) para

distintos materiales. Se observa que en el primer tramo los perfiles estacionarios de

temperatura son muy parecidos, eso se relaciona con que el primer material es el

mismo para las diferentes barras. Los segundos tramos se diferencian en relación

con la conductividad térmica de cada material; pues, materiales más conductivos

alcanzan mayor temperatura. Observar, por ejemplo, que para el caso Plomo-Hierro

la temperatura estacionaria en el borde derecho de la barra es ue(L) = 87, 6 ◦C y
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para la barra de Plomo-Cobre se tiene que ue(L) = 91, 7 ◦C.

En el gráfico de la derecha de la Figura 6.3 se muestran los perfiles estacionarios de

temperatura para barras conductoras de Material-Plata (l = 0, 4m) para distintos

materiales. Se observa como se relacionan las pendientes de las rectas en cada caso.

El segundo tramo para las distintas barras son rectas paralelas; eso se debe a que

el segundo material es el mismo para los diferentes casos. Nuevamente se visualizan

diferencias relacionadas con la conductividad térmica de los materiales. Observar,

por ejemplo, que para el caso Plomo-Plata la temperatura estacionaria en el borde

derecho de la barra es ue(L) = 91, 6 ◦C y para la barra de Cobre-Plata se tiene que

ue(L) = 98, 2 ◦C. Esto se corresponde con los resultados teóricos dado que materiales

más conductivos conducen el calor con mayor facilidad y por tal motivo alcanzan

mayor temperatura.

6.3. Estado Evolutivo

En este apartado se aborda el problema transitorio o evolutivo descripto y esque-

matizado en la Sección 6.1 dado por las Ecuaciones (6.1)-(6.6). Luego de algunos

resultados auxiliares se obtiene uno particular que brinda una expresión anaĺıtica

para la solución transitoria o evolutiva.

Además, se obtiene una solución numérica, para el problema de interés, mediante

diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal. Por

otro lado, se discuten las condiciones necesarias para la estabilidad y convergencia

de las soluciones numéricas.

Se incluyen experimentos numéricos con diferentes duplas de materiales y distin-

tas ubicaciones del punto de interfaz. Estos experimentos brindan información de

utilidad sobre los perfiles espacio-temporales de temperatura.
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6.3.1. Resultados Auxiliares

En esta subsección se enuncian y se demuestran algunos resultados auxiliares que

son de utilidad para encontrar una expresión anaĺıtica de la solución del problema

definido y esquematizado en la Sección 6.1.

Lema 6.6 Sean a, b, c ∈ R+ y g : D ⊂ R+ → R, g(x) = cx+ arctg

(
tg(ax)

b

)
.

Entonces la imagen de la función g contiene al conjunto de los números reales posi-

tivos. Es decir, R+ ⊆ Im(g).

Demostración: Basta con observar que arctg

(
tg(ax)

b

)
es una función real acotada.

Entonces al sumarle el término cx con c positivo, dado que cx tiende a infinito cuando

x tiende a infinito todos los reales positivos pertenecen al conjunto imagen de g.

Ejemplo 6.7 En la figura 6.4 se puede apreciar gráficamente la imagen de la fun-

ción g para dos casos particulares.
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g(x) = x + arctg(tg(3x)/2)

Figura 6.4: Casos particulares del Lema 6.6.

En el gráfico de la izquierda de la Figura 6.4 se observa que la imagen de la función g

es el conjunto de los números reales positivos. En el gráfico de la derecha se visualiza

que el conjunto imagen contiene a los números reales positivos ya que además, toma

una parte negativa.
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Corolario 6.8 Sean a, b, c,m ∈ R+ y g : D ⊂ R+ → R, g(x) = cx+arctg

(
tg(ax)

b

)
.

Entonces existe un conjunto infinito numerable de soluciones positivas de la siguiente

ecuación

tg(g(x)) = −mx. (6.11)

Demostración: Debido al Lema 6.6 se sabe que la función g(x) tiene como imagen un

conjunto que contiene a los números reales positivos. Esto implica que las funciones

tg(g(x)) y −mx se intersecan infinitas veces. Luego, se deduce que la Ecuación

(6.11) tiene un conjunto infinito numerable de soluciones positivas. Tal como se

queŕıa demostrar.

Ejemplo 6.9 En la Figura 6.5 se aprecian gráficamente algunas de las infinitas

soluciones positivas de la Ecuación (6.11) para dos casos particulares con diferentes

parámetros.
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Figura 6.5: Casos particulares de la Ecuación (6.11).

Observación 6.10 Por el Corolario 6.8 se sabe que la Ecuación (6.11) tiene infi-

nitas soluciones positivas, pero ésta es una ecuación trascendente y las soluciones

deben hallarse numéricamente para cada caso particular.
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El Cuadro 6.1 tiene, a manera de ejemplo, las primeras 10 soluciones positivas de

la ecuación

tg

(
x+ arctg

(
tg(2x)

3

))
= −x. (6.12)

utilizando tres d́ıgitos decimales de precisión.

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9 λ10

0,801 1,855 2,570 3,846 4,833 5,661 7,929 8,789 10,102 11,049

Cuadro 6.1: Primeras 10 soluciones positivas de la Ecuación (6.12).

Teorema 6.11 Sean α, κ, κB, l, L ∈ R+. Existe un conjunto infinito numerable de

soluciones positivas de la ecuación

tg(xL) =
−κBAx− hB

hA− κBBx
, (6.13)

donde

A = κα cos(αlx) cos(lx) + sen(αlx) sen(lx) (6.14)

y

B = sen(αlx) cos(lx)− κα cos(αlx) sen(lx). (6.15)

Demostración: Se reemplazan las expresiones (6.14),(6.15) en (6.13). Se multiplica

y se divide por cos(lx) y cos(αlx), se obtiene

tg(xL) =
−κBx [κα + tg(αlx) tg(lx)]− h [tg(αlx)− κα tg(lx)]

h [κα+ tg(αlx) tg(lx)]− κBx [tg(αlx)− κα tg(lx)]
, (6.16)

se manipula algebraicamente la expresión (6.16) y se tiene que

−κBx

h
=

tg(αlx)− κα tg(lx) + [κα + tg(αlx) tg(lx)] tg(Lx)

[κα + tg(αlx) tg(lx)]− tg(Lx) [tg(αlx)− κα tg(lx)]
, (6.17)
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operando (6.17) resulta que

−κBx

h
=

tg(αlx) [1 + tg(lx)tg(Lx)] + κα [tg(Lx)− tg(lx)]

κα [1 + tg(lx)tg(Lx)]− tg(αlx) [tg(Lx)− tg(lx)]
, (6.18)

se utiliza en (6.18) la relación

tg(θ1)± tg(θ2) = tg(θ1 ± θ2) [1∓ tg(θ1)tg(θ2)] (6.19)

y entonces
−κBx

h
=

tg(αlx) + κα tg ((L− l)x)

κα− tg(αlx) tg ((L− l)x)
. (6.20)

Se multiplica y se divide a (6.20) por κα y se obtiene

−κBx

h
=

tg(αlx)

κα
+ tg ((L− l)x)

1− tg(αlx)

κα
tg ((L− l)x)

,

equivalentemente

−κBx

h
=

tg

(
arctg

(
tg(αlx)

κα

))
+ tg ((L− l)x)

1− tg

(
arctg

(
tg(αlx)

κα

))
tg ((L− l)x)

, (6.21)

se utiliza en (6.21) la relación (6.19) y se obtiene

−κBx

h
= tg

(
arctg

(
tg(αlx)

κα

)
+ (L− l)x

)
.

Debido al Corolario 6.8 queda probado el Teorema 6.11.

Teorema 6.12 Dados κA, κB, α
2
A, α

2
B, h, L, l ∈ R+, ζ1, ζ2 ∈ R. Sean las funciones

X, T que satisfacen X ∈ C2((0, l)), X ∈ C2((l, L)) y T ∈ C1((0,∞)), entonces el

sistema acoplado
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

X ′′(x)− ζ1X(x) = 0, 0 < x < l,

X ′′(x)− ζ2X(x) = 0, l < x < L,

T ′(t)− ζ1α
2
AT (t) = T ′(t)− ζ2α

2
BT (t) = 0, t > 0,

X(x) = 0, x = 0,

κBX(x) = −hX(x), x = L,

X(x+) = X(x−), x = l,

κBX
′(x+) = κAX

′(x−), x = l,

(6.22)

tiene como solución

X(x) =
∞∑
n=1

sen(αλnx), 0 ≤ x ≤ l,

X(x) =
∞∑
n=1

κα cos(αλnl) sen(λn(x− l)) + sen(αλnl) cos(λn(x− l)), l < x ≤ L,

T (t) =
∞∑
n=1

Ce−λn
2α2

Bt, t > 0,

(6.23)

con n ∈ N, κ =
κA

κB

, α =

√
α2
B

α2
A

=
αB

αA

y λn son las soluciones positivas de la

Ecuación (6.13)-(6.15).

Demostración: La parte espacial del sistema (6.22) depende de las variables de sepa-

ración ζi con i = 1, 2. Como se vio en el Lema 2.5 el problema da solución distinta de

la trivial si los autovalores son negativos. Es decir, existe λi ∈ R+ tal que ζi = −λ2
i

con i = 1, 2 de forma tal queX(x) = A1 sen(λ1x) +B1 cos(λ1x), 0 ≤ x ≤ l,

X(x) = A2 sen(λ2x) +B2 cos(λ2x), l < x ≤ L.

(6.24)

De la parte temporal del sistema (6.22) se obtiene que λ2
1 α

2
A = λ2

2 α
2
B o equivalente-
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mente λ1 = αλ2 donde α =
αB

αA

. Luego

T = Ce−(αλ2)2 α2
A t = Ce−λ2

2 α
2
B t, t > 0, C ∈ R, (6.25)

utilizando (6.25)en (6.24), se obtiene

X(x) = A1 sen(αλ2x) +B1 cos(αλ2x), 0 ≤ x ≤ l,

X(x) = A2 sen(λ2x) +B2 cos(λ2x), l < x ≤ L.

(6.26)

Debido a la condición X(0) = 0 sigue que B1 = 0 y como la primera ecuación

de la expresión (6.26) vale para cualquier valor de A1 se considera, sin pérdida de

generalidad, A1 = 1.

Para simplificar la notación se sustituye λ2 = λ, A = A2 y B = B2 con lo que el

sistema (6.26) se puede reescribir

X(x) = sen(αλx), 0 ≤ x ≤ l,

X(x) = Asen(λx) +Bcos(λx), l < x ≤ L.

(6.27)

Por otra parte, utilizando la condición κBX
′(L) = −hX(L) se obtiene que λ es la

solución de la ecuación

tg(xL) =
−κBAx− hB

hA− κBBx
, (6.28)

donde A y B se determinan a partir de las condiciones de interfaz dadas porsen(αλl) = Asen(λl) +B cos(λl),

κ α cos(αλl) = Acos(λl) +B sen(λl),

(6.29)

donde κ =
κA

κB

. Se resuelve el sistema (6.29) y se obtienen los valores de A y B cuyas

expresiones son
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A = κα cos(αlλ) cos(lλ) + sen(αlλ) sen(lλ),

B = sen(αlλ) cos(lλ)− κα cos(αlλ) sen(lλ).

(6.30)

Por el Teorema 6.11 se sabe que la ecuación (6.28) donde A y B vienen dados por

la expresión (6.30), tiene un conjunto infinito numerable de soluciones. Es decir,

0 < λ1 < λ2 < λ3.... Debido a esto se denota λn = λ y se reemplaza (6.30) en (6.27).

Se utiliza el principio de superposición [47] con lo que se obtiene (6.23) tal como se

queŕıa demostrar.

6.3.2. Solución Anaĺıtica

En esta subsección se da una expresión anaĺıtica para la solución del problema

de interés. Éste fue presentado y esquematizado en la Sección 6.1, su formulación

matemática viene dada por un sistema de tipo parabólico formado con las ecuaciones

(6.1)-(6.6).

Teorema 6.13 Sean α2
A, α

2
B, κA, κB, F, h, Ta, L, l ∈ R+ tal que F > Ta y L > l.

Dada la función u que satisface u(·, t) ∈ C2 ((0, l)), u(·, t) ∈ C2 ((l, L)) y u(x, ·) ∈

C1 ((0,∞)), el problema parabólico



ut(x, t) = α2
Auxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

ut(x, t) = α2
Buxx(x, t), l < x < L, t > 0,

u(x, t) = F, x = 0, t > 0,

κB ux(x, t) = −h (u(x, t)− Ta), x = L, t > 0,

u(x+, t) = u(x−, t), x = l, t > 0,

κB ux(x
+, t) = κA ux(x

−, t), x = l, t > 0,

u(x, t) = Ta, 0 < x < L, t = 0,

(6.31)
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tiene como solución

u(x, t) = ue(x) + φ(x, t), 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

donde

ue(x) =


F +

κBh(Ta − F )

η
x, 0 ≤ x ≤ l,

F +
lh(κB − κA)(Ta − F )

η
+

κAh(Ta − F )

η
x, l < x ≤ L,

con

η = κAκB + κAhL+ (κB − κA)hl

y φ(x, t) = X(x)T (t) donde X(·), T (·) están dados por



X(x) =
∞∑
n=1

sen(αλnx), 0 ≤ x ≤ l,

X(x) =
∞∑
n=1

κα cos(αλnl) sen(λn(x− l)) + sen(αλnl) cos(λn(x− l)), l < x ≤ L,

T (t) =
∞∑
n=1

Ce−λn
2α2

Bt, t > 0,

(6.32)

para n ∈ N, κ =
κ1

κ2

, α =
αB

αA

, λn son las soluciones positivas de la Ecuación

(6.13)-(6.15) y C viene dado por

C = 2(Ta − F )


1− 1

η

[
κBh

αλn

sen(αλnl) + κA(κB + h(L− l))cos(αλnl)

]
αλnl − cos(αλnl)sen(αλnl)

 . (6.33)

Demostración: Se considera la siguiente sustitución u(x, t) = ue(x)+φ(x, t), la cual

se reemplaza en el sistema (6.31) y se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones de

tipo parabólico con las condiciones que debe satisfacer la función φ(x, t).
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

φt(x, t) = α2
Aφxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

φt(x, t) = α2
Bφxx(x, t), l < x < L, t > 0,

φ(x, t) = 0, x = 0, t > 0,

κB φx(x, t) = −hφ(x, t), x = L, t > 0,

φ(x+, t) = φ(x−, t), x = l, t > 0,

κB φx(x
+, t) = κA φx(x

−, t), x = l, t > 0,

φ(x, t) = Ta − ue(x), 0 < x < L, t = 0.

(6.34)

Se utiliza separación de variables [47], es decir, se supone que existen funciones

X(·), T (·) que satisfacen X ∈ C2 ((0, l)), X ∈ C2 ((l, L)) y T ∈ C1 ((0,∞)) tales que

φ(x, t) = X(x)T (t). Se reemplaza en el sistema (6.34) y se obtiene



X(x)T ′(t) = α2
AX

′′(x)T (t), 0 < x < l, t > 0,

X(x)T ′(t) = α2
BX

′′(x)T (t), l < x < L, t > 0,

X(x)T (t) = 0, x = 0, t > 0,

κB X ′(x)T (t) = −hX(x)T (t), x = L, t > 0,

X(x+)T (t) = X(x−)T (t), x = l, t > 0,

κB X ′(x+)T (t) = κAX ′(x−)T (t), x = l, t > 0,

X(x)T (t) = Ta − ue(x), 0 < x < L, t = 0.

(6.35)

De las primeras dos ecuaciones del sistema (6.35) se deduce que existen ζi ∈ R con

i = 1, 2 tal que

ζi =
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

α2T (t)
=⇒

X ′′(x)− ζiX(x) = 0,

T ′(t)− ζiα
2T (t) = 0.
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Es decir,

ζ1 =
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

α2T (t)
=⇒

X ′′(x)− ζ1X(x) = 0,

T ′(t)− ζ1α
2T (t) = 0

(6.36)

y

ζ2 =
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

α2T (t)
=⇒

X ′′(x)− ζ2X(x) = 0,

T ′(t)− ζ2α
2T (t) = 0.

(6.37)

Utilizando las Ecuaciones dadas por la expresiones (6.36)-(6.37) en el sistema (6.34)

se obtiene

X ′′(x)− ζ1X(x) = 0, 0 < x < l,

X ′′(x)− ζ2X(x) = 0, l < x < L,

T ′(t)− ζ1α
2
AT (t) = T ′(t)− ζ2α

2
BT (t) = 0, t > 0,

X(x) = 0, x = 0, t > 0,

κB X ′(x) = −hX(x), x = L, t > 0,

X(x+) = X(x−), x = l, t > 0,

κB X ′(x+) = κAX ′(x−), x = l, t > 0,

X(x)T (t) = Ta − ue(x), 0 < x < L, t = 0.

(6.38)

Por el Teorema 6.12 la solución del sistema (6.38) viene dada por el conjunto de

ecuaciones (6.32) donde el parámetro C se determina mediante la condición inicial.

Es decir, se utiliza

X(x)T (t) = Ta − ue(x), 0 < x < l, t = 0 (6.39)

o

X(x)T (t) = Ta − ue(x), l < x < L, t = 0. (6.40)
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Si se toma, por caso, (6.39) se tiene que

∞∑
n=1

Csen(αλnx) = (Ta − F )

[
1− κBh

η
x

]
.

De donde se deduce que C representa los coeficientes del desarrollo en serie de fun-

ciones propias de la función (Ta−F )

[
1− κBh

η
x

]
y por definición [47] se determinan

según

C =

∫ l

0

(Ta − F )

[
1− κBh

η
x

]
sen(αλnx)∫ l

0

sen2(αλnx)

dx, (6.41)

luego de integrar por partes (6.41) se obtiene (6.33). Con esta última observación se

concluye la prueba.

Observación 6.14 Al tomar κC = κA = κB y α2
M = α2

A = α2
B (es decir que los

materiales A y B son iguales) se obtiene

ue(x) = F +
h(Ta − F )

η
x, 0 ≤ x ≤ L,

donde η se reduce a η = κC + hL. Además, α = κ = 1 lo que implica que usando la

relación

sen(θ1 + θ2) = sen(θ1) cos(θ2) + sen(θ2) cos(θ1),

se tiene que X(·) y T (·) se reescriben como


X(x) =

∞∑
n=1

sen(λnx), 0 ≤ x ≤ L,

T (t) =
∞∑
n=1

Ce−λn
2α2

M t, t > 0,
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donde C para este caso viene dado por

C =
2(Ta − F )

λn

h

Lh+ κC cos2(λnL)
.

Por último, los autovalores λn son las infinitas soluciones positivas de la ecuación

tg(xL) = −κC

h
x.

Resulta entonces que la solución del Teorema 6.13 es consistente, pues para el caso

κC = κA = κB , α2
M = α2

A = α2
B coincide con la que se obtiene en un problema de

transferencia de calor en una barra homogénea considerando las mismas condiciones

de borde que en (6.31). Ver, por ejemplo [260].

6.3.3. Solución Numérica

Debido a que la expresión anaĺıtica dada en el Teorema 6.13 es muy dif́ıcil de abordar,

se trata numéricamente, mediante diferencias finitas centradas en la variable espacial

y hacia delante en la variable temporal, el problema de interés. Más detalles sobre

el método numérico pueden verse en el Apéndice A.

Para ello se define una malla bidimensional similar a la propuesta en 2.14 pero en

ésta se tiene en cuenta la interfaz. Es decir,

P = {(xi, tj)/ i = 1, 2, ..., NL; j = 1, 2, ...,M ; xi ∈ Px, tj ∈ Pt},

donde

Px =

{x1 < · · · < xi < · · · < xNl, xi = (i− 1)∆x, i = 1, ..., Nl},

{xNl < xNl+1 < · · · < xi < · · · < xNL, xi = (i− 1)∆x, i = Nl, ..., NL}
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y

Pt = {t1 < · · · < tj < · · · < tM , tj = (j − 1)∆t, j = 1, ...,M}.

Espećıficamente Px es la partición asociada a la variable espacial x, Pt la corres-

pondiente partición asociada a la variable temporal t. ∆x, ∆t son los pasos de

discretización espacial y temporal respectivamente, estos se determinan numérica-

mente y se definen en una malla equidistante como ∆x = xi−xi−1 y ∆t = ti− tj−1.

El siguiente resultado permite ver la forma general de la discretización por diferen-

cias finitas centradas en el espacio y hacia delante en el tiempo de nuestro problema

particular dado por el sistema (6.31).

Lema 6.15 Sean α2
A, α

2
B, κA, κB, F, h, Ta, L, l ∈ R+ tal que F > Ta y L > l. Da-

da la función u que satisface u(·, t) ∈ C2 ((0, l)), u(·, t) ∈ C2 ((l, L)) y u(x, ·) ∈

C1 ((0,∞)), la discretización del problema parabólico dado en (6.31) utilizando di-

ferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la variable tem-

poral tiene la siguiente expresión



ui,j+1 = τ1 (ui+1,j + ui−1,j) + (1− 2τ1)ui,j, i = 2, ..., Nl − 1, j = 2, ...,M,

ui,j+1 = τ2 (ui+1,j + ui−1,j) + (1− 2τ2)ui,j, i = Nl + 1, ..., NL − 1, j = 2, ...,M,

ui,j = F, i = 1, j = 1, ...,M,

ui,j =
h∆xTa + κB ui−1,j

κB + h∆x
, i = NL, j = 2, ...,M,

ui,j =
κB ui+1,j + κA ui−1,j

κA + κB

, i = Nl, j = 2, ...,M,

ui,j = Ta, i = 2, ..., N, j = 1,

(6.42)

donde ui,j = u(xi, tj) y

τ1 =
α2
A∆t

(∆x)2
, τ2 =

α2
B∆t

(∆x)2
. (6.43)
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Demostración: Solo basta observar que según lo desarrollado en el Apéndice A, se

tiene que

ut =
ui,j+1 − ui,j

∆t
, ux =

ui+1,j − ui−1,j

2∆x
, uxx =

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

(∆x)2
. (6.44)

Se reemplazan las expresiones (6.44) en el sistema (6.31) y se obtiene (6.42)-(6.43)

tal como se queŕıa demostrar.

Lema 6.16 Se puede garantizar para el problema algebraico (6.42) una precisión de

primer orden en el tiempo y de segundo orden en el espacio.

Demostración: La demostración de este resultado surge de manera inmediata debido

a la Observación A.4 realizada en el Apéndice A.

Lema 6.17 Las soluciones numéricas del problema discreto (6.42)obtenidas me-

diante diferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la

variable temporal resultan estables y convergentes sii

máx
{
α2
A, α

2
B

}
<

(∆x)2

2∆t
. (6.45)

Demostración: Según [177] las soluciones numéricas del problema (6.42) son estables

y convergentes sii

τ1, τ2 <
1

2
,

equivalentemente

máx {τ1, τ2} <
1

2
. (6.46)

Se reemplazan las Ecuaciones (6.43) en (6.46) y se obtiene (6.45). Tal como se queŕıa

probar.
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6.3.4. Ejemplos Numéricos

En esta subsección se consideran dos ejemplos numéricos para el problema (6.42)

donde el fluido disipativo es aire. Se grafican los perfiles temporales de temperatura

en la interfaz y en el borde derecho de la barra. También se grafican los perfiles

espaciales de temperatura para diferentes instantes de tiempo. Además, se obtienen

distribuciones donde se visualizan los perfiles espacio-temporales para diferentes

combinaciones de materiales.

Los pasos de discretización (espacial y temporal) y los parámetros f́ısicos utilizados

en las simulaciones numéricas son: ∆x = 0, 01m; ∆t = 0, 1 s; L = 1m; F = 100 ◦C;

Ta = 25 ◦C. El coeficiente de transferencia de calor (h) se determina según lo expli-

cado en el Caṕıtulo 4. Las propiedades térmicas del fluido se obtienen de [51]. Los

coeficientes de conductividad y difusividad térmica para los diferentes materiales

considerados fueron tomados del Cuadro 2.2.

Ejemplo 6.18 En este ejemplo se considera el proceso de difusión para barras de

Plomo-Material utilizando diferentes materiales. La posición de interfaz elegida es

l = 0, 6m.

En la Figura 6.6 se pueden ver los perfiles temporales de temperatura en la interfaz

(x = l) de la barra y en el borde derecho de la misma (x = L).

Se aprecia que en la interfaz las temperaturas en el estado estacionario son muy

similares para los diferentes materiales. Tal como se observó en la Figura 6.3, esto se

debe a que el primer material es el mismo para las diferentes barras consideradas. Por

otra parte, en el borde derecho de la barra, los resultados numéricos se corresponden

cualitativamente con los anaĺıticos [49]. La combinación Plomo-Material alcanzan

mayores valores de temperatura cuando el material es más conductivo (valores más

altos de coeficiente de conductividad térmica). Esto tiene sentido f́ısico dado que
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como el primer material en todas las barras es el mismo, el segundo material es

el que determina cuáles son las duplas que alcanzan mayor temperatura. Ver por

ejemplo, que en la punta derecha (x = L) a t = 50h la temperatura en la barra

de Plomo-Plomo es aproximadamente de 91 ◦C y en la barra de Plomo-Plata es de

95 ◦C.
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Figura 6.6: Ejemplo 6.18: Perfiles temporales de temperatura para barras de Plomo-
Material utilizando diferentes materiales. En la interfaz (x = l) (izquierda) y en el
borde derecho de la barra (x = L) (derecha).

En la Figura 6.7 se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura

a lo largo de toda la barra) para dos instantes particulares de tiempo t = 5h y

t = 45h.

Se visualiza como a las 5 horas (t = 5h) ninguna de las barras alcanzan el estado es-

tacionario; por ejemplo, la barra de Plomo-Plomo ni siquiera tiene comportamiento

lineal a trozos. Sin embargo, a las 45 horas (t = 45h) todas las barras alcanza-

ron dicho estado. También queda en evidencia que las barras que llegan a mayor

temperatura son las que están construidas con materiales más conductivos (conduc-

tividades térmicas mayores). Ver por ejemplo, que a t = 45h en x = 0, 8m la barra

de Plomo-Plomo está a una temperatura de aproximadamente 92, 5◦C y la barra

de Plomo-Plata a una temperatura de 94, 2◦C. Para el mismo instante de tiempo

en x = 1m la barra de Plomo-Plomo se encuentra a una temperatura de 90, 5◦C
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y la barra de Plomo-Plata a una temperatura de 93, 9◦C. Por otra parte, como se

ve en la Figura 6.7 (derecha) el perfil espacial de temperaturas para tiempos altos

tiende a tener un comportamiento lineal a trozos como se probó en el Teorema 6.1.

Además, se visualiza que los segundos tramos son casi constantes para los materia-

les más conductivos. Esto se debe a que al ser buenos conductores alcanzan mayor

temperatura.
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Figura 6.7: Ejemplo 6.18: Perfiles espaciales de temperatura para barras de Plomo-
Material utilizando diferentes materiales. Para t = 5h (izquierda) y t = 45h (dere-
cha).

En la Figura 6.8 se pueden ver los perfiles espacio-temporales de temperatura para

una barra de Plomo-Hierro (izquierda) y una de Plomo-Cobre (derecha).

Figura 6.8: Ejemplo 6.18: Distribución de temperatura. Plomo-Hierro (izquierda) y
Plomo-Cobre (derecha).
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Se aprecian distribuciones similares aunque la correspondiente a la barra de Plomo-

Cobre presenta un color rojo más intenso para tiempos altos y posiciones cercanas

al borde derecho de la barra (x = L). Esto se relaciona directamente con que el

Cobre es un material más conductivo y difusivo que el Hierro, motivo por el cual se

alcanzan temperaturas más altas en tiempos más corto.

Ejemplo 6.19 En este ejemplo se considera el proceso de difusión para barras com-

puestas por Material-Plata utilizando diferentes materiales. La posición de interfaz

elegida es l = 0, 4m.

En la Figura 6.9 se pueden ver los perfiles temporales de temperatura en la interfaz

(x = l) y en el borde derecho de la barra (x = L).
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Figura 6.9: Ejemplo 6.19: Perfiles temporales de temperatura para barras de
Material-Plata utilizando diferentes materiales. En la interfaz (x = l) (izquierda)
y en el borde derecho de la barra (x = L) (derecha).

Se aprecia que en la interfaz las temperaturas en el estado estacionario son muy

similares para los diferentes materiales, salvo para la barra de Plomo-Plata que a las

25 horas (t = 25h) aún no alcanza dicho estado. Las leves diferencias que existen

en cuanto a la temperatura en la interfaz, se deben a las distintas conductividades

térmicas de los materiales del primer tramo de la barra. En el borde derecho de la

barra, los resultados numéricos se corresponden cualitativamente con los anaĺıticos
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[49] dado que la combinación Material-Plata alcanza mayores valores de temperatura

cuando el material es más conductivo (valores más altos de conductividad térmica).

Ver por ejemplo, que en la punta derecha (x = L) a t = 25h la temperatura en la

barra de Plomo-Plata es aproximadamente de 95 ◦C y en la barra de Cobre-Plata

es de 99 ◦C.

Además, en ambos gráficos se visualiza que si el primer material es más difusivo,

la temperatura aumenta con mayor velocidad. Esto se debe a que como el segundo

material es el mismo en todas las barras, el primero resulta determinante en cuánto a

la velocidad de aumento de temperatura. Por ejemplo, en x = l a las 5 horas (t = 5h)

la barra de Plomo-Plata se encuentra a una temperatura de 70 ◦C mientras que la

de Cobre-Plata está a una temperatura de 98 ◦C. En el mismo instante de tiempo

pero en el borde derecho (x = L) las mismas barras se encuentran aproximadamente

68 ◦C y 97 ◦C respectivamente.

En la Figura 6.7 se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura

a lo largo de toda la barra) para dos instantes particulares de tiempo t = 2h y

t = 15h.
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Figura 6.10: Ejemplo 6.19: Perfiles espaciales de temperatura para barras de
Material-Plata utilizando diferentes materiales. Para t = 2h (izquierda) y t = 15h
(derecha).

En la Figura 6.10 se visualiza cómo a las 2 horas (t = 2h) ninguna de las barras
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alcanza el estado estacionario. Sin embargo, a las 15 horas (t = 15h) todas las barras,

menos la de Plomo-Plata, alcanzaron dicho estado. También queda en evidencia

que las barras que llegan a mayor temperatura son las que están construidas con

materiales más conductivos. La explicación de este hecho se debe, nuevamente, a

que como el segundo material es el mismo en todas las barras, el primero resulta

determinante en la temperatura que se alcanza en el borde derecho. Ver, por ejemplo,

que a las 15h en x = 0, 8m la barra de Plomo-Plomo está a una temperatura

aproximada de 91, 9 ◦C y la barra de Plomo-Plata se encuentra a una temperatura

99, 3 ◦C. En el mismo instante de tiempo en x = 1m la barra de Plomo-Plomo

alcanza una temperatura de 91, 7 ◦C y la barra de Plomo-Plata se encuentra a una

temperatura aproximada de 99, 1 ◦C.

Por otra parte, como se ve en la Figura 6.10 (derecha) el perfil espacial de tempe-

raturas para tiempos altos tiende a tener un comportamiento lineal a trozos como

se probó en el Teorema 6.1. Además, se visualiza que los gráficos correspondientes

a segundos tramos son paralelos, eso se debe a que los segundos materiales son los

mismos para todas las duplas consideradas.

En la Figura 6.11 se pueden ver los perfiles espacio-temporales de temperatura para

una barra de Niquel-Plata (izquierda) y una de Aluminio-Plata (derecha).

Figura 6.11: Ejemplo 6.19: Distribución de temperatura. Niquel-Plata (izquierda) y
Aluminio-Plata (derecha).
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Se distingue claramente la diferencia en el comportamiento del modelo, lo cual, se

relaciona directamente con que el Aluminio es un material mucho más conductivo

y difusivo que el Niquel. Por este motivo, la barra de Aluminio-Plata alcanza tem-

peraturas más altas en tiempos menores que la barra de Niquel-Plata. Este hecho

se visualiza en el gráfico, pues en la figura de la derecha predomina un color rojo

intenso.

Observación 6.20 Notar que para la elección de parámetros realizada en cada uno

de los ejemplos se satisface la condición de convergencia y estabilidad dada por

la expresión (6.45). Esta expresión indica que las soluciones numéricas resultan

estables y convergentes si se cumple la siguente relación

máx
{
α2
A, α

2
B

}
<

(∆x)2

2∆t
. (6.47)

Los pasos de discretización utilizados en los Ejemplos 6.18-6.19 son: ∆x = 0, 01m;

∆t = 0, 1 s. Se reemplazan estos datos en la expresión (6.47) y se obtiene,

máx
{
α2
A, α

2
B

}
< 5× 10−4. (6.48)

Como se puede ver en el Cuadro 2.2, la inecuación dada en (6.48), se satisface para

todas las duplas de materiales considerados.

6.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se modela el proceso de transferencia de calor a lo largo de una

barra compuesta por dos segmentos consecutivos con interfaz sólido-sólido, donde

cada tramo corresponde a un material isótropo y homogéneo, embebida en un fluido

(ĺıquido o gaseoso) en movimiento con velocidad constante. El borde izquierdo de
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la misma permanece a temperatura constante, mientras que el derecho queda en

contacto con el fluido, dando lugar al fenómeno de convección.

Para modelizar este problema se utiliza un sistema acoplado de ecuaciones de tipo

parabólico con una condición de borde de tipo Dirichlet a izquierda y de tipo Robin

a derecha. Se halla la solución anaĺıtica para el problema estacionario y a partir de

métodos de Fourier, se obtiene una expresión para la solución anaĺıtica del problema

evolutivo de interés. Debido a que la expresión hallada es muy compleja para ser

usada en los ejemplos que aqúı se presentan, se resuelve el problema numéricamente

utilizando diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable

temporal. Se imponen condiciones de estabilidad y se testea la convergencia del

método con diferentes ejemplos numéricos.

Estos resultados muestran que los perfiles de temperatura obtenidos son consistentes

cualitativamente con la teoŕıa, pues estos resultan razonables en función de los datos

utilizados y son acordes con la f́ısica del problema, dado que si se comparan barras

donde uno de los materiales es el mismo, las que tienen el material diferente más

conductivo, alcanzan mayor temperatura y el más difusivo aumenta su temperatura

con mayor rapidez.
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Caṕıtulo 7

Localización del Punto de

Contacto

La localización del punto de contacto en problemas de transferencia de calor en

materiales multicapa o con interfaz sólido-sólido tiene diferentes aplicaciones en el

campo de la ingenieŕıa. Puede ser aplicado en la ingenieŕıa qúımica, para la de-

terminación de impurezas en diferentes materiales [16, 165] y para la separación de

metales por medio de poĺımeros [196, 293]. En la ingenieŕıa farmacéutica, para la

identificación de impurezas en medicamentos [95] y en la industria cosmética [11],

entre muchas otras aplicaciones que exceden el alcance de esta tesis.

En este caṕıtulo se presenta un problema inverso relacionado con el problema directo

que se estudió en el Caṕıtulo 6. Se propone la estimación de un nuevo parámetro

relacionado directamente con el problema de interfaz, éste es la determinación del

punto de contacto entre los materiales A y B [261].

Dado que la longitud l [m] permanece constante en todo el proceso de transferencia

de calor, se utiliza para la estimación, el problema en régimen estacionario y ésta se

realiza a partir de una única medición ruidosa de flujo térmico en el borde derecho
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de la barra (x = L).

Se obtiene una expresión anaĺıtica para la aproximación de la ubicación del punto de

contacto de los materiales. Se halla una cota para el error cometido en la aproxima-

ción que depende del ruido en la medición. Además, con la finalidad de conocer la

dependencia local del parámetro estimado con el dato, se realiza un estudio de elas-

ticidad. Ejemplos numéricos, de diferentes caracteŕısticas, muestran la utilización

del método propuesto.

7.1. Presentación del Problema

En esta sección se presenta formalmente el problema inverso que se va a estudiar.

Se busca determinar la ubicación del punto de contacto (l) entre los materiales A y

B bajo las hipótesis del Teorema 6.1.

La estimación se realiza mediante una medición ruidosa de flujo q en X = L (borde

derecho de la barra). Dado que el problema está en régimen estacionario, el flujo es

constante en toda la barra. Se denota por q [W/m2] al flujo térmico en x = L que

satisface

|q − qϵ| ≤ ϵ, ϵ > 0, (7.1)

donde qϵ representa la medición del flujo y ϵ el nivel de ruido en el dato del flujo.

Éste, se determina en la práctica, teniendo en cuenta el error de los instrumentos de

medición utilizados.

7.2. Determinación del Parámetro

En esta sección se resuelve de manera anaĺıtica el problema inverso de determinación

en cuestión, considerando que el problema de transferencia de calor se encuentra en
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régimen estacionario.

El siguiente resultado brinda una expresión anaĺıtica para el problema de estimación

de l que depende de los parámetros del modelo y del flujo térmico q en el borde

derecho de la barra (x = L).

Teorema 7.1 Sean κA, κB, Ta, F, L, h, q ∈ R+ tal que F > Ta, 0 < l < L, κA ̸= κB

y

qm =
κm h(F − Ta)

Lh+ κm

< q <
κM h(F − Ta)

Lh+ κM

= qM , (7.2)

donde κm = mı́n {κA, κB} ,

κM = máx {κA, κB} .
(7.3)

Dada la función ue que satisface ue(·) ∈ C2 ((0, l)) y ue(·) ∈ C2 ((l, L)), el problema

de determinación de l en

u′′
e(x) = 0, 0 < x < l,

u′′
e(x) = 0, l < x < L,

ue(x) = F, x = 0,

κB u′
e(x) = −h (ue(x)− Ta), x = L,

ue(x
+) = ue(x

−), x = l,

κB u′
e(x

+) = κA u′
e(x

−), x = l,

q = −κB u′
e(x), x = L,

(7.4)

tiene como solución

l =
κA κB

κB − κA

(
F − Ta

q
− 1

h
− L

κB

)
. (7.5)

Demostración: Se considera el sistema (7.4) sin la condición de flujo (última con-
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dición). Debido al Teorema 6.1 se conoce una relación entre la función ue y los

parámetros del modelo que viene dada por la expresión (6.8)-(6.9), ésta es

ue(x) =


F +

κB h(Ta − F )

η
x, 0 ≤ x ≤ l,

F +
lh (κB − κA)(Ta − F )

η
+

κA h(Ta − F )

η
x, l < x ≤ L,

(7.6)

donde

η = κA κB + κA hL+ (κB − κA)hl. (7.7)

Se utiliza la condición de flujo del sistema (7.4) aplicada a la Ecuación (7.6)-(7.7) y

se obtiene

q = −κB u′
e(L) =

κA κB h(F − Ta)

η
=

κA κB h(F − Ta)

κAκB + κAhL+ (κB − κA)hl
. (7.8)

Se despeja l de la Ecuación (7.8) y se obtiene la expresión (7.5) tal como se queŕıa

demostrar.

Dado que l es una función de q, corresponde ver que q satisface la condición necesaria

y suficiente para la existencia de l dada por (7.2)-(7.3). El problema de determinación

de l tiene sentido sii

0 < l < L,

equivalentemente

0 <
κA κB

κB − κA

(
F − Ta

q
− 1

h
− L

κB

)
< L. (7.9)

Ahora se analizan dos casos:

Caso 1: (κA < κB) Se opera algebraicamente a partir de (7.9) y se obtiene

κA h(F − Ta)

Lh+ κA

< q <
κB h(F − Ta)

Lh+ κB

. (7.10)
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Caso 2: (κA > κB) Se opera algebraicamente a partir de (7.9) y se obtiene

κB h(F − Ta)

Lh+ κB

< q <
κA h(F − Ta)

Lh+ κA

. (7.11)

Combinando las expresiones (7.10) y (7.11) se llega a (7.2)-(7.3) con lo que finaliza

la prueba.

Observación 7.2 Notar que las expresiones (7.2)-(7.3) brindan una condición ne-

cesaria y suficiente para el problema de determinación de l bajo las hipótesis del

Teorema 7.1.

7.3. Estimación del Error

En esta sección se obtiene una expresión anaĺıtica que acota el error cometido al

aproximar la ubicación del punto de interfaz (l) utilizando una medición ruidosa de

flujo térmico qϵ.

Independientemente de que el flujo medido (qϵ) cumpla las condiciones necesarias y

suficientes dadas por las Ecuaciones (7.2)-(7.3), existirá un error en la estimación del

punto de contacto que dependerá directamente del error (ϵ) en la medición de flujo.

El siguiente resultado muestra una cota para el error de estimación del problema de

interés.

Teorema 7.3 Se considera el problema inverso de determinación de la ubicación

del punto de interfaz (l) dado por (7.4). Sea lϵ la solución de aproximación que

depende de la medición ruidosa de flujo qϵ en x = L. Se supone que el flujo qϵ

satisface las condiciones dadas por (7.1)-(7.3). Entonces existe K ∈ R+ tal que

|l − lϵ| ≤ K,
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donde K viene dado por

K =
κA κB

|κB − κA| (F − Ta)

(
Lh+ κm

κm h

)2

ϵ.

Demostración: Debido a la Ecuación (7.5) se tiene que

lϵ =
κA κB

κB − κA

(
F − Ta

qϵ
− 1

h
− L

κB

)
. (7.12)

Considerando las expresiones (7.5) y (7.12) vale que

|l − lϵ| =
∣∣∣∣ κA κB

κB − κA

(
F − Ta

q
− 1

h
− L

κB

)
− κA κB

κB − κA

(
F − Ta

qϵ
− 1

h
− L

κB

)∣∣∣∣ ,
operando algebraicamente se obtiene

|l − lϵ| =
∣∣∣∣ κA κB

κB − κA

(
F − Ta

q
− F − Ta

qϵ

)∣∣∣∣ ,
equivalentemente

|l − lϵ| =
∣∣∣∣ κA κB

κB − κA

∣∣∣∣ F − Ta

q qϵ
|q − qϵ| . (7.13)

En función de la condición (7.2)-(7.3) se tiene que

q, qϵ >
κm h(F − Ta)

Lh+ κm

, (7.14)

utilizando la condición (7.14) aplicada a (7.13) vale que

|l − lϵ| ≤
∣∣∣∣ κA κB

(κB − κA)(F − Ta)

∣∣∣∣ (Lh+ κm

κm h

)2

|q − qϵ| ,

por último, en función de la condición (7.1) se obtiene

|l − lϵ| ≤
κA κB

|κB − κA| (F − Ta)

(
Lh+ κm

κm h

)2

ϵ. (7.15)
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Tal como se queŕıa demostrar.

Observación 7.4 Notar que la expresión (7.15) indica, como es lógico, que el error

de estimación de l depende del ruido en los datos. Pero independientemente de dicho

ruido, la estimación empeora cuando los materiales A y B tienen conductividades

térmicas similares. Esto se debe a que si κA
∼= κB entonces |κB − κA| ∼= 0 luego

|l− lϵ| −→ ∞. Desde el punto de vista f́ısico, que las conductividades térmicas sean

similares indica que la interfaz sólido-sólido se vuelve imperceptible.

7.4. Análisis de Elasticidad

En esta sección se busca la relación que existe entre el parámetro estimado (l) y el

dato utilizado para la estimación (q). Para tal fin se utiliza, nuevamente, la función

de elasticidad [239] definida en la Sección 1.7 del Caṕıtulo 1.

En este caso, la elasticidad del parámetro desconocido l con respecto al flujo térmico

q viene dada por

Eq
l (q) =

q

l(q)

∂l(q)

∂q
, (7.16)

utilizando la expresión (7.5) aplicada en (7.16) se tiene que

Eq
l (q) =

hκB (F − Ta)

q(κB + Lh)− hκB (F − Ta)
. (7.17)

La función de elasticidad de la longitud (l) con respecto al flujo térmico (q) dada en

(7.17) tiene algunas propiedades particulares de utilidad que merecen ser destacadas.

Las propiedades mencionadas son: la función siempre presenta un comportamiento

asintótico, es una función estrictamente decreciente y el signo depende directamen-

te de la relación que existe entre los coeficientes de conductividad térmica de los

materiales A y B.
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7.4.1. Comportamiento Asintótico

El siguiente resultado estudia el comportamiento asintótico de la función elasticidad

de l con respecto a q.

Lema 7.5 La función de elasticidad dada por la expresión (7.17) tiene comporta-

miento asintótico en

q =
hκB (F − Ta)

κB + Lh
.

Demostración: La prueba del resultado es inmediata, pues solo resta ver dónde se

anula el denominador de la expresión (7.17).

Lo interesante de este lema se resume en la siguiente observación.

Observación 7.6 Notar que el resultado dado en el Lema 7.5 tiene dos interpreta-

ciones diferentes dependiendo del caso particular que se esté considerando.

Caso 1: (κA < κB) En este caso se tiene que

q =
hκB (F − Ta)

κB + Lh
=

hκM (F − Ta)

κM + Lh
= qM . (7.18)

Caso 2: (κA > κB) En este caso se tiene que

q =
hκB (F − Ta)

κB + Lh
=

hκm (F − Ta)

κm + Lh
= qm. (7.19)

En resumen, utilizando las Ecuaciones (7.18)-(7.19) se concluye que la función de

elasticidad dada por (7.17) presenta una aśıntota vertical en

q =

qM , κA < κB,

qm, κA > κB.
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7.4.2. Signo

El siguiente resultado estudia el signo de la función elasticidad de l con respecto a q.

Este resultado es interesante dado que la función de elasticidad puede ser negativa

o positiva dependiendo de la relación existente entre las conductividades térmicas

de los materiales A y B.

Lema 7.7 La función de elasticidad dada por la expresión (7.17) cumple

Eq
l (q) < 0 ⇐⇒ κA < κB, qm < q < qM ,

Eq
l (q) > 0 ⇐⇒ κA > κB, qm < q < qM .

(7.20)

Demostración: El numerador de la función de elasticidad dada en (7.17) es inde-

pendiente de q y estrictamente positivo. Por lo tanto, el signo de la elasticidad de l

con respecto a q depende del signo del denominador en (7.17).

Debido a lo observado en el párrafo anterior es necesario analizar, para demostrar

el Lema 7.20, dos casos posibles

Caso 1: (κA < κB) En este caso se tiene que

Eq
l (q) < 0 ⇐⇒ q(κB + Lh)− hκB (F − Ta) < 0,

equivalentemente

Eq
l (q) < 0 ⇐⇒ q <

hκB (F − Ta)

κB + Lh
⇐⇒ κA < κB. (7.21)

De forma análoga

Caso 2: (κA > κB) En este caso se tiene que

Eq
l (q) > 0 ⇐⇒ q(κB + Lh)− hκB (F − Ta) > 0,
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equivalentemente

Eq
l (q) > 0 ⇐⇒ q >

hκB (F − Ta)

κB + Lh
⇐⇒ κA > κB. (7.22)

Combinando las expresiones (7.21) y (7.22) se obtiene (7.20) lo que finaliza la prueba.

7.4.3. Monotońıa

El siguiente resultado estudia la monotońıa de la función elasticidad de l con respecto

a q. Este resultado también es de importancia dado que la función elasticidad de l

con respecto a q resulta ser, en todos los casos, estrictamente decreciente.

Lema 7.8 La función de elasticidad dada por la expresión (7.17) es estrictamente

decreciente para todo q ∈ R+.

Demostración: La prueba es simple, solo se debe derivar la función Eq
l con respecto

a q y observar que la derivada es siempre negativa. Derivando dicha expresión se

tiene que
∂Eq

l

∂q
= − (F − Ta)(κB + Lh)hκB

[q(κB + Lh)− hκB(F − Ta)]
2 < 0. (7.23)

Dado que la derivada (7.23) es estrictamente negativa se tiene que la función de

elasticidad de l con respecto a q es estrictamente decreciente tal como se queŕıa

probar.

7.5. Ejemplos Numéricos

En esta sección se incluyen ejemplos numéricos con la finalidad de mostrar las ideas

utilizadas en este caṕıtulo. Se resuelve el problema directo para l conocido a partir
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del cual mediante la Ecuación (7.8) se obtiene el valor de flujo exacto q. Se le agrega

ruido para simular la medición experimental y se obtiene qϵ con el que mediante la

Ecuación (7.12) se halla el valor aproximado para el punto de contacto lϵ.

Se consideran casos bien diferenciados relacionados con los coeficientes de conducti-

vidad térmica de los materiales. En el primer ejemplo se toman casos donde κA < κB,

en el segundo κA > κB y en el tercer ejemplo se toman casos donde κA
∼= κB (el

śımbolo ∼= indica que las conductividades térmicas son similares desde el punto de

vista f́ısico).

Los datos utilizados en todos los ejemplos son L = 10m; F = 100 ◦C; Ta = 25 ◦C.

Los coeficientes de transferencia de calor por convección (h) se determinan según lo

explicado en el Caṕıtulo 4.

Las propiedades térmicas del fluido (aire) se obtienen de [51]. Los coeficientes de

conductividad térmica para los diferentes materiales considerados, fueron tomados

del Cuadro 2.2.

Ejemplo 7.9 En este ejemplo se considera el problema inverso de estimación para

el caso κA < κB. Para ello se toma una barra de Plomo-Cobre y otra de Plomo-Plata.

En este ejemplo se busca estimar l = 4m.

En el caso de la barra de Plomo-Cobre, el valor exacto de flujo es q = 326, 32W/m2,

la condición necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que qm = 194, 44W/m2

y qM = 595, 67W/m2.

En el caso de la barra de Plomo-Plata, el valor exacto de flujo es q = 328, 07W/m2,

la condición necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que qm = 194, 44W/m2

y qM = 605, 49W/m2.

En el Cuadro 7.1 se muestran las estimaciones de l para valores de flujo térmico

cercanos al verdadero, considerando la barra de Plomo-Cobre. En el Cuadro 7.2 se
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muestran los resultados obtenidos para la barra de Plomo-Plata. En ambos casos se

incluye el error absoluto y relativo de estimación.

qϵ [W/m2] lϵ [m] |q − qϵ| [W/m2] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l

321 4,14 5,32 0,14 0,035
322 4,11 4,32 0,11 0,027
323 4,09 3,32 0,08 0,020
324 4,06 2,32 0,05 0,012
325 4,03 1,32 0,02 0,005
326 4,00 0,32 0,00 0,000
327 3,98 0,68 0,03 0,007
328 3,95 1,68 0,06 0,015
329 3,92 2,68 0,08 0,020
330 3,90 3,68 0,11 0,027

Cuadro 7.1: Ejemplo 7.9: Estimación de l para una barra de Plomo-Cobre.

qϵ [W/m2] lϵ [m] |q − qϵ| [W/m2] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l

323 4,13 5,07 0,13 0,032
324 4,10 4,07 0,10 0,025
325 4,08 3,07 0,08 0,020
326 4,05 2,07 0,05 0,012
327 4,02 1,07 0,02 0,005
328 4,00 0,07 0,00 0,000
329 3,97 0,93 0,03 0,007
330 3,94 1,93 0,06 0,015
331 3,92 2,93 0,08 0,020
332 3,89 3,93 0,11 0,027

Cuadro 7.2: Ejemplo 7.9: Estimación de l para una barra de Plomo-Plata.

Se aprecia que las recuperaciones son razonables en función de los valores de flujo

térmico utilizados y que la estimación empeora cuando el valor del flujo dista del

verdadero. En la Figura 7.1 se muestran las elasticidades de l con respecto a q para

la barra de Plomo-Cobre (izquierda) y para Plomo-Plata (derecha). En estos gráficos

se denota, por simplicidad, Ee = Eq
l (q), Em = Eq

l (qm) y EM = Eq
l (qM).
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En la Figura 7.1 se observa que la función de elasticidad es negativa, decreciente y

que tiene un comportamiento asintótico en q = qM . Esto se debe a que en ambos

casos κA < κB y se relaciona con los resultados dados en los Lemas 7.5, 7.7 y 7.8.
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Figura 7.1: Ejemplo 7.9: Elasticidad de l en función de q para una barra de Plomo-
Cobre (izquierda) y una de Plomo-Plata (derecha).

Los gráficos de la Figura 7.1 indican que un error de medición en el flujo térmico

del 1% se traduce en un error del alrededor del 2, 1% en la estimación del punto de

contacto (l).

Ejemplo 7.10 En este ejemplo se considera el problema inverso de estimación para

el caso κA > κB. Para ello se toma una barra de Cobre-Plomo y otra de Plata-Plomo.

En este caso se busca estimar l = 8m.

En el caso de la barra de Cobre-Plomo, el valor exacto de flujo es q = 421, 66W/m2,

la condición necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que qm = 194, 44W/m2

y qM = 595, 67W/m2.

En el caso de la barra de Plata-Plomo, el valor exacto de flujo es q = 425, 56W/m2,

la condición necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que qm = 194, 44W/m2

y qM = 605, 49W/m2.

En el Cuadro 7.3 se muestran las estimaciones de l para valores de flujo térmico

cercanos al verdadero, considerando la barra de Cobre-Plomo. Equivalentemente, en
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el Cuadro 7.4 se realiza lo mismo para la barra de Plata-Plomo. En ambos casos se

incluye el error absoluto y relativo de estimación.

Se aprecia, nuevamente, que las recuperaciones son razonables en función de los

valores de flujo térmico utilizados y que la estimación empeora cuando el valor del

flujo dista del verdadero.

qϵ [W/m2] lϵ [m] |q − qϵ| [W/m2] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l

417 7,92 4,66 0,08 0,010
418 7,94 3,66 0,06 0,007
419 7,95 2,66 0,05 0,006
420 7,97 1,66 0,03 0,003
421 7,99 0,66 0,01 0,001
422 8,00 0,34 0,00 0,000
423 8,02 1,34 0,02 0,002
424 8,04 2,34 0,04 0,005
425 8,05 3,34 0,05 0,006
426 8,07 4,34 0,07 0,008

Cuadro 7.3: Ejemplo 7.10: Estimación de l para una barra de Cobre-Plomo

qϵ [W/m2] lϵ [m] |q − qϵ| [W/m2] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l

420 7,91 5,56 0,09 0,011
421 7,93 4,56 0,07 0,008
422 7,94 3,56 0,06 0,007
423 7,96 2,56 0,04 0,005
424 7,97 1,56 0,03 0,003
425 7,99 0,56 0,01 0,001
426 8,00 0,44 0,00 0,000
427 8,02 1,44 0,02 0,002
428 8,04 2,44 0,04 0,005
429 8,05 3,44 0,05 0,008

Cuadro 7.4: Ejemplo 7.10: Estimación de l para una barra de Plata-Plomo.

En la Figura 7.2 se muestran las elasticidades de l con respecto a q para la barra de

Cobre-Plomo (izquierda) y para Plata-Plomo. (derecha). En estos gráficos se denota
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por simplicidad, nuevamente, Ee = Eq
l (q), Em = Eq

l (qm) y EM = Eq
l (qM).
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Figura 7.2: Ejemplo 7.10: Elasticidad de l en función de q para una barra de Cobre-
Plomo (izquierda) y una de Plata-Plomo (derecha).

En la Figura 7.2 se observa que la función de elasticidad es positiva, decreciente y

que tiene un comportamiento asintótico en q = qm. Esto se debe a que en ambos

casos κA > κB y se relaciona con los resultados dados en los Lemas 7.5, 7.7 y 7.8.

Los gráficos de la Figura 7.2 indican, para estos casos, que un error de medición en el

flujo térmico del 1% se traduce en un error de alrededor del 2, 8% en la estimación

del punto de contacto (l).

Ejemplo 7.11 En este ejemplo se considera el problema inverso de estimación para

el caso κA
∼= κB. Para ello se toma una barra de Hierro-Niquel y otra de Niquel-

Hierro. En este caso se busca estimar l = 6m.

En el caso de la barra de Hierro-Niquel, el valor exacto de flujo térmico es q =

330, 92W/m2, la condición necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que

qm = 316, 47W/m2 y qM = 355, 26W/m2.

En el caso de la barra de Niquel-Hierro, el valor exacto de flujo térmico es q =

338, 65W/m2, la condición necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que

qm = 316, 47W/m2 y qM = 355, 26W/m2.
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En el Cuadro 7.5 se muestran las estimaciones de l para valores de flujo térmico

cercanos al verdadero, considerando la barra de Hierro-Niquel. Equivalentemente,

en el Cuadro 7.6 se realiza lo mismo para la barra de Niquel-Hierro. En ambos casos

se incluye el error absoluto y relativo de estimación.

qϵ [W/m2] lϵ [m] |q − qϵ| [W/m2] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l

326 7,32 4,92 1,32 0,220
327 7,05 3,92 1,05 0,175
328 6,78 2,92 0,78 0,130
329 6,51 1,92 0,51 0,085
330 6,24 0,92 0,24 0,040
331 5,98 0,08 0,02 0,003
332 5,71 1,08 0,29 0,005
333 5,45 2,08 0,55 0,091
334 5,19 3,08 0,81 0,135
335 4,93 4,08 1,07 0,178

Cuadro 7.5: Ejemplo 7.11: Estimación de l para una barra de Hierro-Niquel.

qϵ [W/m2] lϵ [m] |q − qϵ| [W/m2] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l

335 5,06 3,65 0,94 0,156
336 5,32 2,65 0,68 0,113
337 5,57 1,65 0,43 0,071
338 5,83 0,65 0,17 0,028
339 6,08 0,35 0,08 0,013
340 6,33 1,35 0,33 0,055
341 6,58 2,35 0,58 0,096
342 6,83 3,35 0,83 0,138
343 7,08 4,35 1,08 0,180
344 7,32 5,35 1,32 0,220

Cuadro 7.6: Ejemplo 7.11: Estimación de l para una barra de Niquel-Hierro.

En este ejemplo se visualiza que las recuperaciones no son tan buenas como en los

ejemplos 7.9 y 7.10. Esto se relaciona con que las conductividades térmicas son muy
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parecidas y eso hace que el error de estimación aumente tal como se comentó en la

Observación 7.4.

En la Figura 7.3 se muestran las elasticidades de l con respecto a q para la barra

de Hierro-Niquel (izquierda) y para Niquel-Hierro (derecha). En estos gráficos se

denota, nuevamente, por simplicidad Ee = Eq
l (q), Em = Eq

l (qm) y EM = Eq
l (qM).
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Figura 7.3: Ejemplo 7.11: Elasticidad de l en función de q para una barra de Hierro-
Niquel (izquierda) y una de Niquel-Hierro (derecha).

En el gráfico izquierdo de la Figura 7.3 se observa que la función de elasticidad es

negativa, decreciente y que tiene un comportamiento asintótico en q = qM . Por su

parte, en el gráfico derecho de la Figura 7.3 se visualiza que la función de elasticidad

es positiva, decreciente y que tiene un comportamiento asintótico en q = qm. Esto

se debe a que en el primer caso κA < κB y en el segundo κA > κB. Lo observado se

relaciona directamente con los resultados dados en los Lemas 7.5, 7.7 y 7.8.

Los gráficos de la Figura 7.3 indican, para estos casos, que un error de medición en

el flujo térmico del 1% se traduce en un error del alrededor del 14% en la estimación

del punto de contacto. Es evidente que en este caso la estimación no es tan razonable

como en los ejemplos 7.9 y 7.10. Eso se debe a la similitud entre las conductividades.

Notar además, que la longitud del intervalo (qm, qM) se hace pequeña en el caso κA
∼=

κB. Esto implica que la medición de flujo qϵ debe ser lo suficientemente precisa para
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que valga la condición necesaria y suficiente de existencia de solución del problema

inverso de estimación dado por (7.2)-(7.3).

7.6. Método Mejorado

Lo interesante del método presentado en este caṕıtulo es que la aproximación del

parámetro se realiza con buena precisión utilizando una única medición de flujo. El

error de aproximación queda sujeto a la exactitud de dicha medición y este puede

aumentar notoriamente cuando las conductividades térmicas son similares tal como

se observa en el Ejemplo 7.11.

Para minimizar este impacto, particularmente cuando las conductividades térmicas

son similares, es conveniente realizar varias mediciones de flujo térmico, tomar el

promedio (qp) y utilizar este valor para la aproximación de lϵ. Justifiquemos mejor

esta idea. El dato ruidoso de flujo térmico qϵ puede ser pensado como el valor exacto

de flujo al que se le adiciona el ruido de medición, es decir,

qϵ = q + ϵi, (7.24)

donde ϵi es una variable aleatoria normalmente distribuida con media cero y varianza

σ2, (ϵi ∼ N(0, σ2)). La varianza se determina, en cada caso, a partir de la expresión

(3.9) dada en la Observación 3.1. Se considera ahora el promedio entre n mediciones

ruidosas de flujo térmico donde los ruidos de medición son independientes y están

idénticamente distribuidos

qp =
q1 + q2 + ...+ qn

n
, (7.25)

utilizando la expresión (7.24) en la Ecuación (7.25) se obtiene
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qp =
q + ϵ1 + q + ϵ2 + ...+ q + ϵn

n
= q +

1

n

n∑
i=1

ϵi = q + ϵp, (7.26)

donde ϵp resulta ser una variable aleatoria normalmente distribuida con media cero

y varianza σ2/
√
n, (ϵp ∼ N(0, σ2/

√
n)). Ver, por ejemplo, [93,202].

Esto implica que el error de medición disminuye a medida que aumenta la cantidad

de mediciones, por lo que la estimación del parámetro mejora a medida que se toman

mayor cantidad de datos.

Se muestra el método mejorado para un caso particular. Se toma nuevamente el

Ejemplo 7.11 para el caso de la barra de Hierro-Niquel donde se desea estimar

l = 6m. El valor de flujo térmico exacto en este caso es q = 330, 92W/m2 y se

supone, de acuerdo con [72,141,188], que el error máximo de medición es del 1%; es

decir que ϵ = 3, 3092. Para simular las mediciones, de acuerdo con (7.26), se generan

n números aleatorios (ϵi, i = 1, ..., n) normalmente distribuidos con media q y desv́ıo

estándar σ, se los promedia y se obtiene qp valor con el cual se aproxima lϵ.

En el Cuadro 7.7 se observan los valores de flujo qp para distintos n como también

aśı el valor obtenido de lϵ en cada caso. Además, se incluyen los errores absolutos y

relativos para el flujo y la aproximación del parámetro. Se aprecia que a pesar de

que las conductividades térmicas son similares, la estimación mejora a medida que

se agregan mediciones de flujo térmico al problema inverso.

n qp [W/m2] |q − qϵ| [W/m2] lϵ [m] |l − lϵ| [m] |l − lϵ| /l
1 334,62 3,69 5,03 0,97 0,161
5 329,93 0,99 6,26 0,26 0,043
10 330,77 0,15 6,04 0,04 0,006
20 331,02 0,08 5,97 0,03 0,005
50 330,89 0,03 6,01 0,01 0,001

Cuadro 7.7: Estimación de l para una barra de Hierro-Niquel utilizando nmediciones
de flujo térmico.
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7.7. Conclusiones

En este caṕıtulo se trata la localización del punto de contacto entre los materiales,

para un problema estacionario de transferencia de calor con interfaz sólido-sólido.

Se propone una técnica anaĺıtica para la estimación a partir de una sobre-condición

ruidosa de flujo en el extremo derecho de la barra conductora. Se proporcionan

condiciones necesarias y suficientes para la estimación del parámetro y se presenta

una cota anaĺıtica para el error de determinación.

Utilizando la función de elasticidad, se estudia la influencia local del punto de con-

tacto con respecto al flujo medido. Los ejemplos numéricos indican que el enfoque

introducido aqúı es útil para determinar el punto de contacto entre los materiales,

pero es necesario que el flujo se mida con la mayor precisión posible, ya que la de-

terminación resulta muy sensible a los errores de medición. El análisis de elasticidad

indica que las estimaciones de error pueden llegar a ser muy grandes cuando los

materiales tienen conductividades térmicas similares. Esto se puede interpretar f́ısi-

camente pues, cuanto más semejantes sean las conductividades térmicas, el punto de

contacto se vuelve insignificante y la barra se parece más a una homogénea. Para este

caso, se propone una técnica muy simple, basada en fundamentos estad́ısticos, que

involucran varias mediciones de flujo y resulta mejorar notoriamente la estimación

del parámetro.
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Los resultados generales obtenidos en esta tesis son los siguientes:

Se encontraron soluciones anaĺıticas para dos casos particulares de un proce-

so de transferencia de calor evolutivo para una barra inmersa en un fluido

donde la temperatura en uno de sus extremos es considerada constante y el

otro se deja libre en contacto con el fluido. En el primero, la barra es isotrópi-

ca y homogénea, admite fuentes independientes del tiempo y se permite la

disipación de calor a lo largo de la misma. En el segundo, se considera una

barra compuesta por dos tramos consecutivos, isotrópicos y homogéneos, sin

fuentes ni términos disipativos. Las expresiones anaĺıticas obtenidas resultaron

consistentes, bajo diferentes aspectos, con la f́ısica del problema.

Se obtuvieron soluciones numéricas por medio de un esquema convergente y

estable que brinda información cualitativa sobre la evolución espacio-temporal

de la temperatura a lo largo de la barra. Ésto permite su utilización para

la simulación de mediciones, como datos, que son usados en los diferentes

problemas inversos.

Se estimó el parámetro de difusividad térmica con una precisión mayor a la

utilizada en los datos ruidosos simulados, a partir de diferentes criterios de

selección de datos. Se mejoró la estimación obtenida, mediante un análisis
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numérico de sensibilidad y la implementación de herramientas de diseño ópti-

mo.

Se determinó la dependencia funcional del coeficiente de transferencia de calor

con respecto al tiempo. Por otro lado, un análisis de elasticidad indicó que éste

permite obtener perfiles de temperatura más precisos.

Se identificó una fuente de generación de calor, independiente del tiempo, a

partir de mediciones de temperatura en un instante dado, mediante un método

de regularización. La técnica propuesta resultó de utilidad para estabilizar la

solución del problema inverso considerado. Se incluyó un análisis del error y

se obtuvo una cota del mismo.

Se localizó el punto de contacto para una barra de dos tramos homogéneos

consecutivos, considerando el estado estacionario, a partir de una simulación

ruidosa de flujo térmico y el uso de herramientas estad́ısticas sencillas. Se

incluyó un análisis del error, a partir de un estudio numérico de elasticidad.

Por otro lado, se obtuvo una cota del mismo mediante un estudio anaĺıtico.

Estos resultados muestran que las técnicas utilizadas para las diferentes identificacio-

nes son apropiadas para cada uno de los problemas inversos estudiados. Los distintos

parámetros se determinan de forma razonable en función del nivel de ruido simula-

do en los datos. Por este motivo, estas estimaciones resultan útiles para mejorar el

modelo propuesto con la finalidad de poder usar sus salidas para predecir y/o contro-

lar los procesos de transferencia; ésto brinda una caracterización matemática más

precisa del fenómeno estudiado. Además, permite desarrollar criterios y construir

estrategias para mejorar, facilitar y simplificar las técnicas o procesos de medición.
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Posibles Ĺıneas de Investigación

Futura

Los problemas abordados en esta tesis dejan abiertos múltiples temas de investiga-

ción que son novedosos y de interés actual. Existen tres trabajos futuros transversales

a todos los caṕıtulos de esta tesis. El primero, es la generalización de las herramien-

tas desarrolladas para la utilización en otros procesos de transferencia; por ejemplo,

en problemas de transporte de materia. El segundo, se relaciona con la extensión

natural de los resultados obtenidos a 2D y 3D. El último, es la implementación ex-

perimental de los métodos que aqúı se presentan para una posterior comparación

con los resultados numéricos.

A continuación se citan, las ĺıneas de investigación futuras.

Con respecto a lo realizado en el caṕıtulo 2: seŕıa interesante extender los resultados

numéricos y anaĺıticos obtenidos en este caṕıtulo a una ecuación parabólica comple-

ta no lineal. Esto permitiŕıa estudiar procesos de transferencia más genererales, la

transferencia de calor en un cuerpo anisótropo es un ejemplo de ello.

Con respecto a lo realizado en el caṕıtulo 3: se podŕıa abordar, con las mismas

herramientas utilizadas, la estimación simultánea de los coeficientes de difusividad

y conductividad térmica. Éste es un problema inverso muy interesante, pues per-

mitiŕıa caracterizar materiales desconocidos sometiéndolos a un proceso simple de
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transferencia de calor.

Con respecto a lo realizado en el caṕıtulo 4: resultaŕıa de interés ampliar la metodo-

loǵıa para hallar el coeficiente de transferencia de calor para diferentes geometŕıas

de la pared disipativa. Por otra parte, extender el resultado, considerando además

del proceso de convección, el de radiación. Esto permitiŕıa hallar un coeficiente de

transferencia de calor más realista que involucre a todos lo procesos de transporte

de enerǵıa térmica.

Con respecto a lo realizado en el caṕıtulo 5: seŕıa de utilidad extender el resulta-

do a fuentes definidas como funciones espacio-temporales. Por otra parte, resultaŕıa

interesante, con fines comparativos, la utilización de diferentes operadores de regula-

rización. Otra ĺınea de investigación importante, es el abordaje con estas herramien-

tas, a diferentes aplicaciones concretas; como la determinación de contaminantes en

capas de agua subterráneas, la identificación de fisuras en diferentes cuerpos y la

localización de células tumorales en un tejido biológico, entre otras.

Con respecto a lo realizado en el caṕıtulo 6: Es natural la extensión de los resultados

obtenidos a materiales compuestos, multicapa, con n interfaces sólido-sólido. Por

otra parte, se podŕıa incorporar al problema de estudio, el fenómeno de cambio de

fase, la modelización de estos procesos, permitiŕıa estudiar diversas situaciones más

generales, utilizando la teoŕıa de frontera libre.

Con respecto a lo realizado en el caṕıtulo 7: resultaŕıa útil obtener la solución de

otros problemas inversos donde se determinen diferentes parámetros y la extensión

inmediata relacionada con el caṕıtulo 6 donde se busque localizar las n interfaces

sólido-sólido.
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Apéndice A

Diferencias Finitas

En este apéndice se da una breve introducción al método numérico de diferencias

finitas [177, 184, 232]. Éste es el método que se utiliza para abordar las soluciones

numéricas en esta tesis, particularmente se usan diferencias finitas centradas en el

espacio y hacia delante en la variable temporal.

A.1. Sobre el Método

El método de diferencias finitas es, tal vez, el método más simple para aplicar,

particularmente para mallas con una geometŕıa uniforme. Su mayor desventaja con-

siste en su incapacidad para tratar efectivamente la solución de problemas sobre

formas geométricas irregulares. La aproximación por medio de diferencias finitas es

el método más antiguo aplicado para obtener la solución numérica de ecuaciones

diferenciales, se considera que la primera aplicación ha sido desarrollada por Euler

en 1768.

La base del método de diferencias finitas consiste en la construcción de una malla

estructurada, donde los nodos de la misma están localizados en las intersecciones
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de familias de ĺıneas rectas. El reemplazo de las derivadas continuas de la ecuación

diferencial por las expresiones aproximadas en diferencias finitas y la resolución

del sistema de ecuaciones que queda planteado como consecuencia de la anterior

sustitución.

Especifiquemos esta idea con mayor claridad. Se considera f(x) una función n + 1

veces derivable en cualquier intervalo real abierto (a, b). Por el teorema de Taylor,

se tiene que para todo x ∈ (a, b) y ∆x suficientemente pequeño de manera tal que

x+∆x ∈ (a, b)

f(x+∆x) = f(x) + f ′(x)∆x+
f ′′(x)

2
(∆x)2 + · · ·+ f (n)(x)

n!
(∆x)n +Rn(x+∆x),

donde n! denota el factorial de n y Rn(x) es el resto o residuo, el cual representa la

diferencia entre el polinomio de Taylor de grado n y el valor original de la función.

Ahora, si se restringe el razonamiento solo a la derivada de primer orden de la

función se obtiene

f(x+∆x) = f(x) + f ′(x)∆x+R1(x+∆x),

o equivalentemente, se despeja la función f ′(x) de esta expresión y se obtiene la

derivada dada por diferencias. Es decir,

f ′(x) =
f(x+∆x)− f(x)

∆x
− R1(x+∆x)

∆x
,

lo que nos lleva a concluir que si el incremento ∆x es suficientemente chico, entonces

vale la siguiente expresión

f ′(x) ≈ f(x+∆x)− f(x)

∆x
. (A.1)
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A.2. Definiciones de Distintas Diferencias

La expresión (A.1) permite definir los diferentes tipos de diferencias. En primer

instancia se debe discretizar el intervalo (a, b) de definición de la función obteniendo

un conjunto de nodos xi con i = 1, 2, ..., N de manera tal que a = x1 y b = xN , se

supone por simplicidad que los nodos se construyen de manera equidistante, es decir,

∆x = xi+1 − xi para todo i = 1, 2, ..., N. Basándonos en esta breve introducción se

pueden definir tres tipos de diferencias finitas.

Definición A.1 Diferencia hacia delante [1] se caracteriza por utilizar el valor

de la función en el nodo siguiente para la aproximación de la derivada en el punto

D+f(xi) =
f(xi+1)− f(xi)

∆x
= f ′(xi) +

1

2
f ′′(ξ)∆x, (A.2)

donde ξ ∈ (xi, xi+1).

Definición A.2 Diferencia hacia atrás [1] se caracteriza por utilizar el valor

de la función en el nodo anterior para la aproximación de la derivada en el punto

D−f(xi) =
f(xi)− f(xi−1)

∆x
= f ′(xi)−

1

2
f ′′(ξ)∆x, (A.3)

donde ξ ∈ (xi−1, xi).

Definición A.3 Diferencia centrada [1] se caracteriza por utilizar el valor de

la función en el nodo anterior y el valor de la función en el nodo siguiente para la

aproximación de la derivada en el punto

D0f(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2∆x
= f ′(xi) +

1

6
f ′′′(ξ)(∆x)2, (A.4)

donde ξ ∈ (xi−1, xi+1).
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A.3. Sobre los Errores de Aproximación

En [1] se describe de forma sencilla la manera de acotar el error cometido al utilizar

el método de diferencias finitas para aproximar numéricamente la derivada de una

determinada función. El error cometido al utilizar un método numérico se obtiene,

de manera teórica, mediante la diferencia (en valor absoluto) entre el valor exacto

de la solución anaĺıtica y el aproximado con el modelo numérico utilizado.

En cuanto al caso particular del método de diferencias finitas, se debe tener en cuen-

ta dos posibles focos de generación y arrastre de error. El primero se relaciona de

manera directa con los errores de redondeo, debido a la representación decimal de

máquina. El segundo foco se relaciona con el error de truncamiento, el cual se puede

definir como la diferencia entre el valor exacto y el valor obtenido utilizando dife-

rencias finitas suponiendo aritmética perfecta, es decir, suponiendo que no existen

errores de redondeo.

En otras palabras el error de truncamiento al aproximar por diferencias finitas a la

derivada de la función f en un punto xi se define como f ′(xi) − Df(xi). Entonces

según (A.2) y (A.3) el error de truncamiento al aproximar por diferencias finitas

hacia delante o hacia atrás es directamente proporcional a ∆x, el error es de primer

orden y se denota O(∆x). Por su parte, al usar diferencias finitas centrada (A.4) el

error es de segundo orden y se denota O((∆x)2), esto se debe a que es directamente

proporcional a (∆x)2. Debido a que ∆x es muy chico utilizando el método centrado

se comete menor error de truncamiento que con la aproximación hacia atrás o hacia

delante.

Las fórmulas de diferencias finitas para aproximar derivadas de mayor orden pueden

ser obtenidas usando las fórmulas para derivadas de menor orden. Por ejemplo, la

fórmula de diferencia central para aproximar una f ′′ viene dada por la siguiente

expresión
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A.3. SOBRE LOS ERRORES DE APROXIMACIÓN

D0(2)f(xi) = D+D−f(xi) =
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

(∆x)2
= f ′′(xi) +

1

12
f iv(ξ)(∆x)2.

Observación A.4 Es interesante observar que la aproximación numérica de la de-

rivada segunda utilizando diferencias finitas centradas, resulta también, ser de se-

gundo orden.
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Apéndice B

Fundamentación F́ısica de la

Convección

En este apéndice se da una breve fundamentación f́ısica del fenómeno de Convección.

Los conceptos que aqúı se exponen son utilizados en el Caṕıtulo 4 de esta tesis.

B.1. El proceso de Convección

En la Subsección 1.2.2 se observa que el proceso de convección requiere la presencia

de movimiento de fluidos. Es justamente el movimiento del fluido el que mejora la

transferencia de calor y debido a esto la velocidad de transferencia de calor por

convección a través de un fluido es mucho más alta que por conducción.

El mecanismo de convección es el más complejo de los procesos de transferencia de

calor [37] debido a la dependencia de muchas variables, pues además de depender de

la configuración geométrica y la aspereza de la superficie, depende fuertemente de

las propiedades termof́ısicas del fluido, entre ellas, el tipo de flujo (laminar o turbu-

lento), la viscosidad dinámica µd [kg/m s], la conductividad térmica κ [W/m ◦C],

193



B.1. EL PROCESO DE CONVECCIÓN

la densidad ρ [kg/m3] y el calor espećıfico cp [J/kg ◦C]. A pesar de dicha com-

plejidad se observa que la razón de transferencia de calor por convección, en este

caso, es proporcional a la diferencia de temperatura y se expresa mediante la ley de

Newton dada en (1.3).

La constante de proporcionalidad h [W/m2◦C] en (1.3) se define como la razón

de transferencia de calor entre una superficie sólida y un fluido por unidad de área

superficial, por unidad de diferencia en la temperatura. Una cuestión a tener en

claro a la hora de abordar el estudio de los procesos de transferencia de calor por

convección es que el fluido se detiene por completo sobre la superficie, es decir, el

fluido se adhiere a la superficie debido a los efectos viscosos y no se desliza. Esta

condición de no deslizamiento es responsable del desarrollo del perfil de velocidad. La

región geométrica del fluido adyacente a la superficie, en la cual los efectos viscosos

son significativos se llama capa ĺımite. Otra consecuencia directa de la condición de

no deslizamiento es lo que se denomina arrastre superficial y representa la fuerza

que un fluido puede ejercer sobre una superficie. Si se quiere la consecuencia más

importante de la condición de no deslizamiento es que la transferencia de calor de

la superficie del sólido hacia la capa de fluido adyacente a esa superficie se da por

conducción pura, es decir,

q̇conv = q̇cond = −κfux(x, t), (B.1)

donde κf [W/m ◦C] denota la conductividad térmica del fluido, recordando la

expresión (1.3) dada por

q̇conv = −h(us − u∞), (B.2)

se combinan las Ecuaciones (B.1)-(B.2) y se obtiene una expresión para el coeficiente

h

h =
−κfux(x, t)

us − u∞
.
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B.2. NÚMERO ADIMENSIONAL DE NUSSELT

B.2. Número Adimensional de Nusselt

En los estudios de los procesos de transferencia de calor por convección resulta muy

útil considerar la razón existente entre la velocidad de la transferencia de calor por

convección y la velocidad de la transferencia de calor por conducción. Esta razón se

expresa matemáticamente

q̇conv
q̇cond

=
h(us − u∞)

κ
us − u∞

d

=
hd

κf

= Nu,

donde d denota la longitud caracteŕıstica y Nu se conoce en la bibliograf́ıa como

el número adimensional de Nusselt. Este número representa el mejoramiento de la

transferencia de calor a través de una capa de fluido como resultado de la convección

en relación con la conducción, pues entre mayor sea el número de Nusselt más eficaz

es la convección.

B.3. Capa Ĺımite Térmica

Un concepto importante a tener en cuenta a la hora de estudiar transferencia de calor

por convección es la capa ĺımite térmica que se define como la región de flujo sobre

la superficie, en la cual la variación de la temperatura en la dirección normal a la su-

perficie es significativa. El espesor de la capa ĺımite térmica a lo largo de la superficie

se define como la distancia desde la superficie, para la cual (u−us) = 0, 99(us−u∞),

este espesor aumenta en la dirección del flujo. La razón de la transferencia de calor

por convección en cualquier parte a lo largo de la superficie está relacionada direc-

tamente con el gradiente de temperatura en ese lugar. Por lo tanto, la forma del

perfil de temperaturas en la capa ĺımite térmica impone la transferencia de calor

por convección entre la superficie sólida y el fluido que fluye sobre ella.
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B.4. NÚMERO ADIMENSIONAL DE PRANDTL

B.4. Número Adimensional de Prandtl

Otro número adimensional importante en este análisis es el número de Prandtl,

que sirve para describir el espesor relativo de la capa ĺımite. F́ısicamente mide la

relación entre la difusividad molecular de la cantidad de movimiento y la difusividad

molecular del calor, matemáticamente

Pr =
νc
α2

=
µdcp
κf

, (B.3)

donde νc es la viscosidad cinemática [m2/s], α2 la difusividad térmica [m2/s], µd

viscosidad dinámica [kg/m s], cp el calor espećıfico [J/kg◦C] y κf la conductividad

térmica [W/m◦C].

B.5. Mecanismos de Transferencia de Calor por

Convección

Básicamente existen dos mecanismos de transferencia de calor por convección. La

convección puede ser forzada interna o externamente mediante algún dispositivo

mecánico (bomba o ventilador) donde se “fuerzan” los efectos deseados. Este tipo

de convección es muy compleja, pues incluye, entre otras cosas, el análisis del inter-

cambio de enerǵıa mecánica a enerǵıa térmica. El segundo mecanismo que es el que

se trata en este caṕıtulo es la convección que se da sin presencia de estos dispositivos

mecánicos, se conoce en la bibliograf́ıa con el nombre de convección natural [37,51].

Muchas aplicaciones cient́ıficas de la transferencia de calor comprenden la convec-

ción natural como el mecanismo principal, el enfriamiento de equipos electrónicos,

la transferencia de calor de los calentadores eléctricos o radiadores de vapor de agua,

son algunos de los tantos ejemplos.
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B.6. CONVECCIÓN NATURAL

Consideremos un ejemplo concreto para comprender mejor este fenómeno. Supon-

gamos que se extrae del horno un alimento caliente, éste se expone al aire más fŕıo,

debido a ello la temperatura de la superficie exterior disminuye y la del aire ad-

yacente se eleva como resultado de la conducción desde el contorno del alimento

hacia el aire. Como consecuencia, el alimento pronto estará rodeado por una capa

de aire más caliente y el calor es transferido de esta capa hacia las capas exteriores

del aire. La temperatura del aire adyacente al alimento es más elevada y debido a

ello su densidad es más baja, puesto que a presión constante la densidad de un gas

es inversamente proporcional a su temperatura. Por lo tanto, la situación puede ser

representada como gas de baja densidad rodeado por gas de alta densidad y las leyes

naturales dictan que el gas menos denso suba. Este fenómeno puede caracterizarse

como que el aire calentado sube. El espacio que deja el aire más caliente en los

alrededores inmediatos del contorno del alimento es vuelto a ocupar por aire fŕıo y

aśı sucesivamente se repite este proceso hasta que el alimento se enfŕıa y alcanza la

temperatura del aire circundante.

B.6. Convección Natural

La convección natural es tan eficaz en el calentamiento de las superficies fŕıas en

un medio ambiente más caliente como lo es el enfriamiento de superficies calientes

en un medio ambiente más fŕıo [37]. Tratemos de entender mejor las razones f́ısicas

de este fenómeno. En un campo gravitacional existe una fuerza neta que empuja

hacia arriba un fluido ligero en uno más pesado, la fuerza hacia arriba ejercida por

un fluido sobre un cuerpo sumergido completo o parcialmente se llama fuerza de

flotabilidad o de empuje aerostático. La magnitud de esta fuerza es igual al peso del

fluido desplazado, es decir,

Fflot = ρfgVc,
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B.7. COEFICIENTE DE EXPANSIÓN VOLUMÉTRICA

donde ρf es la densidad media del fluido [kg/m3], g es la aceleración gravitacional

[m/s2] y Vc es el volumen del cuerpo que está sumergido [m3].

Luego, a falta de otras fuerzas, la fuerza vertical neta que actúa sobre el cuerpo es

la diferencia entre su peso y la fuerza de flotabilidad, ley conocida como el principio

de Arqúımedes [51], es decir,

FN = P − Fflot = ρcgVc − ρfgVc = gVc(ρc − ρf ),

donde FN es la fuerza neta vertical [N], P es el peso del cuerpo [N], Fflot es la fuerza

de flotabilidad [N] y ρc, ρf es la densidad del cuerpo y del fluido respectivamente

[kg/m3].

B.7. Coeficiente de Expansión Volumétrica

En los estudios de transferencia de calor la variable principal es la temperatura y

resulta conveniente expresar la fuerza neta de flotabilidad en términos de la dife-

rencia de temperatura, para esto es necesario expresar la diferencia de densidades

en términos de diferencia de temperaturas, lo cual requiere el conocimiento de una

propiedad que represente la variación de la densidad de un fluido con la temperatura

a presión constante. La propiedad que nos proporciona esta información es conocida

en la literatura y se denomina coeficiente de expansión volumétrica βV que se define

como

βV = −1

ρ

ρ∞ − ρ

u∞ − u
, (B.4)

donde ρ∞, u∞ son la densidad y la temperatura del fluido lejos de la superficie y u

es la temperatura termodinámica medida en escala absoluta [K].

En el caso particular de que el fluido considerado sea un gas ideal, la Ecuación (B.4)
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B.8. NÚMERO ADIMENSIONAL DE GRASHOF

se reduce a

βV =
1

u
.

Por lo tanto, entre mayor sea la diferencia de temperatura entre el fluido adyacente a

una superficie caliente y aquel que está lejos de ella, mayor será la fuerza de empuje

y más fuertes las corrientes de convección natural. Como consecuencia, más alta será

la razón de la transferencia de calor.

La magnitud de transferencia de calor por convección natural entre una superficie

y un fluido está relacionada de manera directa con el gasto de este último. Entre

mayor sea el gasto, más alta será la razón de transferencia de calor. Dicho gasto se

establece por el equilibrio dinámico de la flotabilidad y la fricción.

B.8. Número Adimensional de Grashof

Las ecuaciones que rigen el flujo de convección natural son las ecuaciones de con-

tinuidad, de la cantidad de movimiento y de conservación de la enerǵıa. A partir

de las cuales es posible determinar un parámetro adimensional que representa los

efectos de la convección natural a través de la razón entre la fuerza de flotabilidad

y la fuerza viscosa que actúan sobre el fluido. Dicho parámetro es conocido en la

bibliograf́ıa como el número de Grashof y definido por

Gr =
gβV d

3(us − u∞)

νc2
. (B.5)

B.9. Relación entre los Números Adimensionales

La transferencia de calor por convección natural sobre una superficie depende de la

configuración geométrica de ésta aśı como de su orientación. También depende de la
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B.9. RELACIÓN ENTRE LOS NÚMEROS ADIMENSIONALES

variación de la temperatura sobre la superficie y de las propiedades termof́ısicas que

intervienen. Las complejidades del movimiento del fluido hacen que sea muy dif́ıcil

de obtener relaciones anaĺıticas sencillas para la transferencia de calor mediante la

resolución de las ecuaciones que rigen el movimiento y la enerǵıa. Es decir, existen

algunas soluciones anaĺıticas para la convección natural, pero carecen de generalidad,

ya que se obtienen para configuraciones geométricas sencillas con algunas hipótesis

simplificadoras. Debido a ello, las relaciones de transferencia de calor en la convección

natural se basan en estudios experimentales. Las correlaciones emṕıricas para el

número adimensional promedio de Nusselt indican que puede ser calculado como

Nu =
hd

κf

= C(Ra)
n = C(GrPr)

n, (B.6)

donde C, n son constantes que dependen de la geometŕıa y se determinan experimen-

talmente, Ra, Gr y Pr son los números adimensionales de Rayleigh, Grashof (B.5)

y Prandtl (B.3) respectivamente.
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[43] Bonnet, M. Regularized direct and indirect symmetric variational BIE formu-
lations for three-dimensional elasticity. Engineering Analysis with Boundary
Elements 15(1) (1995), pp. 93–102.

http://dx.doi.org/10.1016/0955-7997(95)00022-G

[44] Burggraf, O.R. An exact solution of the inverse problem in heat conduction
theory and applications. Journal of Heat Transfer 86(3) (1964), pp. 373–380.

https://doi.org/10.1115/1.3688700

[45] Burns, J.A., Rubio, D. and and Troparevsky, M.I. Sensitivity computations for
elliptic equations with interfaces. In Proceedings ICNPAA-2006 Conference on
Mathematical Problems in Engineering and Aerospace Sciences, (2006).

https://www.researchgate.net/profile/Maria-Troparevsky-2/

publication/254391011_SENSITIVITY_COMPUTATIONS_FOR_ELLIPTIC_

EQUATIONS_WITH_INTERFACES/links/00b7d53b1564fdff06000000/

SENSITIVITY-COMPUTATIONS-FOR-ELLIPTIC-EQUATIONS-WITH-INTERFACES.

pdf

[46] Cahill, D.G., Ford, W.K., Goodson, K.E., Mahan, G.D., Majumdar, A., Maris,
H.J., Merlin, R. and Phiipot, S.R. Nanoscale thermal transport. Journal of
Applied Physics 93(2) (2003), pp. 793–818.

http://dx.doi.org/10.1063/1.1524305

[47] Cain, G. and Meyer, G.H. Separation of variables for partial differential equa-
tions: an eigenfunction approach. CRC Press, Florida (2005).

https://doi.org/10.4324/9780203498781

[48] Calvetti, D., Morigi, S., Reichel, L. and Sgallari, F. Tikhonov regularization
and the L-curve for large discrete ill-posed problems. Journal of Computational
and Applied Mathematics 123(1–2) (2000), pp. 423–446.

http://dx.doi.org/10.1016/S0377-0427(00)00414-3

[49] Cannon, J.R. The one-dimensional heat equation. Cambridge University Press,
Cambridge (1984).

http://dx.doi.org/10.1017/CBO9781139086967

[50] Cannon, J.R. and Duchateau, P. Structural identification of an unknown source
term in a heat equation. Inverse Problems 14(3) (1998), pp. 535–551.

http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/14/3/010

206

http://dx.doi.org/10.1016/0955-7997(95)00022-G
https://doi.org/10.1115/1.3688700
https://www.researchgate.net/profile/Maria-Troparevsky-2/publication/254391011_SENSITIVITY_COMPUTATIONS_FOR_ELLIPTIC_EQUATIONS_WITH_INTERFACES/links/00b7d53b1564fdff06000000/SENSITIVITY-COMPUTATIONS-FOR-ELLIPTIC-EQUATIONS-WITH-INTERFACES.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Maria-Troparevsky-2/publication/254391011_SENSITIVITY_COMPUTATIONS_FOR_ELLIPTIC_EQUATIONS_WITH_INTERFACES/links/00b7d53b1564fdff06000000/SENSITIVITY-COMPUTATIONS-FOR-ELLIPTIC-EQUATIONS-WITH-INTERFACES.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Maria-Troparevsky-2/publication/254391011_SENSITIVITY_COMPUTATIONS_FOR_ELLIPTIC_EQUATIONS_WITH_INTERFACES/links/00b7d53b1564fdff06000000/SENSITIVITY-COMPUTATIONS-FOR-ELLIPTIC-EQUATIONS-WITH-INTERFACES.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Maria-Troparevsky-2/publication/254391011_SENSITIVITY_COMPUTATIONS_FOR_ELLIPTIC_EQUATIONS_WITH_INTERFACES/links/00b7d53b1564fdff06000000/SENSITIVITY-COMPUTATIONS-FOR-ELLIPTIC-EQUATIONS-WITH-INTERFACES.pdf
https://www.researchgate.net/profile/Maria-Troparevsky-2/publication/254391011_SENSITIVITY_COMPUTATIONS_FOR_ELLIPTIC_EQUATIONS_WITH_INTERFACES/links/00b7d53b1564fdff06000000/SENSITIVITY-COMPUTATIONS-FOR-ELLIPTIC-EQUATIONS-WITH-INTERFACES.pdf
http://dx.doi.org/10.1063/1.1524305
https://doi.org/10.4324/9780203498781
http://dx.doi.org/10.1016/S0377-0427(00)00414-3
http://dx.doi.org/10.1017/CBO9781139086967
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/14/3/010


BIBLIOGRAFÍA
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[117] Hölder, J., Niedermeyer, J. Redenbach, C. Ecke, N. Schlarb, A., Andrä, H. and
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[142] Korbicz, J. and Uciński D. Sensors allocation for state and parameter esti-
mation of distributed systems. Discrete Structural Optimization (1994), pp.
178–189.

http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-85095-0_18

[143] Körner, T.W. Fourier analysis. Cambridge university press, Cambridge (1989).

http://dx.doi.org/10.1017/CBO9781107049949

[144] Hossain, M.Z. and Floryan, J.M. Natural convection in a horizontal fluid layer
periodically heated from above and below. Physical Review E 92(2) (2015),
023015.

https://doi.org/10.1103/physreve.92.023015

[145] Krotov, O., Gromyko, P., Gravit, M., Belyaeva, S., Sultanov, S. Thermal con-
ductivity of geopolymer concrete with different types of aggregate. IOP Confe-
rence Series: Materials Science and Engineering 1030(1) (2021), pp. 12–18.

https://doi.org/10.1088/1757-899X/1030/1/012018

[146] Kryzhniy, V.V. Direct regularization of the inversion of real-valued Laplace
transforms. Inverse Problems 19(3) (2003), pp. 573–583.

http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/19/3/307

217

https://doi.org/10.1007/s00339-020-04200-2
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4419-8474-6
http://dx.doi.org/10.13031/2013.21268
https://doi.org/10.1063/1.1134086
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-85095-0_18
http://dx.doi.org/10.1017/CBO9781107049949
https://doi.org/10.1103/physreve.92.023015
https://doi.org/10.1088/1757-899X/1030/1/012018
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/19/3/307


BIBLIOGRAFÍA
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de difusividad térmica, 2, 4, 5, 21, 43,

44, 54, 55, 59, 60, 62–65, 71–73,
75, 77, 78, 95, 131, 154, 195

de expansión volumétrica, 197
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estacionario, 5, 45, 47, 72, 80, 82, 84–

86, 89, 91, 92, 94, 96, 99, 101, 133,
154, 155, 157, 159, 162, 164, 181

evolutivo, 80, 103
transitorio, 5, 80, 87, 89, 90, 101

Estimación, 1, 17, 18, 54–57, 60–66, 73,
75, 78, 82, 89, 91, 101, 104, 106,
109, 122, 124, 126, 128, 129, 162,
163, 166, 168, 172–179, 181
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anaĺıtico, 9, 11, 84
antiguo, 186
aproximado, 54
centrado, 189
clásico, 9, 10, 14, 84, 91
convergente, 109, 111
cuadrados mı́nimos, 15
de autovalores, 11

240
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de volúmenes finitos, 39
de volumen de control, 11

del disparo, 103
del factor integrante, 10
del gradiente conjugado, 15, 55
del trucamiento de Fourier, 103
directo, 14
estable, 129
h́ıbrido, 14
habitual, 83
indirecto, 14
integral, 11
iterativo, 11, 14, 55
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ÍNDICE ALFABÉTICO
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óptima, 19
abordada, 59
admisible, 57
algebraica, 70
anaĺıtica, XXXIX, XLII, 20, 26, 42,

84, 108, 129, 131, 146, 189, 199
aproximada, 17, 39, 166
compleja, 38
convergente, 42
de la ecuación, 27, 32, 145, 151
de menor norma, 13
de regularización, 110, 116, 120
del problema, 13, 21, 23, 35, 37, 38,

57, 58, 83, 106, 109, 111, 131, 146,
179, 186

del sistema, 27, 29, 32, 34, 35, 37, 39,
68, 149

estable, 43
evolutiva, 139
fundamental, 102, 103
inestable, 103, 129
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