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n. Resumen en espafiol:

Se abordan diferentes problemas inversos, que surgen en modelos de transporte de
parametros distribuidos, de interés en la ciencia y la ingenieria. Particularmente se pone el
foco en procesos de transferencia de energia térmica. Se realiza un estudio analitico de cada
problema, se presentan las soluciones, sus propiedades y se discuten condiciones para la
existencia, unicidad y estabilidad de las mismas. Se utilizan distintas técnicas de
identificacion de parametros que involucran analisis de sensibilidad, andlisis de elasticidad,
disefio optimo de experimentos y métodos de regularizacion. Se desarrolla un esquema
numérico en diferencias finitas convergente y estable para incluir simulaciones numéricas
tanto en los problemas directos como inversos. Estas resultan ttiles para la determinacién de
pardmetros ya que en esta tesis no se realizan mediciones experimentales. Con respecto a los
problemas inversos, en los casos donde es posible, se brinda una cota para el error de

estimacion que depende del error en los datos.

0. Resumen en portugués:

Sao abordados alguns dos problemas inversos, de interesse tanto em ciéncia quanto em
engenharia, que surgem em modelos de transporte de pardmetros distribuidos; em particular,
os processos de transferéncia de energia térmica sdo focados. E realizado um estudo analitico
de cada problema, examinando tanto as suas propriedades como as suas solugoes,
explicitando as condigdes de existéncia, singularidade e estabilidade de tais solugdes. Sao
utilizadas diferentes técnicas para a identificacdo de parametros que envolvem: analise de
sensibilidade, andlise de elasticidade, desenho oOtimo de experimentos e métodos de
regularizagdo. Além disso, sdo incluidas simulagdes numéricas, tanto em problemas diretos
quanto inversos, que sdo uteis para a determinagdo de pardmetros uma vez que medidas
experimentais ndo sdo realizadas neste trabalho. Sempre que possivel, um limite ¢ fornecido

para o erro de estimativa que depende do erro nos dados.
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p. Resumen en inglés:

Different inverse problems that arise in transport models of distributed parameters of
interest in science and engineering are addressed. Specifically, thermal energy transfer
processes are considered. Analytical and numerical studies of each problem are carried out.
Moreover, conditions and properties for the existence and uniqueness of the analytical
solution as well as its stability are discussed. Different identification techniques are used that
involve sensitivity analysis, elasticity analysis, optimal design of experiments and
regularization. A convergent and stable numerical scheme based in finite difference is
considered in order to obtain simulated solutions for both direct and inverse problems. These
are useful for the determination of parameters since in this thesis no experimental
measurements are conducted. Regarding the inverse problems, a bound for the estimation

error is provided which depends on data errors, whenever is possible.
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Aportes Originales:

Los aportes originales son los siguientes:

En el capitulo 2 se presenta una expresion analitica para la solucion del problema de
transferencia de calor de una barra homogénea embebida en un fluido en movimiento con

disipacion por flujo lateral y conveccion.

En el capitulo 3 se resuelve, mediante técnicas numéricas de problemas inversos, la
determinacion del coeficiente de difusion con tres enfoques distintos relacionados con la toma
de datos. Ademas, a partir de un andlisis de sensibilidad, se realiza un estudio de disefio
optimo para encontrar las posiciones y los instantes de tiempo donde se realizan las

mediciones de forma tal que la determinacion resulte mas precisa.

En el capitulo 4 se brinda una nueva técnica para la determinacion del coeficiente de
transferencia de calor por conveccion. Mediante un analisis de temperatura y de elasticidad se

compara la nueva técnica con el enfoque clasico.

En el capitulo 5 se trata la determinacion de la fuente a partir del disefio de una familia de
operadores uni-paramétricos de regularizacion. Se analiza la estabilidad y la convergencia del
método de regularizacion propuesto y se obtiene una cota optima de tipo Holder para el error

de estimacion.

En el capitulo 6 se presenta una expresion analitica para la solucion del problema de
transferencia de calor en una barra compuesta por dos tramos consecutivos con interfaz
solido-solido. La difusividad y la conductividad térmica se toman como funciones constantes

a trozos. Se analiza tanto el caso estacionario como evolutivo.

En el capitulo 7 se aborda la aproximacion del punto de contacto de los materiales en un
problema de transferencia de calor con interfaz solido-s6lido. Se obtiene una expresion
analitica para el parametro aproximado. Se halla una cota para el error cometido en la
aproximacion que depende del ruido en la medicién. Ademads, con la finalidad de conocer la
dependencia local del parametro estimado con el dato utilizado, se realiza un estudio de

elasticidad.
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Resumen

En esta tesis se aborda el estudio de diferentes problemas inversos en un modelo de
parametros distribuidos de ciertos procesos de transporte con dos finalidades. Por
un lado, se busca mejorar el modelo, obtener un mejor diseno que sea mas preciso,
apropiado para el control y que describa mejor el problema fisico de interés. Por otro
lado, se pretende construir diferentes estrategias para mejorar y facilitar las técnicas

o procesos de medicion.

Especificamente, se considera el problema de transferencia de calor de una barra
embebida en un fluido (liquido o gaseoso) en movimiento con velocidad constante. En
el borde izquierdo se impone una condicion de tipo Dirichlet que indica temperatura

constante y en el derecho de tipo Robin para modelar el fenémeno de conveccion.

Se analizan aqui dos problemas particulares dentro del modelo de estudio. En el
primero, el proceso de transporte ocurre en una barra construida con un material
isétropo y homogéneo. Esta permite el intercambio de calor a ritmo constante con el
medio circundante. Ademas, esta afectada por un conjunto de fuentes que dependen
de la posicién. En el segundo problema, se considera una barra compuesta por dos
segmentos consecutivos con interfaz solido-sélido, donde cada tramo corresponde a
un material is6tropo y homogéneo, en este caso no hay generacién de calor (fuentes)
y como la misma se encuentra totalmente aislada en su superficie lateral, no hay

términos disipativos. Hallar una soluciéon a estos problemas, conociendo todos los
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RESUMEN

parametros del modelo y las condiciones de borde, se lo denomina problema directo.
En general, las soluciones analiticas y numéricas del problema directo pueden ser
obtenidas, mediante diferentes técnicas de Fourier y métodos de diferencias finitas,
respectivamente. El tesista no ha encontrado en la bibliografia una expresién analiti-
ca o la demostracién de existencia y unicidad de solucién de estos problemas. Hay
diversos trabajos que abordan problemas con caracteristicas similares al primero de
los mencionados; las soluciones son incluidas en esta tesis con el fin de presentar un

trabajo autocontenido.

Para obtener una caracterizacion mateméatica mas precisa del fenémeno estudiado
y desarrollar criterios que mejoren las técnicas de medicién; se puede recurrir a la
estimacién de pardmetros del modelo y/o identificacion de fuentes del mismo. Estos
son denominados problemas inversos y se encuentran relacionados con el problema
directo. En esta tesis se tratan cuatro problemas inversos, tres asociados al primer

problema directo y uno asociado al segundo.

= En el primer problema inverso se trata la determinacién de la difusividad
térmica del material de la barra. Esta se realiza mediante técnicas numéricas
de optimizacién, a partir de datos ruidosos de temperatura, tomados con tres
criterios diferentes. Se estudia bajo un andlisis numérico de sensibilidad, en
qué posiciones e instantes de tiempo es conveniente ubicar los sensores de

temperatura para obtener una mejor estimacion.

= El segundo problema inverso consiste en la estimacién del coeficiente de trans-
ferencia de calor. Habitualmente, en la literatura se considera un parametro
constante que depende de la temperatura estacionaria de la pared disipativa.
En esta tesis se propone un nuevo enfoque que tiene en cuenta la variacion
temporal de temperatura en la pared. Para analizar el rendimiento de la nue-

va técnica, se realizan analisis de temperatura y elasticidad mediante experi-
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mentos numéricos y se comparan los resultados obtenidos con los del método

RESUMEN

tradicional.

= En el tercer problema inverso se aborda la identificacion de la fuente, a partir
de mediciones ruidosas de temperatura tomadas en un tiempo fijo arbitrario.
El problema se resuelve analiticamente con técnicas de Fourier y se muestra
que dicha solucién resulta no ser estable. La no estabilidad de la solucion se
trata mediante una familia uni-paramétrica de operadores de regularizacion,
disennados para compensar el factor que causa la inestabilidad del operador
inverso. Se propone, ademads, una técnica para la eleccion del parametro de
regularizacion y se obtiene una cota 6ptima de tipo Holder para el error de
estimacion. La resolucién que aqui se presenta generaliza las ideas usadas por
otros autores para la ecuacién de calor a una ecuacion parabdlica completa
donde las mediciones de temperatura pueden ser tomadas en cualquier instante
y se utiliza la teoria de operadores para su formalizacién. Estas diferencias dan
lugar a una nueva propuesta que permite ser usada de manera mas general en

otros problemas.

= Por ultimo, el problema inverso asociado al segundo problema directo consiste
en la localizacién del punto de contacto entre los dos materiales, a partir
de una tnica medicion de flujo térmico en el borde derecho de la barra. El
problema se resuelve analiticamente y se da una cota para el error cometido
en la aproximacion. Ademas, se realiza un analisis de elasticidad para conocer

la dependencia local del pardmetro estimado con el dato utilizado.

Palabras Clave: Transferencia de calor, Problema inverso, Sensibilidad, Elastici-
dad, Regularizacion.

Clasificacién Matematica (MSC 2010): 80A20, 80A23, 80M20, 90C31.
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Abstract

This thesis addresses the study of different inverse problems for a distributed para-
meter model of certain transport processes with two purposes. On the one hand, it
seeks to improve the model, obtain a better design that is more precise, appropriate
for control and that better describes the physical problem of interest. On the other
hand, it seeks to build different strategies to improve and facilitate measurement

techniques or processes.

Specifically, the heat transfer problem of a bar embedded in a fluid (liquid or gaseous)
moving with constant speed is considered. A Dirichlet-type condition indicating
constant temperature is imposed on the left edge, and a Robin-type condition that

models the convection phenomenon is applied on the right.

Two particular problems within the study model are analyzed here. In the first
one, the transport process occurs along a bar of an isotropic and homogeneous
material. This allows the exchange of heat at a constant rate with the surrounding
environment. In addition, it is assume that the bar is affected by a set of sources
that depend on position. In the second problem, a bar composed of two consecutive
segments with a solid-solid interface is considered, where each section corresponds
to an isotropic and homogeneous material. In this case there is no heat generation
(sources) and as it is totally isolated on its surface side, there are no dissipative terms.

Finding a solution to these problems, knowing all the parameters of the model and
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the boundary conditions, is called a direct problem. In general, the analytical and

ABSTRACT

numerical solutions of the direct problem can be obtained, using different Fourier
techniques and finite difference methods, respectively. The thesis has not found in
the bibliography an analytical expression or the demonstration of the existence and
uniqueness for these problems. There are various works that address problems with
similar characteristics to the first one mentioned; their solutions are included in this

thesis in order to present a self-contained work.

To obtain a more precise mathematical characterization of the studied phenomenon
and develop criteria that improve measurement techniques; to estimation of model
parameters and / or identification of its sources can be addessed. These are called
inverse problems and are related to the problem direct. In this thesis, four inverse
probems are treated. Three of them are studied associated with the first direct

problem, and the other one is associated with the second one.

= The first inverse problem deals with the determination of the thermal diffusi-
vity of the bar material. This is done using numerical optimization techniques,
based on noisy temperature data, taken with three different criteria. It is stu-
died under a under a numerical sensitivity analysis, in which positions and
instants of time it is convenient to locate the temperature sensors to obtain a

better estimate.

= The second inverse problem consists of estimating the transfer coefficient of
heat. Usually, in the literature, it is considered as a constant parameter that
depends on the stationary temperature of the dissipative wall. In this thesis
a new approach is proposed that takes into account the temporal variation of
temperature on the wall. To analyze the performance of the new technique,
temperature and elasticity analyzes are carried out through numerical expe-

riments and the results obtained are compared with those of the traditional
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method.

s The third inverse problem addresses the identification of the source, based
on noisy measurements temperature taken at an arbitrary fixed time. The
problem is solved analytically with Fourier techniques and it is shown that said
solution turns out to be unstable. The non-stability of the solution is treated
by a family uni-parametric regularization operators, designed to compensate
for the factor which causes the inverse operator instability. In addition, a rule is
proposed for the choice of the regularization parameter and an optimal bound
of Holder type for the estimation error is obtained. The resolution presented
here generalizes the ideas proposed by other authors for the heat equation to
a complete parabolic equation where temperature measurements can be taken
at any moment and the operator theory is used for its formalization. These
differences give rise to a new proposal that allows it to be used more generally

in other problems.

= Finally, the inverse problem to the second direct problem consists of locating
the point of contact between the two materials, from a single measurement of
heat flow on the right edge of the bar. The problem is solve analytically and
give a bound for the error made in the approximation. In addition, an elasticity
analysis is carried out to know the local dependence of the parameter estimated

with the data used.

Key words: Heat transfer, Inverse problem, Sensitivity, Elasticity, Regularization.
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Introduccion

La teoria del problema inverso constituye una rama moderna de la matematica
aplicada que en la actualidad es utilizada por las distintas areas de la ciencia y
la ingenierfa. Inicialmente, y en su sentido mas amplio, ha sido desarrollada por
investigadores que centran su estudio en la geofisica, quienes tuvieron la necesidad
de implementar una teoria que les permita dar respuestas sobre el anélisis del objeto
de estudio de sus modelos matematicos. La razon principal del nacimiento de ésta,
radica en que estos investigadores buscan entender los fenémenos que ocurren en
el interior de la tierra y para ello la tnica informacién disponible consiste en un

conjunto de datos obtenidos en la superficie.

Entre los problemas inversos que aparecen en la bibliografia se encuentran los de
identificacién en sistemas de parametros distribuidos. Estos problemas estan rela-
cionados con diferentes procesos de transferencia de energia, masa e informacién que
involucran procesos fisicos, biol6gicos y/o quimicos de gran relevancia, tanto desde

el punto de vista tedrico y practico, como técnico.

La identificacion en sistemas de parametros distribuidos son problemas matemaéticos
de optimizacién cuyo objetivo es la determinacion de parametros desconocidos en un
modelo matemadtico conocido, a partir de datos observados, medidos y/o simulados,
tal que la respuesta del modelo resultante sea cercana, en cierta norma, o con algin

criterio, a las observaciones y/o mediciones fisicas del proceso.
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Por lo general se introducen simplificaciones y/o suposiciones en el modelo. En
muchos casos, es de interés saber en qué medida estas simplificaciones pueden o
no afectar a la solucién del problema. Para tal fin, se utilizan distintas técnicas de
analisis de sensibilidad que cuantifican la influencia de los parametros del modelo en
las soluciones aproximadas obtenidas, como asi también la influencia de los datos,

observaciones y mediciones en la estimacion de los parametros de dicho modelo.

Para realizar la identificacién de parametros en un problema particular es importan-
te obtener un disenio apropiado, pues las soluciones aproximadas deben ser confiables
si se quieren utilizar para predecir resultados bajo posibles situaciones o el compor-
tamiento de procesos a lo largo del tiempo. Un modelo inadecuado puede conducir a
resultados erréneos, los que pueden desembocar en toma de decisiones equivocadas.
Para conseguir esta situacion deseable, se puede utilizar la teoria de diseno 6ptimo,
la cual busca dar respuesta a como y cuando ubicar los sensores tal que la informa-
cion contenida en las senales resultantes sea la mas alta posible, dependiendo de los

objetivos de los datos tomados.

La identificacién en sistemas de parametros distribuidos son, por lo general, proble-
mas mal planteados donde los métodos numéricos tradicionales se vuelven inesta-
bles. Una alternativa practica para su resolucién es la implementacion de métodos
de regularizacion. Si bien estos métodos permiten resolver el problema inverso y
regularizar las soluciones, en algunos casos no resulta claro cudl es la técnica méas

adecuada para obtener la solucién aproximada apropiada.

Los procesos unidimensionales de transporte de energia térmica fueron estudiados
por mucho tiempo. Sin embargo, nuevas aplicaciones y casos particulares los hacen
mantener vigentes. Un caso de gran interés en ingenieria es la transferencia de calor
en materiales compuestos, en particular, en materiales multicapa, en los que se puede
considerar el transporte de calor de manera unidimensional. En esta tesis se aborda

el estudio de diferentes técnicas de estimacién de parametros en dos problemas de
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transferencia de calor en 1D, con dos objetivos principales. El primero, es mejorar
el modelo que se propone con la finalidad de poder usar sus salidas para predecir
y/o controlar los procesos de transferencia. El segundo, es definir y/o comparar
estrategias que permitan mejorar, facilitar y simplificar los procesos de medicién y

las técnicas de obtencion de datos para la resolucion de problemas inversos.

El modelo que se utiliza en este trabajo consiste en el problema de transferencia de
calor, de una barra embebida en un fluido (liquido o gaseoso) en movimiento con
velocidad constante. En el borde izquierdo se impone una condicién de tipo Dirichlet
que indica temperatura constante y en el derecho de tipo Robin para modelar el
fenémeno de conveccién. Dentro de este modelo se analizan dos problemas directos
particulares. En el primero, se estudia el proceso de transferencia de calor en una
barra homogénea e isotrépica embebida en un fluido en movimiento. Esta permite
el intercambio de calor a ritmo constante con el medio circundante. Ademas, esta
afectada por un conjunto de fuentes que dependen de la posicién. En el segundo,
se estudia el proceso de transferencia de calor en una barra compuesta por dos
segmentos consecutivos con una interfaz sélido-solido, donde cada tramo corresponde
a un material isétropo y homogéneo, en este caso no hay generacion de calor (fuentes)
y como la misma se encuentra totalmente aislada en su superficie lateral, no hay

términos disipativos.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 1| se incluye bre-
vemente una serie de conceptos fundamentales, necesarios para la comprension de

este trabajo.

En el capitulo 2 se estudia el primer problema directo de esta tesis. Para describir
el problema de interés, se considera una ecuacion completa de tipo parabdlica. Se
obtiene la solucion analitica utilizando métodos de Fourier, que son frecuentemente
usados para resolver este tipo de ecuaciones en derivadas parciales. El esquema de

resolucién se basa en un cambio en el sistema de coordenadas que consiste en pasar
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de un sistema fijo a uno moévil. Por otro lado, debido a que la expresiéon de la solucién
analitica hallada es muy compleja, se resuelve el problema numéricamente utilizando
diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal. Se
impone, al modelo numérico, condiciones de estabilidad y se testea la convergencia

del método con diferentes ejemplos numeéricos.

En el capitulo 3| se trata la primera indentificacion de parametros relacionada con el
problema directo estudiado en el capitulo 2] que consiste en la determinacién de la
difusividad térmica; el abordaje de esta determinacion es de suma importancia ya
que este parametro es util para caracterizar la pureza del material en el que se da el
proceso de transferencia. La estimacién de la difusividad térmica se realiza mediante
técnicas numéricas de optimizacién, a partir de datos ruidosos de temperatura, to-
mados con tres criterios diferentes. El primero consiste en que las mediciones (datos)
son tomadas en un instante de tiempo fijo en distintas posiciones, en el segundo, las
mediciones son tomadas en una posicién fija para diferentes instantes de tiempo y en
el ultimo, las mediciones se toman en diferentes instantes de tiempo y en distintas
posiciones. Ademds, se estudia bajo un andlisis numérico de sensibilidad, cuando
y donde es conveniente ubicar los sensores de temperatura para que la estimaciéon
resulte mas precisa. Con la finalidad de ilustrar el procedimiento de determinacion,

se incluyen ejemplos numéricos.

En el capitulo (4] se considera la segunda indentificacién de parametros relacionada
con el problema directo estudiado en el capitulo [2| que consiste en la estimacién
del coeficiente de transferencia de calor. Su determinacién es muy compleja debi-
do a que es un coeficiente que depende de multiples variables, las caracteristicas
generales de la pared disipativa (aspereza y rugosidad), las propiedades fisicas del
fluido (densidad, viscocidad, expansién volumétrica), entre otras. Habitualmente, en
la literatura se considera un parametro constante que depende de la temperatura

estacionaria de la pared disipativa. En este capitulo se propone un nuevo enfoque
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que tiene en cuenta la variaciéon temporal de temperatura en la pared. Este permite
obtener un coeficiente de transferencia de calor més preciso y como consecuencia,
un mejor modelo para el proceso de transporte, que resulta de utilidad para predecir
resultados y controlar las variables. Para analizar el rendimiento de la nueva técnica
se realizan andlisis de temperatura y elasticidad mediante experimentos numéricos

y se comparan los resultados obtenidos con los del método tradicional.

En el capitulo |5 se aborda la tercera indentificacién de parametros relacionada con
el problema directo estudiado en el capitulo que consiste en la identificacién
del término fuente, considerada como una funcién independiente del tiempo. La
complejidad de esta identificacién radica en que se busca determinar una funcién en
lugar de un pardmetro constante. Su determinacién es de suma importancia para el
proceso de transporte de energia térmica ya que la fuente es el término de generacion
de calor y poder identificarla brinda un modelo mas preciso que permite predecir
con mayor exactitud los resultados del proceso de transferencia. La identificacién
de la fuente se realiza a partir de mediciones ruidosas de temperatura, tomadas en
un tiempo fijo arbitrario, considerando un dominio infinito. El problema se resuelve
analiticamente con técnicas de Fourier y se muestra que dicha solucion resulta no
ser estable. La no estabilidad de la solucién se trata mediante una familia uni-
paramétrica de operadores de regularizacion, disenados para compensar el factor
que causa la inestabilidad del operador inverso. Se propone, ademas, una técnica
para la eleccion del pardametro de regularizacién y se obtiene una cota éptima de
tipo Holder para el error de estimacion. La resolucién que aqui se presenta generaliza
las ideas usadas por otros autores para el caso de la ecuacién de calor; en este capitulo
se aplica a una ecuacion parabdlica completa donde las mediciones de temperatura
pueden ser tomadas en cualquier instante, ademas, la formalizacion utilizada se basa
en la teoria de operadores. Estas diferencias dan lugar a una nueva propuesta que

permite ser usada de manera mas general en otros problemas.
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En el capitulo [f] se estudia el segundo problema directo de esta tesis. Para describir
el problema de interés, se utiliza la ecuacion de calor en un sistema acoplado, donde
la difusividad térmica se considera una funcién constante a trozos. Se obtiene una
expresion para la solucion analitica de este problema, utilizando métodos de Fourier.
Debido a que la expresion de la soluciéon analitica hallada es muy compleja, se
resuelve el problema numéricamente utilizando diferencias finitas centradas en el
espacio y hacia delante en la variable temporal. Se impone, al modelo numérico,
condiciones de estabilidad y se testea la convergencia del método con diferentes

ejemplos numéricos.

En el capitulo[7]se considera una identificacién de pardmetros relacionada con el pro-
blema directo estudiado en el capitulo[f], que consiste en la localizacién del punto de
contacto entre los materiales; debido a que el parametro a estimar es constante, se
utiliza para la determinacién, el problema en régimen estacionario. La localizacién
del punto de contacto se realiza a partir de una tunica medicién ruidosa de flujo
térmico en el borde derecho de la barra. Se obtiene una expresion analitica para
la determinacién de la la ubicacion de la interfaz y se halla una cota para el error
cometido que depende del ruido en la mediciéon. Ademas, con la finalidad de conocer
la dependencia del parametro estimado con el dato, se realiza un estudio de elasti-
cidad. Ejemplos numéricos, de diferentes caracteristicas, muestran la utilizacion del

método propuesto.
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

Sin pretender ser exhaustivo y con la intencion de realizar un trabajo de caracter
auto-contenido, se exhiben en este capitulo una serie de conceptos globales que
resultan fundamentales para una mejor comprension del desarrollo de esta tesis.
El tratado de estas tematicas le permitira al lector que no esta suficientemente
familiarizado con estos temas, comprender mejor cada una de las problematicas que
se abordan en los siguientes capitulos. En cada seccion de este capitulo se da una
breve definicién y/o clasificacién sobre el concepto que interesa presentar, lo que
ofrece un marco tedrico general del desarrollo de este trabajo. En cada caso, se cita
bibliografia pertinente para aquellos lectores que quieran o necesiten profundizar

algunos de los temas tratados.

Este capitulo comienza con una breve introduccién acerca de sistemas de pardame-
tros distribuidos. Luego se define modelos de transporte centrandonos en
los diferentes procesos de transferencia de calor (conduccién, conveccién). Se con-
tintda con una introduccién a problemas inversos, se clasifican aquellos que estan
asociados directamente a fenémenos térmicos y se relaciona dicho concepto con la

estimacion de pardmetros. Se incluye una definicién de problemas mal plan-
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teados, se mencionan algunos métodos de regularizacion y una clasificacién de

1.1. SISTEMAS DE PARAMETROS DISTRIBUIDOS

pardmetros de regularizacion. Se menciona su importancia en la estabilizacion
de problemas mal planteados. Se abordan también los conceptos de sensibili-

dad, elasticidad y diseno optimo.

1.1. Sistemas de Parametros Distribuidos

Los sistemas de pardmetros distribuidos [4,9,/128)142,/192] 194,252} 267] son
diferentes sistemas dindmicos [243] cuyos estados presentan una fuerte dependencia
espacio-temporal. La manera mas adecuada de representar estos sistemas es median-
te ecuaciones diferenciales en derivadas parciales 10,47, /56,68,|76]. Estas, pueden
utilizar complejos métodos de modelado, planteo, soluciéon y permiten obtener des-

cripciones precisas de los fenémenos fisicos.

Los sistemas de parametros distribuidos han sido muy estudiados, analizados
y aplicados a la teoria de sistemas dinamicos y control. Esto se debe, esencialmente, a
la diversificacién de los sistemas industriales y a los fuertes acoples entre dinamicas
multi-fisicas, en donde objetivos de calidad, monitoreo y control han sido fijados

para optimizar las ganancias de la industria.

Este tipo de sistemas son estructuras matematicas con propiedades particulares

compuestas, esencialmente, por tres elementos principales: [106]

1. Las relaciones funcionales de las variables de interés vistas como variaciones
en el dominio espacio-temporal (por ejemplo, en problemas de transferencia
de calor: variaciones en el tiempo, términos convectivos, términos conductivos,

términos difusivos, términos advectivos ).

2. Pardametros de las ecuaciones (por ejemplo, en problemas de transferencia

de calor: conductividades térmicas, difusividades térmicas, calores especificos,
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densidades, coeficientes de transferencia de calor por conveccién).

1.2. FENOMENOS DE TRANSPORTE

3. Entradas al sistema (acciones externas y perturbaciones).

En este trabajo se estudian sistemas de pardmetros distribuidos que modelan

problemas relacionados con transferencia de energia térmica.

1.2. Fenémenos de Transporte

Los fenomenos de transporte son muy estudiados en la actualidad debido a la
cantidad de aplicaciones directas con las que se relacionan en diferentes campos de
la ciencia y la ingenieria, pues se utilizan para analizar la transferencia de masa,

energfa e informacién en distintos procesos [41,106].

Estos procesos se suelen describir mediante ecuaciones diferenciales de segundo or-
den de tipo parabdlica. En la bibliografia se la puede encontrar con diferentes nom-
bres, entre los mas utilizados, ecuacion de difusién-adveccion-reaccion, ecuaciéon de
difusién-conveccién-reaccién o ecuaciéon diferencial parabdlica completa. En una di-

mensiéon espacial puede escribirse de la siguiente manera:
u(z,t) = (& (z, )ug(x,1))  — Bla, t)ug (2, t) — vz, t)(u(z, t) —u) + f(z,t). (1.1)

En esta ecuacion los subindices indican cudles son las variables respecto de las cuales
se deriva parcialmente y cuantas veces. La Ecuacion puede ser utilizada para
modelar multiples y disimiles situaciones de transferencia. En este trabajo se trata
la transferencia unidimensional de calor, a través de diferentes mecanismos, de un
cuerpo embebido en un fluido en movimiento. Bajo este supuesto, la funcién u(z, t)
indica la temperatura en la posicién x en el instante ¢, u;(x,t) representa la rapidez

de variacién de la temperatura con respecto al tiempo, el término a?(x, t)u.(z, 1)
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representa el flujo interno por medio de la difusién donde a?(z,t) [m?/s] es la difusi-

1.2. FENOMENOS DE TRANSPORTE

vidad térmica propia del material, el término f3(z, t)u,(x,t) indica el flujo debido a la
conveccién donde fB(z,t) [m/s] es la velocidad del fluido en movimiento. El término
v(z,t)(u(z,t) — ug) representa el flujo lateral, pues si el cuerpo no estd totalmente
aislado en la superficie lateral puede intercambiar calor con el medio circundante
donde v(x,t) [1/s] indica el ritmo de dicho intercambio y uy [°C] es la temperatura
exterior. Por tdltimo f(x,t) [°C/s] es el conjunto de fuentes, como por ejemplo, una
corriente eléctrica que pasa por una varilla metélica, reacciones quimicas o nucleares
que ocurren dentro del cuerpo, etc. Para entender mejor estos procesos de intercam-

bio de energia se tratan brevemente los fenémenos de conduccién y conveccién.

1.2.1. Conduccion

La conduccidn |125/[174] es el proceso de transferencia de energia mediante el cual,
a partir de las interacciones moleculares, las particulas con mas energia transfieren
parte de ella a las particulas menos energéticas. Este proceso puede darse en medios
solidos, liquidos o gaseosos. Si se considera una placa con diferentes temperaturas en
ambos lados, los resultados experimentales [125,174] han mostrado que la razén de
transferencia de calor por conduccion es directamente proporcional a la diferencia
de temperaturas y a la superficie perpendicular a la direccién de transferencia e
inversamente proporcional al espesor de la capa. Esta descripcion se traduce ma-
tematicamente en la conocida Ley de Fourier que indica que la tasa de transferencia

por unidad de area se expresa segin

Cjcond - _K:ux(xa t)a [W/m2]

El signo negativo asegura que la transferencia en la direccion normal sea una magni-

tud positiva. La constante de proporcionalidad s recibe el nombre de conductivi-
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dad térmica. Esta es una propiedad fisica de los materiales que mide la capacidad

1.2. FENOMENOS DE TRANSPORTE

de conduccién de calor.

El valor de conductividad térmica, cuyas unidades son [W/m°C] depende de la
temperatura. En el estado estacionario es constante y en la practica, para proble-
mas en estado transitorio, bajo ciertas condiciones, también se la supone constante.
Este coeficiente, para una temperatura dada, puede interpretarse como la capacidad
que tiene determinado material para conducir calor. Formalmente se define la con-
ductividad térmica de un determinado material como la razén de transferencia
de energia térmica a través de un espesor unitario por unidad de area por unidad
de temperatura. De aqui se desprende que materiales con conductividad térmi-
ca alta son buenos conductores de calor, como los metales puros, materiales con
conductividad térmica baja son malos conductores, como los gases. A modo de
ejemplo se puede mencionar que aproximadamente a temperatura ambiente resulta

Kaire = 0,026 W/(m°C) 5 Kaiamante = 2300 W/ (m°C).

Otra propiedad importante de los materiales que aparece en los procesos transitorios
de conduccién de calor es la difusividad térmica, que notamos o*(z,t) por ser
un parametro estrictamente positivo. Esta magnitud representa la rapidez con la
que se da la difusion de calor a través de un cuerpo. Formalmente se define como la

razén entre el calor conducido y el calor almacenado. Es decir,
ot = —, (1.2)

donde p [kg/m?] representa la densidad y ¢, [J/kg °C] el calor especifico. Pequerios
valores de difusividad térmica indican que gran parte de calor es absorbido y
almacenado por el material, dicho de otra forma, la difusividad térmica es un
indice que expresa la velocidad de cambio y el flujo de temperaturas en un material

hasta que alcanza el equilibrio térmico.
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1.2. FENOMENOS DE TRANSPORTE

1.2.2. Conveccion

La conveccidon [37] es otra forma de transferencia de energfa térmica, la cual cons-
tituye el mecanismo de transferencia de calor a través de un fluido, en presencia de
un movimiento masivo de éste. La transferencia por conveccion aumenta confor-
me aumente la velocidad del fluido. En ausencia de cualquier movimiento masivo
de fluido, la transferencia de calor entre la superficie sélida y el fluido adyacente se
da por conduccién pura. En caso contrario, la energia es transferida a la capa de
fluido adyacente por conduccion y esta energia es arrastrada de manera inmedia-
ta, alejandola de la superficie del solido por conveccion. Debido a esto, el fluido
cercano a la superficie se calienta, éste es removido y se reemplaza nuevamente por

otra porcién de fluido mas fria y asi sucesivamente.

Cuando el fluido fluye debido a medios externos (ventilador o bomba) se dice que la
conveccion es forzada, en cambio si el fluido fluye debido a la variacién de tempe-
ratura, decimos que la conveccion es libre o natural. Los procesos de transferencia
de calor que comprenden cambios de fase de un fluido se consideran como conwvec-
cion, debido al movimiento del fluido durante la transferencia. Ejemplos claros de
esto son la elevacion de burbujas de vapor de agua durante la ebullicién y la caida

de gotitas de agua durante la condensacion.

Los procesos de transferencia de calor por conveccion son muy complejos debido a
las amplias y diversas variedades en la naturaleza del fluido. No obstante, la experi-
mentacién [37] muestra que la velocidad de la transferencia de calor por conveccion
es proporcional a la diferencia de temperaturas entre la superficie sélida y el fluido,
que se representa mediante la Ley de enfriamiento de Newton y se puede escribir

por unidad de area como

QConv = _h(us - uoo), [W/mZ], (13)
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donde u, y us [°C] son las temperaturas en la superficie y lejos de la misma, res-

1.3. PROBLEMAS INVERSOS

pectivamente, h representa el coeficiente de transferencia de calor por conveccion
o coeficiente de pelicula. Este coeficiente se mide en [W/(m?°C)] y depende, en-
tre otros factores, de la geometria de la superficie, la naturaleza y las propiedades
térmicas del fluido. La determinaciéon del valor exacto es realmente muy compleja,
se estima de forma experimental dependiendo de las condiciones de cada problema

particular.

1.3. Problemas Inversos

Una posible definiciéon es decir que dos problemas son inversos, el uno del otro,
si la formulacién de cada uno de estos requiere un conocimiento parcial o total
del otro. Se suele denominar a uno de ellos problema directo, que por lo general
es aquel del que se tiene mas conocimiento, mientras que al otro se lo denomina
problema inverso [14,[126,|135]. En principio esta clasificaciéon puede resultar un
tanto arbitraria, pues el problema matemético representa una descripcion, un modelo
de algin fenémeno del mundo real. Debido a ello la diferenciacion entre el problema
directo y el problema inverso en general surge naturalmente a partir del problema

que se estd considerando.

Matemédticamente, en un contexto general, se puede definir un problema inverso
como la necesidad de hallar x en una ecuacién de la forma Tr =y donde T': X — Y
es un operador continuo , X, Y son espacios de Hilbert e y es un dato del problema

[139].

Con la finalidad de aclarar esta idea, se considera un ejemplo. Supongamos que se
desea describir el comportamiento futuro de un sistema termodinamico partiendo
del conocimiento del estado actual de dicho sistema, las leyes fisicas que lo go-

biernan y todos los parametros relevantes del problema. Resultaria légico llamar

7
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a éste “problema directo”, dado que responde a una secuencia causa-efecto. Es

1.3. PROBLEMAS INVERSOS

decir, conociendo las causas que modifican el sistema, es posible averiguar el efecto.
En contraposicién, si el problema reside en hallar el valor de ciertos parametros
termodinamicos a partir de observaciones realizadas sobre la evolucién del sistema,
resultaria natural llamar a éste “problema inverso”, pues responde a una secuen-
cia efecto-causa. Es decir, conociendo el sistema actual es posible averiguar algunas

de las causas que generé la modificacién de dicho sistema [52].

Centrandonos en las aplicaciones de los problemas inversos en matematica apli-
cada, podemos destacar dos motivos que le dan importancia al estudio de éstos. El
primer motivo se relaciona directamente con el interés de conocer estados pasados
o parametros de un sistema fisico determinado a partir de observaciones actuales.
El segundo motivo se relaciona con el hecho de saber como afectar un sistema de

manera tal que la modificacion resulte un estado deseado.

En la bibliografia se puede encontrar una gran cantidad de ejemplos de problemas
inversos muy variados. En particular [1] contiene un resumen de algunos de ellos
con una amplia gama de aplicaciones. Ademads, entre los problemas inversos clasi-
cos podemos citar problemas relacionados con técnicas de procesamiento de image-
nes [180L)222], ejemplos de este tipo de problemas son la tomografia y la tomografia
de impedancia eléctrica [241|116]; problemas espectrales [941|133}|182], problemas re-
lacionados con la determinacién de tumores en un tejido biol6gico [151,/152,(175,217],

entre tantos otros.

1.3.1. Problemas Inversos en Procesos de Transferencia de

Calor

Existen disimiles y variados problemas inversos en procesos de transferencia

de calor. En los casos particulares en el que se conoce el flujo térmico o la tempe-
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1.3. PROBLEMAS INVERSOS

ratura en la frontera de un medio y las caracteristicas térmicas de éste, es posible
encontrar el perfil espacial y temporal de temperaturas en el interior del sélido,
segun la descripcién hecha en la Seccion [1.3] esto representa el problema directo de
transferencia de calor por conduccion. En otros casos, el flujo o el perfil térmico es
desconocido y debido a ello debe ser estimado a partir de mediciones experimentales
de temperatura tomadas en el interior del medio conductor, éstos representan pro-
blemas inversos y se conoce como “problema inverso de conduccion de calor”.
Esto se debe a una cuestion netamente historica, en la actualidad, existen muchos
otros problemas inversos ligados a la transferencia de calor. Mas generalmente
se dice que un problema de transferencia de calor es inverso si se desea encon-
trar el valor de cualquier parametro o funcién relacionado al proceso conociendo,
por ejemplo, valores de temperatura o de calor en el cuerpo. Las incognitas en un
problema inverso de transferencia de calor son, en general, las condiciones de
contorno, las condiciones iniciales, el valor de la generacién interna de calor (fuente)

y las propiedades térmicas del sélido.

Encontrar la soluciéon de un problema inverso en procesos de transferencia de ca-
lor es una tarea que puede ser de suma dificultad. Existen muchos métodos analiticos
clasicos y numeéricos que persiguen este fin. Beck, es un pionero en el estudio de pro-
blemas inversos de transferencia de calor y algunos de los métodos propuestos
por este autor se pueden ver en [28-36]. Otros autores realizaron aportes significa-
tivos sobre problemas inversos de transferencia de calor. Entre los trabajos més
importantes se puede citar el problema inverso en medios infinitos y la estimacion
de calor en procesos de enfriamiento [230]. Con el tiempo esta drea de estudio ha
ido evolucionando y se han analizado problemas inversos mas complejos en los

que se busca estimar varios parametros térmicos en simultédneo [120,156,(209,282].

Los problemas inversos en transferencia de calor se clasifican segin la depen-

dencia del tiempo, la linealidad y la naturaleza del mismo. Estos problemas pueden
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ser estacionarios o evolutivos, los problemas estacionarios son aquellos en los que no
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hay variacién de pardmetros respecto del tiempo [8,|55,123}/172,/173,219]. Los pro-
blemas evolutivos o transitorios son aquellos en los que los parametros varian con el
tiempo, son méas complejos y por lo general requieren de mediciones de temperatura

como datos de entrada [35].

La no linealidad de un problema inverso se debe a que las condiciones de frontera o
algunos parametros térmicos del proceso de transferencia dependen de la tempera-
tura. En caso contrario estamos frente a un problema inverso lineal. Los problemas

lineales son mas simples y requieren menor tiempo de maquina para ser resueltos.

Un problema inverso también puede clasificarse segun lo que se desea estimar. Cla-
ramente esta clasificacion es la mas importante desde el punto de vista de las aplica-
ciones. En este sentido se puede estimar, por ejemplo, las condiciones de contorno,
las condiciones iniciales, las propiedades térmicas del solido, fuentes y parametros
geométricos del medio. Existen otros problemas que pertenecen a esta categoria como
los asociados a optimizacion y control, los de frontera movil, los relativos a medios

porosos, entre otros. Algunos trabajos que tratan esta clasificacién son [44,230,271].

1.3.2. Métodos de Resolucion de Problemas Inversos

Por lo general, para resolver problemas inversos se debe abordar primero el
problema directo. Para ello existen muchos métodos conocidos en la bibliografia
[56,|76]. Entre los métodos clasicos se puede mencionar, métodos de separacién de
variables, método del factor integrante, método de la ecuacién de Bernoulli, método
de coeficientes indeterminados, método de variacion de parametros, método de la
ecuacion de Cauchy-Euler, métodos que utilizan desarrollos en serie, métodos que
utilizan funciones especiales como la funcién Beta o la funcién Gamma, métodos que

utilizan funciones integrales como la transformada de Laplace o la transformada de

10
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Fourier. Dichos problemas también son abordados con técnicas numeéricas. Entre

1.4. ESTIMACION DE PARAMETROS

las més utilizadas se puede mencionar, métodos de diferencias finitas [167,177,/184,
232,244] métodos de elementos finitos [57,/67,240,299] y métodos de volumen de
control [7,53,85].

Particularmente para procesos de transferencia de calor se emplean métodos analiti-
cos tales como separacion de variables, métodos integrales, método de las funciones
de Green, entre otros. Detalles generales de éstos aplicados a problemas de conduc-
ci6én de calor se pueden ver en [28,29,33]/44}98,124|148|230]. Los métodos numéricos
citados en el parrafo anterior se utilizan en problemas de conduccién preferentemente
para abordar problemas no lineales. El método de diferencias finitas ha sido utilizado
para la determinacion de la fuente o para la estimacion de la generacién de energia
térmica en numerosos trabajos, algunos de ellos se pueden ver en [30,34,36,280]. Par-
ticularmente para problemas estacionarios algunos autores utilizaron técnicas que
se pueden ver en [70,[88|, por su parte para problemas transitorios se puede citar
como ejemplo, [68,282]. Otros tipos de métodos numéricos, aunque menos utilizados,
para problemas de conduccién son los métodos iterativos [10,231], los métodos de

autovalores [185] y de volumenes de control |7,/53].

Centrandonos particularmente en los métodos analiticos de resolucién de problemas
inversos en procesos de transferencia de calor, encontramos los métodos de especifi-
cacion funcional y los métodos de estimacién de parametros aplicados a problemas

lineales y no lineales, por ejemplo, [34}35]/115,277-279].

1.4. Estimacion de Parametros

Como se mencioné en la Subseccién [1.3.1] en un problema inverso se trata de
estimar algin parametro [15,31] desconocido en la formulacién del proceso de trans-

ferencia. El término estimacion se utiliza de forma literal, es decir, la incognita del

11
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problema inverso se determina a partir de un conjunto de datos (sean mediciones

1.5. PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

experimentales o simulaciones numeéricas). Dichas mediciones estdn contaminadas de
ruido que proviene de los errores de medicion, de instrumentacion, de calibracion y
las pérdidas por conveccién y radiacién (no existe la aislacién perfecta); debido a este
motivo es imposible obtenerlas de forma exacta. En este contexto las estimaciones
mas usuales son: estimacion del coeficiente de conductividad térmica dependiente
de la temperatura k(u), estimacién del calor especifico que depende de la tempe-
ratura ¢,(u), la estimacién del coeficiente de transferencia de calor por conveccién
h(u) y estimacién de la fuente de calor. Algunos ejemplos variados se pueden ver

en [31}32,/120-122].

1.5. Problemas mal Planteados

Hay una diferencia de fundamental importancia entre los problemas directos y los
problemas inversos y corresponde al concepto de problemas bien o mal plantea-

dos [19,83,[139)].

Generalmente, los problemas inversos son problemas mal planteados en el
sentido de Hadamard [100]. Hadamard introdujo este concepto teniendo en cuenta
que el modelo matemaético considerado para describir un fenémeno fisico debe poseer
las propiedades de existencia, unicidad y estabilidad de la soluciéon. Es decir, el
problema debe admitir solucion, ésta debe ser tnica y ademas, debe depender de
los datos de manera continua. De no cumplirse una o varias de las tres condiciones
presentadas en las lineas anteriores para un modelo dado, estamos en presencia de

un problema mal planteado.

Desde un punto de vista matemaéatico se puede decir que las tres propiedades men-
cionadas tienen diferentes grados de importancia, esto se debe el abordaje del mal

planteo depende fuertemente de la propiedad que no se cumpla.

12
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Si el modelo planteado no tiene solucion, por lo general es un indicador de que las

1.5. PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

mediciones tienen demasiado ruido o que existe un error en el modelo matematico
utilizado. En algunos casos esta propiedad se obtiene facilmente extendiendo el es-
pacio de soluciones, el concepto de distribucién o funcién generalizada [134] es un

claro ejemplo de esto.

Si el problema planteado tiene mas de una solucién, por lo general, se debe a la
falta de informacién en el modelo propuesto, para resolver esto, alcanza con agregar
al modelo suposiciones adicionales basadas en el fenémeno estudiado o simplemente
elegir una de las soluciones que resulte adecuada. Elegir la solucion de menor norma

es un ejemplo de esto.

La estabilidad de la solucién es la propiedad mas relevante de las tres desde el
punto de vista de las aplicaciones, pues es la principal causa del “mal planteo” de
un problema inverso. Debido a la falta de estabilidad, una pequena modificacién
en los datos (como los que generan los errores de medicién) producen diferencias
significativas en la solucién del problema inverso. Si el problema planteado carece
de estabilidad, obtener la soluciéon exacta es una tarea practicamente imposible.
Este incumplimiento del supuesto de dependencia continua de los datos se pone de
manifiesto en la no acotacién de la inversa generalizada de Moore-Penrose [38]. Esta
inversa busca, en lineas generales, invertir el operador 7' dado en la definicién formal
de problema inverso (Seccién [1.3). La no acotacién de dicha inversa se traduce en
inestabilidad cuando se emplean métodos numéricos tradicionales para aproximar
las soluciones. La problematica que genera la falta de estabilidad es que la solucién
hallada puede encontrarse muy distante de la verdadera. Si la solucion del problema
no depende en forma continua de los datos, se debe agregar informacién adicional al
modelo o acudir a métodos que estabilicen la solucién. Los métodos utilizados para
estabilizar la solucion de un problema inverso mal planteado se conocen en la

bibliografia como métodos de regularizacion.
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1.5. PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

1.5.1. Métodos de Regularizacién

Los problemas inversos mal planteados surgen con frecuencia en diferentes
ramas de la ciencia e ingenieria. La regularizacién es una técnica matematica que
proporciona estabilidad al operador de un problema mal planteado. En términos
generales, regularizar un problema mal planteado significa esencialmente aproximar-

lo por una sucesién de problemas bien planteados [33].

Las técnicas de regularizacion difieren entre si segiin la estrategia que se utiliza y la
cantidad de informacién que se requiera incorporar. Los métodos de regulariza-
cton se clasifican en métodos directos, que se caracterizan por no ser iterativos, ver
por ejemplo [146,[161,/162] o métodos indirectos, por ejemplo [43,238], que utilizan

métodos iterativos para estabilizar numéricamente el problema mal planteado.

Se han desarrollado también métodos hibridos y métodos de regularizacion con
diferentes restricciones basados en algoritmos complejos de optimizacion. Las meto-
dologias de regularizacion recién descriptas encuentran uso en el area de modelaciéon
inversa de problemas tan disimiles entre si como interesantes. Estimacion de parame-
tros geofisicos [17,228]; recuperacién de perfiles de composicién atmosférica a partir
de instrumentos satelitales [77,[84] y el célculo de la distribucién del tamano de
particulas [69,164], entre muchas otras aplicaciones que exceden el alcance de este

trabajo.

Entre los métodos clasicos de regularizacion de problemas inversos mal plan-
teados se pueden mencionar, regularizacion de Tikhonov [97,(179], regresién Rid-
ge [113}|114], descomposicién en valores singulares truncada [107,272], descompo-
sicién en valores singulares amortiguada [107], métodos de regularizacién cuasi-

reversibles [150], entre muchos otros.

Con respecto a los métodos de regularizacién en conduccién de calor se encuen-

tran, entre los més utilizados, el método de especificaciéon de funcién secuencial [35],
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el método de regularizacion iterativa [635,101], métodos de estabilizacién mediante

1.5. PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

el empleo de filtros 7, 112], método de gradiente conjugado [60,122,226], el método
de Davidon-Fletcher-Powell [246], el método de Monte Carlo [103]. En [35] se puede
apreciar un abordaje extenso de cada uno de los métodos en los que se utilizan
muchos ejemplos, en [300] se realiza un excelente andlisis sobre cada uno de los

métodos.

A la hora de regularizar una solucién en un problema de transferencia de calor, es
necesario tener una forma de minimizar el error de las soluciones regularizadas. En
la mayoria de los trabajos se emplea, el método de cuadrados minimos, sin embar-
go, existen trabajos en los que se sustituye este método mediante algoritmos mas
complejos con caracteristicas particulares que operan directamente sobre dominios

lineales [280].

1.5.2. Parametro de Regularizacién

Una caracteristica comun de las técnicas de regularizacién es que todas ellas requie-
ren la utilizacién de un parametro que depende del problema a regularizar. Este
parametro, llamado pardmetro de regularizacion, es el encargado de equilibrar
el error de minimizaciéon con respecto al error de regularizacion. Este puede clasifi-
carse en dos grandes grupos: los pardmetros de regularizacion a priori, que son
aquellos que s6lo dependen del ruido en los datos y los pardmetros de regulari-
zacion a posteriori, que ademads del ruido en los datos, depende de las mediciones

especificamente.

Existe una amplia variedad de técnicas para la seleccion criteriosa de este parametro
en funcién del problema a regularizar. Entre los tipos de seleccién més frecuentemen-
te utilizados se pueden mencionar, el principio de discrepancia [42}82,220], la utili-

zacién de la Curva-L [48,|108,/109], la validacién cruzada generalizada [13},/155,274]
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y el periodograma residual acumulativo [110}210]

1.6. Sensibilidad

El objetivo principal del andlisis de sensibilidad es determinar de manera cuan-
titativa el cambio en el comportamiento de un sistema cuando, de alguna manera,
un conjunto de sus parametros son modificados. Es una herramienta muy utilizada
en ingenieria y sirve para medir la influencia de los pardmetros en los resultados de
un determinado modelo matematico [58212,213]. Algunos trabajos interesantes de

andlisis de sensibilidad pueden verse en [1},89,/140,191,[211}221].

Obtener una solucién numeérica en un problema inverso y en particular en pro-
blemas de transferencia de calor, es una tarea compleja debido a que la solucién es
muy sensible a errores de medicién y de calibracién de instrumentos. En [300] se cita
un claro ejemplo de esta situacion, el problema inverso unidimensional de esti-
macién de calor es sensible a las mediciones, debido a que si se aumenta la cantidad
de datos experimentales es necesario disminuir el paso temporal de discretizacién,
sin embargo la utilizaciéon de intervalos de tiempo extremadamente pequenos, por

lo general, introducen factores de inestabilidad en la solucién.
La sensibilidad de una funcion respecto de un parametro se define como la derivada

parcial de primer orden de la funcién con respecto a dicho parametro. Es decir,

aD(p17p27 7pn)
Ip;

S%Z <p17p2a "'7pn) =

Y

en este ejemplo se calcula la sensibilidad de la funcién D (que depende de las varia-

bles p1,p2,...pn) con respecto al pardmetro p;.

El célculo de sensibilidad de la solucién de una ecuacién diferencial con respecto a

un parametro de la ecuacion, puede requerir la resolucién de una nueva ecuacion
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diferencial. Ejemplos de esto se puede encontrar en [45]71],204,205|249).

1.7. ELASTICIDAD

Es muy til realizar el calculo de sensibilidad para mejorar el diseno experimental
y decidir, con criterio, en qué punto del dominio se tomaran las mediciones. Mas
detalles se pueden ver en [35,275]. Las funciones de sensibilidad son dependientes
de la geometria del problema y de las condiciones de borde impuestas en el modelo
del problema inverso. Segin [300] para que una estimacién sea éptima, los sensores
de medida deben colocarse en posiciones donde las lecturas sean més sensibles a los
cambios del parametro desconocido. En este contexto han surgido en las ultimas
décadas conceptos mas complejos que permiten no sélo calcular la sensibilidad de
una funcién con respecto a un parametro, sino que se analiza la influencia, en las so-
luciones aproximadas, de varios parametros en simultdaneo y cémo éstos interactiian
entre si. Este tipo de técnicas se denominan funciones de sensibilidad generalizada.

Mas detalle puede verse en [20},45204.,245/249).

1.7. Elasticidad

El anadlisis de elasticidad es otra herramienta que se puede utilizar para medir la
influencia de los parametros en los resultados de un determinado modelo matemati-
co. Este concepto proviene de la economia [239] y cada vez es més utilizado en el
abordaje de problemas en ciencia e ingenierfa [258,260]. Se puede interpretar como
la variacién porcentual de determinada funcién cuando el pardmetro varia en 1%.

Es decir, la elasticidad de la funciéon D con respecto al parametro p se define como

La definicion resulta de suma utilidad. Supongamos que con determinada técnica

deseamos estimar p, en dicha situacién es 1til saber cual sera la variacion en D
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cuando se comete un error del 1% en la estimacion de p. Si |[Ep(p)| < 1 se dice que

1.8. DISENO OPTIMO

D es inelastica y este es un caso deseado en cualquier problema de estimacién de
pardmetros dado que un error en la estimacién del pardmetro del 1% generard un
error menor al 1% en la solucién. En contraposicion, si |[Ep(p)| > 1 se dice que D es
elastica. En este caso, la estimacién del parametro deseado se complejiza, pues un

error chico en la determinacién puede traducirse en un error grande en la solucion.

En el caso en el que se desea estudiar la elasticidad de una funcién multivariable con
respecto a uno solo de los parametros, la definicion es andloga utilizando la derivada

parcial. Es decir,
P1 0D(p1,p2)
D(p1,p2) op1

E%l (p1,p2) =

En este ejemplo se calcula la elasticidad de la funcién D (que depende de las variables
p1 Y p2) con respecto al pardmetro p;. Dicha elasticidad serd, en principio, una

funcién que depende de ambas variables. Es decir, E7; depende de las variables p,

Yy D2.

1.8. Diseno ()ptimo

En lineas generales, dado un problema inverso de identificacion de pardme-
tros la teoria de diseno optimo busca favorecer la estimacién calculando los pun-
tos o instantes de tiempo donde se debe tomar la informacion, o los datos, de manera
de minimizar el error. Los métodos clasicos para el diseno éptimo presentados por

distintos autores se describen claramente en [20/-23].

La naturaleza infinito-dimensional de los sistemas de pardmetros distribuidos
imposibilita la tarea de tomar mediciones en todo el dominio [243], debido a esto,
surge el interrogante de cémo, déonde y cuando ubicar los sensores con la finalidad

de que la estimacién sea lo més precisa posible. Existen varios trabajos que han

18



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

1.8. DISENO OPTIMO

abordado este problema. La estimacién de estados puede verse en [22/23]/128142.207,
250], por su parte para la identificacion de pardmetros, ver [192H194,252]. El
problema de estimacion de estados y el de identificacion de parametros son problemas
matematicamente distintos, que difieren, no solo en el objetivo sino también en la
complejidad. Los problemas de identificacion son, generalmente, mas complejos por
que presentan una dependencia no-lineal fuerte en los pardmetros desconocidos, a
pesar de que se esté identificando una ecuacion diferencial parcial lineal en esos
parametros. Esto no ocurre en el problema de estimacion de estados ya que la

dependencia del estado actual con el estado inicial es lineal para sistemas lineales.

El diseno optimo de experimentos es un area donde confluyen el algebra lineal,
la optimizacién convexa y la estadistica, aqui se generan problemas de optimizaciéon
basados en modelos cuyas soluciones éptimas son de minima varianza. Esta teoria
puede ser extendida al area de los sistemas dindmicos para ubicar de manera éptima
sensores dedicados a estimacion de estados o para identificacion de sistemas. Para
el caso de estimacion de estados, el criterio de optimalidad debe ser fundamentado
en una medida de la independencia de las respuestas de los sensores, mientras que
para el caso de identificacion de sistemas el criterio de optimalidad se basa en una
medida de la independencia entre las funciones de sensibilidad de los parametros

a identificar.

La ubicaciéon éptima de sensores para la tdentificacion de pardmetros en sis-
temas de parametros distribuidos depende de la ubicacion de los sensores en el
dominio espacial. Es necesario, entonces, poder comparar entre diferentes configu-
raciones de sensores y desarrollar una medida cuantitativa de las bondades de una
ubicacién en particular. Con este fin, se utiliza la matriz de informacién de Fisher,
la cual, bajo consideraciones particulares, constituye una aproximacién de la matriz
de covarianzas para los parametros estimados. Esta matriz refleja la variabilidad

en los parametros identificados del sistema estudiado. Diversos trabajos utilizan
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diseno optimo de experimentos para resolver problemas inversos, ver por ejem-

plo, [4,[0,[12,[22,[23,[200} 207 233,237,250} [252}[266,[267] .

1.8. DISENO OPTIMO
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Capitulo 2

Un Problema de Transporte

La ecuaciéon de calor ha sido abordada por diferentes autores y se ha resuelto con
distintas estrategias tanto analiticas como numéricas. La solucién analitica de la
ecuaciéon de calor con diferentes condiciones de borde e iniciales es bien conocida
en la literatura; ver, por ejemplo, [49,273]. Por otra parte, la ecuacién parabdlica
dada en fue menos estudiada, aunque se encuentran en la bibliografia diver-
sos articulos que utilizan, en su desarrollo, esta ecuacién, para casos particulares.

Algunos trabajos de interés se pueden ver en [26,141,265].

En este capitulo se resuelve el primer problema directo de esta tesis dado por la
Ecuacion bajo ciertas condiciones. Se obtiene la solucién analitica utilizando
métodos de Fourier [96,143], que son frecuentemente usados para resolver ecuaciones
en derivadas parciales de tipo parabdlico. El esquema de resolucién se basa en una
sustitucién que se puede interpretar como un cambio en el sistema de coordenadas
que consiste en pasar de un sistema fijo a uno mévil. Aunque no se encontro en la
literatura una expresion analitica para el problema estudiado, varios articulos utili-
zaron cambios similares en el sistema de coordenadas para abordar otras ecuaciones.

Ver, por ejemplo [26,40},75,|187],216,265].
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Por otro lado, debido a que la expresion de la solucién analitica hallada es muy

2.1. ASPECTOS ANALITICOS

compleja, se resuelve numéricamente la Ecuacién (1.1]) utilizando diferencias fini-
tas [177,/184,232] centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal.
La solucién obtenida brinda informacion ttil sobre los perfiles espacio-temporales
de temperatura u(z,t). Se imponen, condiciones de estabilidad y se testea la con-

vergencia del método con diferentes ejemplos numéricos.

2.1. Aspectos Analiticos

En esta seccion se presenta de manera formal el primer problema directo que se va
a estudiar en esta tesis. Se enuncian y se demuestran algunos resultados de impor-
tancia que permiten obtener una expresién analitica para la solucion del problema

en cuestion.

2.1.1. Presentacion del Problema

El problema de interés consiste en el transporte o transferencia de energia térmica a
lo largo de una barra homogénea de longitud L [m] y didmetro d [m] (con L > d)
la cual estd embebida en un fluido (liquido o gaseoso) en movimiento con velocidad
constante 5 [m/s]. Debido a que L > d se supone que el fenémeno de difusién es
unidimensional. Ademas, se considera que la barra a través de la que se difunde el
calor esta construida con un material isétropo por lo que el coeficiente de difusividad
térmica o [m?/s] es constante. Se supone también que la barra no estd totalmente
aislada en la superficie lateral, lo que permite el intercambio de calor a un ritmo
constante con el medio circundante que se encuentra a temperatura ambiente T,
[°C] (temperatura constante). Por tltimo, la barra esté afectada por un conjunto

de fuentes que dependen tnicamente de la posicién f(z) [°C/s].
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Para poder modelizar este problema se utiliza la Ecuacién ([1.1)) con las modifica-

2.1. ASPECTOS ANALITICOS

ciones sugeridas en el parrafo anterior. Esto permite obtener la siguiente ecuacién

diferencial en derivadas parciales

ug(2,t) = QPUpe(w,t) — Pug(x,t) — v(u(z,t) — T,) + f(z), O<x<L, t>0.
(2.1)
Se supone ademas, que la temperatura en el borde izquierdo de la barra se mantiene

a una temperatura constante F' [°C] durante todo el proceso de transferencia.
u(z,t) = F, xr=0, t>0, (2.2)

el borde derecho de la barra queda libre, en contacto con el fluido, dando lugar al

fendmeno de conveccion.
Rug(z,t) = —h (u(x,t) — T,), r=1L, t>0, (2.3)

donde x [W/m °C] es la conductividad térmica del material y h [W/(m?°C)] es
el coeficiente de transferencia de calor por conveccién. Por tltimo, se considera que
en el instante inicial toda la barra, salvo en los bordes, se encuentra a temperatura
ambiente, es decir,

u(z,t) =T, O<z<L, t=0. (2.4)

El problema directo a resolver, consiste en hallar la temperatura u(z, t) suponiendo
que todos los pardmetros de las Ecuaciones (2.1)-(2.4) son conocidos. La Figura[2.]]

muestra de manera esquematica el problema directo de interés.

x=0 u(x,0) =T, x=1

w(©,0) = F ' ) ' ity L 1) = —h (u(Lt) = T,)
(6 ) = Pty () — Bt () — v, ©) — Ta) + f(x)

Figura 2.1: Esquema del problema de transporte estudiado.
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2.1.2. Resultados Auxiliares

En esta subseccion se enuncian y se demuestran algunos resultados auxiliares de
importancia que son de utilidad para poder encontrar una expresion analitica de

la solucion del problema dado por las Ecuaciones —, esquematizado en la
Figura 2.1}

De los resultados que se expondran a continuacién, los Lemas [2.5] [2.7] y [2.9]son
conocidos en la literatura. Se incluye aqui el enunciado y una demostracién para
cada uno, esto se hace por dos motivos. El primero, se relaciona con la finalidad
de presentar un trabajo completo y autocontenido, el segundo, se debe a que en las
demostraciones se introducen herramientas que seran de utilidad mas adelante en el

desarrollo de esta tesis.

b
Lema 2.1 Sean a,b,L € R* y g : D C R" — R, g(z) = ——tg(Lx). Entonces
a

existe un conjunto infinito numerable de puntos fijos positivos de g.

., ., « s e ’ T
Demostracion: Basta con observar que g es una funcion periédica de periodo P = T
mondétona y suryectiva en cada periodo. Por lo tanto, ¢ tiene un tnico punto fijo

positivo en cada periodo. o

Corolario 2.2 Sean a,b, L € R". Existe un conjunto infinito numerable de solucio-
nes positivas de la ecuacion

tg(Lx) = —%x. (2.5)

Demostracion: La demostracion de este resultado es consecuencia directa del lema
b

anterior. Por el Lema se sabe que la ecuaciéon © = ——tg(Lx) tiene un conjunto
a

numerable de soluciones positivas. Esto implica que vale la misma condicién para la

Ecuacion ([2.5)). o
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Ejemplo 2.3 En la Figura 2.2 se pueden apreciar de manera grafica algunas de

las infinitas soluciones positivas de la Ecuacion (2.5) para dos casos particulares de

diferentes caracteristicas.

| ‘ tg(2x)
| | (2

‘ ty(yv) = ‘*(2/{))96 R .

| | ta(x)
/ |l -m)x |
| f / | J ]

10 I I I I I I -10 I I I I I I
3 4 5 6 7 8 9 10 0 3 4 5 6 7 8 9 10
T

Figura 2.2: Casos particulares de la Ecuacién (12.5)).

Observacion 2.4 Por el COTOlaTiO se sabe que la Ecuacion (2.5) tiene infinitas

soluciones positivas. Pero al tratarse de una ecuacion trascendente, las soluciones

deben hallarse numéricamente para cada caso particular. El Cuadro tiene, a

manera de ejemplo, las primeras 10 soluciones positivas de la ecuacion tg(2x)

3
——x utilizando tres digitos decimales de precision.

)\1 )\2 )\3 )\4 >\5 >\6 )\7 )\8 /\9 )\10

1,249 2,637 4,119 5,641 7,182 8,733 10,290 11,850 13,413 14,977

Cuadro 2.1: Primeras 10 soluciones positivas de la ecuacién tg(2z) = —T

Lema 2.5 Sean a,b,L € RT, ( € R y X € C?*((0,L)). El problema de Sturn-

Liouwville )
X"(x) — (X (x) =0, O<z<L,
(2.6)
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tiene como solucion

X, (z) = sen(A,z), neN, (2.7)

donde A, son las soluciones positivas de la Ecuacion (2.5)).

Demostracion: Los problemas de Sturn-Liouville [5,/99.|170] se caracterizan por ser
una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con condiciones de borde. La
complejidad radica en que estos problemas dependen de una variable de separacién,
que en nuestro caso se denota con la letra (. Si se analizan los valores para la variable

¢, surgen tres casos posibles de soluciones.

Caso 1: (¢ = 0). En este caso, la solucién es de la forma X(z) = Az + B. Dado
que X (0) = 0 esto implica B = 0, utilizando la condicién —aX'(L) = bX (L) se
obtiene —aA = bAL y como el sistema ([2.6]) se resuelve para cualquier a,b, L € R"

se deduce que A = 0. Por lo tanto, el caso 1 nos conduce a la solucién trivial.

Caso 2: (¢ > 0). Por ser ¢ > 0, existe A € RT tal que ( = A? y en este caso
la solucién es de la forma X(z) = Ae + Be %, Dado que X(0) = 0 esto im-
plica B = —A, utilizando la condicién —aX'(L) = bX (L) se obtiene la siguien-
te expresién A [aA(e* + e ) + b(e* — e7)] = 0, operando algebraicamente,
2A [aAcosh(AL) + bsenh(AL)] = 0. Observando que la suma entre corchetes es es-
trictamente positiva por ser a,b, L, A > 0, se deduce que A = 0. Por lo que el caso

2 también nos conduce a la solucién trivial.

Caso 3: (¢ < 0). Por tltimo, si ¢ < 0 existe A € RT tal que ( = —\? y en este caso
la solucién es de la forma X (z) = Asen(Az) + Beos(Azx). Ya que X (0) = 0 se tiene
que B = 0 y utilizando la condicién —aX’(L) = bX (L) resulta —Aalcos(AL) =
Absen(AL) o equivalentemente tg(AL) = —%)\ para A # 0. Debido al Corolario
existe un conjunto infinito numerable de soluciones positivas 0 < A} < Ay < ..., ¥
como la soluciéon encontrada es independiente de A, sin pérdida de generalidad se

considera A = 1.
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En resumen, la solucién hallada es de la forma X,,(z) = sen(\,x) dada en (2.7) con

2.1. ASPECTOS ANALITICOS

n € N donde A, son las infinitas soluciones positivas de la ecuaciéon (2.5)). o

Definicién 2.6 Bajo las hipdtesis del Lema[2.5], las funciones X,(z) se denominan
autofunciones o funciones propias y los valores X, son los autovalores o wvalores

propios asociados [47)].

Independientemente que para nosotros sea solo un resultado auxiliar, el Lema
es importante en si mismo, pues brinda la solucion analitica de la ecuacion de calor
[49,273] en un dominio espacial acotado con condicién inicial dada y condiciones de

borde de tipo Dirichlet nula a izquierda y de tipo Robin a derecha.

Lema 2.7 Sean o?,a,b,L € Rt y ¢ € C((0,L)). Dada la funcion ¢ que satisface
(-, t) € C?((0, L)) y p(x,-) € C*((0,00)), el problema parabdlico

;

iz, 1) = Q. t), O<z<L, t>0,
o(x,t) =0, x=0, t>0,
(2.8)
agpz(x,t):—bap(x,t), r =1, t>0,
\gp(x,t):¢(x), O<z<L, t=0,

tiene como solucion

- 2b L 202
oz, t) = ; (Lb a0 (D) /0 o(z)sen(A,x) d:r;) e " sen(\x),

donde A, son las soluciones positivas de la Ecuacion (2.5)).

Demostracion: Para resolver el sistema (2.7)) se utiliza separacién de variables [47],
es decir, se supone que existen funciones X, T con X € C*((0,L)) y T € C* ((0,00))
tales que ¢(x,t) = X (2)T'(t).

27



2.1. ASPECTOS ANALITICOS

Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

Reemplazando en el sistema (12.8) se obtiene

(

X(x)T'(t) = > X" (x)T(1),
X(x)T(t) =0,

)
a X'(2)T(t) = —b X (x)T(¢),

O<z<L, t>0,
x=0, t>0,

(2.9)
r=1L, t>0,

O<z<L, t=0,

de la primera ecuacion del sistema ([2.9)), separando variables, se deduce que existe

¢ € R tal que

esto da lugar al

X(z)  a2T(t)

(=

siguiente sistema

;

X"(z) — X (z) = 0,

_X'@) T X"(z) = ¢X(x) =0,
T'(t) — Ca2T(t) = 0,

0<x<L,

xz =0,

z=1, (2.10)
t=0,

O<z<L, t=0.

Por el Lema[2.5]se deduce que existe un conjunto infinito numerable de autofunciones

que satisfacen las primeras tres ecuaciones del sistema (2.10)) y se pueden expresar

como X,,(z) = sen(\,z) con n € N donde, por el Corolario 2.2, \,, = /=, son las

infinitas soluciones de la ecuacién ([2.5)). Por otra parte, es simple ver que la funcién

T(t) satisface T(t) = Ty e *n™,

En resumen, existe un conjunto infinito numerable de soluciones del sistema pa-
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rabélico (2.8), éstas son de la forma ¢, (z,t) = A, e **’tsen(A,z), donde A, son

2.1. ASPECTOS ANALITICOS

constantes a determinar mediante la condicién inicial. Debido al principio de super-

posicién [47] se obtiene

o(x,t) = Z on(x,t) = Z A, e sen(\, ).
n=1 n=1

Utilizando la condicién inicial sigue que ¢(z) = ¢(z,0) = Z A, sen(A,x), de donde
n=1
se deduce que A, son los coeficientes del desarrollo en serie de funciones propias y

se determinan segin [47]

/0 o(x) sen(\x) de 90

A, = =
Lb + acos?(\,L)

/OL o O o /OL o(x) sen(Apx) du.

Por lo tanto,

t) = 3 20 ’ Anz) dz ) e 5t sen (X
o(x, )—; (Lb+acos2(/\nL)/0 o(z) sen(Apx) x) e sen(A,x).

Tal como se queria probar. o

El Lema [2.8] es similar al Lema en cuanto al dominio espacial, la condicién
inicial y las condiciones de borde, pero aqui se considera la presencia de fuentes
que afectan la ecuacién de calor [49,273]. Estas fuentes se agrupan en una funcién
espacio-temporal f(z,t), la cual perturba de manera directa la ecuacion diferencial

del problema estudiado.

Lema 2.8 Sean o?,a,b,L € RY; sean ¢ € C((0,L)) y f € C((0,L) x (0,00)).
Dada la funcidn ¢ que satisface o(-,t) € C*((0,L)) y p(x,-) € C*((0,00)), el

problema parabaolico
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.

oi(z,1) = QP@uu(,t) + f(a,1), O<z<L, t>0,
p(r,t) =0, r=0, t>0,
(2.11)
&@m<$,t):—b(p($,t>, SL’IL, t>0,
Loz, 1) = (), 0<z<L, t=0,

tiene como solucion

N ' Ma2(s—t) g 2 e~ Ane’t ] \
_2 /Ofn<8)€ Lb+a0032 A L) / ¢(z)sen(Anz) dz| sen(haz),

donde
2b

Lb+ acos?(\,L)

fu(t) = /0 f(z,t) sen(A\,x) dx

y A son las soluciones positivas de la ecuacion ([2.5)).

Demostracidn: Se sabe por el Lemamque el sistema homogéneo asociado al sistema
2 2
([2-11) tiene como solucién o (z,t) E A, e sen(\,x). Para encontrar la

solucion del sistema no homogéneo se utlhza el método de Fourier [47].

Este método se basa en suponer que existe un conjunto infinito numerable de fun-

ciones temporales A, (t) tales que

= Z An(t) e sen(A\z),
n=1

o equivalentemente

Z Gn(t) sen(A,z), (2.12)

por simplicidad, se desarrolla en serie de funciones propias a la funcién f(x,t) y se

obtiene

= Z fu(t) sen(A,z), (2.13)
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donde f,,(t) estda dada por

f(z,t) sen(Apx) dx
fn<t> = /0 I 20

"~ Lb+ acos?(AL
/ sen*(\p,x) dx acos* (ML)
0

/0 " Ht) sen(he) d.

Se reemplazan las expresiones (2.12) y (2.13]) en la ecuacién diferencial del sistema
(2.11)) v se tiene que

o0

3 [0t + 22 02 gu(t) — £u(t)] = 0.

n=1

Esto lleva a un conjunto infinito numerable de ecuaciones diferenciales de primer
orden no homogéneas. Se utiliza la condicion inicial y la solucion puede escribirse

CcOo1mo

t 2 026 2b L A2a2
gn(t) = [/0 fuls) e 5 ds + <Lb+ 2oL /o () sen(Apx) dx)] e Anat

se reemplaza en (2.12)) y se concluye que

= t 2,2 2 G_A%a% L
_ Aot (s—t
o(z,1) = ;:1 [/0 Fals)ene®=0 gg 4 b+ acos(nI) /o o(x)sen(A\,z) dx| sen(\,x).

Tal como se queria probar. o

El Lema [2.9| es similar al Lema [2.8 pero aqui se modifica la condicién inicial, la
cual se considera nula y la condicién de borde a izquierda, dada por una funcién

temporal.

Lema 2.9 Sean o? a,b, L € R, sean wy € C' ((0,00)) y f € C((0,L) x (0,00)).
Dada la funcidn w que satisface w(-,t) € C*((0,L)) y w(z,:) € C*((0,00)), el

problema parabaolico
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(wt(x,t) = QPwyy (2, t) + f(2,t), O<ax<L, t>0,
w(z,t) = wo(t), r=0, t>0,
aw,(z,t) = —bw(zx,t), x=1L, t>0,

kw(gc,zf):O, O<ax<L, t=0,

tiene como solucion

w(x,t) = wo(t) (1 - TbL) + ¢(x, 1),

donde

- b 2,2 2bw (0) 67)\%(122t
t) = - AZa?(s—t) ds — 0 )\n
=2 [/ Ple)e > Tt acot (DN, | )

con A, las soluciones positivas de la Ecuacion (2.5) y

Demostracidn: Se supone que existe una funcién ¢ que satisface p(-,t) € C%((0, L))

v o(z,-) € C'((0,00)). Tal que w(z,t) = s(x,t) + p(x,t) donde s es una funcién
espacio-temporal auxiliar 1til a los fines de demostracién. Particularmente s es so-

lucion del siguiente sistema

;

T T
s(x,t) = a(t) (1—3) —l—ﬁ(t)z, O<x<L, t>0,
s(x,t) = wo(t), r=0, t>0, (2.14)
as;(x,t) = =bs(x,t), x=1L, t>0,

\

las funciones «(t), f(t) se determinan mediante las condiciones de borde impuestas

en el sistema (2.14). Es simple ver que bajo éstas condiciones la funcién s queda
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definida de forma univoca por

y que la funcién ¢ satisface

;

oi(r,t) = Pz, t) + f(2,1), O<az<L, t>0,
p(x,t) =0, =0, t>0,

(@1) (2.15)
ap.(x,t) =—=bp(x,t), x=1L, t>0,
\gp(x,t):&(x), O<z<L, t=0,

donde
Flat) = flat) = wp(t) (1 —
T =) = W @+ bL
y

6) =~ (1- 57 ).

Se sabe por el resultado dado en el Lema 2.8 que la solucién del sistema ([2.15)) viene
dada por

00 t o e~ Ane’t L
_ )\%oﬂ s—
o(x,t) = ngl [/0 fu(s)e 6D gs 4 b+ acos? () /0 o(x)sen(A\,z) dx| sen(A,x),

(2.16)
donde
fo(t t)sen(A\,x) dx. 2.1
Fult) = LbMCOS”L/fx Jsen(Az) (217)
Si se utiliza que \,, son soluciones de la Ecuacién (2.5)) vale que
L bx 1
1 ) dr = —, 2.18
/0 ( a+bL>Sen( v)de =5 (2.18)

luego se reemplaza ([2.18]) en las expresiones ([2.16)), (2.17) y se obtiene
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)\2 a2(s—t) wag( ) —Ana’t
[/ Inls ds T (Lb+ acos! L)\ sen{Ant),

donde

I = 157 aczobs?(AnL) <_w§,(f) " /OL fl@, thsen{dn) dx) |

Tal como se queria demostrar. o

En el Teorema se estudia la ecuacién parabdlica completa (Ecuacién ([2.1])) en un
dominio espacial acotado en presencia de fuentes que dependen de la variable espacial
con condicién inicial nula y las condiciones de borde de tipo Dirichlet constante a

izquierda y de tipo Robin a derecha.

Teorema 2.10 Sean o2, 8,v,a,b, L,vy € R*; f € C((0,L)). Dada la funcién v que
satisface v(-,t) € C*((0, L)) y v(z,-) € C*((0,00)), el problema parabdlico

(

vi(x,t) = Py (z,t) — Bug(x,t) —vo(z, t) + f(z), O<z<L, t>0,
v(x,t) = vy, x=0, t>0,
avy(z,t) = =bv(x,t), x=1L, t>0,
\v(a:,t):O, O<z<L, t=0,
(2.19)

tiene como solucion

. , bx
t — J(Izt) _](Ovt) 1_ _ t
0(o) = e [uye ) o)

donde
. 32 -
j(l‘,t):—lﬁ—(r‘;—i—y)t, b:b+_
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)
oo t _ 5 5 261} eiA%azt
t) = n Ao (s—t) ds — _ 0 )\n .

o(x,t) 2 [/0 fn(s)e s (b + acos (ML), sen(\,x)

Con A\, las soluciones positivas de la ecuacion tg(Lx) = —=x y
8 e

_ 2 Vg <@ +vi]e Ana?t . -
(1) = — _ 0 gen( A ) d
Folt) Lb+ acos?(\,L) A\, +/0 f(z)e sen(A, ) dx

Demostracion: Se considera la siguiente sustitucion

v(x,t) = @w(z,t), (2.20)
B (B ) |
onde j(x,t) = 2028 "\ 12 + v | t. Se reemplaza la Ecuacién (2.20)) en el sistema

(2.19)), se opera algebraicamente y se obtiene que la funcién w(z,t) debe satisfacer

( -
wi(x,t) = QPwee(z,t) + f(z,1), O<z<L, t>0,
w(x,t) = wy(t), r=0, t>0,
(2,t) = wo(t) (2.21)
aw,(z,t) = —bw(x,t), x=1L, t>0,
w(z,t) =0, O<z<L, t=0,

\

donde f(z,t) = f(x)e™ @Y wy(t) = vge 7O y b =b+ %. En virtud del Lema
o
se sabe que la solucién del sistema parabdlico (2.21)) esta dado por la siguiente

expresion -
bx
a+bL

w(z, t) = vy e 10 (1 — ) + p(x, 1),

donde

=Y / ()t g 2w e et )
T, t) = nl(s)en §— —— sen(A,x
AT (Lb + acos? (ML) M
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2ot
) 9% o) <@ + V) e

L
T - @D sen(Ay) d
falt) Lb+ acos?(\,L) A, +/0 f(z)e sen(A,x) dz

Por lo tanto, a partir del cambio de variables utilizado dado por la Ecuacion ([2.20)),
la solucién analitica del problema en cuestién (sistema (2.19)), se puede escribir a

partir de la siguiente espresion

) . bx
1) = @0 =308 (1 — — )| .
v(z,t) =e Vg e P + o(z,1)

Tal como se queria demostrar. o

Observaciéon 2.11 El cambio de variables (2.20) wutilizado en la demostracion del
Teorema [2.10 que permite “deshacernos”de los términos disipativos, se puede inter-
pretar como un cambio en el sistema de coordenadas, en el cual se pasa del sistema

fijo usual a uno movil que se desplaza a la velocidad del fluido.

2.1.3. Solucién Analitica

En esta subseccion se da una expresion analitica para la solucion del problema de
interés de este capitulo. Dicho problema fue presentado en detalle en la Subsec-

cion [2.1.1] fue esquematizado graficamente en la Figura y viene dado por las

Ecuaciones ([2.1))-(2.4]).

Teorema 2.12 Sean o, 8,v,T,, L, F,k,h € R tal que F > T, y f € C((0,L)).
Dada la funcidn u que satisface u(-,t) € C*((0,L)) y u(x,-) € C*((0,00)), el pro-

blema parabdlico
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(

(2, t) = aPuge(z,t) — Bug(z,t) — v(u(x, t) —T,) + f(2), O<z<L, t>0,
u(x,t) = F, x=0, t>0,
Rug(z,t) = —h (u(z,t) — T,), r=1L, t>0,
\u(x,t):Ta, O<z<L, t=0,
(2.22)

tiene como solucion

A , h
u(z,t) =T, + /@Y [(F —T,)e 00 (1 - +$BL) + p(x, t)] :

donde

402 o?

j(x,t)—%x—(ﬁ—Q—l—u)t, Bzh—i—ﬁ

N b 2,2 2h (F - 1T, ) €_>‘ia2t
t) = - Az (s—t) ds — - a )\n
olr.t) =3 [ / Ful(s)e S reeto | )

con A, las soluciones positivas de la ecuacion tg(Lx) = —%x Y
2 2.2
7 (F—1T,) <— + V) e~ Anatt I
- 2h 4o ,
() = — - “1@D sen(\,z) d
I = T cos?Ou L) . +/0 f@)e ™ sen(Anz) d

Demostracion: A fines practicos de la demostracion, se considera la siguiente sus-
titucién v(x,t) = u(z,t) — T,. Se reemplaza este cambio de variables en el sistema
y se obtiene un nuevo sistema equivalente donde la funcién a determinar es
v(z,t). Lo que motiva la sustitucién realizada es que luego de ella se obtiene un
sistema de ecuaciones diferenciales de tipo parabdlico con condiciones de borde que
ya hemos estudiado. En este caso resulta simple observar que la funcién v(zx,t) debe

satisfacer las ecuaciones del sistema ([2.23) dado por:
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(

vi(x,t) = aPvg(,t) — Bug(x,t) — vo(x, t) + f(z), O<z<L, t>0,
v(z,t)=F—T,, x=0, t>0,
Kug(z,t) = —hv(z,t), x=1L, t>0,
\v(x,t)zo, O<z<L, t=0.
(2.23)

En virtud del Teorema se sabe que la solucién del sistema parabdlico ([2.23))
viene dado por

. . hx
) = d@) [(F = T,) 90D (1 = a t
v(r,t) =e {( )e K+ hlL +o(a,t)|

donde

: B - K
](l’,t):—(l}—(@—i‘y t, h:h—i‘?

2|t Oh (F — T,) e *no’t
t) = - A2 a?(s—t) ds — - a )\n )
o(x,t) ; [/0 fa(s)e 5 (Lh -+ mcos2 (L)) h sen(\,x)

K
Con A, las soluciones positivas de la ecuacién tg(Lz) = —Z:c y

2

- 23 (F—Ta) <r.é2+7/

nt = T3 -
fa(®) Lh + Kk cos?(\, L) An

) e—)\%aQt
L .
+/ f(x)e 7@ sen(\,x) dx
0

Por lo tanto, la solucién del sistema ([2.22)) es

. , h
u(z,t) =T, + /@Y [(F —T,)e 0 (1 N ) + go(x,t)] :
K
Tal como se queria demostrar. o
Observacién 2.13 La solucion del problema (2.22) es consistente, pues si se con-
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disipativos) se obtiene que j(x,t) =0, f,(t) =0 y h = h. Por lo que la solucion se
escribe como

e}

h Z 2h (T, — F) e no’t

u(z,t) =F + sen(Apx),  (2.24)

hL (Lh + K cos?(A, L))\,
la cual coincide con la solucion del problema de tranferencia de calor en una barra

con las mismas caracteristicas y condiciones de borde, pero sin términos disipativos

[101)[260].

2.2. Aspectos Numéricos

En esta seccién se discute brevemente la importancia de los métodos numéricos
para la resolucion de ecuaciones diferenciales. Se trata particularmente el método
de diferencias finitas y se aplica al problema de interés. Se incluyen condiciones
de estabilidad y se testea la convergencia del método utilizado mediante diferentes

ejemplos.

2.2.1. Meétodos Numéricos

Los métodos numéricos de resolucién de ecuaciones diferenciales son ttiles para
tratar problemas de transferencia de calor [49,273], dindmica de fluidos [64,1251], y
otras ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que modelan problemas fisicos
tales como la ecuacién de onda [199], la ecuacion de calor [64}251], la ecuacién de

Laplace [159], la ecuacién de Poisson [92], entre otras.

Este tipo de métodos se suele usar cuando la expresion analitica de la solucién es

muy compleja o cuando el problema estudiado no puede ser resuelto por medio
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contorno o iniciales complicadas, o bien, éstas involucran ecuaciones diferenciales no

lineales que dependen de varios parametros [102].

En la mayoria de los métodos numéricos utilizados para resolver ecuaciones en de-
rivadas parciales se describe un proceso por medio del cual se obtiene la solucion
aproximada de dicha ecuacion. En este proceso se pueden observar dos etapas bien
definidas. La primera, llamada discretizacién, consiste en transformar el dominio
continuo en uno discreto, particularmente, en una malla de nodos. Esto reduce la
ecuacién diferencial con sus condiciones iniciales y de frontera, a un sistema de
ecuaciones algebraicas, cuyo tamano depende de la cantidad de nodos en la malla
y légicamente son mucho mas simples de resolver. La segunda etapa del proceso de
aproximacion consiste en la solucion del sistema de ecuaciones algebraicas. Depen-
diendo del problema particular hay métodos que son mas adecuados para algunos
sistemas y otras estrategias resultan convenientes para otro tipo de sistemas. En
la bibliografia hay una gran variedad de métodos numéricos para resolver las ecua-
ciones diferenciales parciales, entre los mas usuales se pueden citar los siguientes
métodos: diferencias finitas [3/177,/184,1232], elementos finitos [57}/67,236.240}299],
volimenes finitos [7,[53,[85], Montecarlo [103,[203}229).

2.2.2. Solucion Numeérica

Debido a que la expresion analitica de la solucién del problema dada en el
Teorema es muy dificil de abordar y con la finalidad de conocer la forma de los
perfiles de temperatura u(z, t); se trata numéricamente, mediante diferencias finitas,
el problema de interés. Mas detalles sobre el método numérico pueden verse en el

Apéndice A.

En el caso en que las funciones que se quieren discretizar dependen de dos o mas
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Apéndice A; pues solo se deben tomar las diferencias en la variable correspondiente.
En nuestro caso particular, la funcién u(z, t) que se quiere aproximar numéricamente
depende de una unica variable espacial z y de la variable temporal ¢. Debido a eso
es necesario definir una particién bidimensional que tenga en cuenta la particion en

la variable espacial y la particién en la variable temporal.

Definicién 2.14 Se define una particion bidimensional uniforme en una variable

espacial x y la variable temporal t como un conjunto discreto P que satisface
P = {(Il,t])/l = 1,2, ...,N; j = 1,2, ...,M; x; € ’Px, tj S Pt},
donde

Pe={r1 <z < - <y < - <uwn, ;= (1—1)Az, i=1,2,..,N}

Pt:{t1<t2<<tj<<t]\/[, tjz(]—]_)At7 j:1,27,M}

Especificamente P, es la particiéon asociada a la variable espacial x, P; la corres-
pondiente particién asociada a la variable temporal ¢. Los valores Ax, At se de-
nominan pasos de discretizacion espacial y temporal respectivamente, estos se de-
terminan numéricamente y se definen en una malla equidistante (uniforme) como

Ar = Ty —Ti—1y At = tj — tj—l-

En la Figura [2.3] se esquematiza graficamente el mallado bidimensional de una fun-
cién u para la particién definida en donde los nodos u(z;,t;) se denotan por
simplicidad w; ;. En el grafico de la izquierda se visualiza el mallado, en el gréfico

de la derecha se explicita que el nodo u(x;,t;11) depende directamente de los nodos

u(xi—la tj)7u<xi7 t]) y u(mi'i‘l? t])
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Figura 2.3: Mallado bidimensional.

El siguiente resultado permite ver la forma general de la discretizacion por diferencias
finitas centradas en el espacio y hacia delante en el tiempo de nuestro problema

particular dado por el sistema ([2.22)).

Lema 2.15 Sean o?,B,v,T,,L,F,k,h € RY tal que F > T, y f € C((0,L)). Dada
la funcién u que satisface u(-,t) € C*((0, L)) y u(x,-) € C*((0,00)), la discretiza-
cion del problema parabdlico dado en (2.22) utilizando diferencias finitas centradas

en la variable espacial y hacia delante en la variable temporal tiene la siguiente

expresion
(
Ujjpl = TiUip1j + To Uiy +T3w—1j + Ry, 1=2,.. ., N—1, j=2,..., M,
u; = F, i=1, j=1,..,M,
hAZT, + Ku;_1 . '
ij = =, =N, j=2,... M,
i Kk + hAz ¢ J
| Ui = Ta, 1=2,..,N, 7=1,
(2.25)
donde
uiy = u(@i, ty), Ri=vT,+ f(z:))At (2.26)
Y
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_ o’ B . a? _ o? ﬂ
T = (—(A.’L')Q — E) At, Ty = 1-— (V+ 2—(A:L‘)2) At, T3 = ((A$)2 + E) At.
(2.27)
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Demostracion: Solo basta observar que segin lo desarrollado en el Apéndice A, se

tiene que

Uil = Wig o Wit1g —Uiolg o Uig1j — 2u; 5 + Ui (2.28)
x xrxr — . N
At 2Ax 7 (Ax)?

U =

Se reemplazan las expresiones (2.28) en el sistema (2.22)) y se obtiene ([2.25))-([2.27))

tal como se queria demostrar.

Lema 2.16 Se puede garantizar para el problema algebraico (2.25)) una precision de

primer orden en el tiempo y de sequndo orden en el espacio.

Demostracion: La demostracion de este resultado surge de manera inmediata debido

a la Observacion [A.4] realizada en el Apéndice A.

2.2.3. Convergencia y Estabilidad

Para completar lo relacionado con la solucién numérica del problema (2.22)) es ne-
cesario asegurar con certeza la convergencia y estabilidad del método. Es conocido
el hecho de que una solucion numérica puede no converger a la solucion analitica,

mas ain, podria, en el peor de los casos, ni siquiera converger.

En el caso del método diferencias finitas se puede prever este hecho y asegurarse

de elegir el paso espacial y temporal de manera tal que la solucién resulte conver-
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gente. Es muy util desde el punto de vista de las aplicaciones conocer la zona de
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convergencia del problema estudiado.

En este tipo de problemas la convergencia de las soluciones estd garantizada si la

aproximacién resulta estable, por tal motivo se estudia la estabilidad de las solucio-

nes del problema (2.25))

Lema 2.17 Las soluciones numéricas del problema discreto (2.25) obtenidas me-
diante diferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la

variable temporal, resultan estables y convergentes sii

BAE\? a?At
(A_:r) < QW < 1L (2.29)

Demostracion: Segun [177,206] las soluciones numéricas del problema (2.25) son

estables y convergentes sii
(7’3—7’1)2 <1m3+7n <Ll (230)

Se reemplazan las Ecuaciones (2.27)) en (2.30)) y se obtiene (2.29)). Tal como se queria

probar. o

2.2.4. Ejemplos Numéricos

En esta subseccién se consideran diversos ejemplos numéricos para el problema ([2.25))
donde es considerado el aire a presién atmosférica como el fluido disipativo. Se puede
apreciar el perfil espacio-temporal de temperaturas para diferentes materiales en

distintas condiciones disipativas y con presencia o ausencia de fuentes externas.

Los pasos de discretizacién y los parametros utilizados en la simulaciones numéri-

cas son: Az = 0,01lm; At = 0,1s; L = 1m; F = 100°C; T, = 25°C y h =
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10 W/(m?°C). Las conductividades y difusividades térmicas para los materiales con-

siderados fueron tomados de [51] y se listan en el cuadro .

2.2. ASPECTOS NUMERICOS

Materiales Simbolo a? (x10%) [m?/s] « [W/m°C]

Plomo Pb 0,23673 35
Hierro Fe 0,20451 73
Niquel Ni 0,22663 90
Aluminio Al 0,84010 204
Cobre Cu 1,12530 386
Plata Ag 1,70140 419

Cuadro 2.2: Propiedades térmicas de diferentes materiales.

Ejemplo 2.18 En este ejemplo se considera el proceso de difusion pura para dife-

rentes materiales. Es decir, sin términos disipativos ni fuentes . Por lo que f = v =

f(z) =0.

En la Figura [2.4] se pueden ver los perfiles temporales de temperatura en el medio
de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (z = L) para diferentes

materiales.

Perfiles temporales de temperatura en z = L/2 Perfiles temporales de temperatura en z = L
100 ) . . :

u(L/2.1)

. . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t(h) t(h)

Figura 2.4: Ejemplo [2.18} Perfiles temporales de temperatura para diferentes mate-
riales. En la mitad de la barra (xr = L/2) (izquierda) y en el borde derecho de la
barra (z = L) (derecha).
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Los resultados numéricos se corresponden cualitativamente con los analiticos [49]

2.2. ASPECTOS NUMERICOS

dado que en estas figuras se aprecia claramente que las barras construidas con ma-
teriales mas difusivos (coeficiente de difusividad térmica mas alta) aumentan més
rapidamente su temperatura. Ver, por ejemplo que en la punta derecha (xr = L) a
las 5 horas (t = 5h) la temperatura en la barra de Plomo es aproximadamente de
63°C y en la barra de Plata 98°C'. Asi mismo, aquellas que estdn construidas con
materiales mas conductivos (conductividad térmica mas alta) alcanzan una mayor
temperatura; ver, por ejemplo, que la temperatura asintética que alcanza la barra de

Plomo es de 83°C aproximadamente y la barra de Plata alcanza una temperatura

de 98°C.

En la Figura [2.5se pueden ver, para diferentes materiales, los perfiles espaciales de
temperatura (temperatura a lo largo de toda la barra) para dos instantes de tiempo
t=5hyt=25h.

Perfiles espaciales de temperatura en ¢t = 5h Perfiles espaciales de temperatura en ¢t = 25h

100

100

95 - 4 98 - =

90+ 1 9% \\\
851 1 945 \\
80 1 _o2f T
o 751 1 o0r
70 8 T oesf
651 | PP \\ ] 86 |~ PP
—Fe — —Fe
60 [ M i 84 Ni
Al A
55 - cu i sl Cu
Ag Ag

50

. . . . . . . . . 80 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x(m) a(m)

Figura 2.5: Ejemplo [2.18} Perfiles espaciales de temperatura para diferentes mate-
riales. Para t = 5 h (izquierda) y ¢t = 25 h (derecha).

En esta figura se visualiza como a las 5 horas (¢ = 5h) las barras construidas
con materiales menos difusivos (Plomo, Hierro y Niquel) no alcanzan ain el estado
estacionario. Sin embargo, a las 25 horas (¢ = 25 h) todas las barras alcanzaron dicho
estado. También, queda en evidencia que las barras que llegan a mayor temperatura

son las que estan construidas con materiales mas conductivos. Por otra parte, el perfil
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espacial de temperatura en el estado estacionario tiende a tener un comportamiento

2.2. ASPECTOS NUMERICOS

lineal y esto concuerda con los resultados analiticos [101].

En la Figura se pueden ver los perfiles espacio-temporales de temperatura para
una barra de Plomo (izquierda) y una de Plata (derecha). El color en cada punto
(t,z) de la distribucién indica la temperatura de la barra en la posicién z(m)
en el instante ¢(h). Se distingue claramente la diferencia en el comportamiento del
modelo, lo cual se relaciona directamente con que la Plata es un material mucho
mas conductivo y difusivo que el Plomo. Por este motivo en el grafico de la derecha

predomina un color rojo intenso.

1 100 1 100
0.9 0.9
%0 20
0.8 0.8
EY El)
07 07
06 70 06 70
Eos 05
= 60 Bl 60
0.4 04
50 50
03 0.3
02 40 0.2 40
0.1 0.1
30 30
0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t(h) t(h)

Figura 2.6: Ejemplo Distribucién de temperatura. Plomo (izquierda) y Plata
(derecha).

Observacién 2.19 El Ejemplo es de interés, pues debido a la ausencia de
términos disipativos y fuentes, se estudia la ecuacion de calor con las condiciones
de borde dadas. Este problema particular es conocido en la bibliografia [@, lo

que permite verificar las bondades del método numérico utilizado.

Ejemplo 2.20 En este ejemplo se considera el proceso de transferencia de calor con
términos disipativos, pero sin fuentes por lo que f(x) = 0. Los pardmetros para los

términos disipativos utilizados son: B =0,01m/s y v =0,00011/s.
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2.2. ASPECTOS NUMERICOS

En la Figura se pueden ver, nuevamente, los perfiles temporales de temperatura

en el medio de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (z = L).

Perfiles temporales de temperatura en z = L/2 Perfiles temporales de temperatura en z = L

100 100

90 1 90

w(L/2,t)

——Pb
——FeH
Ni
— Al
Cu| 7
Ag

15

t(h) t(h)

Figura 2.7: Ejemplo [2.20; Perfiles temporales de temperatura para diferentes mate-
riales. En la mitad de la barra (xr = L/2) (izquierda) y en el borde derecho de la
barra (r = L) (derecha).

En la Figura se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura
a lo largo de toda la barra) para dos instantes de tiempo t = 2h y t = 15 h.

Perfiles espaciales de temperatura en ¢t = 2h Perfiles espaciales de temperatura en ¢t = 15h

100

100
90 1 90 -
80 1 80
\
70 N\ 3 701 -
3 N ] 5
£ eof \ 8 £ e0f \
] = -
NG |
S0 [pp NN S0 [—pp -
Fe N —Fe T
201 Ni = 201 Ni T
Al = A
Cu —Cu
30 Ag 30 Ag
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x(m) x(m)

Figura 2.8: Ejemplo [2.20f Perfiles espaciales de temperatura para diferentes mate-
riales. Para t = 2 h (izquierda) y t = 15 h (derecha).

En las Figuras 2.8/ se observa el mismo comportamiento que en el Ejemplo [2.18]
pero en este caso se alcanzan menores valores de temperatura y eso encuentra ex-
plicacién directa en el agregado de términos disipativos, lo que hace que no todo el

calor entregado por la fuente esté disponible para calentar la barra. Ademas, debi-
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do a la disipacién de energia térmica, se pierde el comportamiento lineal del perfil

2.2. ASPECTOS NUMERICOS

espacial de temperaturas en el estado estacionario.

En la Figura 2.9 se pueden ver, nuevamente, los perfiles espacio-temporales de tem-

peratura para una barra de Plomo y una de Plata.

1 100
09 »
08 ]
80
07
0.6 70
Eos
o 60
04
50
03
02 40
01 -
0
0 5 10 15
t(h)

Figura 2.9: Ejemplo Distribucién de temperatura. Plomo (izquierda) y Plata
(derecha).

t(h)

Los perfiles son equivalentes a los obtenidos en el Ejemplo (sin términos di-
sipativos), pero en este caso los colores rojos no son tan intensos, lo que implica
menor temperatura. Esto se debe a la disipacion de energia térmica debido al flujo
lateral y al fenémeno de conveccion. Es interesante observar que debido al mismo
motivo en el grafico de la distribucién de temperaturas para el Plomo dado en la
Figura (izquierda) predominan colores como el azul y el verde. En este contexto,
esto significa que en la barra menos conductiva y menos difusiva la temperatura, es
mucho mas baja que la respectiva sin términos disipativos considerados en la Figura

2.0

Ejemplo 2.21 En este ejemplo se considera el proceso de transferencia de calor
con términos disipativos (debido al flujo lateral y al fendmeno de conveccion) y con
fuentes . Los pardmetros para los términos disipativos utilizados son: B = 0,01m/s

yv =0,00011/s. Se toma como término fuente una funcion f continua y derivable
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2.2. ASPECTOS NUMERICOS

dada por f(x) = —%x(m —1)°C/s.

En la Figura|2.10|se pueden ver, nuevamente, los perfiles temporales de temperatura

en el medio de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (z = L).

Perfiles temporales de temperatura en = L/2 Perfiles temporales de temperatura en z = L

100

90

u(L/2.t)
u(L,t)

—FPb
—Fe |
Ni
— A
Cu| 7
Ag

20

0 5 10 15 0 5 10 15
t(h) t(h)

Figura 2.10: Ejemplo [2.21} Perfiles temporales de temperatura para diferentes ma-
teriales. En la mitad de la barra (z = L/2) (izquierda) y en el borde derecho de la
barra (r = L) (derecha).

En la Figura se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura
a lo largo de toda la barra) para dos instantes de tiempo ¢t =2h y t = 15h.

Perfiles espaciales de temperatura en t = 2h Perfiles espaciales de temperatura en t = 15h

100 100
90 4 90
80 - 8l 80 -
5 - s
N b — 70r
) N\ 5
s N = _
\\
N | |
60 —5p 60 F — 5]
—Fe NN —Fe
—Ni N i
50F [ Al 4 50F [ Al
Cu — Cu
Ag Ag
40 ] | | | | | | | | 20 ] | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

z(m) z(m)

Figura 2.11: Ejemplo Perfiles espaciales de temperatura para diferentes mate-
riales. Para t = 2 h (izquierda) y ¢t = 15 h (derecha).

Los perfiles obtenidos en las Figuras y son totalmente equivalentes a los

obtenidos en el Ejemplo [2.20[ con la diferencia de que en este caso la temperatura
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alcanza valores mas altos. Esto se debe directamente a la presencia de la fuente

2.2. ASPECTOS NUMERICOS

térmica.

En la Figura se pueden ver, nuevamente, los perfiles espacio-temporales de

temperatura para una barra de Plomo y una de Plata.

1

100 1 100
09 09
% %0
08 os f
80 80
0.7 07
0.6 70 0.6 70
Eos Eos
= 60 Cl 60
04 04
g 50 50
03 ; 03
02 40 0.2 40
0.1 0.1
30 30
0 0
0 5 10 15 0 5 10 15
t(h) t(h)

Figura 2.12: Ejemplo Distribucién de temperatura. Plomo (izquierda) y Plata
(derecha).

Los perfiles son equivalentes a los obtenidos en el Ejemplo [2.20, pero en este caso
los colores rojos son mas intensos y disminuyé notoriamente el predominio de los
colores azul y verde. Esto indica mayor temperatura y eso se debe a la presencia de

la fuente térmica.

Observaciéon 2.22 Notar que para la eleccion de pardametros realizada en cada uno
de los ejemplos, se satisface la condicion de convergencia y estabilidad dada por
la expresion (2.29). Esta expresion indica que las soluciones numéricas resultan

estables y convergentes si se cumple la siguiente relacion

BAE\? a?At
(A_x) <*aae b (231)

operando algebraicamente de (2.31)) se obtiene

PAL L, (Ba)

. SN (2.32)

51



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

Los pasos de discretizacion utilizados en los Ejemplos son: Az = 0,01m;
At = 0,1s. Por otra parte, la velocidad del fluido B utilizada en el Ejemplo es
B =0 vy en los Ejemplos es f=0,01m/s.

2.3. CONCLUSIONES

Se reemplazan estos datos en la expresion (2.32)) y se obtiene, para el ejemplo
0<a?<b5x107* (2.33)
y para los ejemplos|2.201H2.21

5x107% <a?<5x 107" (2.34)

Como se puede ver en el Cuadro las inecuaciones dadas en ([2.33))-(2.34]) se

satisfacen para todos los materiales considerados.

2.3. Conclusiones

En este capitulo se modela el proceso de transferencia de calor a lo largo de una barra
homogénea, construida con un material isétropo, embebida en un fluido (liquido o
gaseoso) en movimiento con velocidad constante. Como la barra no esta totalmente
aislada en la superficie lateral, permite el intercambio de calor a un ritmo constante
con el medio circundante que se encuentra a temperatura ambiente. Ademas, la barra
esta afectada por un conjunto de fuentes que dependen uinicamente de la posicion.
El borde izquierdo de la misma permanece a temperatura constante, mientras que

el derecho queda en contacto con el fluido dando lugar al fenémeno de conveccién.

Para modelizar este problema se utiliza una ecuaciéon parabdlica completa con una
condicion de borde de tipo Dirichlet a izquierda y de tipo Robin a derecha. A partir

de métodos de Fourier y un cambio en el sistema de coordenadas (de un sistema
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fijo a uno mévil) se obtiene una expresién para la solucién analitica del problema

2.3. CONCLUSIONES

de interés.

Debido a que la expresién hallada es muy compleja, se resuelve el problema numéri-
camente utilizando diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la
variable temporal. Se impone, al modelo numérico, condiciones de estabilidad y se

testea la convergencia del método con diferentes ejemplos numéricos.

Estos resultados muestran que los perfiles de temperatura obtenidos son consistentes
cualitativamente con la teoria, pues estos resultan razonables en funcién de los datos
utilizados y son acordes con la fisica del problema dado que los materiales mas con-
ductivos alcanzan mayor temperatura y los mas difusivos aumentan su temperatura

con mas rapidez.
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Capitulo 3

Determinacion de la Difusividad

Térmica

La determinacion de la difusividad térmica en diferentes procesos de transferencia
de calor tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, para el disenio de un sistema 6ptimo

de control de procesos térmicos.

El coeficiente de difusividad térmica puede obtenerse, en el caso en que se considera
un parametro constante , a partir de la estimacién simultanea de la conducti-
vidad térmica y el calor especifico (o capacidad calorifica). Esto se debe a que estas
propiedades tienen una influencia determinante en la distribucién de temperaturas
y densidades de flujo de calor durante los procesos transitorios de calentamiento o

enfriamiento.

En [283] los autores estiman ambas propiedades térmicas a partir de diferentes me-
diciones tomadas en un tnico experimento. Este problema también fue estudiado
en [120], donde las estimaciones se realizan mediante un método aproximado de in-
tegracion directa. Por su parte en [219], a partir de varias mediciones y utilizando

un procedimiento iterativo de Levenberg-Marquardt [176] determinan una expresién
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CAPITULO 3. DETERMINACION DE LA DIFUSIVIDAD 1
analitica para la dependencia de estos parametros con la temperatura, para distin-

tos casos particulares. En [73] se realizan las estimaciones de ambos parametros
utilizando el método del gradiente conjugado y diversos cambios en las posiciones
de toma de mediciones. Se utilizan técnicas similares para diferentes casos parti-
culares en [283]. Otros trabajos interesantes sobre la estimacién simultédnea de la
conductividad térmica y el calor especifico (o capacidad calorifica) pueden verse

en [59L[1221[136]137].

La estimacién de la conductividad térmica, relacionado con el parametro que nos in-
teresa determinar, fue ampliamente abordada bajo diversos enfoques. Fue estudiada
bajo técnicas numéricas de problemas inversos, ver por ejemplo [90,147} 246, 263].
En [121] se realizé la estimacion bajo condiciones particulares utilizando el método
de gradiente conjugado. En [147] se utilizé el método de diferencias finitas con la
misma finalidad. Por su parte en [281] se propone un modelo inverso lineal para
estimar la dependencia con la temperatura de la conductividad térmica y en [282]
se realiza lo mismo mediante la utilizacién de diferentes métodos iterativos. Otras
estrategias interesantes de estimacién pueden verse en [214}215,241,242]. Proble-
mas particulares de estimacion de la conductividad térmica que tienen en cuenta
medios multidimensionales, medios no homogéneos y cambios de fase se abordan

en [55)[123]132,[154,173].

Por otro lado, en la literatura pueden encontrarse articulos de interés donde se estima
directamente, la difusividad térmica, a partir de enfoques analiticos y numéricos.

Ver, por ejemplo, [27}253264].

En este capitulo se trata el primer problema inverso, que consiste en la determinacion
del coeficiente de difusividad térmica en el problema dado por . Esta estimacion
se realiza mediante técnicas numéricas de optimizacion, a partir de datos ruidosos
simulados con tres criterios diferentes. El primero consiste en la toma de datos para

un instante de tiempo fijo en distintas posiciones. En el segundo, los datos se toman
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en una posiciéon fija para diferentes instantes de tiempo y en el ultimo, los datos se

3.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

toman en diferentes instantes de tiempo y en distintas posiciones. Ademas, se incluye
un analisis numérico de sensibilidad para decidir cudando y dénde es conveniente
ubicar los sensores de temperatura para que la estimacion resulte més precisa. Con
la finalidad de ilustrar el procedimiento de determinacién, se incluyen diferentes

ejemplos numéricos.

3.1. Presentacion del Problema

El problema inverso que se presenta formalmente en esta seccion esta asociado al

problema directo abordado en el Capitulo 2| de esta tesis.

Bajo las condiciones del Teorema [2.12] es decir, dados 3,v,T,, L, F,x,h € RT tal
que F > T,, se desea estimar el coeficiente de difusividad térmica (a?) en el siguiente

sistema parabdlico

4

u(w,t) = Puge(z,t) — Pug(z,t) — v(u(z, t) = T,) + f(z), O0<z<L, t>0,
u(z,t) = F, x=0, t>0,
Kug(z,t) = —h (u(x,t) —T,), r=1L, t>0,
\u(x,t):Ta, O<az<L, t=0,
(3.1)

donde u satisface u(-,t) € C*((0,L)) y u(z,-) € C* ((0,00)).

La estimacién se realiza mediante datos ruidosos de temperatura u.(z;,t;) en dife-
rentes posiciones z; a diferentes tiempos ¢;, con i = 1,2,...,ny j = 1,2,...m. Tales
que, satisfacen

ul@i, t;) = ue(zi, ty)] <e, (3.2)

donde € es una cota para el ruido en los datos o el error de medicion.
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3.2. Determinacion de la Difusividad Térmica

3.2. DETERMINACION DE LA DIFUSIVIDAD TERMICA

Para hallar la solucién del problema (3.1)-(3.2)), presentado en la Seccién se
resuelve un problema de optimizacién que consiste en minimizar el error cuadratico
entre la temperatura y sus respectivos datos. Sea el funcional J : D ¢ Rt — R*

definido por

J(0?) =375 Julzi ty, 02) — ez, )] (3.3)

i=1 j=1

se busca el pardmetro a? que minimiza el funcional (3.3)). Es decir, se quiere hallar

a? = argmin J(o?), (3.4)
a?€0

donde © es un conjunto admisible de soluciones y se determina teniendo en cuenta los
valores donde varia el parametro que se desea estimar. Para el caso de la estimacion

del coeficiente de difusividad térmica, se puede considerar, © = (5 x 10765 x 10™%)
(ver Cuadro [2.2)).

La estimacién dada en ([3.4)) se obtiene numéricamente por medio de la implementa-
cién en algin software para estos fines; en este capitulo se utilizé la funciéon “fmin-

con” de Matlab. En la siguiente seccién se incluyen ejemplos numéricos para ilustrar

las técnicas descriptas aplicadas al problema (3.1))-(3.2)).

3.3. Ejemplos Numéricos

En esta seccidn se estudia la estimacion del parametro bajo tres criterios diferentes.
Con la finalidad de ejemplificar la estimacién propuesta en este capitulo se retoma
el Ejemplo m y se realiza la determinacién para una barra de Aluminio (a?, =

0,84010 x 1074 m?/s) y otra de Cobre (a2, = 1,12530 x 107" m?/s).
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Observacion 3.1 En esta tesis no se realiza ningun tipo de medicion experimental.

3.3. EJEMPLOS NUMERICOS

Las mediciones de temperatura utilizadas en este capitulo se simulan numéricamente
mediante la solucion del problema directo estudiado en el Capitulo[3, al cual se lo
perturba con ruido aleatorio (€;) normalmente distribuido con media cero y desvio
o. Por tratarse de ruidos aleatorios, no es posible garantizar que el 100% de los
datos cumplan con la inecuacion , para tratar este inconveniente, se elige el

pardmetro o imponiendo la siguiente condicion:
P(le;] <€) > 0,99, (3.5)

donde P es la probabilidad, €; es la simulacion de ruido en los datos y € es una cota

para dicho ruido, que cumple con (3.2)). Notar que la expresion (3.D) indica que el
99 % de los datos simulados satisfacen (3.2)); ver [95,[202]. De la inecuacidn (3.5) se

obtiene

2P(¢; <€) — 1> 0,99, (3.6)

equivalentemente

& (g) > 0,995, (3.7)

donde ¢ es la funcion de distribucion de probabilidad normal estandarizada @
De (3.7)) resulta
£ 5958, (3.8)
o

El desvio estandar (o) se seleciona, en cada caso, para la cota de error elegida (€),

a partir de la expresion (3.8). Por ejemplo, basta con tomar
(3.9)

si se utiliza (3.9) para la eleccion del desvio estdndar se puede asequrar que el 99,87 %
de los datos simulados satisfacen (3.2)).
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Ejemplo 3.2 Se considera la determinacion de la difusividad térmica del Aluminio

3.3. EJEMPLOS NUMERICOS

y el Cobre utilizando los siguientes datos: L = 1m; F = 100°C; T, = 25°C};

h=10W/(m?°C); f(z) = —%x(:v —1)°C/s; $=0,01m/s yv=0,00011/s.

3.3.1. Criterio 1

En este criterio se aborda la solucién del Ejemplo a partir de mediciones de
temperatura en diferentes posiciones de la barra para un mismo instante de tiempo.
Se analizan los valores obtenidos en funcion del nivel de ruido en los datos y cantidad

de mediciones.

Con fines comparativos se simulan los datos en dos instantes de tiempo. El primer
instante de tiempo considerado es t = 12h y el segundo es t = 24 h. Los datos se

generan espacialmente equiespaciados.

En el Cuadro se muestran los valores obtenidos para el pardametro estimado
(coeficiente de difusividad térmica) y los errores relativos de estimacién para los
dos materiales considerados. Las mediciones de temperatura fueron simuladas con
diferentes niveles de ruido (e = 0,5°C; 1,0°C; 1,5°C; 2,0°C; 2,5°C') en el instante

t = 12 h para tres posiciones diferentes de la barra (v = 0,2 = L/2,2 = L).

Al (a?%; = 0,84010 x 107%) Cu (a2, = 1,12530 x 107%)

e °C]  a2(x10Y) [m2/s] |a? —a?|/a?  a2(x10%) [m2/s] |a? — a?|/a?
0,5 0,8422 0,0025 1,1261 0,0007
1,0 0,8370 0,0035 1,1245 0,0016
1,5 0,8446 0,0053 1,1204 0,0043
2,0 0,8473 0,0086 1,1322 0,0061
2,5 0,8483 0,0098 1,1344 0,0081

Cuadro 3.1: Ejemplo Errores relativos de determinacién de a? tomando 3 datos
equiespaciados (z = 0,2 = L/2,x = L) en t = 12 h para diferentes niveles de ruido.
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Se observa que la estimacion resulta razonable en todos los casos y no se notan
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diferencias significativas, en el error de estimacién, con respecto al material. Como
resulta logico, el error relativo de estimacién aumenta conforme aumenta el error
de medicién en los datos. Los errores relativos de estimacién varian entre 0,25 % -

0,98 % para la barra de Aluminio y entre 0,07 % - 0,81 % para la de Cobre.

El Cuadro [3.2] contiene la misma informacién que el Cuadro [3.1], para los dos ma-
teriales considerados, cuando ¢t = 24 h, en las mismas posiciones y para los mismos

niveles de ruido que en el caso anterior.

Al (o3, = 0,84010 x 107%) Cu (a2, =1,12530 x 107%)

e °C]  a2(x10%) [m2/s] |a? —a?|/a®  a2(x10%) [m2/s] |a? — a?|/a?
0,5 0,8404 0,0003 1,1268 0,0013
1,0 0,8382 0,0022 1,1218 0,0030
1,5 0,8446 0,0059 1,1328 0,0066
2,0 0,8333 0,0080 1,1164 0,0078
2.5 0,8298 0,0122 1,1115 0,0119

Cuadro 3.2: Ejemplo Errores relativos de determinacién de o tomando 3 datos
equiespaciados (x = 0,2 = L/2,2 = L) en t = 24 h para diferentes niveles de ruido.

De nuevo se observa que la estimacion resulta razonable en todos los casos y no se
notan diferencias significativas con respecto al material ni tampoco con los resultados
obtenidos en el Cuadro [3.1} Los errores relativos de estimacién, en este caso, varfan
entre 0,03 % - 1,22 % para la barra de Aluminio y entre 0,13 % - 1,19 % para la de
Cobre.

En el Cuadro se muestran los valores obtenidos para el parametro estimado
(coeficiente de difusividad térmica) y los errores relativos de estimacion para los
dos materiales considerados. Los datos de temperatura fueron simulados con error
e = 1,0°C teniendo en cuenta diferente cantidad de mediciones (n = 1,3,5,10) en

el instante ¢t = 12 h.

61



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

3.3. EJEMPLOS NUMERICOS

Al (o3, = 0,84010 x 107%) Cu (a2, = 1,12530 x 107*)
no a?(x10%) [m2/s] |a?—a?|/a®  a?(x10%) [m2/s] |a?® — a?|/a?
1 0,8869 0,0055 1,1254 0,0024
3 0,8415 0,0017 1,1226 0,0018
) 0,8410 0,0011 1,1265 0,0010
10 0,8432 0,0037 1,1165 0,0021

Cuadro 3.3: Ejemplo [3.2} Errores relativos de determinacién de a? tomando n datos
equiespaciados en t = 12 h para e = 1°C.

Se observan los mismos resultados obtenidos en los Cuadros - B2 Ademés, se
aprecia que el error relativo de estimacion aumenta cuando se agregan muchas me-
diciones, resultando mejor la utilizacién de 3 y/o 5 mediciones. Los errores relativos
de estimacién, en este caso, varian entre 0,11 % - 0,55 % para la barra de Aluminio

y entre 0,10 % - 0,24 % para la de Cobre.

El Cuadro [3.4] contiene la misma informacién que el Cuadro [3.3], para los dos mate-
riales considerados, cuando t = 24 h, en las mismas posiciones y para el mismo nivel

de ruido que en el caso anterior.

Al (o, = 0,84010 x 107) Cu (a2, = 1,12530 x 107%)
n a2(x10%) [m2/s] |a? —a?|/a®  a2(x10%) [m%/s] |a? — a?|/a?
1 0,7923 0,0568 1,0763 0,0956
3 0,8510 0,0010 1,1286 0,0030
5 0,8538 0,0009 1,1277 0,0021
10 0,8390 0,0001 1,1268 0,0013

Cuadro 3.4: Ejemplo [3.2} Errores relativos de determinacién de a? tomando n datos
equiespaciados en t = 24 h para e = 1°C.

Se observan resultados muy similares a los obtenidos en el Cuadro [3.3] los errores
relativos de estimacién, en este caso, varian entre 0,01 % - 5,68 % para la barra de

Aluminio y entre 0,13 % - 9,56 % para la de Cobre.
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3.3.2. Criterio 2

En este caso se consideran mediciones de temperatura en diferentes instantes de
tiempo para una posicién fija. Nuevamente, se estudian las estimaciones obtenidas
en funcion de diferentes niveles de ruido en las mediciones, como asi también, distinta
cantidad de datos. Este criterio tiene, desde la practica, una ventaja importante con
respecto al anterior, en este caso, como no se realizan mediciones simultaneas, se

necesitaria un unico sensor para la toma de datos.

Con fines comparativos se toman dos conjuntos de mediciones, cada uno en una
posicién diferente (z = L/2 y x = L). Los datos se simulan temporalmente equies-

paciados.

En el Cuadro se muestran los valores obtenidos para el pardametro estimado
(coeficiente de difusividad térmica) y los errores relativos de estimacién para los
dos materiales considerados. Las mediciones de temperatura fueron simuladas con
diferentes niveles de ruido (e = 0,5°C; 1,0°C; 1,5°C; 2,0°C; 2,5°C'), en el medio de
la barra (z = L/2), en tres instantes distintos de tiempo (t = 5h; t = 15h; t = 25h).

Al (o3, = 0,84010 x 107%) Cu (a2, =1,12530 x 107%)

e °C]  a2(x10%) [m2/s] |a? —a?|/a®  a2(x10%) [m2/s] |a® — a?|/a?
0,5 0,8590 0,0225 1,1406 0,0136
1,0 0,8694 0,0348 1,1829 0,0512
1,5 0,7916 0,0577 1,1214 0,0676
2,0 0,6722 0,1998 1,2498 0,1106
2,5 1,0740 0,2784 0,9321 0,1717

Cuadro 3.5: Ejemplo [3.2} Errores relativos de determinacién de a? tomando 3 da-
tos temporalmente equiespaciados (t = 5h,t = 15h,t = 25h) en x = L/2 para
diferentes niveles de ruido.

No se notan diferencias significativas, en cuanto al error relativo, con respecto al

material. Se observa que la estimacion, en este caso, empeora notoriamente con
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respecto a la obtenida en la Subseccién (criterio 1). Ademds, como en los
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cuadros anteriores, el error relativo de estimacién aumenta conforme aumenta el
error de medicion en los datos. Los errores relativos de estimacién varian entre
2,25% - 27,84 % para la barra de Aluminio y entre 1,36 % - 17,17% para la de
Cobre.

El Cuadro contiene la misma informacién que el Cuadro [3.5] para los dos ma-
teriales considerados, cuando z = L, en los mismos instantes de tiempo y para los

mismos niveles de ruido que en el caso anterior.

Al (a%; = 0,84010 x 107%) Cu (a2, = 1,12530 x 107%)

e °C]  a2(x10Y) [m2/s] |a? —a?|/a?  a2(x10%) [m2/s] |a? — a?|/a?
0,5 0,8431 0,0035 1,1275 0,0019
1,0 0,8434 0,0039 1,1192 0,0054
1,5 0,8328 0,0085 1,1055 0,0176
2,0 0,8551 0,0178 1,1063 0,0186
2,5 0,8569 0,0200 1,1015 0,0211

Cuadro 3.6: Ejemplo Errores relativos de determinacién de a? tomando 3 datos
temporalmente equiespaciados (¢t = 5h,t = 15h,t = 25h) en = L para diferentes
niveles de ruido.

Se observa que la estimacién mejora notoriamente con respecto a la obtenida toman-
do los datos en medio de la barra (z = L/2). Sin embargo, sigue siendo recomendable
la utilizacién del criterio 1 presentado en la Subseccién [3.3.1] ya que los errores de
estimacion, en esa situacion, son notoriamente menores. Los errores relativos de es-
timacién, en este caso, varfan entre 0,35% - 2,00 % para la barra de Aluminio y

entre 0,19% - 2,11 % para la de Cobre.

En el Cuadro|3.7|se muestran los valores del pardmetro estimado (coeficiente de difu-
sividad térmica) y los errores relativos de estimacién para los dos materiales conside-
rados. Los datos de temperatura fueron simulados con error € = 1,0 °C' considerando

diferente cantidad de datos (n = 1,3,5,10) en el medio de la barra (x = L/2).
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Al (o3, = 0,84010 x 107%) Cu (a2, = 1,12530 x 107*)
no a?(x10%) [m2/s] |a?—a?|/a®  a?(x10%) [m2/s] |a?® — a?|/a?
1 0,6318 0,2478 0,8389 0,2544
3 0,8259 0,0168 1,1298 0,0037
) 0,8289 0,0132 1,1306 0,0046
10 1,1140 0,3260 0,9421 0,1627

Cuadro 3.7: Ejemplo [3.2} Errores relativos de determinacién de a? tomando n datos
temporalmente equiespaciados en x = L/2 para e = 1°C.

Se observan los mismos resultados obtenidos en los Cuadros 3.5 - [3.6] Ademads, se
aprecia que el error relativo de estimacion aumenta cuando se agregan muchas me-
diciones, resultando mejor la utilizacién de 3 y/o 5 mediciones. Los errores relativos

de estimacién, en este caso, varian entre 1,32 % - 32,60 % para la barra de Aluminio

y entre 0,37 % - 25,44 % para la de Cobre.

El Cuadro contiene la misma informacién que el Cuadro [3.7] para los dos ma-
teriales considerados, cuando x = L, en los mismos instantes de tiempo y para el

mismo nivel de ruido que en el caso anterior.

Al (a?%; = 0,84010 x 107%) Cu (a2, = 1,12530 x 107%)
n a2(x10%) [m2/s] |a? —a?/a?  a2(x10%) [m?%/s] |a?— a?|/a?
1 0,8544 0,0171 1,1103 0,0133
3 0,8360 0,0118 1,1332 0,0070
5 0,8353 0,0056 1,1197 0,0050
10 0,8428 0,0032 1,1289 0,0031

Cuadro 3.8: Ejemplo : Errores relativos de determinacién de o tomando n datos
temporalmente equiespaciados en x = L para e = 1°C.

Lo que se observa brinda, nuevamente, la misma idea general que se obtuvo con el
analisis de los demés cuadros. El primer criterio sigue siendo el mas adecuado para

la determinacién de la difusividad térmica. Las identificaciones obtenidas mediante
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mediciones en x = L son notoriamente mejores (menores errores relativos de estima-
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cién) que las obtenidas con datos en x = L/2. Los errores relativos de estimacion,
en este caso, varian entre 0,32 % - 1,71 % para la barra de Aluminio y entre 0,31 %

- 1,33 % para la de Cobre.

3.3.3. Criterio 3

En este criterio se consideran mediciones de temperatura en diferentes instantes de
tiempo y distintas posiciones de la barra. Se estudian las determinaciones obtenidas

en funcion de distintos niveles de ruido en las mediciones.

En el Cuadro se pueden apreciar los valores del parametro estimado (difusividad
térmica) y los errores relativos de estimacién obtenidos para los dos materiales con-
siderados. Se simularon 9 mediciones de temperatura con diferentes niveles de ruido
(e=0,5°C;1,0°C; 1,5°C; 2,0°C; 2,5°C) en tres posiciones distintas de la barra
(x =0,L/2, L) para tres instantes diferentes de tiempo (t = 5h, 15h,25h).

Al (o3, = 0,84010 x 107%) Cu (a2, =1,12530 x 107%)

e °C]  a2(x10%) [m2/s] |a? —a?|/a®  a2(x10%) [m2/s] |a? — a?|/a?
0,5 0.84013 0.000033 1,1252 0,000118
1,0 0,83930 0,000895 1,1192 0,000745
1,5 0,84100 0,001109 1,1267 0,001202
2,0 0,85512 0,002409 1,1055 0,001938
2,5 0,85695 0,005174 1,1063 0,002269

Cuadro 3.9: Ejemplo Errores relativos de determinacion de o tomando 9 datos
en (0,5h); (0,15h); (0,25h); (L/2,5h); (L/2,15h); (L/2,25h); (L,5h); (L, 15h);
(L, 25 h) para diferentes niveles de ruido.

Este criterio resulta ser el mas conveniente entre los 3 estudiados. Esto se debe a que
los errores relativos obtenidos, para los diferentes niveles de ruido, son, en este caso,

notoriamente menores a los obtenidos con los otros dos criterios de determinacion
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(criterio 1 y criterio 2). El motivo de este hecho, es que al tener en cuenta datos
en diferentes instantes de tiempo y en distintas posiciones de la barra, se considera,
para la determinacion, mas informacién del proceso de transferencia. Por otra parte,
no se observan diferencias significativas con respecto al material y el error relativo
de estimacién aumenta a medida que aumenta el error de medicion en los datos. Los
errores relativos de estimacién, con la utilizacién de este criterio (criterio3), varfan,
en este caso, entre 0,0033 % - 0,5174 % para la barra de Aluminio y entre 0,0118 %
- 0,2269 % para la de Cobre.

3.3.4. Comparacion de los criterios

En esta subsecciéon se comparan los distintos criterios de determinacion utilizados.
Sin dudas que el mejor criterio es el que utiliza mediciones de temperatura en dife-
rentes posiciones de la barra y en distintos instantes de tiempo (criterio 3). Esto se
debe a que al considerar datos simulados en diferentes posiciones e instantes de tiem-
po, se utiliza mas informacién del proceso para la determinacién, por este motivo,

se obtienen menores errores relativos de estimacién.

Con respecto a los otros dos criterios utilizados se recomienda el que tiene en cuenta
datos de temperatura simulados en distintas posiciones de la barra para un mismo
instante de tiempo (criterio 1). En este caso los errores relativos de estimacién son
menores con respecto a los obtenidos en el criterio 2. Esto se debe que al considerar
una unica posicion para la toma de datos, se tiene poca informacion del proceso

para la determinacién.

El criterio 1 de determinacién tiene un inconveniente y es que para realizar medi-
ciones en simultdneo se necesitan tantas termocuplas (sensores) como datos. Si se
cuenta con un unico instrumento de medicion se puede utilizar el criterio 2, pero se

recomienda hacer la toma de datos en el borde derecho de la barra y realizar varias
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mediciones en diferentes tiempos. La determinacion es mas precisa si las mediciones

3.4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

se toman en el borde derecho de la barra, esto se justificard en la Seccién [3.4] a partir
del analisis numérico de sensibilidad de la temperatura con respecto al parametro a

determinar.

Observacién 3.3 En el andlisis realizado para los distintos criterios se tuvo en
cuenta valores altos para el error de medicion. En el rango de temperaturas consi-
derado, una termocupla convencional del tipo T,J,E,K o N comete un error de a lo
sumo 1,0°C" y termocuplas especiales como las del tipo S,R o B cometen a lo sumo
un error de 0,5°C; ver, por ejemplo, (72,141,|188]. Si se tiene en cuenta esta obser-
vacion cualquiera de los criterios considerados en este capitulo arrojan resultados

razonables.

3.4. Analisis de Sensibilidad

Se utiliza la funcién de sensibilidad [20}58}|140%245}253] con la finalidad de analizar
la influencia local del pardmetro estimado (coficiente de difusividad térmica) en el
célculo de la temperatura u(zx,t). La funcién de sensibilidad de u con respecto al

parametro o? se define como

> Ou(z,t,a?)
Sg - T, (310)
esta funcién puede obtenerse derivando la solucion analitica dada en el Teorema
([2.12) con respecto a o®. Otra manera de hacerlo, es derivando el sistema de ecua-

ciones ([3.1)) con respecto a a? y asf obtener un sistema para la sensibilidad. Este

ultimo es el procedimiento que se adopta aqui

. . s . 2 . .
Para simplificar la notacién se considera S = S¢°, se deriva el sistema (3.1)) con

respecto a o y se obtiene
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(2, 1) = Puge(w, t) — Bug(z,t) —v(u(z,t) —T,) + f(z), O0<xz<L, t>0,

3.4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

u(zx,t) = F, x=0, t>0,
Rug(z,t) = —h(u(x,t) —T,), r=1L, t>0,
u(z,t) =Ty, O<zx<L, t=0,

Si(x,t) = U (2, 1) + a2 Spu(w, 1) — B Sp(x,t) — v S(x, 1), O<z<L, t>0,

S(x,t) =0, r=0, t>0,

K Sy(z,t) = —h S(x,t), r=1L, t>0,

S(z,t) =0, O<z<L, t=0.
(3.11)

Observacién 3.4 Notar que en el sistema (3.11) se incluyen las ecuaciones que
debe satisfacer la funcion u(x,t) dadas por (3.1). Esto se debe a que el sistema

queda acoplado y deben abordarse en simultdneo.

El sistema (3.11]) se resuelve numéricamente mediante diferencias finitas centradas
en el espacio y hacia delante en la variable temporal. Para ello se define, como en la

Subseccién [2.2.2] una discretizacion bidimensional espacio-temporal [2.14] Es decir,
P = {(l’l,tj)/l = 1,2, ,N, ] = 1,2, ,M, x; € an t]’ € Pt},
donde

Px:{$1<l’2<"'<l‘i<"'<l‘]\7, iL’Z:(Z—l)ACL', 221,2,,]\]}

Pt:{tl <l <o <ty <o <ty t = (]—1)At, j:1,2,,M}
Especificamente P, es la particién asociada a la variable espacial z, P; la correspon-
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diente particion asociada a la variable temporal ¢. Los valores Az, At son los pasos

3.4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

de discretizacion espacial y temporal respectivamente dados por Az = z; — x;_1 y

At = tj - tjfl.

El siguiente resultado brinda la forma general de la discretizacion por diferencias

finitas centradas en el espacio y hacia delante en el tiempo del sistema ([3.11]).

Lema 3.5 Sean o?,8,v,T,,L,F,rk,h € R" tal que F > T, y f € C((0,L)). Da-
das las funciones u y S que satisfacen u(-,t),S(-,t) € C*((0,L)) y u(z,-),S(x,-) €
C1((0,00)), la discretizacion del sistema dado por utilizando diferencias fi-
nitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la variable temporal, tiene

la siguiente expresion

4
Ujj1 = T1 Uig1,j + T2 Ui j + T3 ui—1; + Ry, i=2,.,N—-1, j=2,..., M,

UZ'J‘ZF, 221, jzl,...,M,
hAiIZ'Ta + RUi—1,5 . .

ij = =, =N, 7=2,..., M,
i Kk + hAx ! J

ui,j:Tm 2'227‘..,N, ]:1,

Sij+1 = T1 Sit1j + T2 Sij + 73 Sic1j + Uiy, 1=2,.,.N—=1, j=2,.,M,

S, =0, i=1, j=1,.., M,
KSi—1,j . .
S = — =N, j=2,..M,
7k 4+ hAz ! J
| Si; =0, i=2,...N, j=1,
(3.12)
donde

— 204 j + Ui
(Az)?

iy = u(wi ty), Siy = S(wity), Ri= (v Tut f(w)At, gy =~
(3.13)

70



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

_ o ﬁ . a? - o? ﬁ
T = (—(ALL‘)2 — m) At, Ty = 1— (V+ 2—(A:L‘>2) At Yy T3 = (—(A;L‘)z + E) At.
(3.14)

3.4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Demostracion: Solo basta observar que segin lo desarrollado en el Apéndice A, se

tiene que
Uij+1 — Uiy Wit1,; — Ui—15 Uit1j — 2U; 5 + Ui—1
= T = e = 3.15
e At I (Ax)? (3:15)
y
S — S, Sig1i — Sit1 Siv1i— 28+ 81
Gp="RE T g, = S S g, = B o 3.16
! At I (Az)? (3.16)

Se reemplazan las expresiones ((3.15)-(3.16]) en el sistema (3.11)) y se obtiene (3.12))-
(3.14) tal como se queria demostrar. o

Lema 3.6 Se puede garantizar para el problema algebraico (3.12) una precision de

primer orden en el tiempo y de sequndo orden en el espacio.

Demostracion: La demostracion de este resultado surge de manera inmediata debido

a la Observacion [A.4] realizada en el Apéndice A. o

Las condiciones de convergencia y estabilidad para este tipo de problemas ya fueron
discutidas en la Seccién a partir de [177,206]. El siguiente resultado explicita
las condiciones para que las soluciones del sistema algebraico (3.12]) resulten estables

y convergentes.

Lema 3.7 Las soluciones numéricas del problema discreto (3.12)) obtenidas median-
te diferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la variable

temporal resultan estables y convergentes sii
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BAE\? a?At
— ] <2 < 1. 3.17
( Ax (Az)? (3:17)
Demostracion: Ver la demostracion del Teorema o

Con la finalidad de estudiar la sensibilidad dada por el sistema [3.12] se consideran

las soluciones numéricas del problema para el Ejemplo [3.2]

Ejemplo 3.8 Se considera la solucion numérica del sistema para diferentes

materiales utilizando los siguientes datos:

1
L=1m; F =100°C; T, = 25°C; h = 10W/(m?*°C); f(x) = —%x(x —1)°C/s;
B =0,01m/s; v=0,00011/s; Az =0,0lm ; y At=0,1s.

Las conductividades y difusividades térmicas para los materiales considerados fueron

tomadas del Cuadro [2.2.

En la Figura se pueden ver los perfiles temporales en valor absoluto de sensibi-
lidad en el medio de la barra (x = L/2) y en el borde derecho de la misma (x = L)

para diferentes materiales.

1oBerfiles temporales de sensibilidad en z = L/2 L1otoPerfiles temporales de sensibilidad en z = L
12 : | | | | . . .

12

—Fe
10F|—Ni
—Al
—Cu
Ag

|S5"(L/2.1)]
®
5" (L, 1)]

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t(h) t(h)

Figura 3.1: Ejemplo [3.8} Perfiles temporales de sensibilidad en valor absoluto para
diferentes materiales. En la mitad de la barra (x = L/2) (izquierda) y en el borde
derecho de la barra (z = L) (derecha).
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En la Figura|3.2 se pueden ver, para diferentes materiales, los perfiles espaciales en

3.4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

valor absoluto de sensibilidad (sensibilidad en valor absoluto a lo largo de toda la

barra) para dos instantes de tiempo t =5h y t = 15 h.

<1010 Perfiles espaciales de sensibilidad en t = 5h L1otPerfiles espaciales de sensibilidad en ¢ = 15k
12 . . . . . ; ; ; : 12 . . . : . . ; ; ;
——pb —pb
—Fe —Fe S S ——
oF i q 10F Ni —

Al Al

Cu
L A

Cu
Ag _—

|8 (z,5h)|
o
AN

|S¢ (2, 15h)
=y

L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x(m) a(m)

Figura 3.2: Ejemplo [3.8; Perfiles espaciales de sensibilidad en valor absoluto para
diferentes materiales. Para t = 5 h (izquierda) y ¢ = 15 h (derecha).

En estas figuras se observa que la sensibilidad en valor absoluto toma valores muy
grandes y eso estd relacionado directamente con que las difusividades térmicas son
muy pequenas (ver en el Cuadro en comparacion con las variaciones de tempera-
tura. Por otra parte, las sensibilidades en valor absoluto son menores para materiales
mas difusivos (difusividad térmica mayor). Ademads, se observa que aproximadamen-
te a las 15 horas (t = 15 h) la sensibilidad en valor absoluto alcanza el estado esta-
cionario para toda la barra. Se visualiza, también, que aumenta con el tiempo y que
para los diferentes instantes de tiempo alcanza un maximo en una posicién cercana

al borde derecho de la barra.

En la Figura se pueden ver los perfiles espacio-temporales de sensibilidad en

valor absoluto para una barra de Plomo (izquierda) y una de Hierro (derecha).

El color en cada punto (¢, x) de la Figura indica la sensibilidad en valor absoluto
de la barra en la posicién z(m) en el instante ¢(h). Si bien los graficos son similares,
en la figura de la derecha se percibe mayor predominio del color rojo, el cual, ademas,

es mas intenso. Esto se relaciona directamente con que el Hierro es un material mas
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difusivo que el Plomo por lo que la barra de éste tarda mas en calentar. Observar,

3.5. DISENO OPTIMO

por ejemplo, que para x = 0,7m y t > 10h el color en la barra de plomo es rojo
suave y el de la barra de Hierro es rojo intenso. Esto se debe a que las sensibilidades

en valor absoluto son aproximadamente 8 x 10! y 10 x 10'° respectivamente.

%1010 %1010

1 1 1 1
0.9 1 0.9 10
0.8 08 2
0.7 07 8

4
06 06

- 5 8

Eos Eos

= 1 g
04 04

4
03 03 a
02 0.2 2
0.1 0.1 1
0 0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
i(h) t(h)

Figura 3.3: Ejemplo[3.8} Funcién de sensibilidad en valor absoluto. Plomo (izquierda)
y Hierro (derecha).

=)

e =+ N w A2 @ @ N @ ©

Observacién 3.9 En el Ejemplo[3.8 se utilizan los valores exactos de conductividad
y difusividad térmica dados en el Cuadro[2.9 La sensibilidad depende del coeficiente
de difusividad térmica, que en principio, es desconocido (pardmetro que se desea
estimar). En un problema real se utiliza un valor aproximado y se busca mejorarlo

mediante algin criterio y/u observaciones fisicas.

3.5. Diseno ()ptimo

En esta seccion se utilizan herramientas de diseno 6ptimo para hallar dénde y cuando
es conveniente realizar las mediciones de temperatura para que el error de estimacion

de la difusividad térmica sea lo méas pequeno posible.

La teoria de disenio éptimo de experimentos [193}|194,252,266,267] y la ubicacién o
localizacion éptima de sensores de medicion ,|§|,,, han sido muy estudia-
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dos en diferentes problemas de determinacion en distintos sistemas de parametros

3.5. DISENO OPTIMO

distribuidos. En algunos trabajos de interés, se utiliza esta teoria para la identifi-
cacién de parametros térmicos en distintos procesos de transferencia de calor. Ver,

por ejemplo, [12,29].

Para realizar un diseno 6ptimo se debe resolver un problema de optimizacién. Existen
diferentes técnicas que permiten decidir cudl es el instante y /o ubicacién éptima para
la toma de datos de un experimento. En la mayoria de estas técnicas se minimiza,
con algun criterio, un funcional que involucra a la matriz de informacién de Fisher
[21,245]. Esta matriz depende de los pardmetros que se desea estimar, de la cantidad
de datos que se utilizaran para la identificacion y de la funcion de sensibilidad con
respecto a cada uno de los pardmetros involucrados. Matematicamente se define

Ccomo

E-j(zc, 0) = Fl-j(xl, ...,.T}n,el, ...,QN) = Sei(dik, 91, ...,(9]\/) Szj(a:k,ﬁl, ...,GN),

(3.18)
donde z}, es el k-ésimo punto de toma de datos, 6; es el i-ésimo parametro a estimar

0; . ., D . .
y Sy’ es la sensibilidad de la funcién u con respecto al j-ésimo parametro a estimar.

Dentro de las diferentes técnicas de disenio éptimo de experimentos se encuentra la
denominada “D-optimal” [21,245]. Esta es una técnica simple y efectiva que consiste
en minimizar el determinante de la inversa de la matriz de informacién de Fisher,

es decir,

min [det (F~'(x,0))], (3.19)

xreA

donde A es un conjunto admisible de las variables que indican dénde y/o cudndo

tomar los datos y F'~! es la inversa de la matriz de informacién de Fisher.

En los casos, como el que se trata en este capitulo, donde se estima un solo parametro,

el problema de minimizacién dado por (3.19) se reduce a hallar los valores de x y ¢
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donde la sensibilidad en valor absoluto resulta maxima, mateméaticamente,

3.5. DISENO OPTIMO

S (z,t,0%)| .

u

(3.20)

max
(z,t)€[0,L] % [0,00)

Si la estimacién se realiza a partir de n datos, entonces se buscan los n pares (z;, t;)

para los cuales se satisface (|3.20).

Si se retoma el Ejemplo para un barra de Cobre, este andlisis indica que la
funcion de sensibilidad para valores en un entorno de la difusividad térmica exacta,
alcanza su maximo absoluto en (0,99m; 21,0942 h) para el cual, la sensibilidad en

valor absoluto vale |S%°| = 5,5586 x 1010,

En la Figura3.4]se aprecia la funcion de sensibilidad de la temperatura con respecto a
la difusividad térmica y se indica con un asterisco (blanco en la figura de la izquierda
y rojo en la derecha) la posicién y el instante que la maximizan. Se observa que la
funcion sensibilidad en valor absoluto alcanza un méaximo global y que los valores

mas altos de esta funcion se encuentran en un entorno del punto (0,99 m; 21,0942 h).

%101 5 10" Perfil espacial de sensibilidad en ¢ = 21h

1 s ! !
z
_ _——X
0.9 5 18,1 o
sh| * Su _— 1
0.8
07 4 .
0.6 =
- 5 =
Eos Sl 1
0.4 E
oL i
03
02
1 1F 4
0.1
0 & o , , , , , , , ,
0 5 10 15 20 25
t(h)

)

.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
z(m)

Figura 3.4: Ejemplo Funcién de sensibilidad en valor absoluto (izquierda) y
perfil espacial de sensibilidad en ¢ = 21 h (derecha) para una barra de Cobre.

Con la finalidad de hallar mayor cantidad de puntos éptimos de medicion, el con-

junto de datos puede elegirse segiin diferentes criterios o técnicas, dependiendo, por
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ejemplo, de la accesibilidad de los datos o las herramientas y sensores que estén

3.5. DISENO OPTIMO

disponibles. Un criterio puede ser buscar para diferentes posiciones en la barra, cudl
es el instante de tiempo en el que se alcanza el maximo de sensibilidad en valor
absoluto. Otra técnica, consiste en buscar, para diferentes instantes de tiempo, cuél

es la posicién en la barra que maximiza la sensibilidad en valor absoluto.

Para ejemplificar el diseno éptimo de experimentos se utiliza la primer técnica des-
cripta en el parrafo anterior. Es decir, se busca, para distintas posiciones en la barra,
el instante de tiempo para el cual, la sensibilidad en valor absoluto resulta maxima.
Se encuentra que para todas las posiciones la sensibilidad en valor absoluto se ma-
ximiza en aproximadamente ¢t = 21 h. El Cuadro [3.10| resume esa informacién para

algunas posiciones particulares.

X [m] th) 1Sy (x10")
0 0 0
L/9 21,0953 1,2745
2L/9 21,0961 2,3561
3L/9 21,0953 3,2561
ALJ9 21,0930 3,9939
5L/9 21,0978 4,5792
6L/9 21,0898 5,0215
7L/9 21,0925 5,3286
8L/9 21,0950 5,5063
L 21,0939 5,5582

Cuadro 3.10: Tiempos éptimos de toma de mediciones para diferentes posiciones en
una barra de Cobre.

Se puede observar que no solo el maximo de la sensibilidad en valor absoluto se
alcanza aproximadamente en t = 21 h sino que ademas, los valores de sensibilidad
en valor absoluto son mayores a medida que se esta mas cerca del borde derecho de

la barra.

Debido a lo mencionado en el parrafo anterior, a manera de ejemplo, se recupera

7



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

nuevamente la difusividad térmica del Cobre utilizando el criterio 1. Es decir, las

3.5. DISENO OPTIMO

mediciones se toman en diferentes posiciones de la barra para un instante fijo de
tiempo. Segun el analisis realizado, el instante elegido es a las 21 horas de haber
comenzado el proceso de transferencia (¢t = 21 h). El nivel de ruido en los datos consi-
derado es 1,0°C' (e = 1,0°C') acorde con lo visto en la Observacién y estudiado,
por ejemplo, en [72,[141][188]. Por ultimo, si bien el andlisis de disefio éptimo de
experimentos indica que conviene tomar mediciones més cercanas al borde derecho
de la barra, se tomaran datos en lugares equiespaciados para tener mayor informa-
cion del perfil de temperaturas. En resumen, se recupera la difusividad térmica del
Cobre utilizando el criterio 1 descripto en la Subseccién [3.3.1] considerando 5 datos

ruidosos (e = 1,0°C') espacialmente equiespaciados en el instante (t = 21 h).

En la Figura 3.5 se aprecia la funcién de temperatura y la ubicacion de los sensores
para la toma de datos.

Perfil espacial de temperatura en ¢t = 21h

100

99

98 r

97 r

u(x,21h)

/

% u(x,21h) ™ ~x

Sensor 1 ~__
Sensor 2 —
Sensor 3 ¥

95
Sensor 4
Sensor 5

* * * %

94 . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(h) a(m)

Figura 3.5: Ejemplo : Distribucién de temperatura (izquierda) y perfil espacial
de temperatura en t = 21 h (derecha) para una barra de Cobre.

La configuracién de sensores utilizados hacen que el valor del parametro estimado
(difusividad térmica) sea o® = 1,1252 x 10~*m?/s por lo que el error relativo de
estimacion es [a2 —a?|/a? = 5,8391 x 1077 equivalente a un error relativo de estima-
cién del 0,0058 %. Esto implica que la distribucién de sensores de mediciéon hacen

que el error relativo de estimacion sea menor que los obtenidos con los diferentes
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3.6. CONCLUSIONES

criterios de determinacién utilizados en la Seccién [3.3

3.6. Conclusiones

En este capitulo se aborda, a partir de datos ruidosos de temperatura, la estimacion
de la difusividad térmica en una ecuaciéon parabdlica completa con una condicién
de borde de tipo Dirichlet a izquierda y una condicién de borde de tipo Robin a

derecha.

La estimacion se realiza con tres criterios distintos relacionados con la manera en la
que se toman los datos. El primer criterio consiste en la toma de mediciones para
un instante de tiempo fijo en distintas posiciones, en el segundo, las mediciones se
toman en una posicién fija para diferentes instantes de tiempo y en el ultimo, se
toman en diferentes instantes de tiempo y en distintas posiciones, para lo cual se

requieren varios sensores de medicién, uno por cada posicién considerada.

Los resultados muestran que la estimacion resulta razonable con los tres criterios
utilizados. Esta mejora cuando se utiliza el tercer criterio ya que al tomar datos en
distintos instantes de tiempo y en diferentes posiciones, se utiliza mayor informacién
del proceso. En cuanto a los dos criterios restantes, resulta conveniente la utilizacion
del primero, esto se debe a que al tomar mediciones en una sola posicién, lo que
requiere el uso de un unico sensor (criterio 2), se utiliza poca informacién del modelo

e implica una mala recuperacion del parametro.

Para analizar la dependencia de la temperatura con respecto al parametro estimado,
se estudia numéricamente, la funcion de sensibilidad en valor absoluto, utilizando el
método de diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable
temporal. Esto permite realizar un diseno 6ptimo de experimentos con la finali-

dad de encontrar una mejor configuracién de ubicacién de sensores. Los resultados
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3.6. CONCLUSIONES

numeéricos muestran que al tomar los datos en los instantes de tiempo donde se ma-
ximiza la sensibilidad en valor absoluto, el error relativo de estimacion disminuye

notoriamente obteniendo asi una mejor determinacién del parametro.
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Capitulo 4

Estimacion del Coeficiente de

Pelicula

En los procesos estacionarios de transferencia de calor por conveccién es necesa-
rio determinar, experimentalmente, el coeficiente de proporcionalidad de la ley de
Newton (L.3). Esto generalmente se denota con la letra h e indica la relacién de la
transferencia de calor entre una superficie sélida y un fluido por unidad de superficie,
por unidad de diferencia de temperatura. En la literatura generalmente se considera
como una cantidad constante, donde los valores tipicos para algunos fluidos comunes
varfan entre 0,5 y 1000 W/(m?°C') para aire, gases y vapores secos; y de 50 a 3000
W/(m?°C) para agua y liquidos, ver, por ejemplo [125].

En general, el proceso de conveccion natural se modela utilizando el coeficiente
de conveccién constante h calculado como si el problema fuera estacionario. Sin
embargo, para un problema evolutivo, el coeficiente A cambia con la temperatura en

la pared de la superficie.

La determinacion del coeficiente de transferencia de calor por conveccion en el estado

transitorio y la dependencia temporal de este coeficiente se ha estudiado durante las
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CAPITULO 4. ESTIMACION DEL COEFICIENTE DE PEL. _

ultimas décadas en numerosos trabajos. En muchos de ellos se obtiene experimen-
talmente para ser utilizado en diferentes aplicaciones, ver, por ejemplo, [65,174.291).
En trabajos mas recientes, se formulé el problema de determinar el coeficiente de
transferencia de calor como un problema inverso en el que se aplicaron diferentes he-

rramientas matemdticas para resolverlo, ver, por ejemplo [54,103,/111,/168,/183,255].

Ultimamente, algunos investigadores han abordado problemas relacionados centra-
dos en la longitud caracteristica y la forma de la superficie disipativa [18,(74}/144],
caracteristicas del flujo, incluidos los nanofluidos [197},224], condiciones de borde
y propiedades termofisicas de la superficie [127,255,260] y la porosidad del me-
dio [163},169].

Con respecto a la determinacién de dicho coeficiente en problemas particulares, se
tiene, entre los mas significativos, los siguientes trabajos: en [183], mediante el méto-
do de especificacién de funcién secuencial, se estudia la dependencia temporal del
coeficiente de conveccion durante el enfriamiento de una esfera unidimensional como
un problema no-lineal de estimacién de pardmetros. En [168], se utiliza el método de
elementos de contorno para estudiar la dependencia del coeficiente de transferencia
de calor con la temperatura para un cilindro cuya conductividad depende lineal-
mente de la temperatura. En [111], mediante la aplicacién de una técnica inversa, se
determina el coeficiente de conveccién en funcion de la temperatura en la superficie
del acero. En [103], se estima la dependencia del coeficiente de conveccién con el
tiempo y la posicion, mediante el método de Monte Carlo para un problema inverso
de conduccién de calor multidimensional. En [54], se estima la dependencia temporal
del coeficiente de conveccién en un problema unidimensional mediante un algoritmo

basado en condiciones de contorno lineales.

En los Capitulos se considera que h = 10W/(m?°C). Si bien, para las condicio-
nes dadas, es un valor estimativo cercano al real, no es el mismo para los diferentes

materiales. Esto se debe a que el coeficiente de transferencia de calor depende de la
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temperatura en la pared disipativa y los materiales mas conductivos alcanzan una

4.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

mayor temperatura. Debido a ese hecho, tiene sentido suponer que el coeficiente
variara acorde a la conductividad de los materiales. Por otro lado, como la tempe-
ratura en la pared disipativa depende del tiempo, tomar un coeficiente constante

puede llevar a perfiles de temperatura errados.

En este capitulo se trata el segundo problema inverso, que consiste en la estimacion
del coeficiente de transferencia de calor o coeficiente de pelicula en el problema
dado por . Esta estimacién se realiza de dos formas diferentes. Primero, de
la manera habitual, considerando que el coeficiente es constante y que depende de
la temperatura estacionaria de la pared disipativa. Segundo, a partir de un nuevo
enfoque, el que tiene en cuenta la variacién temporal de temperatura en la pared.
Se llevan a cabo varios experimentos numéricos de diferentes caracteristicas y se
realizan analisis de temperatura y elasticidad con el fin de comparar el rendimiento

de la nueva técnica de estimacion contra el enfoque clasico.

4.1. Presentacion del Problema

Si bien en la Subseccion del Capitulo [1] se da una pequena descripciéon sobre
el fenémeno de conveccion; se brinda, en el Apéndice B, una breve fundamentacién
de este proceso. Esto le permitira al lector que no esta familiarizado con este tema,

comprender el desarrollo de las secciones de este capitulo.

En esta seccion se presenta formalmente el problema inverso que se va a estudiar.
Este es el segundo problema inverso y estd asociado al primer problema directo

abordado en el Capitulo [2| de esta tesis.

Bajo las condiciones del Teorema [2.12| Es decir, dados a2, T,, L, F', k, h € RT tal que

F > T,, se desea estimar el coeficiente de transferencia de calor (h) en el siguiente
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sistema parabdlico

(
u(m,t) = aPuge(z,t), O<z<L, t>0,
u(z,t) = F, x=0, t>0,
(4.1)
Rug(x,t) = —h (u(z,t) — T,), r=1L, t>0,
Ku(:v,t):Ta, O<z<L, t=0,

para diferentes materiales conductivos que disipan en aire, donde u satisface u(-,t) €

C2((0,L)) y u(z,-) € C* ((0,00)).

Observacién 4.1 Notar que el problema parabdlico dado por no presenta
términos disipativos ni fuentes. FEsto se debe a que la determinacion del coeficien-
te h depende de la temperatura en la pared disipativa independientemente de como
se llega a ella. En el caso de ezistencia de fenémenos disipativos y/o de presen-
cia de fuentes, los pasos para la determinacion de h son totalmente andlogos a los

presentados en este capitulo.

4.2. Estimacion del Coeficiente de Pelicula

Debido al Teorema [2.12] se conoce una expresion analitica para la solucion del pro-
blema , la cual depende de h, que en principio, es desconocido. El parametro h
se estima mediante dos métodos diferentes y se comparan sus resultados. Por un la-
do, se considera el método habitual en el que se supone que h es constante. Por otro
lado, se propone una funcién dependiente del tiempo h(t) basada en consideraciones

teoricas sobre los cambios térmicos en la pared disipativa.

En lo que sigue, se estima h suponiendo que el fluido disipativo es el aire a 1 atm,

pero se pueden realizar analisis similares utilizando otros fluidos.
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4.2.1. Meétodo Clasico (h = cte)

La determinacion del coeficiente h mediante el método clasico se basa en considerar

la temperatura de la pared disipativa en estado estacionario. Este parametro se

determina a partir de

Nul'{f

h =
d Y

(4.2)

donde d [m] es la longitud caracteristica (didmetro de la barra), k; [W/m °C] es la
conductivad térmica del fluido (en este caso del aire) y N, es el nimero adimensional
de Nusselt que para la geometria de la pared disipativa del problema que se esta

considerando, tiene la siguiente expresién |51]

py/s
N, =140,825+ 0,387 (G, P2)

0.492\ /161" (
1 )
\ [ +( B ) ]

/

donde P,, G, son los ntimeros adimensionales de Prandtl y Grashof, definidos en
(B.3) v (B.5)) respectivamente, los cuales dependen de la temperatura estacionaria
de la pared disipativa y de las propiedades fisicas del fluido.

Se reemplazan las expresiones (B.3) y (B.5)) en (4.3)). Suponiendo que la temperatura

lejos de la superficie disipativa es la temperatura ambiente (7,) se obtiene

4 \ 2

1/6

0’ 387 <gﬂvd3(u(L72too) - Ta) ,udcp> /
Ve Ry

8/27 )

N, = <¢0,825+ ]
499 9/16
1+ (O, 9 lif>
L HdCp

donde u(z,t) es la solucién analitica del problema (4.1)) dada por (2.24) y particu-

(4.4)

Ve

larmente u(L, ) es la temperatura estacionaria en el borde derecho de la barra. Es
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decir,

, Fr+hLT,
u(Lyto) = lim u(L,t) = Tt hL

Se reemplaza (4.4) en (4.2]) y se obtiene una expresion analitica para el pardmetro
h dada por

( \ 2
3 o 1/6
VC2 Rf
h=<¢0,825+

8/27
0,492k, \ /16 d
1+ <’—/€f) _
L HdCp kg

En los Capitulos|2]y 3| se supuso que h = 10W/(m?°C). Este es un valor aproximado

(4.5)

J

pero no deberia ser el mismo para los diferentes materiales, dado que la temperatura
en estado estacionario de la pared disipativa depende del material. En el siguiente

ejemplo se calculan los valores de h y u(L,t) para un caso particular.

Ejemplo 4.2 Los datos utilizados en este ejemplo son: L = 1m; d = 0,01 m;
F=100°C; T, =25°C. Los pardmetros térmicos de los diferentes materiales estan
dados en el Cuadro y se incluyen nuevamente en el Cuadro[4.1. Los pardmetros
térmicos del fluido son ry = 0,029 W/(m°C); v. = 2,0085x 10~ m?/s y P, = 0,725

que fueron tomados [51].

Materiales a?(x10%) [m?/s] & [W/m°C] wu(L,tx) [°C] h [W/(m*C)]

Pb 0,23673 35 80,50 12,29
Fe 0,20451 73 88,95 12,61
Ni 0,22663 90 90,74 12,67
Al 0,84010 204 95,55 12,84
Cu 1,12530 386 97,57 12,90
Ag 1,70140 419 97,75 12,91

Cuadro 4.1: Ejemplo : Valores de h y u(L,t) para diferentes materiales.
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En el Cuadro se pueden apreciar los valores del coeficiente h y las temperaturas

4.2. ESTIMACION DEL COEFICIENTE DE PELICULA

en estado estacionario para el borde derecho de la barra. Como el coeficiente h esté
presente en la condicién de borde de tipo Robin en el extremo derecho de la barra, es
de esperarse que el perfil espacio-temporal de temperaturas no sufra modificaciones
significativas a lo largo de la barra. Es decir, se espera que las diferencias mas

notorias se den en el extremo derecho de la misma.

En la Figura se puede apreciar el valor constante de h y el perfil temporal de
temperatura en el borde derecho de la barra (z = L) para diferentes materiales.

Valores de h para diferentes materiales Perfiles temporales de temperatura en z = L

13

100

12.9

1281

12.7 |

12.6 £

<= 1251

12.4

123 — Pl
—Fe
122 Nitl 4
Al
Cu| |
Ag

121

12

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t(h) t(h)

Figura 4.1: Ejemplo Valores constantes de h (izquierda) y perfiles temporales
de temperatura en en el borde derecho de la barra (z = L) (derecha) para diferentes
materiales.

Como se anticipd, esto permite visualizar diferencias en el perfil temporal de tem-
peraturas en el borde derecho de la barra. Por ejemplo, por tomar alguno, la barra
de Plomo alcanza una temperatura estacionaria de 82°C' aproximadamente cuan-
do se toma h = 10W/(m?°C) y una temperatura de 80,5°C cuando se toma
h = 12,29W/(m*°C). El hecho de que la temperatura sea menor es fisicamente
correcto, pues como h es mayor, la disipaciéon es mayor, lo que lleva a una menor

temperatura de la pared disipativa.

Observacién 4.3 El Ejemplo [{.3 coincide con el Ejemplo que se tratd en el

Capitulo [3. La diferencia radica en que antes se considerd para el valor de h una
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constante que era independiente del material conductivo y ahora, si bien sigue siendo

4.2. ESTIMACION DEL COEFICIENTE DE PELICULA

constante, varia con el material.

4.2.2. Método Propuesto (h = h(t))

En la Subseccién 4.2.1] se estima el coeficiente h con el método usual adaptado a
nuestro caso particular. Debido a que este coeficiente depende de la temperatura en
la pared y ésta cambia con el tiempo, suponer que h es constante puede llevarnos a

perfiles menos precisos.

En esta subseccién, mediante un balance de energia térmica y consideraciones tedri-
cas, se propone una estrategia que permite estimar a h mediante una funcién tem-
poral que tiene en cuenta la variacién de la temperatura en la pared que esta en

contacto con el fluido.

Se inspecciona un segmento de barra de longitud Az. En el estado transitorio, un
calor dado @) ingresa al segmento desde el extremo mas calido. Parte de este calor,
digamos (), es responsable del aumento de temperatura de ese elemento, y el resto,

digamos ()3, fluye hacia el elemento contiguo. Ver Figura [4.2]

Q=0 +0,
Figura 4.2: Esquema del balance de energia térmica en un elemento de la barra.

Para abordar el problema de la estimacion del coeficiente de transferencia de calor
dependiente del tiempo, se considera el mismo balance térmico en el ultimo segmento
de la barra. Este elemento contiene a la superficie que disipa la energia térmica hacia
el fluido circundante a través del proceso de conveccién (Ver Figura [4.3). Tener en

cuenta que esta superficie es la tinica del medio conductor que esta en contacto con

el fluido.

38



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

4.2. ESTIMACION DEL COEFICIENTE DE PELICULA

Superficie
@ I Qf 4
i i !
Ax &

Figura 4.3: Esquema del balance de energia térmica en el dltimo elemento de la
barra.

En el fluido, la longitud caracteristica denotada por 9, representa el valor del espesor
de la capa limite térmica. Este pardmetro puede ser estimado de acuerdo con [125],

utilizando la siguiente expresion

—1/4
§ ~ 6d (%) : (4.6)

Ahora, se comparan la energia térmica almacenada en el iltimo elemento del sélido
y la del primer elemento fluido, indicadas por @) y @), respectivamente. Suponiendo
un equilibrio local en el que las variaciones de las temperaturas medias sean aproxi-
madamente las mismas para cada instante de tiempo ¢ [125], es decir, Au, = A_uf,

resulta
Q  cppSATAuU, N CppcAT

- Gl , A7
Qr ¢ ppSoAuy  Cpps0 (4.7)

donde S es el drea transversal del tltimo elemento infinitesimal de la barra [m?].
Cp Cp, [J/kg °Cl; pe, py [kg/m?] representan los calores especificos y las densidades
del cuerpo y el fluido respectivamente. Au,, Au; [°C] son las variaciones de las
temperaturas medias en el tltimo elemento de la barra y en la primera porcién de

fluido.

El Cuadro muestra los valores estimados para el cociente ()/Qf para diferentes
materiales y distintas temperaturas en la pared disipativa u(L,t). En todos los casos
se supone el fluido disipativo es aire, que la temperatura ambiente es de 25°C' y

Ax =d=0,01m.
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u(L,t) 25,1°C 25,5°C" 26°C 50°C 100°C

Ni 1,69 2,53 301 6,67 861
Fe 1,52 228 271 6,00 7,74
Cu 1,46 2,19 260 576 744
Ag 1,05 1,57 187 4,14 534
Al 1,04 1,55 1,84 407 526
Sn 0,70 1,06 1,26 278 3,59
Pb 0,63 094 1,12 248 321

4.2. ESTIMACION DEL COEFICIENTE DE PELICULA

Cuadro 4.2: Estimaciones de Q/Q;(x107°) (4.7) para diferentes materiales disipan-
do en aire.

Observacién 4.4 Observe que el calor almacenado mantiene una fuerte dependen-
cia de la temperatura de la superficie ya que el numero de Grashof estd presente en

la estimacion de §. Ver la Ecuacion (4.6]).

De la informacion que brinda el cuadro se puede observar para los diferentes ma-
teriales que Q/Q; > 10* > 1, esto indica que bajo estas consideraciones el calor
responsable de elevar la temperatura en el ultimo elemento de volumen del cuerpo
es muchas veces mayor al calor responsable de elevar la temperatura en la primera
porcién de fluido. Por este motivo ()¢ es despreciable frente a @), lo que significa que
en cada instante de tiempo la temperatura en la superficie es “casi estacionaria”.
Dicho de otra manera @); es frente a () lo suficientemente pequeno por lo que los
cambios térmicos en el fluido son suaves como para asumir un proceso de estado es-
tacionario. Entonces, en vez de tomar como coeficiente de pelicula o de transferencia
de calor una constante, se puede mejorar la aproximacién tomando como dicho coefi-
ciente el valor correspondiente en cada instante de tiempo como si estuviéramos en
régimen estacionario, es decir, bajo estas consideraciones, el coeficiente convectivo
en cada instante ¢ (estado transitorio) puede ser calculado con buena aproximacién
como el coeficiente convectivo del estado estacionario utilizando la temperatura en

la superficie en ese instante, es decir,
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h = h(t) = h(u(L,1)). (4.8)

4.2. ESTIMACION DEL COEFICIENTE DE PELICULA

Utilizando la expresion (4.5 en la ecuacion (4.8)), el coeficiente h en estado transitorio

se puede escribir como

( \ 2

Qﬁvdg(u(L7 t) - Ta) ,udcp) 1/

VC2 Rf

0,387(
h=h(t) = {0,825+

8/27
0,492k, \ /16 d
14+ (’—Kf) .
HdCp Ky

(4.9)

\ J

Se considera nuevamente el Ejemplo pero ahora con el coeficiente h variable en

el tiempo.

Ejemplo 4.5 Los datos utilizados en este ejemplo son: L =1m; d =0,01m; F =
100°C; T, = 25°C'. Los pardmetros térmicos de los diferentes materiales estan dados
en el Cuadro [2.9 Los pardmetros térmicos del fluido son ry = 0,029 W/(m°C);
ve = 2,0085 x 107> m?/s y P, = 0,725 que fueron tomados de [51].

En la Figura [£.4] se puede apreciar el valor variable de h y el perfil temporal de

temperaturas en el borde derecho de la barra (x = L) para diferentes materiales.

Perfiles de h(t) para diferentes materiales
—T= 100

Perfiles temporales de temperatura en x = L

90
80
700 |/

60 |

u(L,t)

50!

40

30y

0 I I I I 20 I I I I
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

t(h) t(h)

Figura 4.4: Ejemplo[4.5} Perfiles temporales de h = h(t) (izquierda) y de temperatura
en el borde derecho de la barra (z = L) (derecha) para diferentes materiales.
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A simple vista no se perciben diferencias significativas entre los perfiles de tempera-

4.3. ANALISIS DE ELASTICIDAD

tura obtenidos a partir del método clasico y con el método propuesto en este capitulo.
Sin embargo, la estrategia presentada en esta subseccion tiene ciertas bondades que

seran explicadas en las secciones siguientes.

Observacién 4.6 Notar que cada curva de la funcion h(t) dada por (4.9)) se apro-
zima asintéticamente al valor estacionario correspondiente (h) dado en el Cuadro

[4.1. Es decir,
lim h(t) = h. (4.10)

t—+o00

4.3. Analisis de Elasticidad

Debido a que en este capitulo se propone una estrategia para la determinacion de
un parametro, corresponde ver que tan significativo resulta éste para el modelo. Es
esperable que un pequeno error en la estimacién del parametro h se traduzca en un
error pequeno en la temperatura de la barra u(x,t). En otras palabras, se utiliza la
funcién de elasticidad para analizar la influencia local del pardmetro A en el calculo

de la temperatura u(z,t).
Acorde a lo desarrollado en la Secciéon del Capitulo (1} la elasticidad de u(x,t)

con respecto a h se define como

h  Ou(z,t,h)
u(z,t,h)  Oh

Eg(x, t,h) =

Se considera nuevamente el Ejemplo pero ahora se estudia la elasticidad de u

con respecto a h.

Ejemplo 4.7 Los datos utilizados en este ejemplo son: L =1m; d=0,01m; F =

100°C; T, = 25°C'. Los pardmetros térmicos de los diferentes materiales estdn dados
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en el Cuadro[2.9, Los pardmetros térmicos del fluido son ky = 0,029 W/(m°C); v, =
2,0085 x 107°m?/sy P, = 0,725 que fueron tomados de [51].

4.3. ANALISIS DE ELASTICIDAD

El pardametro A aumenta con el tiempo y cerca del borde derecho de la barra, por
tal motivo, se vuelve mds significativo, en la punta convectiva (borde derecho de la
barra) y a medida que nos acercamos al estado estacionario. Debido a esto, la elas-
ticidad es més grande en valor absoluto a medida que pasa el tiempo y estamos mas
cerca del borde derecho de la barra. Entonces, para comprender el comportamiento
de la elasticidad hay que mirar el perfil temporal en © = L y el perfil espacial en

valores grandes de t.

En la Figura se puede apreciar el perfil temporal en valor absoluto de elastici-
dad en x = L para las primeras 25 horas y el perfil espacial en valor absoluto de

elasticidad en t = 25 h a lo largo de la barra, para diferentes materiales.

Perfiles temporales de elasticidad en z = L Perfiles espaciales de elasticidad en t = 25h

02 02
——pb —pb
018 | po 4 018 | fo
Ni Ni
0.16 Al 0.16 [ Al
Cu —Cu
0.14 F Ag 014 f Ag
=012 8 =o0.12 1
;7 0.1 1 7 01 —
g S =
= 008 1 =008 A
/,,
_
0.06 8 0.06 | //
0.04 1 0.04 - ///( — 1
002 0.02 :/
0 0 = — L L L L L L

. . . . - .
0 5 10 15 20 25 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(h) x(m)

Figura 4.5: Ejemplo 4.7 Perfiles temporales en valor absoluto de elasticidad en el
borde derecho de la barra (x = L) (izquierda) y perfiles espaciales en valor absoluto
de elasticidad en t = 25 h (derecha); para diferentes materiales utilizando h = h(t).

En la Figura|4.5se observa que la elasticidad es siempre menor que 1, lo que implica
que errores chicos en la estimacion de h generardn errores ain mas chicos en el
calculo de la temperatura. Ademas, se aprecia que la elasticidad en valor absoluto

aumenta para materiales menos conductores. A manera de ejemplo, se puede ver que
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después de las 25 h un error del 1% en la estimacién de h implica un error de 0, 18 %

4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

en el calculo de u(L,t) para una barra de Plomo y de aproximadamente 0,025 %
para una barra de Cobre. Asi mismo, un error del 1% en la estimacién de h implica
un error de 0,14 % en el célculo de u(0,8 m;25 h) para una barra de Plomo y de

aproximadamente 0,02 % para una barra de Cobre.

4.4. Comparacion de Ambos Métodos

Con la finalidad de comparar ambos métodos (h = cte y h = h(t)) se realizan
experimentos numéricos bajo diferentes situaciones, correspondientes a diferentes
fenémenos fisicos. Los resultados de la seccion anterior evidencian que las diferencias
mas significativas se encuentran en el borde derecho de la barra. Por tal motivo, la

comparacion se centra en el analisis de los perfiles en x = L.

Se denota por 4(z,t) a la temperatura obtenida utilizando h = h(t), u(z,t) a la
obtenida con h = cte y Au(x,t) = u(x,t) — u(x,t). Andlogamente, se denota por
‘Ei‘(a:, t, h)‘ a la elasticidad en valor absoluto de u con respecto a h cuando se utiliza
h = h(t), |E"(x,t, h)‘ a la elasticidad en valor absoluto de u con respecto a h cuando
se utiliza h = cte y AE!(x,t,h) = |Elz,t,h)| — |El(z,t, h)|. Para simplificar la
notacién se considera Au/u = Au(L,t)/u(L,t) y AE/E = AE"L,t, h)/E"(L,t,h).

El primer ejemplo de comparacién se centra en analizar la variacion en los perfiles
de temperatura y elasticidad, dependiendo del tipo de estimaciéon de h, con los

diferentes materiales.

Ejemplo 4.8 Para este ejemplo se considera: L = 5m; d = 0,01 m; F = 300°C;
T, = 25°C'. Los pardametros térmicos de los diferentes materiales estin dados en el
Cuadro[2.3 y se incluyen nuevamente en el Cuadro[f.3 Los pardmetros térmicos del

fluido son ky = 0,035 W/(m°C); v, = 3,234 x 107°m?/s y P, = 0,727 que fueron
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tomados de .

Se calculan los valores de h = cte y u(L,t) (temperatura en estado estacionario en
el borde derecho de la barra) para los diferentes materiales tal como se explicé en la
Subseccién de este capitulo. El Cuadro contiene esa informacién para los

datos dados en el Ejemplo 4.8

Materiales o (x10%) [m?/s] & [W/m°C] wu(L,tx) [°C] h [W/(m?*°C)]

Pb 0,23673 35 118,88 13,50
Fe 0,20451 73 163,48 14,39
Ni 0,22663 90 176,81 14,61
Al 0,84010 204 225,19 15,24
Cu 1,12530 386 253,89 15,55
Ag 1,70140 419 256,88 15,58

Cuadro 4.3: Ejemplo : Valores de h y u(L,ty) para diferentes materiales.

En la Figura [4.6| se pueden apreciar los perfiles temporales de diferencia relativa
de temperatura en el borde derecho de la barra Au/u (izquierda) y los perfiles

temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasticidad en el borde derecho

de la barra AE/E (derecha) para el Ejemplo [4.8]

Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura en z = L Perfiles temporales de diferencia relativa de elasticidad en x = L
| | | | ! ! ! ! T 0.2 T T T T T T | | |
—npb —
0.035 —Felq —Fe
——Ni ot —Ni |

— Al
—Cu
Ag| |

0.03

02

0.025

0.02 F 0.4 11/

Aujfu
AE/E

0.015 -
[ -0.6

[
0.01 "‘

0.005
\f
0 — -1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t(h) t(h)

-0.8

Figura 4.6: Ejemplo 1.8} Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura
(izquierda) y perfiles temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elastici-
dad (derecha); en el borde derecho de la barra (z = L) para diferentes materiales.
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La Figura (izquierda) muestra que las diferencias relativas de temperatura cam-

4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

bian con el material de la barra. Estas diferencias aumentan para materiales menos
conductivos (conductividad térmica baja) y las diferencias maximas se encuentran
entre 0,8 % y 3,8 %. Por ejemplo, para una barra de Aluminio la diferencia relativa
mayor es de aproximadamente 1,5 % y se alcanza para t = 20 h; para una barra de
Plomo la diferencia relativa mayor es de aproximadamente 3,8 % y se alcanza para

t =50h.

Los resultados numéricos indican que Awu > 0, lo que significa que la temperatura de
la superficie alcanza valores mas altos cuando se utiliza el enfoque propuesto en la
Subseccién 4.2.2] Esto tiene sentido fisico, pues h > h(t) para todo ¢ > 0, entonces
al utilizar un coeficiente A menor, resulta en una menor disipasién y por lo tanto

mayor temperatura en la superficie.

La Figura (derecha) muestra que las diferencias relativas en valor absoluto de
elasticidad cambian con el material de la barra durante las primeras 200 horas.
Estas diferencias son mayores para materiales menos difusivos (difusividad térmica
baja) debido a que una mayor difusividad térmica conduce a un calentamiento de la
superficie més rapido. Por ejemplo, para una barra de Aluminio la diferencia relativa
de elasticidad en t = 10 h es de aproximadamente 20 % y para una de Plomo es del

20% en t = 25 h.

Los resultados numéricos muestran que AE < 0 lo que significa que el modelo
que considera h = h(t) es menos eldstico que el habitual. Esto es consistente con el
hecho de que el enfoque propuesto en la Subseccién 4.2.2| considera una transferencia
de calor mas realista porque tiene en cuenta para la conveccién la variacion de
temperatura en la pared disipativa. Esto implica que, cualquier error en el valor
del coeficiente h produce un error menor en la temperatura cuando se utiliza el

coeficiente h como funciéon temporal.
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El segundo ejemplo de comparacién se centra en el estudio de la variacion de los

4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

perfiles de temperatura y elasticidad, dependiendo del tipo de estimacién de h, con

diferentes fuentes.

Ejemplo 4.9 Se considera la transferencia de calor en una barra de Plomo para
diferentes fuentes. Los pardmetros térmicos para este material se obtienen de [51] y
estdn dados en el Cuadro[2.9; estos son: a® = 2,3673 x 107" m?/s y k = 35 W/m°C.
Los datos utilizados en este ejemplo son: L = 3m; d = 0,01m; T, = 25°C'". Los
parametros térmicos del fluido dependen de la temperatura y varian con cada una

de las fuentes, estos fueron tomados de [51] y se incluyen en el Cuadro

Al considerar diferentes fuentes esto genera una variacion en la temperatura de la
pared disipativa (fuentes de mayor temperatura llevan a una mayor temperatura en
el borde derecho de la barra) y por ello diferentes valores en los pardmetros térmicos

del fluido (aire) ya que estos dependen fuertemente de la temperatura [125].

El Cuadro contiene los valores para los parametros térmicos del fluido que fueron

tomados de [51].

F [°C] v.(x10°) [m?*/s] kf [W/m°C] P,

100 2,0085 0,029 0,7300
150 2,2820 0,030 0,7173
200 2,5220 0,032 0,7120
250 2,8980 0,034 0,7075
300 3,2340 0,035 0,7070

Cuadro 4.4: Ejemplo Pardmetros térmicos del fluido (aire) para diferentes tem-
peraturas.

Al igual que en el Ejemplo se calculan los valores de h = cte y u(L, 1) (tempe-
ratura en estado estacionario en el borde derecho de la barra) tal como se explicé en
la Subseccién de este capitulo. En este caso, se realiza el célculo para diferentes

fuentes.
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El Cuadro contiene, especificamente, esa informacion para los datos dados en el

Ejemplo 4.9

4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

F O] u(lls) [PC] b [W/(m*C)]

100 62,80 11,48
150 85,95 12,26
200 107,03 13,22
250 128,07 13,80
300 149,80 14,04

Cuadro 4.5: Ejemplo : Valores de h y u(L,ty) para diferentes fuentes.

En la Figura [4.7] se pueden apreciar los perfiles temporales de diferencia relativa
de temperatura en el borde derecho de la barra Au/u (izquierda) y los perfiles
temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasticidad en el borde derecho

de la barra AE/E (derecha) para el Ejemplo [£.9]

Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura en x = L Perfiles temporales de diferencia relativa de elasticidad en x = L
0.035 T T T T T T T T T 0.2 T T T T T T T T T

F=100C
L —— F=150°C| |
0.03 —— F=200°C or
—— F=250°C
—— F=300°C| |

0025 |

002 [/

Au/fu

0.015 i/

0oL r F=100°C
— F=150cC
08t —— F=200°C|
—— F=250°C
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0.005

0 . . . . . . N . . . . . . . . .
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Figura 4.7: Ejemplo 1.9} Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura
(izquierda) y perfiles temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elastici-
dad (derecha); en el borde derecho (x = L) de una barra de Plomo para diferentes
fuentes.

La Figura (izquierda) muestra que las diferencias relativas de temperatura cam-
bian respecto de la fuente térmica. Estas diferencias aumentan para fuentes a mayor

temperatura, las diferencias maximas se encuentran entre 1,7% y 3,2% y todas se
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alcanzan para t = 20 h. Por ejemplo, para una fuente de 150°C' la diferencia rela-

4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

tiva mayor es de aproximadamente 2,3 %; para una fuente de 250°C' la diferencia

relativa mayor es de aproximadamente 2,9 %.

Los resultados numéricos indican, nuevamente, que Au > 0 tal como ocurrio en el
Ejemplo[4.9 Lo que significa que la temperatura de la superficie alcanza valores més

altos cuando se utiliza el enfoque propuesto en la Subseccién [4.2.2]

La Figura (derecha) muestra que las diferencias relativas en valor absoluto de
elasticidad no cambian respecto de la fuente térmica. Esto se debe a que al considerar
siempre el mismo material no hay diferencias en la velocidad de calentamiento de la

superficie disipativa.

Los resultados numéricos muestran, nuevamente, que AFE < 0 tal como ocurrié en
el Ejemplo , por lo que el modelo que considera h = h(t) es menos eldstico que

el que utiliza h = cte.

El tercer ejemplo de comparacién se centra en la variacién de los perfiles de tempera-
tura y elasticidad, dependiendo del tipo de estimacién de h, con diferentes longitudes

de barra.

Ejemplo 4.10 Se estudia la transferencia de calor en una barra de Plomo para
diferentes longitudes, considerando, o® = 2,3673 x 107" m?/s y k = 35W/m°C
(Cuadro . Los datos utilizados en este ejemplo son: F = 300°C; d = 0,01 m;
T, = 25°C. Los pardmetros térmicos del fluido dependen de la temperatura y se

incluyen en el Cuadro[{.0

Al considerar diferentes longitudes se genera una variacién en la temperatura de la
pared disipativa y por ello diferentes valores en los parametros térmicos del fluido

(aire) ya que estos dependen fuertemente de la temperatura [125].

El Cuadro contiene los valores para los parametros térmicos del fluido que fueron
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4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

tomados de [51].

L [m] v.(x10°) [m?*/s] Ky [W/m°C] P,

1 4,434 0,0436 0,680
2 3,790 0,0404 0,680
3 3,171 0,0371 0,683
4 2,590 0,0336 0,689
5 2,076 0,0300 0,697

Cuadro 4.6: Ejemplo [4.10; Pardmetros térmicos del fluido (aire) para barras de
diferentes longitudes.

Al igual que en el Ejemplo se calculan los valores de h = cte y u(L,ts) (tempe-
ratura en estado estacionario en el borde derecho de la barra) tal como se explicé en
la Subseccion de este capitulo. En este caso, se realiza el célculo para barras

de diferentes longitudes.

El Cuadro contiene esa informacion para los datos dados en el Ejemplo [4.10]

Lm] u(L,ts) PC] h [W/(m*C)]

1 212,61 16,30
2 171,04 15,45
3 146,30 14,78
4 129,19 14,19
5 118,33 13,62

Cuadro 4.7: Ejemplo Valores de h y u(L,ts) para barras de diferentes longi-
tudes.

En la Figura se pueden apreciar los perfiles temporales de diferencia relativa
de temperatura en el borde derecho de la barra Au/u (izquierda) y los perfiles

temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasticidad en el borde derecho

de la barra AE/E (derecha) para el Ejemplo [4.10]

La Figura (izquierda) muestra que las diferencias relativas de temperatura cam-

bian respecto de la longitud de la barra. Estas diferencias aumentan para barras
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m4ds largas, las diferencias méximas se encuentran entre 1,7 % y 3,9 %. Por ejemplo,

4.4. COMPARACION DE AMBOS METODOS

para una barra de 3 metros, la diferencia relativa mayor es de aproximadamente
3,2% vy se alcanza para t = 25 h; para una de 5 metros, la diferencia relativa mayor

es de aproximadamente 3,8 % y se alcanza para t = 50 h.

Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura en = L Perfiles temporales de diferencia relativa de elasticidad en x = L
0.045 . : : . . . : 0.2 ; : : : . . .

0.04

0.035 -

003 |
|

0.025

Au/u

0.02 r

0.015

0.01

0.005

. . . h R . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400
t(h) t(h)

Figura 4.8: Ejemplo [4.10; Perfiles temporales de diferencia relativa de temperatura
(izquierda) y perfiles temporales de diferencia relativa en valor absoluto de elasti-
cidad (derecha); en el borde derecho (x = L) de una barra de Plomo de diferentes
longitudes.

Los resultados numeéricos indican, nuevamente, que Au > 0 tal como ocurrié en el
Ejemplo 1.9 por lo que la temperatura de la superficie alcanza valores mds altos

cuando se utiliza el enfoque propuesto en la Subseccién 4.2.2

La Figura (derecha) muestra que las diferencias relativas en valor absoluto de
elasticidad cambian respecto de la longitud de la barra y resultan mayores en valor
absoluto para barras mas largas. Esto se debe a que en las barras de mayor longitud
la superficie disipativa tardan mas tiempo en calentarse. Los resultados numéricos
indican, nuevamente, que AF < 0 tal como ocurrié en el Ejemplo 4.9. Por lo que el

modelo que considera h = h(t) es menos eldstico que el habitual.

Observacion 4.11 Notar que en los Ejemplos[{.8 [{.9 y[4.10 las diferencias relati-
vas de temperatura y las de elasticidad en valor absoluto tienden a cero a medida que

aumenta el tiempo. El motivo de este comportamiento es que h(t) tiende asintdtica-
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4.5. CONCLUSIONES

mente a h tal como se observo en (4.10)).

4.5. Conclusiones

En este capitulo se trata la estimacion del coeficiente de transferencia de calor en
un problema de transporte con una condicion de borde de tipo Dirichlet a izquierda

y una condiciéon de borde de tipo Robin a derecha.

La estimacién se realiza de dos formas diferentes. Primero, de la manera habitual,
considerando que el coeficiente es constante y que depende de la temperatura esta-
cionaria de la pared disipativa. Segundo, a partir de un nuevo enfoque, el que tiene
en cuenta la variacion temporal de temperatura en la pared. Se llevan a cabo varios
experimentos numeéricos y se realizan analisis de temperatura y elasticidad con el
fin de comparar el rendimiento de la nueva técnica de estimacién contra el enfoque

clésico.

En todos los casos, la temperatura de la superficie es mayor cuando se utiliza el méto-
do presentado aqui, lo que significa que el nuevo enfoque considera un coeficiente
de transferencia de calor que toma en cuenta la variacién de temperatura en la su-
perficie, conduciendo a una menor disipacion y obteniendo un perfil de temperatura

mas realista.

Las diferencias entre los perfiles de temperatura obtenidos con ambos métodos se
vuelven mas significativos para estados transitorios largos, dado que dichas dife-
rencias aumentan para barras més largas, para fuentes de mayor temperatura y
para materiales menos conductivos. Ademas, la nueva técnica conduce a una me-
nor elasticidad en valor absoluto, esto implica que el mismo porcentaje de error en
la estimacién de este parametro se traduce en un error menor en el calculo de la

temperatura.
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Capitulo 5

Identificacion de la Fuente

El problema de determinacion de la fuente se ha analizado durante los 1ltimos anos
en distintas areas de la matematica aplicada y ha recibido considerable atencion
en muchas investigaciones actuales, ya que tiene aplicaciones en campos tales como
la conduccién de calor [81],254,259,295], la identificacién de fisuras [292], la teoria
electromagnética [80], la prospeccion geofisica [39], la deteccién de contaminantes

[157] y la deteccién de células tumorales [167], entre otros.

La identificacién de la fuente a partir de mediciones ruidosas resulta ser un pro-
blema mal planteado en sentido de Hadamard [100] ya que la solucién no depende

continuamente de los datos.

Entre las herramientas mas importantes utilizadas para determinar una fuente, se
puede encontrar en la literatura el método logaritmico potencial [181], el método
proyectivo [178], las funciones de Green [118], métodos de elementos limite de re-
ciprocidad dual [86], el método de reciprocidad dual [235], el método de solucién

fundamental [129].

Con respecto a las aplicaciones en procesos de transporte o ecuaciones diferenciales

parabdlicas, no hay muchos articulos publicados para el caso general [256,257,262],
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la mayoria de los articulos disponibles en la literatura se centraron en la ecuacién

CAPITULO 5. IDENTIFICACION DE LA FUENTE

de calor. Las fuentes en esta ecuacién se recuperan utilizando diferentes métodos,
técnicas y estrategias, ver por ejemplo, [2,87,130]. Hay muchos articulos que analizan
casos particulares con simplificaciones o restricciones en los modelos matematicos,
el tipo de fuente, las condiciones de borde o el dominio elegido, como [2,50, 87,
1304|160} |218,277]. Los métodos mas utilizados en estos casos son, el método de
elemento limite [87,|130], el método de solucién fundamental [2,277], el método
Ritz-Galerkin [198], el método de diferencias finitas [279], el método sin malla [278§],
el método de estabilidad condicional [276] y el método del disparo [160].

Para la determinacién de la fuente de una ecuacion parabdlica, se aplican ciertas
técnicas de regularizacién. En [227] el autor se centra en una ecuacién de convec-
cién-difusién, mientras que en [78,|79} |81} (247, [248] |279, 286||296] solo se considera
la difusién. Recientemente, el problema para encontrar el término fuente en una
ecuacién parabdlica completa fue resuelto por el método de cuasi-reversibilidad,
ver |158]. Este método se puede utilizar para resolver el problema de fuente inversa

en ecuaciones parabdlicas no lineales [153].

Por otro lado, los métodos de regularizacién [83,/139] juegan un papel importante
en la estimacién de soluciones inestables. Los mas utilizados son el método de re-
gularizacién iterativo [131], el método simplificado de regularizaciéon de Tikhonov
[61,62,(91},287], el método de regularizacion modificado [254}259,1262,286-288,,296],

el truncamiento de Fourier [28§], el método de mollificacion [289).

En este capitulo se trata el tercer problema inverso en una ecuacion evolutiva de tipo
parabdlica, a partir de mediciones ruidosas de temperatura tomadas en un tiempo
fijo arbitrario. Este problema estd relacionado con el descripto en el Capitulo[2]donde
se considera que la fuente se encuentra en una regién pequena comparada con la
longitud de la barra. Una posible simplificacion para la determinacién de la fuente,

consiste en suponer que el dominio espacial es infinito en el sentido de que los bordes
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se encuentran suficientemente alejados de la seccion de interés. Esta consideraciéon

CAPITULO 5. IDENTIFICACION DE LA FUENTE

permite utilizar la transformada de Fourier para resolver el problema.

Como se mencioné anteriormente, la identificacion de la fuente estd mal plantea-
do, en este caso, porque los componentes de alta frecuencia de errores de datos
arbitrariamente pequenos, pueden conducir a errores arbitrariamente grandes en la
solucién [83,/139]. Para abordar este problema se disena una familia uni-paramétrica
de operadores de regularizacion con la finalidad de compensar el factor que causa la

inestabilidad del operador inverso.

Los operadores de regularizaciéon conducen a una familia de problemas bien plan-
teados que se aproxima al problema mal planteado. Se brinda, ademas, una técnica
para la eleccion del pardmetro de regularizacion. Se analiza la estabilidad y la con-
vergencia de este método y se obtiene una cota éptima de tipo Holder para el error
de estimacién. Para ilustrar el rendimiento de la regularizaciéon se incluyen ejemplos

numéricos.

La resolucién que aqui se presenta generaliza las ideas usadas por otros autores
para el caso de la ecuacién de calor; en este capitulo es aplicada a una ecuacién
parabodlica completa donde las mediciones de temperatura pueden ser tomadas en
cualquier instante, ademas, la formalizacién utilizada se basa en la teoria de opera-
dores. Estas diferencias dan lugar a una nueva propuesta que permite ser usada de
manera mas general en otros problemas. Una aplicacién es la deteccion de contami-
nantes en capas de agua subterranea, este es un problema que concierne a todas las
ciudades urbanizadas. Poder determinar el foco de contaminacion a partir de medi-
ciones en un lugar particular, minimiza significativamente los gastos utilizados para
la busqueda [157,234]. Otra aplicacién es la estimacion del calor metabdlico en un
tejido bioldgico [257] utilizando el modelo de Pennes [186]. Cualquier anormalidad
existente dentro del cuerpo puede conducir directamente a variaciones de tempera-

tura y flujo térmico en la superficie. La presencia de un tumor produce inflamacion
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local, aumento de la actividad metabdlica, entre otros sintomas. Debido a esto, las

5.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

células enfermas actiian como una fuente de temperatura que produce perfiles térmi-
cos anormales en la piel y sus mediciones pueden usarse para identificar, localizar
y caracterizar las células enfermas. Los dos problemas mencionados anteriormente
pueden abordarse con las herramientas que se explicitan en este capitulo. Hay mu-
chas otras aplicaciones en diferentes disciplinas, se mencionan estas dos a modo de

ejemplo para remarcar la importancia del problema y del método propuesto.

5.1. Presentacion del Problema

En esta seccion se presenta formalmente el problema inverso que se va a estudiar.
Este es el tercer problema inverso y esta asociado al primer problema directo abor-

dado en el Capitulo [2] de esta tesis.

Se busca determinar, en un dominio no acotado, el término fuente de la ecuacion

parabdlica completa dada por

w(2,1) = Pugy(x,t) — Bug(x,t) — v(u(z,t) — T,) + f(x), reR, t>0, (5.1)
sujeto a una condicién inicial dada. Por ejemplo,

u(z,t) =0, reR, t=0. (5.2)

La determinacién se realiza mediante mediciones ruidosas de temperatura en un

instante de tiempo tg.
u(z,t) = ys, reR, t =1ty >0, (5.3)

donde y; representa las mediciones ruidosas y d es el ruido en los datos que satisface
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|y — ysll2w) <0, 0<0 <, (5.4)

5.2. IDENTIFICACION DE LA FUENTE

siendo d3; € RT el nivel mdximo de ruido. En la préictica d); se obtiene a partir de

los errores de los instrumentos de medicién utilizados.

Por simplicidad, la Ecuacion (5.1)) puede reescribirse como
w(z,1) = QPuge (2, 1) — Pug(z,t) — vu(x,t) + f(x), reR, t>0, (5.5)

donde f(x) = f(z) + vT, representa la fuente a estimar.

5.2. Identificacion de la fuente

En esta seccién se da una expresion analitica para la solucién del problema de interés
dado por la Ecuacién (5.5) bajo las condiciones (5.2)-(5.4)). Ademas, se demuestra

que las soluciones no varian continuamente con los datos.

Teorema 5.1 Dados o2, 3,v,ty,0,0n € R tal que § < 8y Sean las funciones

u(, 1), (), y(-),us(-) € L*(R) con ||y — ys||r2@) < 0 que satisfacen el problema

parabolico
u(2,t) = Puge(x,t) — Bug(z,t) — vu(x, t) + f(z), reR, t>0,
u(z,t) =0, r€e€R, t=0,
u(z,t) = y(x), reR, t=1ty>0.

\

(5.6)

Entonces, la expresion para la fuente viene dada por
fla) = <= [ () | o= [ eulardo] de
r)=——= (e — | e x)dx ,
Vo V2T Y
R R
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5.2. IDENTIFICACION DE LA FUENTE

donde
(5.7)

con

2(§) = +iBé+v eC.

Demostracion: La demostracién del Teorema [5.1] utiliza la transformada de Fourier
[171]. Se incluye aqui la definicién y algunas propiedades para aquellos lectores que

no estan familiarizados con el tema.

Definicién 5.2 Sea g € L*(R) se define la transformada de Fourier [171] como
(€)= = [ gwyds, ceR 55)
=— e z)dx, : :
g 5r 9
R

Equivalentemente. Sea g € L*(R) se define la antitransformada de Fourier [171]

como

o(z) = —— / S () dE,  wER. (5.9)

La transformada de Fourier es un operador integral con diversas propiedades [171],

a continuacion se mencionan las que seran de utilidad en este capitulo.

Proposicion 5.3 La transformada de Fourier es un operador lineal. Ademds, dada

g € LA(R) vale g'(€) =i £ () [171)].

Demostracion: La demostraciéon es inmediata, pues la linealidad de la transformada
de Fourier se obtiene de manera directa de la linealidad de la integral y la expresion

para la transformada de la derivada se obtiene integrando por partes. o

Hecha esta aclaraciéon se vuelve a la demostraciéon del Teorema [B.1l Se utiliza la

definicién de la transformada de Fourier (5.8) y la Proposicién . El problema de
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identificacion (j5.6]) se puede reescribir en el espacio de frecuencias

5.2. IDENTIFICACION DE LA FUENTE

(

A

@ (&,1) = —z(§) (&, 1) + f(£), £ER, >0,
a(é,t) =0, EER, t =0, (5.10)

a(€,t) = 9(s), §ER, t=1y>0,

donde
2(6) =’ +ip¢+v eC.

El sistema (5.10)) esta representado por una ecuacién ordinaria de primer orden no
homogénea con condiciones de borde. La soluciéon analitica se obtiene de manera
inmediata

1—e O, 5.11
Tf(f)- (5.11)

Como u(&, ty) = y(&), evaluando en t = t( la Ecuacion ([5.11)) se obtiene una expresion

ﬁ(f, t) =

para la fuente en espacio de frecuencias

F(&) = M©5(), (5.12)

donde

A =

Equivalentemente, utilizando la Defincién (de la antitransformada de Fourier
(5.9))) resulta

3

fla) = <= R/ A | = R/ ¢€y(a)d | de.

Lema 5.4 Bajo las hipotesis utilizadas hasta aqui, el problema de identificacion
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(5.10) es un problema mal planteado en sentido de Hadamard, pues las soluciones

5.3. SOLUCION DE REGULARIZACION

no varian de manera continua con los datos.
Demostracion: Se denota f(;(f) = A(&)ys(§). Es simple ver que

If = Jsllzzy = 1AE)@() — sl 2y = IAE) 22w 15€) = 5(E) | 2wy, (5.13)

por otra parte,

|1 — e @HiBetr)to | T 1 4 e (a®E40)to T ] 4 e—(a?EHv)to :

[A(E)

de lo obtenido en ([5.14) resulta evidente que A(£) no estd acotado, pues tiende a
infinito cuando £ — oo. Como puede verse en este hecho amplifica el error
de las mediciones en altas frecuencias y esto puede conducir a un gran error de
estimacion || f — f|| r2(r) incluso para errores de observacién o medicién muy chicos.
En otras palabras, la solucion del problema de identificacion (5.10)) no varia de
forma continua con los datos, lo que implica que éste esta mal planteado en sentido

de Hadamard [100]. o

Cuando un problema inverso resulta mal planteado es necesario recurrir a un método
de regularizacion que estabilice la solucion. En la Seccién [5.3] se utiliza un método
de regularizaciéon con la finalidad de estabilizar la soluciéon de nuestro problema

particular.

5.3. Solucién de Regularizacion

En esta seccién, se propone un operador de regularizacién asociado al método de

regularizacion de cuasi-reversibilidad [150]. Se demuestra la existencia del parametro
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de regularizacion que conduce a un método convergente y se incluyen cuestiones

5.3. SOLUCION DE REGULARIZACION

tedricas basicas relacionadas con los operadores de regularizacién. Los lectores que

no estén familiarizados con este tema pueden encontrar més informacion en [83,/139].

Definicién 5.5 Sea T : Y — X, X e Y espacios de Hilbert y T un operador aco-
tado. Una estrategia de reqularizacion para T es una familia de operadores lineales

y acotados

R,:Y —X, p>0, / lm R,y=Ty, VyeY.
u—0+

Para nuestro caso particular se define una familia paramétrica de operadores lineales

R, : L*(R) — L*(R) con u € R™, tal que

R(E) = )

= Tuzgz@(f)a (5.15)

donde A(€) estd definido en (5.7), R, es una estrategia de regularizacién para A(¢)

v i es el parametro de regularizacion.

Observaciéon 5.6 Notar que el denominador de la expresion que define el opera-
dor lineal R, (5.15)), fue introducido en la solucion dnicamente con propdsitos de

estabilizacion.

Las propiedades de utilidad, a nuestros fines, de la familia paramétrica de los ope-
radores lineales, continuos y acotados {R,,, i > 0} definida en (5.15)) se indican en

el siguiente resultado.

Teorema 5.7 Se considera el problema de identificacion de la fuente f a partir de

datos ruidosos ys(x) medidos en el instante ty > 0, donde & es el nivel de ruido

definido en (5.4)).
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Sean funciones u y [ que satisfacen la ecuacion diferencial con condicion inicial

5.3. SOLUCION DE REGULARIZACION

U (2, 1) = gy (7,1) — Bug(2,t) — vu(z,t) + f(z), zeR,1>0, (5.16)

u(z,t) =0, reR, t=0

y sea {R,} la famila de operadores definida en ({5.15]).

Entonces, para toda y(x) = u(x,ty) ezxiste una regla de eleccion de pardmetro a-
priori para ;v > 0 de forma tal que el par (R, 1) es un método de regularizacion

convergente para el problema de identificacion ((5.16)).

A
Demostracion: El factor 1(—62)52 estd acotado para todo § ya que es continuo para
1
£eRy
, A
lim =
g=oo |14 u2€2 (I—e Z(E (1 + %%
z(£) o’
61550‘ 1 — e~ (@®&+iBe+v)to) (1 4 1u2€2) E < 0.

Por lo tanto, para cada pardmetro p > 0, el operador R, resulta lineal, continuo y
se tiene que

lim R,y = Ay,

p—0F
donde § € L*(R), entonces R, es una estrategia de regularizacién para A. Por lo
tanto, segin la Proposicién 3.4 en [83], existe una regla de eleccién de parametro
a priori p tal que (R, i) es un método de regularizacion convergente para resolver

(.12).

La solucién regularizada del problema inverso en el espacio de frecuencia viene dada

por

;AN
Jou = mya(f)- (5.17)

Por lo tanto, una expresién aproximada para la funcién f, soluciéon del problema
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5.4. ANALISIS DEL ERROR

dado en ([5.16)) es

Jor) = = [ e mito / OO 61s)
R

Equivalentemente

1
= &ry(z)de | d
Joula 27r/ 1+u2€2 27r/ 3

5.4. Analisis del Error

Con la finalidad de analizar el comportamiento de la regularizacion, se introducen
primero algunos resultados que se utilizaran mas adelante para obtener una cota del

error entre la fuente f(x) y su estimacién fs ().

5.4.1. Resultados Auxiliares

1
— 1 — e Re(w)’

Lema 5.8 Sea w € C con Re(w) > 0 entonces

— €

Demostracion: Se utiliza la férmula de Euler para nimeros complejos y se tiene que
11— 6_“‘2 =(1- e_Re(”))z + 2e R (1 — cos (Im(w))) > (1- e‘Re(w))2 ,

por lo tanto,

1
— 1 — e Re(w)’

‘1—6_w| >1—6_R6(“’):>‘
1—e
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5.4. ANALISIS DEL ERROR

con lo que se finaliza la prueba. o
’ —, 0<z <1,
Lema 5.9 La funcion f : RT — R definida por f(x) = 1 _16
1 , 1<,
J— e*I

satisface f(x) < 2.

Demostracion: Primero, se considera f en (0, 1). Diferenciando, en este caso, se tiene

" l+e?(—1
x ):+e( +x)>07

f(z) = (1 - (1—e=)2
1

< .
l—e® " 1—e!

la funcién f es creciente en (0, 1). Luego

Por otro lado, para x > 1, se tiene

o= (1==) = <0

T 1
< .
l—e* " 1—¢!

la funcion f es decreciente Va > 1. Luego

Entonces, f(z) < 7 - < 2, lo que completa la prueba. o
—_— e_
, , lpl 1 )

Lema 5.10 Sea p € R. 51 0 < p < 1 se tiene ——— < —. Ademds, para
L+p2u® = 2u
2,2 2

a?, v >0 es vdlida la siguiente desigualdad apry < max < v, a

1+ p2p2 2

Demostracion: Para todo p € R vale
0<(1- P=1-2lplu+ |pl’w* = 1+ |pl’1* >2
< (1= l|plp) |plp+ (o1 "1 = 2[p|p.

Ademas, como p > 0 se obtiene la primer inecuacion,

el 1
L+ p?p® = 2p

114



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

2p(a? — vp?
entonces k'(p) = W y

5.4. ANALISIS DEL ERROR

2 2
Por otra parte, sea k(p) := %
p2u

solo punto critico p = 0. Se consideran tres casos:

k tiene un

» o? = vp?: se tiene k(p) = v, constante Vp € R.

» o? < vp?: entonces la funcién k alcanza su valor méximo global v en p = 0.

2
., . , Q@
» o? > vp?: k es una funcién par y creciente para p >0 con pgrﬁm k(p) = P se
2

tiene k(p) <

tw| o

Lo que completa la prueba. o

Lema 5.11 Sea o?,83,v,t0 >0 y 0 < pu < 1 entonces

2 1
g—méx{——f—i'u—l—oﬂ—l—é}.

AE)
[1,2 t[) 2I/t0’ 2

1 + M?g?

Demostracion: Utilizando la Ecuacion (5.7)) y el Lema se obtiene la siguiente

desigualdad
0262 + v + ¢
= (= @)1+ o)

AE)
1 + u2€2

Si (a*? +v)ty > 1 : Usando la desigualdad triangular, el Lema 5.9 el Lema

y 0 < pu < 1 se consigue

@ + v + il <2<a2§2+v+ BIE| )
(1 em@ o) (1 +¢22) = "\ T+ &2~ 1+

2
< Qméx{z/,%} —|—£
0

Si (€% 4+ v)ty € (0,1): Observar que
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0?2 v 48| (%€ + 1) to

(1— e @)1+ 2) = (1— ¢ @)1+ )t
Bl (@®6* +v) Lo
(1 — e~ (@2&2+v) to)(l + 52#2> (Oz2€2 + I/) to'

+

Se utiliza el Lema[5.9] el Lema[5.10] 0 < u < 1y se tiene

(0?8 +v)tg BlE] (a?E? 4+ v) g
(1 — e~ @& 0) (1 + e22) 1y | (1 — e-@+00) (1 + €212)(a2€2 + v) L

~—~

IA
N

< 1 N B¢ )
(T+&u2)te  (1+&212)(a?82 +v)to

IA
DO

(e * swerom)

(14+&2u?)ty  2u(a®82 +v)ty
1, B 2 3

2<%+2M0)§%<”5)'

IA

Lema 5.12 570 < pu < 1 entonces vale la siguiente desigualdad

1

sup —1 n £2M2

&eR

(14372 (1— )‘ < méx {p¥, 1’} .

Demostracion: Sea

06 = (14 €)7 (1= s )

]-_'_52:“’2

Se considera para la demostracién tres casos.

Caso 1 (|¢] > & = i) Entonces

Q) < (L+E) PR < <67 = . (5.19)
Caso 2 (|¢| < 1). Entonces

Q€) = (1 + )77 <y, (5.20)
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5.4. ANALISIS DEL ERROR

Caso 3 (1 < [¢] < &). Entonces

Q) = ol e Lol <oy

1+ &22 —1+522—
Si0<p<2, setiene
Q(E) <& Pt = p. (5.21)
Sip > 2, se tiene
0(€) < €72 = 12 (5.22)

Se combinan las expresiones dadas por (5.19)),(5.20), (5.21), (5.22)) y se concluye la

prueba. o

5.4.2. Cota Analitica del Error

En esta seccién se brinda una expresion para la cota analitica del error cometido

al aproximar la fuente real f con la obtenida mediante el método de regularizacion

fé,/r

Definicién 5.13 La norma en el espacio de Sobolev HP(R), p > 0 se define como

1/2

£y = | [ 172 (L€ ae) (529
R

Mediante la Definicién (5.23)) se da una técnica de eleccién de parametro para la
regularizacion propuesta y se encuentra una expresion analitica que acota el error

de estimacion. Esto, se puede ver en el siguiente resultado.

Teorema 5.14 Se considera el problema inverso de determinar la fuente f(x) en
(@) Sea f5,(x) la solucion de reqularizacion dada en y se asume que f estd
acotada en HP(R) para algin 0 < p < oo - Si se elzge
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5 2/p+2
p? = (—) <1, (5.24)

Om

entonces existe una constante K independiente de ¢ tal que

5\ /P2 5\ P/r+2
\f = foullezmy < K max ¢ | — = .
6M 5M

Demostracion: Por simplicidad de notacién de ahora en adelante se denota || - || =

| o)
Se define fu(g) = #}252@(5), luego
A " ~ A R 2\p/2
16 = 56| = 10 - T 900)| = |76 (1- 1) (e
reordenando

~

£(6) = Fu(&)] < sup

£eR

e (1= g )| [fou + e

Se utiliza la definicién de la norma en el espacio de Sobolev (H?(R)) dada por la

expresion (5.23)),

F(€) = fu(O)] < 1+e2)7P2 (1 - v 2
17 = Fu < s+ €2 (1= s ) | Ml 529
Por la desigualdad triangular se tiene
1F = Fsull < I1f = Full + 11 F = Foull- (5.26)

A partir de las desigualdades (5.25))-([5.26)) junto con la definicién de la fuente regu-
larizada ([5.17]) se obtiene

(1 + 52)—17/2 <]_ Tw) ‘ ||f||HP(]R ‘|—SU.p

~

|y —

~

ys|| -

A)

< sup ik - VA
1+ ]2 p?

£eR
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Utilizando el Lema el Lema y la suposicion de que el error en los datos

5.4. ANALISIS DEL ERROR

estd acotado (||g — gs|| < 9) se tiene que

S 26 1 B B
’ 2 7 . 2
17 = Fol < i {023 W + s vt 5

5 p/2
Se utiliza p? = (5—) , la identidad de Parseval [171] y la linealidad de la trans-
M

formada de Fourier,

oA 5 2/p+2 5 p/p+2
I = fal =i = o < wmad () () e
donde
_ A s 1 8. s B
K =C+ 247+ max{to +2yt0,y+a + 2},

y C es la cota de la norma HP(R) de f. Es decir,

1/2

1 Nl oy == /\f\z (1+&)"d¢) <C.
R

Observacién 5.15 Notar que la cota (5.27)) satisface
1f = foull — 0 si 6 — 0,

lo que significa que la fuente estimada converge a la funcion fuente cuando el ruido

en los datos tiende a 0.

Observaciéon 5.16 Observar que el caso p = oo no se incluye en las hipdtesis del

Teorema[5.14), el motivo es que en este caso

<K #0.

1f = foull = Hf— fou
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Observacién 5.17 Notar que la cota obtenida para el error de regularizacion (5.27))

5.5. EJEMPLOS NUMERICOS

es de tipo Hélder y solo depende de la suavidad de la fuente y los pardmetros del

modelo matemdtico.

5.5. Ejemplos Numéricos

En esta seccién se consideran cuatro ejemplos concretos de estimacién de fuente

para ilustrar el rendimiento del operador de regularizacién.

Para cada uno de los ejemplos abordados en esta seccion, se eligen diferentes valores
para los parametros del problema de identificacién de la fuente (a2, 8, v, to). Ademas,
se considera, para simular el ruido en los datos, un conjunto de valores de desviacién
estandar {e, ..., € }. El espacio se discretiza de manera uniforme y un conjunto de
datos {ys,,-..,Ysy } se obtiene a partir de la evaluacién de la solucién u(z,t) en un

instante de tiempo fijo dado ty y agregando ruido, es decir,
Ys; :y(xz)+€za izla"'7N7 I16g7

donde G es una discretizacién uniforme en R elegida y €;,7 = 1, ..., N son realizaciones
de la variable aleatoria normalmente distribuida 7 con media 0 y desviaciéon e. Al

denotar y; = y(z;),7 = 1,.., N y teniendo en cuenta el nivel de ruido § que satisface

(5.4), el error
Yy—Ys = (yl: 7yN) - <y51) ---;yéN) - (617 "'7€N)7

es numéricamente calculado mediante el método de integracién de Simpson, este
calculo, permite obtener un valor aproximado del error y — ys que depende directa-

mente del ruido. Se puede observar que el nivel de ruido ¢ es funcién de la desviacion
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estandar e, es decir, § = 0(¢). En la préctica, el valor d,; dado en ([5.4) se obtiene a

5.5. EJEMPLOS NUMERICOS

partir de los errores de calibracion y medicién de los instrumentos utilizados. Aqui se
elige como el valor méaximo de §. Luego se calcula {gs,, ..., Js, } mediante la transfor-
mada FFT (Fast Fourier Transform) [268] y se obtiene la solucién de regularizacién
fs.,n dada en (5.18) usando la anti-transformada répida de Fourier [81}268], donde
el parametro de regularizacién p es elegido de acuerdo a , es decir,

p? = o I
Sar '

Para cada uno de los ejemplos se grafican los resultados de las fuentes estimadas
sin regularizar y las que se obtuvieron luego de la utilizacion del método de re-
gularizacion presentado en este capitulo. Se incluye ademéas, un cuadro de errores
para cada ejemplo. En estos cuadros se consideran los errores relativos y los erro-

res absolutos, las perturbaciones utilizadas para la construcién de las mismas son

{e1;...;e5} = {0,01;0,03;0,05;0,08; 0, 1}.

Observaciéon 5.18 FEl lector puede notar que en algunos ejemplos el p considerado
para la recuperacion de la fuente f no se corresponde, pues f no estd en ese espacio
de Hilbert. Estos ejemplos se incluyeron igual con la finalidad de observar que la

recuperacion es razonable incluso en esos casos.

Ejemplo 5.19 Para este ejemplo se consideran los siquientes pardmetros o = 2 x
1075m?/s; B=1x10"m/s; v =11/s; N =1001; to = 1s y to = 5s. Ademds,
los wvalores de perturbaciones utilizados son € € {0,2;0,15;0,1;0,05}. Por dltimo,

la fuente a estimar en este caso es
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Fuente estimada sin regularizar (f) = 1)

2 T T T T T T T T T
15F
| il
\h ‘ [l |
i ‘ | i ‘\'”H
05}
z of 1
=
05 4
B HJ
.1 et vl . L) L LA =02 | |
J‘ i ‘M ‘m“ ' 1\ “» w “‘ 1 =015
I ‘ =0,1
15 ¢ =0,05| 7
Exacta
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
xT
Fuente estimada sin regularizar () = 5)
15
1
05
2 o}
=
05
1 =02
e=0,15
e=0,1
15 =005
Exacta
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sou(z)

fou(z)

-0.5

-1.5

0<z< 10,
10 < z < 20, (5.28)

en otro caso.

Fuente estimada regularizada (tp = 1,p = 0, 3)

151
1k AP e 0, o
|
05
ol
-0.5 J
1 WF\ R M =02 1
TR IR =0,15
€=0,1
-1.5 1 €=0,05| 7
Exacta
2 . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fuente estimada regularizada (tp = 5,p = 1)

151

05

Exacra
2 . . . . . . . . .

10
T

12 14 16 18 20

Figura 5.1: Ejemplo[5.19} Fuentes no regularizadas (izquierda) con ¢y = 1s (arriba),
to = 5s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con to = 1s, p = 0,3 (arriba),

to =5s, p=1 (abajo)
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Errores Absolutos Errores Relativos
e Nf=1fsll Nf = foull 1f = fsl/0F0 11 = fonll/IL£
0,01  0,2305 0,0049 0,0364 0,0007
0,03  0,2875 0,0149 0,0454 0,0023
0,05 0,3215 0,0242 0,0508 0,0038
0,08 0,4135 0,0350 0,0653 0,0055
0,10 0,4756 0,0372 0,0752 0,0058

Cuadro 5.1: Ejemplo [5.19; Errores absolutos y relativos de estimacién asumiendo
t[) =1s yp= 1.

La fuente que se recupera en el Ejemplo es de interés en la teoria de
senales |149,|190]. Este tipo de funciones resulta ser un ejemplo habitual en los
problemas de recuperacién de fuentes [288,289]. Esto se debe principalmente a que
al ser una funcién discontinua puede aparecer el fendmeno de Gibbs [81,268]. Dicho
fenémeno indica que cuando se desarrolla una funcion en serie de Fourier y ésta no
es continua en la regién considerada, es posible que no haya una buena precision en

los entornos de las discontinuidades.

Como se puede visualizar en los graficos de la Figura|5.1} el operador de regulariza-
cion utilizado suaviza al operador inverso haciendo que la recuperacion sea estable.
La estimacion de la fuente resulta estable para diferentes valores temporales de toma
de medicién ty y para diferentes valores de p. Como es de esperarse, la estimacién

mejora para valores mas chicos de perturbacion e.

En el Cuadro se incluyen los errores relativos y absolutos de estimacion que
también muestran la bondad del método. Los errores relativos varian de 3,64 %
a 7,52 % para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el error
relativo se encuentra entre 0,07 % y 0,58 %. Por ejemplo, para el caso € = 0,03, el
error relativo de la estimacién de la fuente sin regularizar es de 4,54 % vy el error
relativo que se obtiene luego de aplicar la estrategia de regularizacién explicada en

este capitulo es 0,23 %.
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2

Ejemplo 5.20 Para este ejemplo se consideran los siguientes parametros o

1m?/s; B =0m/s; v =01/s; N = 1001; t,

=0,1s yty = 0,5s. Ademds, los
valores de perturbaciones utilizados son € € {0,01;0,007;0,003;0,001}. Por dltimo,

la fuente a estimar en este caso es

2
3 —x
<—%+3§)64, 0 <z <10,
fw) = (5.20)
0, en otro caso.
Fuente estimada sin regularizar (t) =0, 1) Fuente estimada regularizada (tp = 0,1,p = 2)
2 T T T T T T T T T 2 T T T T T T T T T
—— =001 —— =001
15k —— ¢=0,007 15 —— e=0,007| |
—— ¢=0,003 —— =0,003
—— ¢=0,001 —— ¢=0,001
ir | E acta 1ir — Exacta | |
\m"”‘ ”ﬂ\' \|
1 il T —
= | \ I 1 “ \\“ |’ w\l IH\ w\l i) \ Il w 3
oo ’ l‘\ i ”‘ L ‘” \‘w |'|‘ i ” L i = 0 I
- \ \ | h ‘! H ‘h 3
05 ‘ “ 05
-1 ‘ -1r
1571 157
2 : 2 : : : : : : : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T T
Fuente estimada sin regularizar (ty = 0,5) Fuente estimada regularizada (tp = 0,5,p = 0,2)
2 ! 2 , . : . ! : : ;
—— =001 —— =001
150 —— ¢=0,007| | 15 —— e=0,007| |
— e=0,003 — e=0,003
h‘ \‘\‘ —— ¢=0,001 —— ¢=0,001
ir J i ‘l —_— Exacta 1 ir — Exacta | |
J" | I 'h
0.5 H i ‘ ‘ ‘ 1 ‘ \ ‘ 0.5
S HHﬂl 5
T ol 31 M\ i m L I ‘lw \Iw Lyl S
Z o ‘! \My J \I‘ ‘\“J\‘ L‘l il “W il il H |’ f W \ M il .
05 “ 1 “ [t “ ‘ ‘ ‘ 05
af ‘ at
-15 1.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.2: Ejemplo [5.20; Fuentes no regularizadas (izquierda) con to = 0,1s (arri-

ba), to = 0,5s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con t, = 0,1s, p =

(arriba), to = 0,5s, p = 0,2 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

e =Sl W =Sl A= SIS = Saull/1LA1

5.5. EJEMPLOS NUMERICOS

0,01 0,1495  0,0203 0,0975 0,0132
0,03 04847  0,0233 0,3162 0,0152
0,05 0,7555  0,0246 0,4928 0,0160
0,08 1,1381  0,0256 0,7424 0,0167
0,10 1,812  0,0286 1,0967 0,0187

Cuadro 5.2: Ejemplo [5.20; Errores absolutos y relativos de estimacién asumiendo
t[) =1s yp= 1.

La fuente que se recupera en el Ejemplo es de interés en problemas
de transferencia de calor. Ver por ejemplo, [79]. Este tipo de funciones resulta ser
un ejemplo habitual en los problemas de recuperacién de fuentes en procesos de
transferencia de calor [288,1289]. El Ejemplo [5.20| resulta interesante, pues ese tipo
de fuentes ya han sido recuperadas mediante enfoques diferentes en problemas mas
simples donde se utiliza, en lugar de la ecuacion parabdlica completa, la ecuacién

de calor donde solo la difusién es tenida en cuenta [277H279].

Como se puede visualizar en los graficos de la Figura|5.2] el operador de regulariza-
cion utilizado, nuevamente, suaviza al operador inverso haciendo que la recuperacion
sea estable. La estimacion de la fuente resulta estable para diferentes valores tem-
porales de toma de medicién ty y para diferentes valores de p. Como es de esperarse,

la estimacién mejora para valores mas chicos de perturbacion e.

En el Cuadro se incluyen los errores relativos y absolutos de estimacion que
también muestran el buen desempeno del método. Los errores relativos varian de
9,75% a 109, 67 % para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el
error relativo se encuentra en 1,32 % y 1,87 %. Por ejemplo, para el caso ¢ = 0,03,
el error relativo de la estimacion de la fuente sin regularizar es de 31,62 % y el error
relativo que se obtiene luego de aplicar la estrategia de regularizacién explicada en

este capitulo es 1,52 %.
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Ejemplo 5.21 Para este ejemplo se consideran los siguientes pardmetros o? =

0,5m?/s; B=0m/s; v=0,51/s; N =1001; ty =0,1s y to = 0,55. Ademds, los
valores de perturbaciones utilizados, en este caso, son e € {0,01;0,005;0,001;0,0005}.

Por dltimo, la fuente a estimar es

cos(x), 0<z<2m,
Fla) = (5.30)

0, en otro caso.

Fuente estimada regularizada (tp = 0,1,p = 1)

—— €=0,01
€=0,005
— €=0,001

57 —— €=0,0005|
Exacta
0 1 2 3 4 5 6
T
Fuente estimada regularizada (tp = 0,5,p = 0,2)

fou(x)

—— =001
=0,005
——— ¢=0,001
A5r —— ¢=0,0005|

Exacta

Exacta

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.3: Ejemplo [5.21} Fuentes no regularizadas (izquierda) con to = 0,1s (arri-
ba), to = 0,5s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con ¢y = 0,1s, p = 1
(arriba), to = 0,5s, p = 0,2 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

e =Sl W =Sl A= SIS = Saull/1LA1
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0,0l 0,0675  0,0246 0,0267 0,0097
0,03 0,1970  0,0267 0,0781 0,0105
0,05 03148  0,0268 0,1248 0,0106
0,08 05422  0,0280 0,2150 0,0111
0,10 0,6696  0,0302 0,2655 0,0120

Cuadro 5.3: Ejemplo [5.21} Errores absolutos y relativos de estimacién asumiendo
t[) =1s yp= 1.

La fuente que se recupera en el Ejemplo es de interés en diversos proble-
mas de distintas caracteristicas por las particularidades que esta funciéon presenta.
Es una funcién continua, derivable y peridédica. Este tipo de funciones resulta ser
un ejemplo habitual en los problemas de recuperacién y/o identificacién de fuentes

tanto en la teorfa de sefiales [149,/190] como diferentes problemas de transferencia

de calor [288,289].

Como se puede visualizar en los gréaficos de la Figura[5.3|el operador de regularizacion
utilizado, nuevamente, suaviza al operador inverso haciendo que la recuperacién sea
estable. La estimacion de la fuente resulta estable para diferentes valores temporales
de toma de medicion tg y para diferentes valores de p. Como es de esperarse, nueva-
mente, la estimacién mejora notoriamente para valores mas chicos de perturbacién

€.

En el Cuadro se incluyen los errores relativos y absolutos de estimacion que
también muestran el buen desempeno del método. Los errores relativos varian de
2,67 % a 26,55 % para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el
error relativo se encuentra entre 0,97 % y 1, 20 %. Por ejemplo, para el caso € = 0, 03,
el error relativo de la estimacion de la fuente sin regularizar es de 7,81 % vy el error
relativo que se obtiene luego de aplicar la estrategia de regularizacién explicada en

este capitulo es 1,06 %.
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Ejemplo 5.22 Para este ejemplo se consideran los siguientes pardmetros o? =

2m?/s; B=0m/s; v=11/s; N=1001;ty = 0,25 y to = 25. Ademds, los valores
de perturbaciones utilizados, en este caso, son ¢ € {0,001;0,002;0,003;0,004}. Por

ultimo, la fuente a estimar es

—x + 15 0 S x S ]-7
flx) = (5.31)
0, en otro caso.
Fuente estimada sin regularizar () = 0,2) Fuente estimada regularizada (top = 0,2,p = 2)
2 . — | | | ! ! . 2 . . . | | ! ! | !
| —— ¢=0,004 —— ¢=0,004
15 ﬂ [ —— ¢=0,003| 1 150 —— ¢=0,003| |
Il ﬂ — e=0,002 — e=0002
Il H \‘\ | ﬁ €=0,001 €=0,001
1 v | Exacta | I Exacta |
WY A A L I
0 o T Al o4 ‘ | \ ‘ 05t
\ WIR [ | A AR .
3; ol V P ) \ \l ‘ ‘;‘ \'3 E Ll
= | I VPR AT e 3
\ \/
05 | ‘ | 05
V v | l | I
ir “\ -1
15 15
o0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
T xr
Fuente estimada sin regularizar () = 2) Fuente estimada regularizada (ty = 2,p = 4)
2 : . , : : : . 2 ! | | ! | | ! | |
| =0,004 ¢=0,004
151 | —— 0,003 | 15} —— =0,003]
I —— €=0,002 — ¢=0,002
ﬂ —— ¢=0,001 —— ¢=0,001
1 —— Exacta | | AN Exacta |
0.5 0.5
= =
2 o = o0
S <
05 0.5
\
1 “ -1
15 15
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

T T

Figura 5.4: Ejemplo [5.22; Fuentes no regularizadas (izquierda) con to = 0,2 s (arri-
ba), to = 2 s (abajo). Fuentes regularizadas (derecha) con tg = 0,2 s, p = 2 (arriba),
to = 2s, p =4 (abajo) para diferentes niveles de ruido.
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Errores Absolutos Errores Relativos

e =Sl W =Sl A= SIS = Saull/1LA1

5.5. EJEMPLOS NUMERICOS

0,01 0,1296  0,0084 0,1586 0,0103
0,03 04745  0,0127 0,5807 0,0156
0,05 0,6478  0,0143 0,7927 0,0176
0,08 1,1978  0,0178 1,4854 0,0219
0,10 12561  0,0185 1,5390 0,0225

Cuadro 5.4: Ejemplo [5.22; Errores absolutos y relativos de estimacién asumiendo
t[) =1s yp= 1.

La fuente que se recupera en el Ejemplo es de interés en diversos proble-
mas de distintas caracteristicas por las particularidades que esta funciéon presenta.
Si bien, es una funcién continua, tiene un punto donde no es derivable. Muchas veces
la recuperacion se dificulta en dichos puntos. Debido a esto, este tipo de funciones
resulta también, ser un ejemplo habitual en los problemas de recuperacion de fuen-

tes, tanto en la teoria de senales [149,190] como en problemas de transferencia de

calor [288,289).

Como se puede visualizar en los gréaficos de la Figura [5.4] el operador de regulari-
zacién, nuevamente, suaviza al operador inverso haciendo que la recuperacién sea
estable. La estimacion de la fuente resulta estable para diferentes valores temporales
de toma de medicion tg y para diferentes valores de p. Como es de esperarse, nueva-
mente, la estimacién mejora notoriamente para valores mas chicos de perturbacién

€.

En el Cuadro se incluyen los errores de estimacién que también muestran el
buen desempenio del método. Los errores relativos varian de 15,86 % a 153,90 %
para las fuentes sin regularizar y para las fuentes regularizadas el error relativo se
encuentra entre 1,03 % y 2,25 %. Por ejemplo, para el caso € = 0, 03 el error relativo
de la estimacién de la fuente sin regularizar es de 58,07 % y el error relativo que se

obtiene luego de aplicar la estrategia de regularizacién explicada en este capitulo es
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de 1,56 %.

Observaciéon 5.23 Notar que los errores de aproximacion de la fuente reqularizada

para los Ejemplos[5.20, [5.21) y [5.23 son considerables con respecto a los obtenidos

en el Ejemplo |5.19. Esto resulta razonable frente al tamano de los errores de re-
cuperacion que se obtienen al utilizar el operador inverso(sin aplicar el método de

reqularizacion).

5.6. Conclusiones

En este capitulo se trata el problema inverso de identificar la fuente en una ecuacion
parabdlica completa a partir de mediciones ruidosas. Se brinda una solucién analiti-
ca para el problema de estimacién y se muestra a partir de ésta que el problema
estd mal planteado, pues dicha solucién no es estable. Con la finalidad de abordar
este inconveniente, se define una familia de operadores de regularizacion disenado
especificamente para compensar el factor de inestabilidad en el operador inverso.
Ademas, se incluye una regla de eleccién para los parametros de regularizacion que
se basa en el nivel de ruido de los datos y la suavidad de la fuente a identificar.
Se demuestra que para la regla de eleccion de parametros propuesta el método es
estable. Se obtiene una cota para el error de estimacién cometido que resulta ser

optima ya que es de tipo Holder.

Se incluyen diversos ejemplos numéricos de recuperacion de fuentes que pertenecen
a diferentes espacios de Hilbert y se observa que en todos ellos se obtiene un buen
desempeno del enfoque de regularizacién adoptado. Por otra parte, se comparan
las fuentes recuperadas mediante el operador inverso con las obtenidas utilizando el
operador de regularizacion y se concluye que el método de regularizacion propuesto,

ofrece una mayor precision en la estimacién de las fuentes consideradas.
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Capitulo 6

Un Problema con Interfaz

Los problemas de transferencia de calor en materiales multicapa o con interfaz sélido-
solido han sido muy estudiados en los ultimos anos debido a las multiples y diferentes
aplicaciones que se han encontrado en la ciencia y la ingenierfa [63}/138,/145,208[297,
298]. Estos problemas tienen aplicaciones directas en distintas industrias, entre las
méas importantes, la metalirgica [166], la tecnolégica y electrénica [46], la automotriz

[66], la aeroespacial |25 y la aviacién [223)].

El avance de la tecnologia requiere materiales con propiedades térmicas, eléctricas,
magnéticas, acusticas y dpticas particulares, debido a eso se han estudiado las pro-
piedades en la interfaz de diferentes combinaciones de materiales. Entre las mas
analizadas se tienen las siguientes duplas: Al-Cu [294], Al-Si [270], Cu-Cu [290,294],
Cu-Si [290], Cu-Al [285], Si-Ge [269], Pb-Sn [105,[189], Pn-Sn [223], Pb-Al [166],
Sn-Pb [225], Zn-Zn [195], Ti-Al [104].

Entre las diferentes propiedades en la interfaz, las que resultan de mayor interés en
la bibliografia son: la tensién [294], la adhesion [284], la resistencia térmica [201}290],

la corrosion [223], la conductividad eléctrica [166,263] y conductividad térmica [225],

entre otras [117}/119)].
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Debido a la importancia y a la gran cantidad de aplicaciones de los materiales

6.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

multicapa, se incluye en esta tesis un segundo problema directo que consiste en
el proceso de transferencia de calor en una barra compuesta por dos segmentos
consecutivos con interfaz sélido-sélido, embebida en un fluido (liquido o gaseoso). El
problema puede considerarse como la transferencia de calor a través de un material
de dos capas, donde el proceso de transferencia de calor ocurre en una sola direccién,
perpendicular a las capas. Se obtiene una expresion para la solucion analitica del
problema sujeto a ciertas condiciones de borde. La solucion analitica se obtiene

mediante métodos de Fourier [96,143].

Por otro lado, debido a que la expresion de la solucién analitica hallada es muy
compleja, se aborda numéricamente el problema de interés utilizando diferencias fi-
nitas [177,184,232] centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal.
La solucién obtenida brinda informaciéon ttil sobre los perfiles espacio-temporales
de temperatura u(x,t). Se imponen condiciones de estabilidad y se testea la conver-

gencia del método con diferentes ejemplos numéricos.

6.1. Presentacion del Problema

El problema a analizar puede ser considerado como el transporte de energia térmica
en una barra de longitud L [m] y didmetro d [m] totalmente aislada en su superficie
lateral, donde L > d. El proceso de difusion, resulta unidimensional. Se considera
que la barra esta construida con dos tramos consecutivos de materiales homogéneos
(material A y material B) ambos isétropos, por lo que los coeficientes de difusividad
térmica o, a% [m?/s] se suponen constantes. El tramo de la barra construida con
el material A tiene una longitud [ [m] y el tramo construido con el material B tiene
una longitud L — [ [m]. Por otra parte, se supone que la unién de ambos materiales

es perfecta, por lo que no hay resistencia térmica en la interfaz.
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El problema descripto en los parrafos anteriores se modeliza, en este caso, con el

6.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales acopladas de tipo
parabdlicas

(2, t) = Uy, (1), O<z<l, t>0,
' 4 (6.1)

u(z,t) = ahug,(z,t), I<z<L, t>0.

Debido a que se desprecia la resistencia térmica, se pueden imponer condiciones de

igualdad de temperatura y flujo en la interfaz. Es decir,

u(zt,t) = u(x™,t), x=1 t>0,
(@7, 1) = u(z, 1) 62)

kpug(xt t) = kaug(x,t), x=1, t>0,

donde k4 y kg [W/m °C] representan los coeficientes de conductividad térmica de

los materiales A y B respectivamente,

u(l=,t) = lim u(z,t), t >0,

T~ (63)
u(lt,t) = lim u(z,t), t>0.

Tzt

Se supone ademas, que la temperatura en el borde izquierdo de la barra esta con-

trolada por una fuente a temperatura constante F' [°C],

u(z,t) = F, x=0, t>0, (6.4)

el borde derecho de la barra queda libre, en contacto con el fluido, dando lugar al

fenémeno de conveccién, que se modela como

KpUgy(z,t) = —h (u(x,t) —T,), r=1L, t>0, (6.5)

donde h [W/(m?°C)] es el coeficiente de transferencia de calor por conveccién.

133



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

Por ultimo, se considera que en el instante inicial toda la barra, salvo en los bordes,

6.2. ESTADO ESTACIONARIO

se encuentra a temperatura ambiente.
u(z,t) =Ty, O<z<L, t=0. (6.6)

El problema directo a resolver consiste en hallar la temperatura u(z,t) suponiendo
que todos los parametros de las Ecuaciones — son conocidos. La Figura
muestra de manera esquematica el problema directo de interés donde se aprecian
las condiciones de borde y los diferentes colores indican los distintos segmentos de

la barra.

u(x;0)=T,
x=0 x=1 x=1L

s T ST e
w(0;t) = F; w(x;:t) = a,%u,, (x:t); w,(x; t) = agiu(x;t) u(Lit) = _F(._B(“(L: )= Ta)

Figura 6.1: Esquema del problema con interfaz.

6.2. Estado Estacionario

Se aborda primero el problema presentado en la Seccién [6.1| en estado estacionario.
Es decir, cuando la temperatura en cada punto de la barra ya no cambia con el
tiempo. En este apartado se obtiene una expresién analitica para la solucién del
problema y se consideran ejemplos numéricos que nos brindan informacién sobre los

perfiles de temperatura.

6.2.1. Solucion Analitica

El problema dado por las Ecuaciones 1} puede ser reformulado y plantea-
do en estado estacionario (independiente de la variable temporal). En el siguiente

resultado se muestra esta reformulacién.
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6.2. ESTADO ESTACIONARIO

Teorema 6.1 Sean ka,kp,T,, F,L,l,h € R" tal que F > T, y L > 1. Dada la
funcion u, satisface u.(-) € C*((0,1)) y u.(-) € C*((I, L)), el problema eliptico dado

por )
ug (z) =0, 0<x<l,
ul(xz) =0, l<x <L,
ue(x) = F, =0,
kpl(e) = —h(u(e) - T.),  w=L.
Ue(77) = ue(77), x =1,
| KB ul(xt) =kaul(z), x =1,

tiene como solucion

F + M‘T, 0 S xT S l7
ue(r) = (g ki) (Ts— F)  sah(Ty — F)
Fq B A pAe l<az<IL,
n n

donde
N = kakp + KahL 4+ (kp — ka)hl.

(6.7)

(6.9)

Demostracion: Debido a que la derivada segunda de la funcién u, se anula en los in-

tervalos (0,1) y (I, L) resulta que dicha funcién es lineal en cada uno de los intervalos

considerados.

Por lo tanto, la funcién wu, resulta ser lineal a trozos. Es decir,

ue(x) = A+ Bu, 0<z<l,

ue(r) = C + Dz, l<x <L,

donde A, B,C'y D son coeficientes constantes que dependen de los parametros del

problema y se determinan a partir de las condiciones de borde y de interfaz del
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6.2. ESTADO ESTACIONARIO

sistema ([6.7)).

Utilizando estas condiciones se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones, donde las

incégnitas son las constantes A,B,C'y D.

;

A=F

Y

kD = —h(C+ DL —T,),
7 ( ) (6.10)

A+ Bl=C+ DI,

\KZAB = /ﬁ}BD.

El expresion ([6.10]) es un sistema lineal de 4 ecuaciones y 4 incognitas, es decir 4 X 4,

que tiene solucién unica dada por

A=F,
B— IiBh(Ta—F),
lf? T,— F
O gy lrs = k(T = F)
U]
D= IiAh(Ta—F),
\ n
donde n viene dado por . Tal como se queria demostar. o

Observacién 6.2 En el caso particular donde la interfaz se encuentra en el medio
de la barra (I = %) la temperatura en el borde derecho de la misma (u.(L)) estd dada

por
LT, — F)(ka + kp)

U (L) = F + )
(L) /QAK,B—F%h(/iA—FKJB)

Debido a que en este caso, u.(L) depende de la suma y el producto de las conduc-
tividades térmicas, la temperatura en la punta derecha de la barra no cambia si se

mvierte el orden de los materiales.
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Observacion 6.3 La solucion — es consistente, pues si se considera Kk =

6.2. ESTADO ESTACIONARIO

ka4 = Kkp (es decir que los materiales A y B son iguales) se obtiene

donde
¢c=k-+hL.

Esta solucion coincide con la que se obtiene en un problema estacionario de trans-
ferencia de calor en una barra homogénea, considerando las mismas condiciones de

borde que en (6.7)). Ver, por ejemplo [260].

6.2.2. Ejemplos Numéricos

En esta subseccién se abordan dos ejemplos numéricos con diferentes materiales
y distintas ubicaciones para la posicién de interfaz. Esto permite visualizar como
cambia el perfil estacionario de temperaturas al modificar el punto de contacto para

diferentes materiales.

Se considera una barra de longitud L = 1 m compuesta por dos materiales diferentes,
consecutivos, en contacto. Los datos utilizados para los graficos son: F' = 100°C' y
T, = 25°C. El coeficiente de transferencia de calor (h) se determina segun lo expli-
cado en el Capitulo[d] Las conductividades térmicas para los materiales considerados

se encuentran en el Cuadro 2.2

Ejemplo 6.4 En este ejemplo se considera el perfil espacial estacionario de tem-
peraturas para distintas duplas de materiales y diferentes posiciones de puntos de

contacto.

En el grafico de la izquierda de la Figura [6.2] se visualizan los perfiles estacionarios
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de temperatura para barras conductoras de Cobre-Aluminio y Aluminio-Cobre para
[ =0,3m yl = 0,5m. Se observa que si el punto de contacto se encuentra en
el medio de la barra, entonces la ubicacién de los dos materiales a izquierda o a
derecha no influye en el valor de la temperatura estacionaria que se alcanza en
el borde derecho; esto no ocurre si el punto de contacto no esta exactamente en
el medio. Esto se corresponde directamente con lo comentado en la Observacién
m Por ejemplo, para el la barra de Aluminio-Cobre (I = 0,3m) la temperatura
estacionaria en el borde derecho de la misma es u.(L) = 97,6°C' y para la barra
de Cobre-Alumino (I = 0,3m) se tiene que u.(L) = 96,9°C. Sin embargo, para
los casos de las barras Aluminio-Cobre (I = 0,5m) y Cobre-Alumino (I = 0,5m)
la temperatura estacionaria en el borde derecho es la misma y es aproximadamente

u.(L) = 97,4°C.

100

995

Perfiles estacionarios de temperatura

—— Al-Cu (I=0,3m)

Al-Cu (1=0,5m)

——— Cu-AI(=0,3m) |

Cu-Al (1=0,5m)

o)

100 N
99 r
98
97
96
95
94 r

93 r

Perfiles estacionarios de temperatura

92

—— Pb-Al (1=0,2m)
96.5 - q o1 | | Ag-Fe (=0,6m)
Fe-Ni (1=0,5m)

! !

I I I I I I I I I 90 I I I I I I
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

z(m) z(m)

Figura 6.2: Ejemplo [6.4; Perfiles estacionarios de temperatura para diferentes ma-
teriales y distintos puntos de contacto.

En el gréfico de la derecha de la Figura [6.2] se visualizan los perfiles estacionarios
de temperatura para barras de Plomo-Aluminio, Plata-Hierro y Hierro-Niquel para
[=0,2m,l=0,8myl=0,5m respectivamente. Los casos utilizados se correspon-
den con tres situaciones bien diferenciadas, éstas son: k4 < kg (Plomo-Aluminio),
ka > kp (Plata-Hierro) y k4 = kp (Hierro-Niquel) (el simbolo = indica que las con-

ductividades térmicas son similares desde el punto de vista fisico). En este grafico se
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puede apreciar como se relacionan las pendientes de las rectas dependiendo de cada
situacién particular. Si se observan las pendientes en modulo, se ve que para el caso
de la barra de Plomo-Aluminio (I = 0,2m) la pendiente cambia de mayor a menor,
para el caso de la barra de Plata-Hierro (I = 0,8m) la pendiente cambia de menor
a mayor y para el caso de la barra de Hierro-Niquel (I = 0,5m) las pendientes son

muy semejantes.

Ejemplo 6.5 En este ejemplo se considera el perfil espacial estacionario de tem-
peraturas para barras de Plomo-Material donde | = 0,6 m y Material-Plata donde

[ =0,4m para diferentes materiales.

Perfiles estacionarios de temperatura

100 100

98 r 98 r

96 96
94 94+

92 92

= 90F 90 -

o)

88 88

86 86 | PbAg
— Fe-Ag

841 ] 841 Ni-Ag
Pb-AL AL-Ag

82 — Pb-Cu 4 82 Cu-Ag

Pb-Ag Ag-Ag
. . . . . . . . . 80 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x(m) z(m)

80

Figura 6.3: Ejemplo[6.5} Perfiles estacionarios de temperatura para barras de Plomo-
Material (izquierda) y Material-Plata (derecha) con diferentes materiales.

En el grafico de la izquierda de la Figura se visualizan los perfiles estaciona-
rios de temperatura para barras conductoras de Plomo-Material (I = 0,4m) para
distintos materiales. Se observa que en el primer tramo los perfiles estacionarios de
temperatura son muy parecidos, eso se relaciona con que el primer material es el
mismo para las diferentes barras. Los segundos tramos se diferencian en relacion
con la conductividad térmica de cada material; pues, materiales mas conductivos
alcanzan mayor temperatura. Observar, por ejemplo, que para el caso Plomo-Hierro

la temperatura estacionaria en el borde derecho de la barra es u.(L) = 87,6°C'y
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para la barra de Plomo-Cobre se tiene que u.(L) = 91,7°C.

En el grafico de la derecha de la Figura se muestran los perfiles estacionarios de
temperatura para barras conductoras de Material-Plata (I = 0,4 m) para distintos
materiales. Se observa como se relacionan las pendientes de las rectas en cada caso.
El segundo tramo para las distintas barras son rectas paralelas; eso se debe a que
el segundo material es el mismo para los diferentes casos. Nuevamente se visualizan
diferencias relacionadas con la conductividad térmica de los materiales. Observar,
por ejemplo, que para el caso Plomo-Plata la temperatura estacionaria en el borde
derecho de la barra es u.(L) = 91,6 °C y para la barra de Cobre-Plata se tiene que
ue(L) = 98,2°C. Esto se corresponde con los resultados teéricos dado que materiales
mas conductivos conducen el calor con mayor facilidad y por tal motivo alcanzan

mayor temperatura.

6.3. Estado Evolutivo

En este apartado se aborda el problema transitorio o evolutivo descripto y esque-
matizado en la Seccion dado por las Ecuaciones —. Luego de algunos
resultados auxiliares se obtiene uno particular que brinda una expresion analitica

para la solucién transitoria o evolutiva.

Ademas, se obtiene una soluciéon numérica, para el problema de interés, mediante
diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable temporal. Por
otro lado, se discuten las condiciones necesarias para la estabilidad y convergencia

de las soluciones numéricas.

Se incluyen experimentos numéricos con diferentes duplas de materiales y distin-
tas ubicaciones del punto de interfaz. Estos experimentos brindan informaciéon de

utilidad sobre los perfiles espacio-temporales de temperatura.
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6.3. ESTADO EVOLUTIVO

6.3.1. Resultados Auxiliares

En esta subseccion se enuncian y se demuestran algunos resultados auxiliares que
son de utilidad para encontrar una expresion analitica de la solucién del problema

definido y esquematizado en la Seccién [6.1]

t
Lema 6.6 Sean a,b,c e R" yg: D CR" = R, g(z) :ca:+arctg< g(ljm))

Entonces la imagen de la funcion g contiene al conjunto de los numeros reales posi-

tivos. Es decir, RT C Im(g).

Demostracion: Basta con observar que arctg es una funcién real acotada.

tg(az)
b
Entonces al sumarle el término cx con ¢ positivo, dado que cx tiende a infinito cuando

x tiende a infinito todos los reales positivos pertenecen al conjunto imagen de g. o

Ejemplo 6.7 En la figura[6.4 se puede apreciar grdficamente la imagen de la fun-
cion g para dos casos particulares.

_g(z) =3z + arcty(tg(22)) _9(z) =z + arctg(ty(3z)/2)

35 12

30 1 10
251 / 7
15 / 1
10

/
51 1 0
/

0

\‘

o 1 2 3 4+ 5 & 1 5 5 1 o 1 2 3 4 5 & 1 5 5 1
T
Figura 6.4: Casos particulares del Lema [6.6]

En el grafico de la izquierda de la Figura[6.4] se observa que la imagen de la funcién g¢
es el conjunto de los niimeros reales positivos. En el grafico de la derecha se visualiza
que el conjunto imagen contiene a los nimeros reales positivos ya que ademas, toma

una parte negativa.
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tglax
Corolario 6.8 Seana,b,c,m € RT yg: D CRT = R, g(x) = cx+arctyg (%)
Entonces existe un conjunto infinito numerable de soluciones positivas de la siguiente

ecuacion
tg(g(z)) = —ma. (6.11)

Demostracion: Debido al Lema se sabe que la funcién g(z) tiene como imagen un
conjunto que contiene a los niimeros reales positivos. Esto implica que las funciones
tg(g(x)) y —maz se intersecan infinitas veces. Luego, se deduce que la Ecuacién

(6.11) tiene un conjunto infinito numerable de soluciones positivas. Tal como se

queria demostrar. o

Ejemplo 6.9 En la Figura se aprecian graficamente algunas de las infinitas

soluciones positivas de la Ecuacion (6.11) para dos casos particulares con diferentes

parametros.

o tg(3x + arctg(tg(2z))) = —x
NI / »/ / [ / / —— tg(3x+arcg(tg(2v) | | | f e /‘/ /

CINCU T 5= 0 * Q. ‘
| | | ‘ ‘ | [ [ ( ( | I i

L RERNEREER LTI TR AR | ‘ | “ T T

tg(x + arctg(tg(3z)/2)) = —2x
/ [T 17 /R Vi WA i
lg(x+arctg(tg(3x)/2))‘ |

\

[ \
‘ |
-10 -
-12 -

-14

-16

-18

-20

-10

Figura 6.5: Casos particulares de la Ecuacién (6.11)).

Observacién 6.10 Por el Corolario se sabe que la Ecuacion (6.11) tiene infi-

nitas soluciones positivas, pero ésta es una ecuacion trascendente y las soluciones

deben hallarse numéricamente para cada caso particular.

142



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento
El Cuadro tiene, a manera de ejemplo, las primeras 10 soluciones positivas de

o (et (22)) - 612

6.3. ESTADO EVOLUTIVO

la ecuacion

utilizando tres digitos decimales de precision.

A Az A Aq As A A7 As Ag A0
0,801 1,855 2,570 3,846 4,833 5,661 7,929 8,789 10,102 11,049

Cuadro 6.1: Primeras 10 soluciones positivas de la Ecuacién (6.12]).

Teorema 6.11 Sean o, k,kp,l, L € RY. Ezxiste un conjunto infinito numerable de

soluciones positivas de la ecuacion

—kgAx — hB

L = - -1
tg(er) = 200, (6.13)
donde
A = kacos(alx) cos(lx) + sen(alx) sen(lx) (6.14)
Y
B = sen(alz) cos(lx) — k acos(alx) sen(lz). (6.15)

Demostracion: Se reemplazan las expresiones (6.14]),(6.15)) en (6.13)). Se multiplica

y se divide por cos(lx) y cos(alx), se obtiene

—kpr [ka +tg(alx) tg(lx)] — h[tg(alr) — katg(lr)]

tg(xL) = 1
g(xL) hka + tg(alx) tg(lx)] — kpx [tg(alz) — katg(lx)] (6.16)
se manipula algebraicamente la expresion (6.16]) y se tiene que
—kpr  tg(alr) — katg(lr) + [ka +tg(alx) tg(lx)| tg(Lx) (6.17)

h [ka + tg(alx) tg(lx)] — tg(Lx) [tg(alx) — katg(lz)]’
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operando ([6.17)) resulta que

—kpr  tg(alr) [l +tg(lx)tg(Lx)] + ra [tg(Lx) — tg(lx)]

p— ¢1
h ko [l + tg(lx)tg(Lz)] — tg(alz) [tg(Lx) — tg(lx)]’ (6.18)
se utiliza en (6.18)) la relacién
tg(01) £ 1g(02) = tg(bh + 02) [1 F tg(01)tg(62)] (6.19)
y entonces
—KBT _ tg(alz) + katg (L —1)z) (6.20)
h ka —tglalz)tg (L —1)x) '
Se multiplica y se divide a ([6.20) por ka y se obtiene
tg(alz)
—kpr g T (L= D)
h tg(alx) ’
1———Ftg((L—1
—— tg((L—1)z)
equivalentemente
tg (arctg (tg(ozl@)) +tg (L —)x)
—KBT _ e’ (6.21)
tg(al ’ '
h 1—tg (arctg ( gla I>>) tg ((L —1)x)
fiYe!
se utiliza en (6.21)) la relacién (6.19)) y se obtiene
AL tg (arctg (M> + (L — l)x) :
h Ko
Debido al Corolario [6.8 queda probado el Teorema [6.11 o

Teorema 6.12 Dados ka, kp,a?,a%, h, Ll € RY, (,( € R. Sean las funciones
X, T que satisfacen X € C*((0,1)), X € C*((I,L)) y T € C'((0,00)), entonces el

sistema acoplado

144



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

6.3. ESTADO EVOLUTIVO

X"(x) — G X(x) =0, 0<z<l,

X"(x) — X (z) =0, l<z<L,

T'(t) — G4 T(t) =T'(t) — GagT(t) =0, t >0,

X(x) =0, z =0, (6.22)
kX (z) = —hX (), z =1L,

X(zt) = X(a), r=1,

kX' (21) = kA X (27), z =1

\

tiene como solucion

¢ 00
X(x) = Zsen(a)\nx), 0<z<l,
n=1
X(z) = Z Ko cos(apl) sen(Ap(x — 1)) + sen(ar,l) cos(A\p(x — 1)), <z <L,
n=1
T(t) =) Ce e, t>0,
\ n=1
(6.23)
2
conn € N, kK = kA , o = a—f - 2B Yy A son las soluciones positivas de la

KB
FEcuacion (6.13])-(6.15]).

Demostracion: La parte espacial del sistema ((6.22)) depende de las variables de sepa-
racién (; con ¢ = 1, 2. Como se vio en el Lema [2.5el problema da solucién distinta de
la trivial si los autovalores son negativos. Es decir, existe \; € RT tal que (; = —\?

con i = 1,2 de forma tal que

X(x) = Ay sen(Mx) + By cos(\z), 0<z<l,
(6.24)

X(z) = Ay sen(Aax) + B cos(Aax), <z <L

De la parte temporal del sistema ([6.22)) se obtiene que A\? % = A\ % o equivalente-
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o
mente A\; = o)y donde o = -5 Luego
A

T = Ce @2 0ht — Ce80t 150, CeR, (6.25)

utilizando (6.25)en ((6.24)), se obtiene

X(x) = Ay sen(adsx) + By cos(adax), 0<z<l,
(r) = Ay sen(ahax) + By cos(ahax) (6.26)

X(z) = Ag sen(Aax) + By cos(Aax), I <z <L

Debido a la condicién X (0) = 0 sigue que B; = 0 y como la primera ecuacién
de la expresion (6.26)) vale para cualquier valor de A; se considera, sin pérdida de
generalidad, A; = 1.

Para simplificar la notacién se sustituye A\s = A\, A = Ay y B = B; con lo que el

sistema ((6.26]) se puede reescribir

X(x) = sen(alx), 0<z<lI,
(6.27)
X(z) = Asen(A\x) + Bcos(\x), l <z <L
Por otra parte, utilizando la condicién kpX'(L) = —hX (L) se obtiene que A es la
solucion de la ecuacion
—kgAxr — hB
tg(xl) = ———m—— 2
9wh) = S B (6:28)
donde A y B se determinan a partir de las condiciones de interfaz dadas por
sen(al) = Asen(\) + B cos(Al),
(6.29)

kacos(all) = Acos(Nl) + B sen(Al),

K

donde x = —2. Se resuelve el sistema (6.29) y se obtienen los valores de A y B cuyas
KB

expresiones son

146



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

(6.30)

6.3. ESTADO EVOLUTIVO

A = kacos(al)) cos(IN) + sen(alX) sen(IN),

B = sen(al)) cos(I\) — k avcos(alX) sen(IN).

Por el Teorema se sabe que la ecuacién (6.28) donde A y B vienen dados por
la expresién (6.30)), tiene un conjunto infinito numerable de soluciones. Es decir,

0 < A1 < A2 < Az.... Debido a esto se denota A, = \ y se reemplaza ((6.30]) en (6.27)).

Se utiliza el principio de superposicién [47] con lo que se obtiene ([6.23) tal como se

queria demostrar. o

6.3.2. Solucién Analitica

En esta subseccion se da una expresion analitica para la solucién del problema
de interés. Este fue presentado y esquematizado en la Seccién (6.1 su formulacién

matematica viene dada por un sistema de tipo parabdlico formado con las ecuaciones

©-1-E.9)-

Teorema 6.13 Sean o%,a%,ka, kg, F,h, Ty, Ll € RY tal que F > T, y L > 1.
Dada la funcién u que satisface u(-,t) € C*((0,1)), u(-,t) € C*((I, L)) y u(z,-) €
C1 ((0,00)), el problema parabdlico

(

w(z,t) = XUz, (z,t), O<z<l, t>0,

w(z,t) = aBug,(z, ), l<x <L, t>0,

u(z,t) = F, x=0, t>0,

Kpug(z,t) = —h (u(x,t) —T,), r=1L, t>0, (6.31)
u(zt,t) =u(x,t), x=1, t>0,

Kpug(xt t) = kauy(z™,t), x=1, t>0,

\u(x,t):Ta, O<z<L, t=0,
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tiene como solucion

u(z,t) = ue(z) + @(z,1), 0<z<L, t>0,
donde
F rph(Ta F)x, 0<z<lI,
ue () " _
Ia lh(KJB HA)<Ta F) HAh(Ta F):L‘, | << L,
n n
con
n = kakp+ KahL + (kp — ka)hl
y o(z,t) = X(x)T(t) donde X(-), T(-) estan dados por
= Zsen(a)\nx), 0<z<lI,
Z K acos(adyl) sen(A,(x — 1)) + sen(ar,l) cos( A\, (x = 1)), <z <L,
ZC@"\" O‘Bt t >0,
(6.32)
pamnGN,lizﬂ,a:aB

. An son las soluciones positivas de la Ecuacion
«

K2 A
(6.13)-(6.15) y C' viene dado por

1- 1 [K’Jih (A l) + ka(kp + h(L —1))cos(al,l)
«

a,l — cos(al,l)sen(ar,l) . (6.33)

C =T, — F)

Demostracion: Se considera la siguiente sustitucion u(z,t) = u.(x) + p(z, t), la cual
se reemplaza en el sistema ([6.31]) y se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones de

tipo parabdlico con las condiciones que debe satisfacer la funcién (z,t)
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(

Sot(xa t) - a?élgozm('ra t>7

iz, 1) = A% (2, 1), l<x <L, t>0,

o(x,t) =0, =0, t>0,
kB p(z,t) = —ho(x,t), xr=0L, t>0, (6.34)
ot t) = p(z,t), x=1, t>0,
KB e (27,1) = kapa(27,1), r=1, t>0,

\go(x,t):Ta—ue(x), O<z<L, t=0.

Se utiliza separacién de variables [47], es decir, se supone que existen funciones
X(+), T(-) que satisfacen X € C%((0,1)), X € C*((I,L)) y T € C*((0,00)) tales que
o(z,t) = X(x)T(t). Se reemplaza en el sistema ((6.34]) y se obtiene

(

X(2)T'(t) = a3 X" (2)T(0),

X(2)T'(t) = ap X" (x)T(t),

ki X' (2)T(t) = —h X (2)T(t),
X(@M)T(t) = X(=7)T(1),

kp X' ()T (t) = ka X' (x7)T(1),

X(x)T(t) =Ty — ue(x),

\

O<z<l, t>0,

l<x<L, t>0,

z=0, t>0,
x=1L, t>0, (6.35)
r=1, t>0,
r=1, t>0,

O<z<L, t=0.

De las primeras dos ecuaciones del sistema ((6.35]) se deduce que existen (; € R con
1= 1,2 tal que

_X'@) _ T ) X)X (@) =0,
C X(z)  a2T(t)

Gi
T'(t) — ;a®T(t) = 0.
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O

Es decir,
_X'x) - T'Q)
S O O
y
_X'z)  T'(Y)
©= X e

;

\

/

\

X"(x) — X (x) =0, (6.36)

T'(t) — Ga?T(t) =0

X"(x) = (X (z) =0, (6.37)
T'(t) — (aT(t) = 0.

Utilizando las Ecuaciones dadas por la expresiones ((6.36))-(6.37]) en el sistema ([6.34])

se obtiene

(

X"(z) — X (2) =0,

X"(x) — X (2) =0,

T'(t) = GaiT(t) = T'(t) — GajT(t)
X(z) =0,

kp X'(2) = —h X (2),

X(at) = X (),

kp X'(x1) = ks X'(27),

X(2)T'(t) =Ty — ue(x),

\

0<z<l,
l<x <L,
=0, t>0,
z=0, t>0,
(6.38)
r=1L, 1>0,
x=1, t>0,
r=1, t>0,

O<zx<L, t=0.

Por el Teorema la solucién del sistema ([6.38)) viene dada por el conjunto de

ecuaciones ((6.32)) donde el pardmetro C' se determina mediante la condicién inicial.

Es decir, se utiliza

O<z<l, t=0 (6.39)

l<z<L, t=0. (6.40)
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Si se toma, por caso, (6.39) se tiene que

i Csen(ar) = (T, — F) [1 - %”%} .

n=1

De donde se deduce que C' representa los coeficientes del desarrollo en serie de fun-
Kkph
ciones propias de la funcién (T, — F) {1 — ix} y por definicién se determinan
n

segin

R

/O ) [1 _ %hx} sen(adyz)
/0 sen? (o)

luego de integrar por partes (6.41)) se obtiene (6.33]). Con esta tltima observacion se

O —

dz, (6.41)

concluye la prueba. o

Observacién 6.14 Al tomar ko = ka = Kk Yy a3, = o = a% (es decir que los

materiales A y B son iguales) se obtiene

T, — F
ue(ar):F—i—Mx, 0<z<L,
n

donde n se reduce a n = ko + hL. Ademds, « = k =1 lo que implica que usando la
relacion

sen(6 + 6y) = sen(61) cos(02) + sen(Bs) cos(6,),

se tiene que X (-) y T(-) se reescriben como

X(x) = Z sen(Ayz), 0<xz <L,
n=1

T(t)=> Ce ' 10,
n=1
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donde C' para este caso viene dado por

2T, — F) h

¢= A Lh + k¢ cos?(\, L)

Por 4ltimo, los autovalores A\, son las infinitas soluciones positivas de la ecuacion

Resulta entonces que la solucion del Teoremal6.15 es consistente, pues para el caso
Ko = kAo = Kp , 04, = &% = aF coincide con la que se obtiene en un problema de
transferencia de calor en una barra homogénea considerando las mismas condiciones

de borde que en (6.31)). Ver, por ejemplo [260)].

6.3.3. Soluciéon Numérica

Debido a que la expresién analitica dada en el Teoremal6.13|es muy dificil de abordar,
se trata numéricamente, mediante diferencias finitas centradas en la variable espacial
y hacia delante en la variable temporal, el problema de interés. Mas detalles sobre

el método numérico pueden verse en el Apéndice A.

Para ello se define una malla bidimensional similar a la propuesta en pero en

ésta se tiene en cuenta la interfaz. Es decir,

P = {(sz,tj)/l = 1,2, ...,NL; j = 1,2, ,M, x; € P:m t]’ c Pt},

donde

P {$1<"'<$i<"'<INl, IZ:<Z—1)A$, izl,...,Nl},
I:
{l‘Nl<ZEN[+1<"'<£L‘i<"'<$NL, ZEZ:(’L—]_)A{L', ’i:Nl,...,NL}
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Pr={ty < --<tj<---<ty, t;=(G—1DAt j=1,.., M}

Especificamente P, es la particion asociada a la variable espacial z, P; la corres-
pondiente particién asociada a la variable temporal t. Az, At son los pasos de
discretizacién espacial y temporal respectivamente, estos se determinan numérica-
mente y se definen en una malla equidistante como Az = z; —x;_1 y At = ¢, —t;_.
El siguiente resultado permite ver la forma general de la discretizacion por diferen-
cias finitas centradas en el espacio y hacia delante en el tiempo de nuestro problema

particular dado por el sistema (6.31]).

Lema 6.15 Sean o?,a%, k4, kg, Fyh,T,,L,1 € R" tal que F > T, y L > l. Da-
da la funcion u que satisface u(-,t) € C*((0,1)), u(-,t) € C*((I,L)) y u(x,-) €
C1 ((0,00)), la discretizacién del problema parabdlico dado en utilizando di-
ferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la variable tem-

poral tiene la siguiente expresion

;

ui,j+1 =T1 (ui+1,j —+ Uifl,j) + (1 — 27’1) um, 9, = 2, ...,Nl — 1, j = 2, ceny ]\47
U j+1 = T2 (uiH,j + ui_l,j) + (]_ - 27’2) Us 5, 1= Nl + 1, ...,NL - 17 ] = 2, ceey M,
UiJ’ZF, Zzl, jzl,...,M,
hAZL'Ta + KB Uj—1 j . .
ij = =, =Np, 7=2,... M,
Hisj kg + hAzx ’ L J
s = KB Wit1,j + KA uifl,j’ P= N, j=2 ..M,
KA+ KB
\ui,j:Ta, iZQ,...,N, J:L
(6.42)
donde u; ; = u(z;,t;) y
2 2
asy At apAt
= = 6.43
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tiene que

L Uigen —Wig o Uigly — Uil _ Wi1j — 2Uig F Ui

= N 2Ax P (Ax)?

(6.44)

Se reemplazan las expresiones (6.44)) en el sistema ((6.31]) y se obtiene (6.42)-(6.43)

tal como se queria demostrar. o

Lema 6.16 Se puede garantizar para el problema algebraico (6.42)) una precision de

primer orden en el tiempo y de sequndo orden en el espacio.

Demostracion: La demostracion de este resultado surge de manera inmediata debido

a la Observacién realizada en el Apéndice A.

Lema 6.17 Las soluciones numéricas del problema discreto (6.42) obtenidas me-
diante diferencias finitas centradas en la variable espacial y hacia delante en la
variable temporal resultan estables y convergentes sii

(Az)*
2AL

méx {oF, ag} < (6.45)

Demostracion: Segun [177] las soluciones numéricas del problema ((6.42)) son estables

y convergentes sii

T1, Ty < 1
) 9’
equivalentemente
max {1, 7} < % (6.46)
Se reemplazan las Ecuaciones en y se obtiene ((6.45)). Tal como se queria
probar. o
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6.3.4. Ejemplos Numéricos

En esta subseccion se consideran dos ejemplos numéricos para el problema ((6.42))
donde el fluido disipativo es aire. Se grafican los perfiles temporales de temperatura
en la interfaz y en el borde derecho de la barra. También se grafican los perfiles
espaciales de temperatura para diferentes instantes de tiempo. Ademaés, se obtienen
distribuciones donde se visualizan los perfiles espacio-temporales para diferentes

combinaciones de materiales.

Los pasos de discretizacion (espacial y temporal) y los pardmetros fisicos utilizados
en las simulaciones numéricas son: Az = 0,01m; At =0,1s; L =1m; F = 100°C}
T, = 25°C'. El coeficiente de transferencia de calor (h) se determina segun lo expli-
cado en el Capitulo . Las propiedades térmicas del fluido se obtienen de [51]. Los
coeficientes de conductividad y difusividad térmica para los diferentes materiales

considerados fueron tomados del Cuadro 2.2

Ejemplo 6.18 FEn este ejemplo se considera el proceso de difusion para barras de

Plomo-Material utilizando diferentes materiales. La posicion de interfaz elegida es

1=0,6m.

En la Figura se pueden ver los perfiles temporales de temperatura en la interfaz

(x = 1) de la barra y en el borde derecho de la misma (z = L).

Se aprecia que en la interfaz las temperaturas en el estado estacionario son muy
similares para los diferentes materiales. Tal como se observo en la Figura[6.3] esto se
debe a que el primer material es el mismo para las diferentes barras consideradas. Por
otra parte, en el borde derecho de la barra, los resultados numéricos se corresponden
cualitativamente con los analiticos [49]. La combinacién Plomo-Material alcanzan
mayores valores de temperatura cuando el material es mas conductivo (valores més

altos de coeficiente de conductividad térmica). Esto tiene sentido fisico dado que
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el que determina cuéles son las duplas que alcanzan mayor temperatura. Ver por
ejemplo, que en la punta derecha (x = L) a t = 50h la temperatura en la barra
de Plomo-Plomo es aproximadamente de 91°C' y en la barra de Plomo-Plata es de
95 °C.

Perfiles temporales de temperatura en z = [ Perfiles temporales de temperatura en z = L

100 100

u(l,t)

—— Pb-Pb
— Po-Fe| |
— Pb-Ni
Pb-Al
—— Pb-Cu| |
Pb-Ag

20 : : : : : : : : : 20 : : : : : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t(h) t(h)

Figura 6.6: Ejemplo [6.18; Perfiles temporales de temperatura para barras de Plomo-
Material utilizando diferentes materiales. En la interfaz (z = [) (izquierda) y en el
borde derecho de la barra (x = L) (derecha).

En la Figura se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura
a lo largo de toda la barra) para dos instantes particulares de tiempo ¢t = 5h y

t=45h.

Se visualiza como a las 5 horas (¢t = 5 h) ninguna de las barras alcanzan el estado es-
tacionario; por ejemplo, la barra de Plomo-Plomo ni siquiera tiene comportamiento
lineal a trozos. Sin embargo, a las 45 horas (t = 45h) todas las barras alcanza-
ron dicho estado. También queda en evidencia que las barras que llegan a mayor
temperatura son las que estan construidas con materiales mas conductivos (conduc-
tividades térmicas mayores). Ver por ejemplo, que a t = 45h en x = 0,8 m la barra
de Plomo-Plomo estd a una temperatura de aproximadamente 92,5°C' y la barra
de Plomo-Plata a una temperatura de 94,2°C'. Para el mismo instante de tiempo

en x = 1m la barra de Plomo-Plomo se encuentra a una temperatura de 90, 5°C'
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y la barra de Plomo-Plata a una temperatura de 93,9°C'. Por otra parte, como se
ve en la Figura (derecha) el perfil espacial de temperaturas para tiempos altos
tiende a tener un comportamiento lineal a trozos como se probd en el Teorema [6.1
Ademas, se visualiza que los segundos tramos son casi constantes para los materia-
les méas conductivos. Esto se debe a que al ser buenos conductores alcanzan mayor

temperatura.

Perfiles espaciales de temperatura en t = 5h Perfiles espaciales de temperatura en ¢t = 45h

100 : 100 ,
99t
%t g
98
N
N 97
80 F :
\ _96f
70t G 1 < 95t
N | T oot
60 F g
——PbPb ol
—— Pb-Fe —
—— Pb-Ni — ol
50 [ PoAl —
——PbCu o1l
Pb-Ag
0 I I | | | | | | | % I I | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

z(m) a(m)

Figura 6.7: Ejemplo [6.18} Perfiles espaciales de temperatura para barras de Plomo-
Material utilizando diferentes materiales. Para t = 5h (izquierda) y ¢ = 45 h (dere-
cha).

En la Figura [6.8 se pueden ver los perfiles espacio-temporales de temperatura para

una barra de Plomo-Hierro (izquierda) y una de Plomo-Cobre (derecha).

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
t(h) t(h)

Figura 6.8: Ejemplo [6.18 Distribucién de temperatura. Plomo-Hierro (izquierda) y
Plomo-Cobre (derecha).
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6.3. ESTADO EVOLUTIVO

Se aprecian distribuciones similares aunque la correspondiente a la barra de Plomo-
Cobre presenta un color rojo méas intenso para tiempos altos y posiciones cercanas
al borde derecho de la barra (r = L). Esto se relaciona directamente con que el
Cobre es un material mas conductivo y difusivo que el Hierro, motivo por el cual se

alcanzan temperaturas mas altas en tiempos maés corto.

Ejemplo 6.19 FEn este ejemplo se considera el proceso de difusion para barras com-
puestas por Material-Plata utilizando diferentes materiales. La posicion de interfaz

elegida es 1 = 0,4m.

En la Figura se pueden ver los perfiles temporales de temperatura en la interfaz

(x =1) y en el borde derecho de la barra (v = L).

Perfiles temporales de temperatura en z = [ Perfiles temporales de temperatura en z = L

u(L,t)

. . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t(h) t(h)

Figura 6.9: Ejemplo [6.19; Perfiles temporales de temperatura para barras de
Material-Plata utilizando diferentes materiales. En la interfaz (z = [) (izquierda)
y en el borde derecho de la barra (x = L) (derecha).

Se aprecia que en la interfaz las temperaturas en el estado estacionario son muy
similares para los diferentes materiales, salvo para la barra de Plomo-Plata que a las
25 horas (t = 25h) atn no alcanza dicho estado. Las leves diferencias que existen
en cuanto a la temperatura en la interfaz, se deben a las distintas conductividades
térmicas de los materiales del primer tramo de la barra. En el borde derecho de la

barra, los resultados numéricos se corresponden cualitativamente con los analiticos
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[49] dado que la combinacién Material-Plata alcanza mayores valores de temperatura

6.3. ESTADO EVOLUTIVO

cuando el material es mas conductivo (valores més altos de conductividad térmica).
Ver por ejemplo, que en la punta derecha (z = L) a t = 25h la temperatura en la
barra de Plomo-Plata es aproximadamente de 95°C' y en la barra de Cobre-Plata

es de 99°C.

Ademas, en ambos graficos se visualiza que si el primer material es mas difusivo,
la temperatura aumenta con mayor velocidad. Esto se debe a que como el segundo
material es el mismo en todas las barras, el primero resulta determinante en cuanto a
la velocidad de aumento de temperatura. Por ejemplo, en z = [ alas 5 horas (t = 5 h)
la barra de Plomo-Plata se encuentra a una temperatura de 70 °C' mientras que la
de Cobre-Plata esta a una temperatura de 98°C. En el mismo instante de tiempo
pero en el borde derecho (z = L) las mismas barras se encuentran aproximadamente

68°C' y 97 °C' respectivamente.

En la Figura se pueden ver los perfiles espaciales de temperatura (temperatura
a lo largo de toda la barra) para dos instantes particulares de tiempo ¢t = 2h y
t=15h.

Perfiles espaciales de temperatura en t = 2h Perfiles espaciales de temperatura en ¢t = 15h

100 =——r=

100

99
90  \\. 1 ~_ -

98 \77"”’”***ff———fu,,,,,ffu;

80
96 [

u(w, 2h)

60

50

40

0r

—— Pb-Ag —
—— Fe-Ag B N
Ni-Ag
Al-Ag
Cu-Ag
Ag-Ag

0

Figura 6.10: Ejemplo [6.19;

. . . . . . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
z(m)

15h)

u(z,

95

94

93

92r

91

920

—— Pb-Ag
— Fe-Ag
Ni-Ag
Al-Ag
Cu-Ag
Ag-Ag

. . . . . . . . .
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(m)

Perfiles espaciales de temperatura para barras de

Material-Plata utilizando diferentes materiales. Para ¢t = 2h (izquierda) y t = 15h
(derecha).

En la Figura se visualiza cémo a las 2 horas (t = 2h) ninguna de las barras
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alcanza el estado estacionario. Sin embargo, a las 15 horas (¢ = 15 h) todas las barras,

6.3. ESTADO EVOLUTIVO

menos la de Plomo-Plata, alcanzaron dicho estado. También queda en evidencia
que las barras que llegan a mayor temperatura son las que estdn construidas con
materiales mas conductivos. La explicacion de este hecho se debe, nuevamente, a
que como el segundo material es el mismo en todas las barras, el primero resulta
determinante en la temperatura que se alcanza en el borde derecho. Ver, por ejemplo,
que a las 15h en x = 0,8m la barra de Plomo-Plomo estd a una temperatura
aproximada de 91,9°C' y la barra de Plomo-Plata se encuentra a una temperatura
99,3°C'. En el mismo instante de tiempo en x = 1m la barra de Plomo-Plomo
alcanza una temperatura de 91,7°C' y la barra de Plomo-Plata se encuentra a una

temperatura aproximada de 99,1°C.

Por otra parte, como se ve en la Figura (derecha) el perfil espacial de tempe-
raturas para tiempos altos tiende a tener un comportamiento lineal a trozos como
se prob¢6 en el Teorema Ademas, se visualiza que los gréficos correspondientes
a segundos tramos son paralelos, eso se debe a que los segundos materiales son los

mismos para todas las duplas consideradas.

En la Figura|6.11]se pueden ver los perfiles espacio-temporales de temperatura para

una barra de Niquel-Plata (izquierda) y una de Aluminio-Plata (derecha).

1 100 1 100
0.9 0.9
%0 20
0.8 0.8
80 80
0.7 07
0.6 70 06 70
Eos Eos
B 60 E] 60
0.4 0.4
50 50
0.3 0.3
0.2 40 0.2 40
0.1 0.1
30 30
0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t(h) t(h)

Figura 6.11: Ejemplo Distribucién de temperatura. Niquel-Plata (izquierda) y
Aluminio-Plata (derecha).
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Se distingue claramente la diferencia en el comportamiento del modelo, lo cual, se

6.4. CONCLUSIONES

relaciona directamente con que el Aluminio es un material mucho méas conductivo
y difusivo que el Niquel. Por este motivo, la barra de Aluminio-Plata alcanza tem-
peraturas mas altas en tiempos menores que la barra de Niquel-Plata. Este hecho
se visualiza en el gréafico, pues en la figura de la derecha predomina un color rojo

mntenso.

Observacién 6.20 Notar que para la eleccion de parametros realizada en cada uno
de los ejemplos se satisface la condicion de convergencia y estabilidad dada por
la expresion . Esta expresion indica que las soluciones numéricas resultan
estables y convergentes si se cumple la siguente relacion

(Az)?
2AL

méx {a%, ah} < (6.47)

Los pasos de discretizacion utilizados en los Ejemplos son: Az = 0,01 m;
At = 0,1s. Se reemplazan estos datos en la expresion (6.47) y se obtiene,

méx {a%, af} <5 x 1074 (6.48)
Como se puede ver en el Cuadro la inecuacion dada en (6.48)), se satisface para
todas las duplas de materiales considerados.
6.4. Conclusiones

En este capitulo se modela el proceso de transferencia de calor a lo largo de una
barra compuesta por dos segmentos consecutivos con interfaz sélido-solido, donde
cada tramo corresponde a un material isétropo y homogéneo, embebida en un fluido

(liquido o gaseoso) en movimiento con velocidad constante. El borde izquierdo de
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la misma permanece a temperatura constante, mientras que el derecho queda en

6.4. CONCLUSIONES

contacto con el fluido, dando lugar al fenémeno de conveccion.

Para modelizar este problema se utiliza un sistema acoplado de ecuaciones de tipo
parabdlico con una condicién de borde de tipo Dirichlet a izquierda y de tipo Robin
a derecha. Se halla la solucién analitica para el problema estacionario y a partir de
métodos de Fourier, se obtiene una expresion para la solucién analitica del problema
evolutivo de interés. Debido a que la expresién hallada es muy compleja para ser
usada en los ejemplos que aqui se presentan, se resuelve el problema numéricamente
utilizando diferencias finitas centradas en el espacio y hacia delante en la variable
temporal. Se imponen condiciones de estabilidad y se testea la convergencia del

método con diferentes ejemplos numeéricos.

Estos resultados muestran que los perfiles de temperatura obtenidos son consistentes
cualitativamente con la teoria, pues estos resultan razonables en funcién de los datos
utilizados y son acordes con la fisica del problema, dado que si se comparan barras
donde uno de los materiales es el mismo, las que tienen el material diferente mas
conductivo, alcanzan mayor temperatura y el mas difusivo aumenta su temperatura

con mayor rapidez.
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Capitulo 7

Localizacion del Punto de

Contacto

La localizacion del punto de contacto en problemas de transferencia de calor en
materiales multicapa o con interfaz sélido-sélido tiene diferentes aplicaciones en el
campo de la ingenieria. Puede ser aplicado en la ingenieria quimica, para la de-
terminacién de impurezas en diferentes materiales [16,165] y para la separacién de
metales por medio de polimeros [196,293]. En la ingenieria farmacéutica, para la
identificacion de impurezas en medicamentos [95] y en la industria cosmética [11],

entre muchas otras aplicaciones que exceden el alcance de esta tesis.

En este capitulo se presenta un problema inverso relacionado con el problema directo
que se estudié en el Capitulo [6] Se propone la estimacién de un nuevo pardmetro
relacionado directamente con el problema de interfaz, éste es la determinacion del

punto de contacto entre los materiales A y B [261].

Dado que la longitud [ [m] permanece constante en todo el proceso de transferencia
de calor, se utiliza para la estimacion, el problema en régimen estacionario y ésta se

realiza a partir de una tnica medicion ruidosa de flujo térmico en el borde derecho
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7.1. PRESENTACION DEL PROBLEMA

de la barra (z = L).

Se obtiene una expresion analitica para la aproximacién de la ubicacion del punto de
contacto de los materiales. Se halla una cota para el error cometido en la aproxima-
cién que depende del ruido en la medicién. Ademads, con la finalidad de conocer la
dependencia local del parametro estimado con el dato, se realiza un estudio de elas-
ticidad. Ejemplos numéricos, de diferentes caracteristicas, muestran la utilizacién

del método propuesto.

7.1. Presentacion del Problema

En esta seccion se presenta formalmente el problema inverso que se va a estudiar.
Se busca determinar la ubicacién del punto de contacto (1) entre los materiales A y

B bajo las hipotesis del Teorema [6.1}

La estimacion se realiza mediante una medicién ruidosa de flujo ¢ en X = L (borde
derecho de la barra). Dado que el problema esta en régimen estacionario, el flujo es
constante en toda la barra. Se denota por ¢ [W/m?] al flujo térmico en z = L que
satisface

lg—al<e >0, (7.1)

donde ¢, representa la medicién del flujo y € el nivel de ruido en el dato del flujo.
Este7 se determina en la practica, teniendo en cuenta el error de los instrumentos de

medicion utilizados.

7.2. Determinacion del Parametro

En esta seccién se resuelve de manera analitica el problema inverso de determinacion

en cuestion, considerando que el problema de transferencia de calor se encuentra en
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7.2. DETERMINACION DEL PARAMETRO

régimen estacionario.

El siguiente resultado brinda una expresion analitica para el problema de estimacion
de [ que depende de los parametros del modelo y del flujo térmico ¢ en el borde

derecho de la barra (z = L).

Teorema 7.1 Sean ku,kp5,T,, F,L,h,q € R" tal que F >T,, 0 <l < L, ks # kB

()
KEm h(F —T,) Ky h(F —T,)
= = Y —qu, 2
4 Lh + K U< "Iht ry am (7:2)
donde
Km = min{ka, kp},
{ J (7.3)

Ky = Max{ka, KB} -

Dada la funcién u. que satisface u.(-) € C*((0,1)) y u.(-) € C*((I, L)), el problema

de determinacion de l en

ul(z) =0, 0<z<l,
ul(z) =0, l<z <L,
ue(r) = F, x =0,
kpul(x) = —h(ue(x) —T,), x =1L, (7.4)
uela) = e, e=1
kpuL(zT) = kaul(z7), x =1,
7= —kpuL(z), x =1L,

tiene como solucion

l:

KAKB (F -7, 1 L ) ' (7.5)

Kp — KA q h kg
Demostracion: Se considera el sistema ([7.4)) sin la condicién de flujo (tltima con-
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dicién). Debido al Teorema se conoce una relacién entre la funciéon u. y los

parametros del modelo que viene dada por la expresion —, ésta es

7.2. DETERMINACION DEL PARAMETRO

KRB h(Ta — F)

F+ #x, 0<z<l,
ue(z) = 3 B _ (7.6)
F—I—lh(KJB KA)(TG F)+/€Ah(Ta F)J,’, l<x§L,
n n
donde
T]:FLA/@'B—FKA}IL—'—(/{B—KJA)}T,Z. (77)

Se utiliza la condicién de flujo del sistema ([7.4]) aplicada a la Ecuacién (7.6)-(7.7) y

se obtiene

h(F —T,) kiakip h(F —T,)
— _ / L — K‘A K;B a — a . .
1 HBue( ) n IiAIiB—FIiAhL—i-(K}B —KA)hl (7 8)

Se despeja [ de la Ecuacion (|7.8]) y se obtiene la expresién (7.5 tal como se queria

demostrar.

Dado que [ es una funcién de ¢, corresponde ver que ¢ satisface la condicién necesaria
y suficiente para la existencia de [ dada por ([7.2)-(7.3]). El problema de determinacién
de [ tiene sentido sii

0<l<L,

equivalentemente

F-T, 1 L
0< ANB ( ————><L. (7.9)
KB — RA

Ahora se analizan dos casos:

Caso 1: (k4 < kp) Se opera algebraicamente a partir de ([7.9) y se obtiene

kah(F —T,) _ kB h(F —1T,)

7.10
Thtrn 'S Ihtrm (7.10)
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Caso 2: (k4 > Kkp) Se opera algebraicamente a partir de (7.9)) y se obtiene

7.3. ESTIMACION DEL ERROR

kg h(F —T,) kah(F —T,)

11
Lh+ kg <q< Lh+ k4 (7.11)

Combinando las expresiones ([7.10]) y ([7.11)) se llega a (7.2))-(7.3) con lo que finaliza

la prueba. o

Observacién 7.2 Notar que las expresiones (7.2)-(7.3) brindan una condicion ne-
cesaria y suficiente para el problema de determinacion de | bajo las hipotesis del

Teorema [7.1]

7.3. Estimacion del Error

En esta seccion se obtiene una expresion analitica que acota el error cometido al
aproximar la ubicacién del punto de interfaz (1) utilizando una medicién ruidosa de

flujo térmico q,.

Independientemente de que el flujo medido (¢.) cumpla las condiciones necesarias y
suficientes dadas por las Ecuaciones —, existira un error en la estimacion del
punto de contacto que dependerd directamente del error (¢) en la medicién de flujo.
El siguiente resultado muestra una cota para el error de estimacion del problema de

interés.

Teorema 7.3 Se considera el problema inverso de determinacion de la ubicacion
del punto de interfaz (1) dado por (7.4). Sea l. la solucion de aproximacion que
depende de la medicion ruidosa de flujo q. en x = L. Se supone que el flujo q.

satisface las condiciones dadas por (7.1))-(7.3). Entonces existe K € RT tal que

|l_le| SKu
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7.3. ESTIMACION DEL ERROR

donde K wviene dado por

K KA Kp (Lh+nm>2€

- kg — ka| (F —T,) Kom

Demostracion: Debido a la Ecuacion ([7.5]) se tiene que

| _ fakp (F—Ta 1 L)

12
qe h KB (7 )

RB — kKA

Considerando las expresiones ([7.5) y (7.12]) vale que

|l_le| -

KA KB F-T, 1 L KAKB F-7, 1 L
q h  kp KB — R4

KB — KA qe h kg

operando algebraicamente se obtiene

|l_le| -

Y

KAKp (F—Ta F—Ta)
q

RBp — kKA Qe

equivalentemente
F-T,

q9.
En funcién de la condicién ([7.2)-(7.3)) se tiene que

RARB

|l_l5| = |q_Q6|' (713)

KRB — Ra

Km h(F =T,
q, qe > —Lh(+m ), (7.14)
utilizando la condicién ([7.14)) aplicada a ([7.13)) vale que
KA KRB Lh + Kk, 2
l_le < — Yel»
= S e e = 1) ( o B > e~
por ultimo, en funcién de la condicion ([7.1)) se obtiene
KA KB Lh + K, 2
-1 < ) 7.15
| ’_|/<;B—/$A](F—Ta)( o B ) ‘ (7.15)

168



Universidad
Nacional de
General
Sarmiento

Tal como se queria demostrar. o

7.4. ANALISIS DE ELASTICIDAD

Observacién 7.4 Notar que la expresion indica, como es logico, que el error
de estimacion de | depende del ruido en los datos. Pero independientemente de dicho
ruido, la estimacion empeora cuando los materiales A y B tienen conductividades
térmicas similares. Esto se debe a que si ka = kp entonces |k — ka| = 0 luego

|l — l.]| — oo. Desde el punto de vista fisico, que las conductividades térmicas sean

similares indica que la interfaz solido-solido se vuelve imperceptible.

7.4. Analisis de Elasticidad

En esta seccién se busca la relacién que existe entre el pardmetro estimado (1) y el
dato utilizado para la estimacién (¢q). Para tal fin se utiliza, nuevamente, la funcién

de elasticidad [239] definida en la Seccién [L.7] del Capitulo [1]

En este caso, la elasticidad del parametro desconocido [ con respecto al flujo térmico

g viene dada por

a4 Olg)
Ei(q) = ) g ° (7.16)

utilizando la expresion ([7.5)) aplicada en ([7.16|) se tiene que

h/{B (F — Ta)
q(kp+Lh)—hkg(F —T,)

El(q) = (7.17)
La funcién de elasticidad de la longitud (1) con respecto al flujo térmico (¢) dada en
tiene algunas propiedades particulares de utilidad que merecen ser destacadas.
Las propiedades mencionadas son: la funcién siempre presenta un comportamiento
asintotico, es una funcién estrictamente decreciente y el signo depende directamen-
te de la relacién que existe entre los coeficientes de conductividad térmica de los

materiales A y B.
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7.4. ANALISIS DE ELASTICIDAD

7.4.1. Comportamiento Asintético

El siguiente resultado estudia el comportamiento asintotico de la funcion elasticidad

de [ con respecto a q.

Lema 7.5 La funcion de elasticidad dada por la expresion (7.17)) tiene comporta-

miento asintdtico en
. hKJB (F — Ta)
1= =, +Lh

Demostracion: La prueba del resultado es inmediata, pues solo resta ver dénde se

anula el denominador de la expresién (|7.17)). o

Lo interesante de este lema se resume en la siguiente observacion.

Observacién 7.6 Notar que el resultado dado en el Lema[7.5 tiene dos interpreta-

ciones diferentes dependiendo del caso particular que se esté considerando.

Caso 1: (ka < kp) En este caso se tiene que

o hI{B (F—Ta) o hl‘iM (F—Ta) o

= = =qum- 7.18
q I{B—f-Lh liM—f-Lh M ( )
Caso 2: (ky > kp) En este caso se tiene que
hkp (F' =1, ht, (F' =T,
_ T ( ) _ i ( ) o (7.19)

kp+Lh —  Kn+Lh
En resumen, utilizando las Ecuaciones (7.18)-(7.19) se concluye que la funcion de

elasticidad dada por (7.17)) presenta una asintota vertical en

4qnm, Ka < KB,
q:
qm; KA > KB.
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7.4. ANALISIS DE ELASTICIDAD

7.4.2. Signo

El siguiente resultado estudia el signo de la funcién elasticidad de [ con respecto a q.
Este resultado es interesante dado que la funcién de elasticidad puede ser negativa
o positiva dependiendo de la relacion existente entre las conductividades térmicas

de los materiales A y B.

Lema 7.7 La funcion de elasticidad dada por la expresion (7.17) cumple

El(q) <0 <= k4 < Kkp, Im < q < qur,
(7.20)

El(q) > 0 <= ka > kp, Gm < q < qur-

Demostracion: El numerador de la funcién de elasticidad dada en ((7.17) es inde-
pendiente de ¢ y estrictamente positivo. Por lo tanto, el signo de la elasticidad de [

con respecto a ¢ depende del signo del denominador en ((7.17)).

Debido a lo observado en el parrafo anterior es necesario analizar, para demostrar

el Lema [7.20], dos casos posibles

Caso 1: (k4 < kp) En este caso se tiene que
Ef(q) <0 <= q(rkp+ Lh) — hxp (F —T,) <0,
equivalentemente

hkg (F =T,
EZI(Q)<0<:>Q<%<:>RA<HB. (7.21)

De forma anéloga

Caso 2: (k4 > kp) En este caso se tiene que

El(q) >0 <= q(kp+ Lh)— hkp (F —T,) >0,
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7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

equivalentemente

hkg (F =T,
Elq(Q)>0<:>Q>%<:>KA>RB. (7.22)

Combinando las expresiones ([7.21)) y (7.22)) se obtiene ([7.20)) lo que finaliza la prueba.

[m}

7.4.3. Monotonia

El siguiente resultado estudia la monotonia de la funcién elasticidad de [ con respecto
a q. Este resultado también es de importancia dado que la funcion elasticidad de [

con respecto a ¢ resulta ser, en todos los casos, estrictamente decreciente.

Lema 7.8 La funcion de elasticidad dada por la expresion (7.17)) es estrictamente

decreciente para todo g € RT.

Demostracién: La prueba es simple, solo se debe derivar la funcién E} con respecto
a q y observar que la derivada es siempre negativa. Derivando dicha expresion se
tiene que

8Elq . (F—Ta)(FLB—FLh)hHB

g lq(kp + Lh) — hrg(F —1T,) <0 (7.23)

Dado que la derivada ([7.23)) es estrictamente negativa se tiene que la funcién de

elasticidad de [ con respecto a ¢ es estrictamente decreciente tal como se queria

probar. o

7.5. Ejemplos Numéricos

En esta seccion se incluyen ejemplos numéricos con la finalidad de mostrar las ideas

utilizadas en este capitulo. Se resuelve el problema directo para [ conocido a partir
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del cual mediante la Ecuacién ([7.8]) se obtiene el valor de flujo exacto ¢. Se le agrega

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

ruido para simular la mediciéon experimental y se obtiene ¢, con el que mediante la

Ecuacién ((7.12) se halla el valor aproximado para el punto de contacto [..

Se consideran casos bien diferenciados relacionados con los coeficientes de conducti-
vidad térmica de los materiales. En el primer ejemplo se toman casos donde k4 < kg,
en el segundo k4 > Kkp y en el tercer ejemplo se toman casos donde k4 = kg (el
simbolo = indica que las conductividades térmicas son similares desde el punto de

vista fisico).

Los datos utilizados en todos los ejemplos son L = 10m; F = 100°C; Ta = 25°C.
Los coeficientes de transferencia de calor por conveccién (h) se determinan segin lo

explicado en el Capitulo []

Las propiedades térmicas del fluido (aire) se obtienen de [51]. Los coeficientes de

conductividad térmica para los diferentes materiales considerados, fueron tomados

del Cuadro 2.2

Ejemplo 7.9 En este ejemplo se considera el problema inverso de estimacion para
el caso ky < Kkg. Para ello se toma una barra de Plomo-Cobre y otra de Plomo-Plata.

En este ejemplo se busca estimar | = 4m.

En el caso de la barra de Plomo-Cobre, el valor exacto de flujo es ¢ = 326,32 W/m?,
la condicién necesaria y suficiente dada por ((7.2)-(7.3)) indica que q,, = 194,44 W /m?
Y g = 595,67 W/m?.

En el caso de la barra de Plomo-Plata, el valor exacto de flujo es ¢ = 328,07 W/m?,
la condicién necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que g, = 194,44 W /m?
v qu = 605,49 W /m?.

En el Cuadro se muestran las estimaciones de [ para valores de flujo térmico

cercanos al verdadero, considerando la barra de Plomo-Cobre. En el Cuadro se
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muestran los resultados obtenidos para la barra de Plomo-Plata. En ambos casos se

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

incluye el error absoluto y relativo de estimacién.

g [W/m?] L [m] g —qd [W/m?] [l—L]|[m] |l—L]/I

321 4,14 5,32 0,14 0,035
322 4,11 4,32 0,11 0,027
323 4,09 3,32 0,08 0,020
324 4,06 2,32 0,05 0,012
325 4,03 1,32 0,02 0,005
326 4,00 0,32 0,00 0,000
327 3,08 0,68 0,03 0,007
328 3,95 1,68 0,06 0,015
329 3,92 2,68 0,08 0,020
330 3,90 3,68 0,11 0,027

Cuadro 7.1: Ejemplo [7.9} Estimacién de [ para una barra de Plomo-Cobre.

ge W/m?] I [m] g —qd W/m?] |l—I][m] |I—I]/I

323 4,13 5,07 0,13 0,032
324 4,10 4,07 0,10 0,025
325 4,08 3,07 0,08 0,020
326 4,05 2,07 0,05 0,012
327 4,02 1,07 0,02 0,005
328 4,00 0,07 0,00 0,000
329 3,97 0,93 0,03 0,007
330 3,94 1,93 0,06 0,015
331 3,92 2,93 0,08 0,020
332 3,89 3,93 0,11 0,027

Cuadro 7.2: Ejemplo [7.9; Estimaciéon de [ para una barra de Plomo-Plata.

Se aprecia que las recuperaciones son razonables en funcién de los valores de flujo
térmico utilizados y que la estimacién empeora cuando el valor del flujo dista del
verdadero. En la Figura se muestran las elasticidades de [ con respecto a ¢ para
la barra de Plomo-Cobre (izquierda) y para Plomo-Plata (derecha). En estos gréficos

se denota, por simplicidad, E. = E/(q), B = El(gm) y Ex = El (qu)-
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En la Figura|7.1| se observa que la funcion de elasticidad es negativa, decreciente y

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

que tiene un comportamiento asintotico en ¢ = ¢p;. Esto se debe a que en ambos

casos kg < kp y se relaciona con los resultados dados en los Lemas [7.5] v[7.§

Elasticidad de [ con respecto a ¢ (Pb— Cu) Elasticidad de I con respecto a g (Pb— Ag)
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Figura 7.1: Ejemplo Elasticidad de [ en funcién de ¢ para una barra de Plomo-
Cobre (izquierda) y una de Plomo-Plata (derecha).

Los graficos de la Figura indican que un error de medicién en el flujo térmico
del 1% se traduce en un error del alrededor del 2,1 % en la estimacién del punto de

contacto (1).

Ejemplo 7.10 En este ejemplo se considera el problema inverso de estimacion para
el caso k4 > Kkp. Para ello se toma una barra de Cobre-Plomo y otra de Plata-Plomo.

En este caso se busca estimar l = 8m.

En el caso de la barra de Cobre-Plomo, el valor exacto de flujo es ¢ = 421,66 TW/m?,
la condicién necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que g, = 194,44 W/m?
Y qu = 595,67 W /m?.

En el caso de la barra de Plata-Plomo, el valor exacto de flujo es ¢ = 425,56 W/m?,
la condicién necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que g, = 194,44 W /m?
v qu = 605,49 W/m?.

En el Cuadro se muestran las estimaciones de [ para valores de flujo térmico

cercanos al verdadero, considerando la barra de Cobre-Plomo. Equivalentemente, en
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el Cuadro [7.4] se realiza lo mismo para la barra de Plata-Plomo. En ambos casos se

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

incluye el error absoluto y relativo de estimacién.

Se aprecia, nuevamente, que las recuperaciones son razonables en funcién de los
valores de flujo térmico utilizados y que la estimacién empeora cuando el valor del

flujo dista del verdadero.

ge W/m?] I [m] g —qe| W/m?] |l—I][m] |I—I]/I

417 7,92 4,66 0,08 0,010
418 7,94 3,66 0,06 0,007
419 7,95 2,66 0,05 0,006
420 7,97 1,66 0,03 0,003
421 7,99 0,66 0,01 0,001
422 8,00 0,34 0,00 0,000
423 8,02 1,34 0,02 0,002
424 8,04 2,34 0,04 0,005
425 8,05 3,34 0,05 0,006
426 8,07 4,34 0,07 0,008

Cuadro 7.3: Ejemplo [7.10} Estimacion de [ para una barra de Cobre-Plomo

ge W/m?] I [m] g —qel W/m?] |l—1][m] |l—I]|/I

420 7,91 5,56 0,09 0,011
421 7,93 4,56 0,07 0,008
422 7,94 3,56 0,06 0,007
423 7,96 2,56 0,04 0,005
424 7.97 1,56 0,03 0,003
425 7,99 0,56 0,01 0,001
426 8,00 0,44 0,00 0,000
427 8,02 1,44 0,02 0,002
428 8,04 2,44 0,04 0,005
429 8,05 3,44 0,05 0,008

Cuadro 7.4: Ejemplo [7.10; Estimacién de [ para una barra de Plata-Plomo.

En la Figura se muestran las elasticidades de [ con respecto a g para la barra de

Cobre-Plomo (izquierda) y para Plata-Plomo. (derecha). En estos gréficos se denota
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por simplicidad, nuevamente, E. = E}(q), Em = El(¢n) Yy Ev = El(qm)-

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

Elasticidad de [ con respecto a ¢ (Cu — Pb) Elasticidad de I con respecto a g (Ag — Pb)
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Figura 7.2: Ejemplo [7.10} Elasticidad de [ en funcién de ¢ para una barra de Cobre-
Plomo (izquierda) y una de Plata-Plomo (derecha).
En la Figura se observa que la funcion de elasticidad es positiva, decreciente y

que tiene un comportamiento asintotico en ¢ = ¢,,. Esto se debe a que en ambos

casos k4 > kp y se relaciona con los resultados dados en los Lemas [7.5] [7.7] y [7.8|

Los gréficos de la Figura[7.2]indican, para estos casos, que un error de medicién en el
flujo térmico del 1% se traduce en un error de alrededor del 2,8 % en la estimacién

del punto de contacto (I).

Ejemplo 7.11 En este ejemplo se considera el problema inverso de estimacion para
el caso Ky = Kkg. Para ello se toma una barra de Hierro-Niquel y otra de Niquel-

Hierro. En este caso se busca estimarl = 6m.

En el caso de la barra de Hierro-Niquel, el valor exacto de flujo térmico es q¢ =
330,92 W/m?, la condicién necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que
Gm = 316,4TW/m? y qp = 355,26 W/m?.

En el caso de la barra de Niquel-Hierro, el valor exacto de flujo térmico es ¢ =
338,65 W/m?, la condicién necesaria y suficiente dada por (7.2)-(7.3) indica que
Gm = 316,47TW/m? y qu = 355,26 W/m?.
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En el Cuadro [7.5] se muestran las estimaciones de [ para valores de flujo térmico

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

cercanos al verdadero, considerando la barra de Hierro-Niquel. Equivalentemente,
en el Cuadro se realiza lo mismo para la barra de Niquel-Hierro. En ambos casos

se incluye el error absoluto y relativo de estimacién.

qe [W/mQ] le [m] |q_q$| [W/m2] |l_l6| [m] |l_le|/l

326 7.32 4,92 1,32 0,220
327 7,05 3,92 1,05 0,175
328 6,78 2,92 0,78 0,130
329 6,51 1,92 0,51 0,085
330 6,24 0,92 0,24 0,040
331 5,98 0,08 0,02 0,003
332 5,71 1,08 0,29 0,005
333 5,45 2,08 0,55 0,001
334 5,19 3,08 0,81 0,135
335 4,03 4,08 1,07 0,178

Cuadro 7.5: Ejemplo Estimacion de [ para una barra de Hierro-Niquel.

ge W/m?] I [m] g —qe W/m?] |11 [m] |l—I]/I

335 5,06 3,65 0,94 0,156
336 5,32 2,65 0,68 0,113
337 5,57 1,65 0,43 0,071
338 5,83 0,65 0,17 0,028
339 6,08 0,35 0,08 0,013
340 6,33 1,35 0,33 0,055
341 6,58 2,35 0,58 0,096
342 6,33 3,35 0,83 0,138
343 7,08 4,35 1,08 0,180
344 7.32 5,35 1,32 0,220

Cuadro 7.6: Ejemplo [7.11} Estimacion de [ para una barra de Niquel-Hierro.

En este ejemplo se visualiza que las recuperaciones no son tan buenas como en los

ejemplos [7.9)y [7.10] Esto se relaciona con que las conductividades térmicas son muy
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parecidas y eso hace que el error de estimacién aumente tal como se comenté en la

Observacién [7.4]

7.5. EJEMPLOS NUMERICOS

En la Figura se muestran las elasticidades de [ con respecto a ¢ para la barra
de Hierro-Niquel (izquierda) y para Niquel-Hierro (derecha). En estos gréficos se

denota, nuevamente, por simplicidad E. = E/(q), E,, = E}(¢n) v Ex = Ef(qur).

Elasticidad de [ con respecto a ¢ (Fe — Ni)
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Figura 7.3: Ejemplo [7.11} Elasticidad de [ en funcién de ¢ para una barra de Hierro-
Niquel (izquierda) y una de Niquel-Hierro (derecha).

En el grafico izquierdo de la Figura se observa que la funcién de elasticidad es
negativa, decreciente y que tiene un comportamiento asintético en ¢ = gps. Por su
parte, en el gréfico derecho de la Figura[7.3]se visualiza que la funcién de elasticidad
es positiva, decreciente y que tiene un comportamiento asintético en ¢ = ¢,,. Esto
se debe a que en el primer caso k4 < kg y en el segundo kK4 > kp. Lo observado se

relaciona directamente con los resultados dados en los Lemas [7.5] [7.7 y [7.8

Los graficos de la Figura indican, para estos casos, que un error de medicion en
el flujo térmico del 1% se traduce en un error del alrededor del 14 % en la estimacién
del punto de contacto. Es evidente que en este caso la estimacion no es tan razonable

como en los ejemplos[7.9]y [7.10] Eso se debe a la similitud entre las conductividades.

Notar ademaés, que la longitud del intervalo (g, gar) se hace pequena en el caso k4 =

kg. Esto implica que la medicion de flujo g. debe ser lo suficientemente precisa para
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que valga la condicion necesaria y suficiente de existencia de solucion del problema

inverso de estimacién dado por ((7.2))-(7.3)).

7.6. METODO MEJORADO

7.6. Meétodo Mejorado

Lo interesante del método presentado en este capitulo es que la aproximacién del
parametro se realiza con buena precision utilizando una tnica medicién de flujo. El
error de aproximacién queda sujeto a la exactitud de dicha medicién y este puede
aumentar notoriamente cuando las conductividades térmicas son similares tal como

se observa en el Ejemplo [7.11]

Para minimizar este impacto, particularmente cuando las conductividades térmicas
son similares, es conveniente realizar varias mediciones de flujo térmico, tomar el
promedio (g,) y utilizar este valor para la aproximacién de [.. Justifiquemos mejor
esta idea. El dato ruidoso de flujo térmico ¢. puede ser pensado como el valor exacto

de flujo al que se le adiciona el ruido de medicién, es decir,
qe = ¢ + €iy (724)

donde ¢; es una variable aleatoria normalmente distribuida con media cero y varianza
02, (¢, ~ N(0,0?)). La varianza se determina, en cada caso, a partir de la expresién
dada en la Observacion . Se considera ahora el promedio entre n mediciones
ruidosas de flujo térmico donde los ruidos de medicién son independientes y estan

idénticamente distribuidos

ZQ1+Q2+--.+%

- (7.25)

p

utilizando la expresion ([7.24)) en la Ecuacion ((7.25)) se obtiene
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1 n
ap = =q+ﬁ2éi:q+6p, (7.26)

n

donde ¢, resulta ser una variable aleatoria normalmente distribuida con media cero

y varianza o2 //n, (¢, ~ N(0,0%/+/n)). Ver, por ejemplo, [93,202].

Esto implica que el error de medicién disminuye a medida que aumenta la cantidad
de mediciones, por lo que la estimacién del pardmetro mejora a medida que se toman

mayor cantidad de datos.

Se muestra el método mejorado para un caso particular. Se toma nuevamente el
Ejemplo para el caso de la barra de Hierro-Niquel donde se desea estimar
[ = 6m. El valor de flujo térmico exacto en este caso es ¢ = 330,92W/m? y se
supone, de acuerdo con |72}[141}/188], que el error maximo de medicién es del 1 %; es
decir que € = 3,3092. Para simular las mediciones, de acuerdo con , se generan
n nimeros aleatorios (€;,7 = 1, ...,n) normalmente distribuidos con media ¢ y desvio

estandar o, se los promedia y se obtiene g, valor con el cual se aproxima /.

En el Cuadro @ se observan los valores de flujo ¢, para distintos n como también
asi el valor obtenido de [, en cada caso. Ademads, se incluyen los errores absolutos y
relativos para el flujo y la aproximacién del parametro. Se aprecia que a pesar de
que las conductividades térmicas son similares, la estimacién mejora a medida que

se agregan mediciones de flujo térmico al problema inverso.

no g [W/m?l g —q| [W/m?] lc[m] |l—1L|[m] |l—L]/]

1 334,62 3,69 5.03 0,07 0,161

329,93 0,99 6,26 0,26 0,043
10 330,77 0,15 6,04 0,04 0,006
20 331,02 0,08 5,97 0,03 0,005
50 330,89 0,03 6,01 0,01 0,001

Cuadro 7.7: Estimacién de [ para una barra de Hierro-Niquel utilizando n mediciones
de flujo térmico.
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7.7. CONCLUSIONES

7.7. Conclusiones

En este capitulo se trata la localizacion del punto de contacto entre los materiales,
para un problema estacionario de transferencia de calor con interfaz sélido-sélido.
Se propone una técnica analitica para la estimacién a partir de una sobre-condicion
ruidosa de flujo en el extremo derecho de la barra conductora. Se proporcionan
condiciones necesarias y suficientes para la estimacién del parametro y se presenta

una cota analitica para el error de determinacién.

Utilizando la funcién de elasticidad, se estudia la influencia local del punto de con-
tacto con respecto al flujo medido. Los ejemplos numéricos indican que el enfoque
introducido aqui es 1til para determinar el punto de contacto entre los materiales,
pero es necesario que el flujo se mida con la mayor precision posible, ya que la de-
terminacién resulta muy sensible a los errores de medicion. El andlisis de elasticidad
indica que las estimaciones de error pueden llegar a ser muy grandes cuando los
materiales tienen conductividades térmicas similares. Esto se puede interpretar fisi-
camente pues, cuanto mas semejantes sean las conductividades térmicas, el punto de
contacto se vuelve insignificante y la barra se parece més a una homogénea. Para este
caso, se propone una técnica muy simple, basada en fundamentos estadisticos, que
involucran varias mediciones de flujo y resulta mejorar notoriamente la estimacién

del parametro.
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Los resultados generales obtenidos en esta tesis son los siguientes:

= Se encontraron soluciones analiticas para dos casos particulares de un proce-
so de transferencia de calor evolutivo para una barra inmersa en un fluido
donde la temperatura en uno de sus extremos es considerada constante y el
otro se deja libre en contacto con el fluido. En el primero, la barra es isotrépi-
ca vy homogénea, admite fuentes independientes del tiempo y se permite la
disipacion de calor a lo largo de la misma. En el segundo, se considera una
barra compuesta por dos tramos consecutivos, isotropicos y homogéneos, sin
fuentes ni términos disipativos. Las expresiones analiticas obtenidas resultaron

consistentes, bajo diferentes aspectos, con la fisica del problema.

= Se obtuvieron soluciones numéricas por medio de un esquema convergente y
estable que brinda informacién cualitativa sobre la evolucién espacio-temporal
de la temperatura a lo largo de la barra. Esto permite su utilizaciéon para
la simulaciéon de mediciones, como datos, que son usados en los diferentes

problemas inversos.

= Se estimé el pardmetro de difusividad térmica con una precisién mayor a la
utilizada en los datos ruidosos simulados, a partir de diferentes criterios de

seleccion de datos. Se mejord la estimacion obtenida, mediante un andlisis
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CONCLUSIONES GENERALES

numérico de sensibilidad y la implementaciéon de herramientas de diseno 6pti-

mo.

= Se determiné la dependencia funcional del coeficiente de transferencia de calor
con respecto al tiempo. Por otro lado, un anélisis de elasticidad indicé que éste

permite obtener perfiles de temperatura mas precisos.

= Se identificé una fuente de generacion de calor, independiente del tiempo, a
partir de mediciones de temperatura en un instante dado, mediante un método
de regularizacion. La técnica propuesta resulté de utilidad para estabilizar la
solucién del problema inverso considerado. Se incluyé un analisis del error y

se obtuvo una cota del mismo.

= Se localizé el punto de contacto para una barra de dos tramos homogéneos
consecutivos, considerando el estado estacionario, a partir de una simulacion
ruidosa de flujo térmico y el uso de herramientas estadisticas sencillas. Se
incluy6 un anélisis del error, a partir de un estudio numérico de elasticidad.

Por otro lado, se obtuvo una cota del mismo mediante un estudio analitico.

Estos resultados muestran que las técnicas utilizadas para las diferentes identificacio-
nes son apropiadas para cada uno de los problemas inversos estudiados. Los distintos
parametros se determinan de forma razonable en funcién del nivel de ruido simula-
do en los datos. Por este motivo, estas estimaciones resultan ttiles para mejorar el
modelo propuesto con la finalidad de poder usar sus salidas para predecir y /o contro-
lar los procesos de transferencia; ésto brinda una caracterizacion matematica mas
precisa del fenémeno estudiado. Ademas, permite desarrollar criterios y construir

estrategias para mejorar, facilitar y simplificar las técnicas o procesos de medicion.
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Posibles Lineas de Investigacion

Futura

Los problemas abordados en esta tesis dejan abiertos multiples temas de investiga-
cion que son novedosos y de interés actual. Existen tres trabajos futuros transversales
a todos los capitulos de esta tesis. El primero, es la generalizacion de las herramien-
tas desarrolladas para la utilizacién en otros procesos de transferencia; por ejemplo,
en problemas de transporte de materia. El segundo, se relaciona con la extensién
natural de los resultados obtenidos a 2D y 3D. El ltimo, es la implementacion ex-
perimental de los métodos que aqui se presentan para una posterior comparacion

con los resultados numéricos.
A continuacién se citan, las lineas de investigacién futuras.

Con respecto a lo realizado en el capitulo [2} serfa interesante extender los resultados
numéricos y analiticos obtenidos en este capitulo a una ecuacién parabdlica comple-
ta no lineal. Esto permitiria estudiar procesos de transferencia mas genererales, la

transferencia de calor en un cuerpo anisétropo es un ejemplo de ello.

Con respecto a lo realizado en el capitulo |3} se podria abordar, con las mismas
herramientas utilizadas, la estimacion simultanea de los coeficientes de difusividad
y conductividad térmica. Este es un problema inverso muy interesante, pues per-

mitiria caracterizar materiales desconocidos sometiéndolos a un proceso simple de
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POSIBLES LINEAS DE INVESTIGACION FUTURA

transferencia de calor.

Con respecto a lo realizado en el capitulo [4 resultaria de interés ampliar la metodo-
logia para hallar el coeficiente de transferencia de calor para diferentes geometrias
de la pared disipativa. Por otra parte, extender el resultado, considerando ademés
del proceso de conveccién, el de radiacion. Esto permitiria hallar un coeficiente de
transferencia de calor mas realista que involucre a todos lo procesos de transporte

de energia térmica.

Con respecto a lo realizado en el capitulo 5} serfa de utilidad extender el resulta-
do a fuentes definidas como funciones espacio-temporales. Por otra parte, resultaria
interesante, con fines comparativos, la utilizacién de diferentes operadores de regula-
rizacion. Otra linea de investigacién importante, es el abordaje con estas herramien-
tas, a diferentes aplicaciones concretas; como la determinacion de contaminantes en
capas de agua subterraneas, la identificacién de fisuras en diferentes cuerpos y la

localizacion de células tumorales en un tejido bioldgico, entre otras.

Con respecto a lo realizado en el capitulo[6} Es natural la extensién de los resultados
obtenidos a materiales compuestos, multicapa, con n interfaces sélido-sélido. Por
otra parte, se podria incorporar al problema de estudio, el fenémeno de cambio de
fase, la modelizacién de estos procesos, permitiria estudiar diversas situaciones mas

generales, utilizando la teoria de frontera libre.

Con respecto a lo realizado en el capitulo [7} resultaria 1til obtener la solucién de
otros problemas inversos donde se determinen diferentes parametros y la extensiéon
inmediata relacionada con el capitulo [ donde se busque localizar las n interfaces

solido-sdlido.
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Apéndice A

Diferencias Finitas

En este apéndice se da una breve introducciéon al método numérico de diferencias
finitas [177,/184,232]. Este es el método que se utiliza para abordar las soluciones
numéricas en esta tesis, particularmente se usan diferencias finitas centradas en el

espacio y hacia delante en la variable temporal.

A.1. Sobre el Método

El método de diferencias finitas es, tal vez, el método mas simple para aplicar,
particularmente para mallas con una geometria uniforme. Su mayor desventaja con-
siste en su incapacidad para tratar efectivamente la solucién de problemas sobre
formas geométricas irregulares. La aproximacion por medio de diferencias finitas es
el método mas antiguo aplicado para obtener la soluciéon numérica de ecuaciones
diferenciales, se considera que la primera aplicacién ha sido desarrollada por Euler

en 1768.

La base del método de diferencias finitas consiste en la construccion de una malla

estructurada, donde los nodos de la misma estan localizados en las intersecciones
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de familias de lineas rectas. El reemplazo de las derivadas continuas de la ecuacion

A.1. SOBRE EL METODO

diferencial por las expresiones aproximadas en diferencias finitas y la resolucién
del sistema de ecuaciones que queda planteado como consecuencia de la anterior

sustitucion.

Especifiquemos esta idea con mayor claridad. Se considera f(z) una funcién n + 1
veces derivable en cualquier intervalo real abierto (a,b). Por el teorema de Taylor,
se tiene que para todo z € (a,b) y Ax suficientemente pequeno de manera tal que

r+ Az € (a,b)

f"(x)

n!

flo+ Ax) = fa) + F)Ar + T a1

(Az)" + R, (x + Ax),

donde n! denota el factorial de n y R, (z) es el resto o residuo, el cual representa la
diferencia entre el polinomio de Taylor de grado n y el valor original de la funcion.
Ahora, si se restringe el razonamiento solo a la derivada de primer orden de la

funcién se obtiene
flx+ Ax) = f(x) + f'(2)Ax + Ri(z + Az),

o equivalentemente, se despeja la funcién f’(z) de esta expresién y se obtiene la

derivada dada por diferencias. Es decir,

Py = LETAD I Rie+Ar)

lo que nos lleva a concluir que si el incremento Ax es suficientemente chico, entonces

vale la siguiente expresion
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A.2. Definiciones de Distintas Diferencias

A.2. DEFINICIONES DE DISTINTAS DIFERENCIAS

La expresion permite definir los diferentes tipos de diferencias. En primer
instancia se debe discretizar el intervalo (a,b) de definicién de la funcién obteniendo
un conjunto de nodos x; con ¢ = 1,2,..., N de manera tal que a = x; y b = xp, se
supone por simplicidad que los nodos se construyen de manera equidistante, es decir,
Ax = x;11 — x; para todo i = 1,2, ..., N. Basandonos en esta breve introduccion se

pueden definir tres tipos de diferencias finitas.

Definicién A.1 Diferencia hacia delante [1] se caracteriza por utilizar el valor
de la funcion en el nodo siguiente para la aproximacion de la derivada en el punto
f(@ip1) — f(z)

Dl = P — iy 4 S an, (42)

donde & € (x;, xit1).

Definicién A.2 Diferencia hacia atrds [1] se caracteriza por utilizar el valor

de la funcion en el nodo anterior para la aprorimacion de la derivada en el punto

D7f<£€z) _ f(xz) _Ai(xz—l) _ f/(xz) _ %fﬁ(f)Aiﬁ, (A3)

donde & € (x;_1,x;).

Definicién A.3 Diferencia centrada (1] se caracteriza por utilizar el valor de
la funcion en el nodo anterior y el valor de la funcion en el nodo siquiente para la

aprorimacion de la derivada en el punto

f(@iy1) = f(xi1)

Dof(xi) - 2Ax

= P+ g MOB (A)

donde & € (i1, Tiv1).
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A.3. Sobre los Errores de Aproximacién

A.3. SOBRE LOS ERRORES DE APROXIMACION

En [1] se describe de forma sencilla la manera de acotar el error cometido al utilizar
el método de diferencias finitas para aproximar numéricamente la derivada de una
determinada funcién. El error cometido al utilizar un método numérico se obtiene,
de manera tedrica, mediante la diferencia (en valor absoluto) entre el valor exacto

de la solucion analitica y el aproximado con el modelo numérico utilizado.

En cuanto al caso particular del método de diferencias finitas, se debe tener en cuen-
ta dos posibles focos de generacion y arrastre de error. El primero se relaciona de
manera directa con los errores de redondeo, debido a la representaciéon decimal de
maquina. El segundo foco se relaciona con el error de truncamiento, el cual se puede
definir como la diferencia entre el valor exacto y el valor obtenido utilizando dife-
rencias finitas suponiendo aritmética perfecta, es decir, suponiendo que no existen

errores de redondeo.

En otras palabras el error de truncamiento al aproximar por diferencias finitas a la
derivada de la funcién f en un punto x; se define como f’(x;) — Df(x;). Entonces
segun y el error de truncamiento al aproximar por diferencias finitas
hacia delante o hacia atras es directamente proporcional a Az, el error es de primer
orden y se denota O(Ax). Por su parte, al usar diferencias finitas centrada el
error es de segundo orden y se denota O((Ax)?), esto se debe a que es directamente
proporcional a (Az)?. Debido a que Az es muy chico utilizando el método centrado
se comete menor error de truncamiento que con la aproximacion hacia atras o hacia

delante.

Las féormulas de diferencias finitas para aproximar derivadas de mayor orden pueden
ser obtenidas usando las féormulas para derivadas de menor orden. Por ejemplo, la
formula de diferencia central para aproximar una f” viene dada por la siguiente

expresion
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D0(2)f($z) _ D+D_f<l'z) _ f(l'i+1> — ?2%12) + f(-Tifl) _ f”(xi) + %f@y(g)(Am)Q

A.3. SOBRE LOS ERRORES DE APROXIMACION

Observacion A.4 Es interesante observar que la aproximacion numérica de la de-

rivada sequnda utilizando diferencias finitas centradas, resulta también, ser de se-

gundo orden.
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Apéndice B

Fundamentacion Fisica de la

Conveccion

En este apéndice se da una breve fundamentacién fisica del fenémeno de Conveccion.

Los conceptos que aqui se exponen son utilizados en el Capitulo |4 de esta tesis.

B.1. El proceso de Conveccién

En la Subseccion se observa que el proceso de conveccion requiere la presencia
de movimiento de fluidos. Es justamente el movimiento del fluido el que mejora la
transferencia de calor y debido a esto la velocidad de transferencia de calor por

conveccién a través de un fluido es mucho mas alta que por conduccion.

El mecanismo de conveccion es el méas complejo de los procesos de transferencia de
calor [37] debido a la dependencia de muchas variables, pues ademas de depender de
la configuracién geométrica y la aspereza de la superficie, depende fuertemente de
las propiedades termofisicas del fluido, entre ellas, el tipo de flujo (laminar o turbu-

lento), la viscosidad dindmica g [kg/ms], la conductividad térmica x [W/m °C],
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la densidad p [kg/m?] y el calor especifico ¢, [J/kg °C]. A pesar de dicha com-

B.1. EL PROCESO DE CONVECCION

plejidad se observa que la razon de transferencia de calor por conveccion, en este

caso, es proporcional a la diferencia de temperatura y se expresa mediante la ley de
Newton dada en (1.3)).

La constante de proporcionalidad h [W/m?°C] en se define como la razén
de transferencia de calor entre una superficie sélida y un fluido por unidad de area
superficial, por unidad de diferencia en la temperatura. Una cuestién a tener en
claro a la hora de abordar el estudio de los procesos de transferencia de calor por
conveccién es que el fluido se detiene por completo sobre la superficie, es decir, el
fluido se adhiere a la superficie debido a los efectos viscosos y no se desliza. Esta
condicion de no deslizamiento es responsable del desarrollo del perfil de velocidad. La
region geométrica del fluido adyacente a la superficie, en la cual los efectos viscosos
son significativos se llama capa limite. Otra consecuencia directa de la condicién de
no deslizamiento es lo que se denomina arrastre superficial y representa la fuerza
que un fluido puede ejercer sobre una superficie. Si se quiere la consecuencia mas
importante de la condiciéon de no deslizamiento es que la transferencia de calor de
la superficie del sélido hacia la capa de fluido adyacente a esa superficie se da por

conduccién pura, es decir,

Cjconv = QCond = _'%fux(xﬂf), (Bl)

donde k; [W/m °C] denota la conductividad térmica del fluido, recordando la
expresion ([1.3]) dada por
QCOTw = _h(us - uoo>> (BQ)

se combinan las Ecuaciones (B.1))-(B.2)) y se obtiene una expresion para el coeficiente

h

b —/ifum(x,t)‘

Us — Uso
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B.2. Numero Adimensional de Nusselt

B.2. NUMERO ADIMENSIONAL DE NUSSELT

En los estudios de los procesos de transferencia de calor por conveccion resulta muy
util considerar la razon existente entre la velocidad de la transferencia de calor por
conveccion y la velocidad de la transferencia de calor por conduccion. Esta razon se

expresa matematicamente

‘conv h s — U hd
Geond = Ky
"

donde d denota la longitud caracteristica y N, se conoce en la bibliografia como
el nimero adimensional de Nusselt. Este niimero representa el mejoramiento de la
transferencia de calor a través de una capa de fluido como resultado de la conveccién
en relacion con la conduccién, pues entre mayor sea el nimero de Nusselt mas eficaz

es la conveccidn.

B.3. Capa Limite Térmica

Un concepto importante a tener en cuenta a la hora de estudiar transferencia de calor
por conveccién es la capa limite térmica que se define como la region de flujo sobre
la superficie, en la cual la variacién de la temperatura en la direccion normal a la su-
perficie es significativa. El espesor de la capa limite térmica a lo largo de la superficie
se define como la distancia desde la superficie, para la cual (u—u;) = 0,99(us — uoo),
este espesor aumenta en la direccién del flujo. La razén de la transferencia de calor
por conveccién en cualquier parte a lo largo de la superficie esta relacionada direc-
tamente con el gradiente de temperatura en ese lugar. Por lo tanto, la forma del
perfil de temperaturas en la capa limite térmica impone la transferencia de calor

por conveccién entre la superficie solida y el fluido que fluye sobre ella.
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B.4. Numero Adimensional de Prandtl

B.4. NUMERO ADIMENSIONAL DE PRANDTL

Otro numero adimensional importante en este andlisis es el nimero de Prandtl,
que sirve para describir el espesor relativo de la capa limite. Fisicamente mide la
relacion entre la difusividad molecular de la cantidad de movimiento y la difusividad

molecular del calor, matematicamente

P_Vc_pddcp
T Ty T )
« /{f

(B.3)

donde v, es la viscosidad cinemética [m?/s], a? la difusividad térmica [m?/s], uq
viscosidad dindmica [kg/ms], ¢, el calor especifico [J/kg°C] y x la conductividad

térmica [W/m°C].

B.5. Mecanismos de Transferencia de Calor por

Conveccion

Basicamente existen dos mecanismos de transferencia de calor por conveccién. La
conveccién puede ser forzada interna o externamente mediante algin dispositivo
mecanico (bomba o ventilador) donde se “fuerzan” los efectos deseados. Este tipo
de conveccion es muy compleja, pues incluye, entre otras cosas, el analisis del inter-
cambio de energia mecanica a energia térmica. El segundo mecanismo que es el que
se trata en este capitulo es la conveccion que se da sin presencia de estos dispositivos
mecénicos, se conoce en la bibliografia con el nombre de conveccién natural [37,51].
Muchas aplicaciones cientificas de la transferencia de calor comprenden la convec-
cién natural como el mecanismo principal, el enfriamiento de equipos electrénicos,
la transferencia de calor de los calentadores eléctricos o radiadores de vapor de agua,

son algunos de los tantos ejemplos.
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Consideremos un ejemplo concreto para comprender mejor este fenémeno. Supon-

B.6. CONVECCION NATURAL

gamos que se extrae del horno un alimento caliente, éste se expone al aire mas frio,
debido a ello la temperatura de la superficie exterior disminuye y la del aire ad-
yacente se eleva como resultado de la conduccion desde el contorno del alimento
hacia el aire. Como consecuencia, el alimento pronto estara rodeado por una capa
de aire mas caliente y el calor es transferido de esta capa hacia las capas exteriores
del aire. La temperatura del aire adyacente al alimento es mas elevada y debido a
ello su densidad es mas baja, puesto que a presion constante la densidad de un gas
es inversamente proporcional a su temperatura. Por lo tanto, la situacién puede ser
representada como gas de baja densidad rodeado por gas de alta densidad y las leyes
naturales dictan que el gas menos denso suba. Este fendmeno puede caracterizarse
como que el aire calentado sube. El espacio que deja el aire mas caliente en los
alrededores inmediatos del contorno del alimento es vuelto a ocupar por aire frio y
asl sucesivamente se repite este proceso hasta que el alimento se enfria y alcanza la

temperatura del aire circundante.

B.6. Conveccion Natural

La conveccién natural es tan eficaz en el calentamiento de las superficies frias en
un medio ambiente mas caliente como lo es el enfriamiento de superficies calientes
en un medio ambiente més frio [37]. Tratemos de entender mejor las razones fisicas
de este fenomeno. En un campo gravitacional existe una fuerza neta que empuja
hacia arriba un fluido ligero en uno mas pesado, la fuerza hacia arriba ejercida por
un fluido sobre un cuerpo sumergido completo o parcialmente se llama fuerza de
flotabilidad o de empuje aerostatico. La magnitud de esta fuerza es igual al peso del

fluido desplazado, es decir,

Friot = prgVe,
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donde p; es la densidad media del fluido [kg/m?], g es la aceleracién gravitacional

B.7. COEFICIENTE DE EXPANSION VOLUMETRICA

[m/s?] y V. es el volumen del cuerpo que estd sumergido [m?].

Luego, a falta de otras fuerzas, la fuerza vertical neta que actia sobre el cuerpo es
la diferencia entre su peso y la fuerza de flotabilidad, ley conocida como el principio

de Arquimedes [51], es decir,

Fy =P — Fpiot = pegVe — prgVe = gVe(pe — py),

donde Fly es la fuerza neta vertical [N], P es el peso del cuerpo [N], Fyy es la fuerza

de flotabilidad [N] y pe, ps es la densidad del cuerpo y del fluido respectivamente
[kg/m?.

B.7. Coeficiente de Expansién Volumétrica

En los estudios de transferencia de calor la variable principal es la temperatura y
resulta conveniente expresar la fuerza neta de flotabilidad en términos de la dife-
rencia de temperatura, para esto es necesario expresar la diferencia de densidades
en términos de diferencia de temperaturas, lo cual requiere el conocimiento de una
propiedad que represente la variacién de la densidad de un fluido con la temperatura
a presiéon constante. La propiedad que nos proporciona esta informacién es conocida
en la literatura y se denomina coeficiente de expansién volumétrica Sy, que se define
como
Lpe—p

ﬁV = DUy — U’ (B4)

donde pso, U son la densidad y la temperatura del fluido lejos de la superficie y u

es la temperatura termodinamica medida en escala absoluta [K].

En el caso particular de que el fluido considerado sea un gas ideal, la Ecuacién (B.4))
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B.8. NUMERO ADIMENSIONAL DE GRASHOF

se reduce a

1
By =~
u
Por lo tanto, entre mayor sea la diferencia de temperatura entre el fluido adyacente a
una superficie caliente y aquel que esta lejos de ella, mayor sera la fuerza de empuje

y mas fuertes las corrientes de conveccion natural. Como consecuencia, mas alta serd

la razdn de la transferencia de calor.

La magnitud de transferencia de calor por conveccién natural entre una superficie
y un fluido esta relacionada de manera directa con el gasto de este ultimo. Entre
mayor sea el gasto, més alta sera la razon de transferencia de calor. Dicho gasto se

establece por el equilibrio dindmico de la flotabilidad y la friccién.

B.8. Numero Adimensional de Grashof

Las ecuaciones que rigen el flujo de conveccién natural son las ecuaciones de con-
tinuidad, de la cantidad de movimiento y de conservacién de la energia. A partir
de las cuales es posible determinar un parametro adimensional que representa los
efectos de la conveccion natural a través de la razén entre la fuerza de flotabilidad
y la fuerza viscosa que actian sobre el fluido. Dicho pardmetro es conocido en la

bibliografia como el nimero de Grashof y definido por

o gﬁVdB(us - uoo)
= )2

G, : (B.5)

B.9. Relacion entre los Numeros Adimensionales

La transferencia de calor por conveccién natural sobre una superficie depende de la

configuracion geométrica de ésta asi como de su orientacién. También depende de la
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variacién de la temperatura sobre la superficie y de las propiedades termofisicas que

B.9. RELACION ENTRE LOS NUMEROS ADIMENSIONAL

intervienen. Las complejidades del movimiento del fluido hacen que sea muy dificil
de obtener relaciones analiticas sencillas para la transferencia de calor mediante la
resolucion de las ecuaciones que rigen el movimiento y la energia. Es decir, existen
algunas soluciones analiticas para la conveccion natural, pero carecen de generalidad,
ya que se obtienen para configuraciones geométricas sencillas con algunas hipotesis
simplificadoras. Debido a ello, las relaciones de transferencia de calor en la conveccion
natural se basan en estudios experimentales. Las correlaciones empiricas para el

nimero adimensional promedio de Nusselt indican que puede ser calculado como

_hd _
= =

Ny C(Ra)" = C(G.P)", (B.6)

donde C, n son constantes que dependen de la geometria y se determinan experimen-
talmente, R,, G, y P, son los niimeros adimensionales de Rayleigh, Grashof (B.5))
y Prandtl (B.3) respectivamente.
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