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Prologo

Comienzo a escribir este prélogo sabiendo que las palabras seran insuficientes
y, posiblemente, torpes para expresar todo lo que quisiera. Comienzo pensando
que esto me pondra triste, y sin embargo...

Porque claro, hablar de Alejandro Fendrik es también evocarlo, hacerlo pre-
sente. Y su presencia siempre estuvo asociada para mi a buenos momentos. En-

tonces, teniéndolo aqui, opto por hablarle, directamente, sin mas vueltas:

Querido Ale:

No debiste irte. Todavia nos hacen falta tus sabias conversaciones, tu sonrisa
picara mientras ensayabas esos floridos razonamientos. Y también tu seriedad
cuando el tema se profundizaba. Nos hacés falta en sintesis. Me imagino volver
a encontrarte cada vez que llego a la universidad, y te imagino con tu pipa (jui-
ciosamente vacia y apagada) saludando con tu tipico “;Salve, Doctor!”.

No puedo evitarlo y esta bien. Porque todos los que te conocemos (notaras que
uso el tiempo presente, como corresponde), necesitamos que nos sigas acompa-
nando. Aunque sea a predicar en el desierto.

Y aqui esta una obra, un libro que son dos, y que es mucho méas que dos libros:
esun legado carifioso y entrafiable como solamente vos podias haber construido.
Mientras todos renegabamos por la pandemia y las clases virtuales, vos hacias
algo mas: ibas preparando amorosamente un manuscrito con tus clases, hacien-
do tus graficos, dandole forma a estas notas. Porque querias que los estudiantes
lo tuvieran disponible; y por supuesto que fuera lo mas perfecto posible.

Y te cuento (porque tal vez no lo sabés todavia) que el trabajo de “tus mu-
chachxs”, David, Marcela y Ariel, tipeando todo para su edicién formal, lo estan
haciendo posible. Y también el amor de Lili, que es tan generosa que me pide

este prologo. Y aca estamos. Porque no importa cuantas broncas te hayas aga-



rrado cuando la “burrocracia” trababa el fluir de las cosas, o cuantas ironias no
te hayan entendido (tus dardos igual daban en el blanco de una u otra forma); no
importa que la muerte enamorada (a quien no perdonaremos nosotros tampo-
co) te haya llamado antes de tiempo, porque aqui estan las notas, para que otres
aprendan, para que sigamos amando el sueno de educar, ensenar, estimular las
inteligencias.

Y para que te sigamos teniendo un poco con nosotros, siempre.

Fernando R. Momo

Mayo de 2022
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5.1. Oscilador armonico

Consideremos un cuerpo de masa m sometido a una interaccién elastica con
una pared. F. = —kx donde x es la posiciéon del cuerpo medida desde la longi-
tud natural del resorte /, (es decir, cuando el resorte no esta ni comprimido ni

estirado mide /,).

Figura5.1:

X-0 'Y

El cuerpo desliza sobre la superficie sin rozamiento. La segunda ley de Newton

es

d*x

mW = —kx (ecuacion del movimiento del oscilador armonico) (5.1)

Nuestro objetivo es establecer = = x(t) a partir del conocimiento de las con-
diciones iniciales: z(t = 0) = z, y v(t = 0) = v,. Ya sabemos que la energia
mecanica de este sistema se conserva ya que la Gnica fuerza que realiza trabajo
es F, = —kx. Entonces,

1

1
E = imzﬂ + 5/{:962 (5.2)

es una constante de movimiento que conocemos, dado que

1 1
E = imvg + Elmz

16



Capitulo 5. Oscilaciones

Recordemos, que como hemos mencionado previamente, el término lksz es
2

la energia potencial elastica. Ya hemos sefialado que la importancia de este sis-
tema radica en que el movimiento de cualquier sistema conservativo, cerca de un
punto de equilibrio estable se puede considerar como un oscilador arménico.
Ademas, es de los pocos que pueden resolverse solo con papel y 1apiz (no necesi-
tamos computadora). Antes de resolver la Ec. (El]), con todo rigor tratemos de ver
qué informacién podemos obtener a partir de la conservacién de la energia me-
canica (Ec. b.2). Veremos que casi todas las caracteristicas de la solucién exacta

dela (@), pueden deducirse de la conservacion de E.

Figura5.2:

Esta es la situacion desde el punto de vista energético. Supongamos que las
condiciones iniciales son z = z, y v = v, > 0. Esto es, la particula en = = z, se
mueve hacia la derecha con velocidad v,. Cuando el cuerpo esta en x; vemos que

V(z1) > V(x,) YV, por lo tanto,

1 1
T = §mvf < —mv: =T,



Alejandro José Fendrik

dado que, al ser la energia constante, si v aumenta, 7' debe disminuir. Esto nos
dice que a medida que x crece, v disminuye. Esto continda hasta que para x = q,

v = 0 (la particula se detiene). En ese punto vemos que

av

- =F.(a) <0 (yaque i > () porque V' (x) es creciente).
T lz=a a

dflf Tr=

Entonces, ni bien se detiene, la particula comienza a volver con un médulo
de velocidad cada vez mayor. Notemos que cuando la particula vuelve, los mé6-
dulos de su velocidad se repiten cuando pasan por cada posicién. Ello se debe a

la conservacion de E. Por ejemplo, si cuando = = z1, v = v; > 0 alaida, cuando

a la vuelta vuelve a ser x = x4, tendremos v = —v; < 0, dado que en ese punto
1 2 1 2 :
E = gL+ §kx1 (tanto a la ida como a la vuelta).

Cuando la particula llega a x, de nuevo, tiene una velocidad —uv, (opuesta a
la inicial). Durante el “viaje de vuelta” v disminuye y 7" aumenta. Esto sigue asi

hasta que la particulallega a x = 0. Alli V es la minima posible (V' = %lm?). Porlo

max

tanto, 7’ = T),00 = %va nos dice que alli la velocidad es maxima (en moédulo).
A partir de alli (z = 0), como v = —v,,,, (se estd moviendo hacia la izquierda),
el cuerpo comienza a alejarse hacia x = —a pero cada vez mas despacio, hasta
que se detiene en x = —a con una fuerza que la hace volver. Ya podemos esbozar

como es z = x(t) y v = v(t).

18



Capitulo 5. Oscilaciones

Figura5.3:

Mipr |

No queda otra que sea asi. Podriamos preguntarnos en la curva el caso de
x = z(t), ¢gpor qué la concavidad entre + = z, y © = a es la del dibujo y no al

. . dx )
revés? La respuesta es que en ese tramo, la velocidad v = - > 0 (x es creciente)

ero cada vez menor (dv = &z
P dt — dt?

que expresan estos dos graficos se desprende tan solo de la conservacién de la

< 0): = debe ser concava hacia abajo. Todo lo

energia mecanica. También, a partir de él, podemos hallar a y v,,., en funcién de

las condiciones iniciales. En efecto,

2 _ 2 2 _ 2 my o _ 2F
%/k:a %mvojtgkaso:a azo+<k>vo A/ k
/ |2E
/]E/ %’/mv + %kx = Upmaz = xz +v2 =

Tanto © = z(¢) como v = v(t) son funciones perlodlcas en el tiempo relacio-

dx . C s .
nadas por bl Recordemos que una funcion es periédica se repite luego de

19
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un intervalo de valores. Es decir, siz = x(t) yv = v(t),entret = 0y ¢ = 7, co-
nocemos x = x(t) y v = v(t) para todo ¢ (el grafico se repite). Podemos utilizar la

conservacion de la energia para determinar mas cosas alitn, como

Emv2 + ~ka*=FE ok + ﬁ:ﬁ =
Esto satisface para
k 2F
ﬁﬁ(t) = cos? (p(t)) = (t) = £4/ - cos (o(t)) (5.3)
2F
%v%ﬁ) = sen’ (1)) = v(t) = +1/ = sen (1)) (5.4)

Como z(t + 7) = x(t) yv(t + 7) = v(t) para todo ¢, ©(t) debe ser una funcién
creciente de ¢ tal que p(t + 7) — p(t) = 27 para todo t. Esto quiere decir que ()

debe ser lineal con el tiempo:

gO(t) = Wol + Po

donde w, y ¢, son constantes, tal que
@(t+7—) _@(t) :wo(t+7)+@0_wot_gpo = WoT = 2m

O sea,

2T
T=—
Wo

Podemos ahora determinar cuanto debe valer w, a partir de las Ec. (5.3) y (.4).

. ) ) ) dx .
Debemos primero elegir los signos para estas expresiones. Como e v, Si ele-

gimos signo (+) para la Ec. (@), para Ec. (@) debemos elegir el (—).

o\ JEEACsot) 2 conua % — o

d .
pero como d—(’f > 0 (p debe ser creciente), resulta entonces, tomando ¢(t) = w,t+

Yo que

20



Capitulo 5. Oscilaciones

do _ q/QE sen(w,t + p,) = N/QEsen( t+ o)
a kwo Wo Po) = m Wo Po

0 sea, debe ser
2F 2F k
AN =W = —A|— = W, =—
k m m

2m
Notemos entonces que = = — depende del resorte y de la masa del cuer-
w

po. Esto significa que, independier;temente de las condiciones iniciales (z,, v, ¥
por lo tanto E y la amplitud de la oscilacién, la velocidad maxima, etcétera), el
tiempo que dura una oscilaciéon completa vale lo mismo. Esta propiedad es una
caracteristica del oscilador arménico (V' = %ka). Siv = %kx“, también tendria-
mos oscilaciones, pero su periodo dependeria de la energia; este es un oscilador

anarmonico. La solucion del problema sera entonces

z(t) = acos(w,t + ¢,)
v(t) = —aw, sen(w,t + ¢,)

2F 0\’ [k .
donde a = - = x2 4+ (U—> Yy w, = 4/ —. Para determinar ¢,, basta notar
m

]

que sit = 0 debe ser

z(t = 0) = acos(p,) = x,
v(t =0) = —aw, sen(y,) = v,

Vo

Vo
—sen <_) . (7)
Entonces, (%) S N , esdecir ¢, =arctan | — “
cos(y,) T Ty

Este ¢, (llamado fase inicial) depende solo de las condiciones iniciales y se lo

toma como —7 < @, < 7.

21
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Figura 5.4:

%40 |

\\/,3 > O N e

Vamos ahora a obtener los mismos resultados, pero por medio de resolver la
ecuacion diferencial de la Ec. (El]). Va a ser como “entrar a la misma casa, pero
por otra puerta”. Escribamos la Ec. (El!) de otra manera:

d*x  k

Esta ecuacién diferencial (relacién entre una funcién y sus derivadas) forma
parte de una “familia” llamada “ecuaciones diferenciales lineales de orden N con

coeficientes constantes homogéneas”. Genéricamente, son de la forma

T Az dNz
Aol +a1— +as——+ ... +ay—— =0 .6
o 2 52 NN (5.6)
donde a,, a1, ...,ay son constantes reales. Son homogéneas porque no tienen

término independiente (si en lugar del 0, en el miembro derecho hubiera “algo”
como una funcién de ¢ o incluso una constante serian no homogéneas). Son li-
neales porque si conocemos dos soluciones z;(t) y x»(t), cualquier combinacion
lineal de ellas: 2:(t) = Cyx1(t) + Coxo(t) (con C; y C, constantes complejas) tam-
bién seran solucién (verifiquenlo). La relacién de la Ec. (5.9) es una combinacién
lineal entre una funcién y sus derivadas. Para que esto se cumpla es necesario

que la funcién y sus derivadas sean esencialmente lo mismo, si no es asi, una

22



Capitulo 5. Oscilaciones

combinacién lineal de ellas jaméas podria anularse. Supongamos que probamos
iC(t) = bo -+ blt—l- b2t2 + ...+ bNtN

Es claro que la solucién jamas podria ser asi: el primer término (donde figura
x) contendra un sumando a,byt" que no se podra anular con nada. Lo mismo
vale para z(t) ~ t" con r real.

Conocemos una funcién que, derivada, da esencialmente lo mismo:
z(t) ~ e,
donde )\ es una constante. En efecto,
dk eAt

dtk
Sireemplazamos esto en la Ec. (@), obtenemos

—_ )\kez\t

eM (ao+a1)\+a2)\2+...+aN/\N) =0

y como eM # 0, obtenemos un polinomio de coeficientes reales en )\ de grado
N cuyas raices nos serviran para encontrar la solucién. El grado del polinomio
N esta determinado por el orden de la ecuacién diferencial (@), es decir, la de-
rivada de mayor orden que alli aparece. Un polinomio de coeficientes reales de
grado N tiene, alo sumo, N raices (puede tener menos dada la posible multiplici-
dad de raices dobles, triples, etcétera). Supongamos que tiene N raices distintas
(mas adelante veremos qué pasa si alguna se repite): \j, Ay, A3, ..., Ay. Entonces

la solucién general de la Ec. (@) es:

z,(t) = CreMt + Coe™' + Cae™' + ... + Cye (5.7)

donde ¢; son constantes complejas arbitrarias. La solucién general del proble-
ma matemético planteado por la Ec. (5.9) es la Ec. (5.7) con 2N constantes reales

indeterminadas (las partes real e imaginaria de cada C}).

23
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Resolvamos ahora la Ec. (@) aplicando lo que acabamos de estudiar. La Ec.

(@) es lineal de orden 2 con coeficientes reales, homogénea; luego z(t) ~ e tal

que
k
)\1 =1— = iwo
I m
e ()\2+—) =0 = A=
mn k
)\2 = —— = —iwo
m
Y . e 2
donde i* = —1, o sea, i es la unidad imaginaria (notemos que w, = 4/ — es lo
m

que nos habia aparecido cuando entramos “por la otra puerta”). La solucién de

nuestro problema matematico sera entonces

z,(t) = Ay et + A_e ! (5.8)

donde A, y A_ son constantes complejas arbitrarias (cuatro constantes reales).
Nuestro problema fisico general tiene dos constantes reales arbitrarias (z, y v,),
asiquelaEc. (@) no es la soluciéon general del problema fisico. El problema fisico
impone que z = z(¢) sea una funcién real. Como z,(t) = R(z,(t)) + I(z,(t)), la

solucién que buscamos sera

2(t) = R(zy(t))
(podriamos tomar también z(¢) = I(x,(¢)), ambas son soluciones reales de la Ec.

(@), ¢por qué?). Veremos que esta solucion estd completamente determinada si

damos x, y v,:

o(t) = Ra,(0) = 250

donde = es el complejo conjugado de x,(t). Recordar: si
z=(a+1ib),z* = (a—ib), obien

24



Capitulo 5. Oscilaciones

z=|z]e%, 2" = |z]le™, con |z*=z2:2*=da*+b® Yy ¢ =arctan (E) ,

entonces,

(:L,g +l‘;) — (A+eiwot +A—e—iwot —l—Aj_e_iw"t —f—A*_eiw"t)

N | —

(A A%) 04 (A7 + A) i)

Pero (A} + A*) esunnimero complejo que podemos escribircomo (A, + A*)

A = ae'#°; entonces, como ((A; + A*) = (A% + A_), resulta:

—_

R(zy) :% (:Bg + :E:;) =3 (ae“wOH%) + ae_i(WOtJ“@“))

=R [aei(wot-HOo)} = CLCOS(WOt + 900)

(163 efza eza _ efza

(&
, SEN ="
(@) 5

Recordarque e = (cos(a)+isen(a)), cos(a) =

Asi, se obtiene

z(t) = acos(w,t + ©,)

_dx

v(t) = P sen(w,t + ¢,)

con 4/ —, ay ¢, constantes arbitrarias determinadas por las condiciones inicia-

les, z, v v,.

2
T, = acos(p,) a=4[lz3+ (Zf)
Vo = —aw, Sen(y,) p, = arctan (—@)

Esta solucion es idéntica a la que habiamos obtenido solamente por conside-
raciones energéticas. La solucién que hemos encontrado para el oscilador armé-

nico puede tener otras formas (absolutamente equivalentes) que provienen de

25
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tomar la parte imaginaria de la solucién general compleja x,(¢), o bien de tomar
una combinacién distinta de signos en la solucién que obtuvimos por conside-

raciones energéticas. Por ejemplo,

z(t) = asen(w,t + ¢)

v(t) = aw, cos(w,yt + )

k 2 . ,
dondew, =/ —ya=4/22+ <Z—> en todas ellas w, determina el periodo, a es
m o

la amplitud del movimiento y no pueden depender de cémo “elijamos” las cosas.
¢!, en cambio sera diferente de ¢,. Se puede obtener facilmente la relacion entre

ellas a partir de relaciones trigonométricas, por ejemplo:

7r m )
sen(«) = — cos (a + 5) , y/o cos(«) = sen (a + 5) , etcétera.

Otra forma que puede adoptar la solucién proviene de desarrollar las funcio-

nes trigonométricas. Tomemos la solucién

z(t) = acos(w,t + ¢,) (con % = cos(¢p))

° = sen(y))

v(t) = —aw, sen(w,t + ¢,) (con
Wol

Entonces, desarrollando el cos(w,t + ¢,), queda

x(t) =a (cos(w,t) cos(p,) — sen(w,t) sen(p,))

= cos(w,t) acos(p,) + sen(w,t) (—asen(p,)
—_—— —_—

To ( UO >
Wo
O sea

26



Capitulo 5. Oscilaciones

z(t) = x,cos(w,t) + <&> sen(w,t)

Wo
dx

—Z oW, S€N(W,t) + v, COS(w,t)

Es facil comprobar en estas expresiones que z(t = 0) = z, yv(t = 0) = v,
como debe ser. Antes de pasar a estudiar otros sistemas que se pueden reducir

o | k .
al que acabamos de estudiar digamos algo mas sobre w, = 4/ —. Ya sabiamos
m

que w, = 2; es independiente de las condiciones iniciales. Un oscilador arméni-
co tendra siempre el mismo periodo, independientemente de como lo pongamos
en marcha. w, recibe el nombre de frecuencia angular y mide lo que avanza la
fase ¢ = w,t + ¢, por unidad de tiempo. Si dividimos este avance por 27 tendre-
mos el nimero de oscilaciones por unidad de tiempo (la fase, en una oscilaciéon
completa, avanza en 2). El nimero de oscilaciones por unidad de tiempo es lo

que se conoce como “frecuencia” v (nu). O sea,
Wo 27 1

v = — ycomow, = —,resultaquer = —.

2T T T

Como w, = 27v, en un abuso de lenguaje, a w, también se le dice “frecuencia”
aunque lo correcto es llamar a w, “frecuencia angular” (o también “pulsacién”) y

a v frecuencia.

Veamos ahora qué pasa si tenemos a nuestro resorte “colgando”. Esto es el

mismo sistema que ya estudiamos pero en presencia de la gravedad.

27
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Figura5.5:

WL
M
M"?ff

Determinemos primero cudl sera la posicién de equilibrio. Si medimos la po-
sicién y a partir de la longitud natural del resorte /,, la posicién de equilibrio

resultara tal que

mg — ky. =0

ya que en ese punto, la fuerza elastica sera igual y contraria al peso. Por lo tanto,
myg
=T
Para cualquier otro y # y. tendremos una aceleracién. Es decir,
d?y d?y
m— =mg—ky osea m— +ky=m
a2 g Y di2 Y g
Esta ecuacion se parece mucho a la que ya sabemos resolver. La nica dife-
rencia es que en lugar de estar igualada a 0 estd igualada a una constante mg
(es una ecuacion diferencial no homogénea). Sin embargo, gracias a que la no
homogeneidad consiste en una constante, podemos facilmente resolverla con lo

que ya sabemos. En efecto, la ecuaciéon diferencial la podemos escribir como

d?y k mg d*y k
Foly-moy_ 2y & ) =0
dt2+m<y /<:> iz T W)
Y—VYe



Capitulo 5. Oscilaciones

Si ahora definimos una nueva funcién,

d d d? d?
como d—?i = d_?fb (porque y. = % = cte) y Eg = d_tg’ obtenemos
vk
a Tt

iEsta es la ecuacion que sabemos resolver! Es decir la solucién para u(t) sera

u(t) = acos(wot + o) = (y(t) — )

2
Con w, = A /E ycon a= \/(yo —Y.)? + <&) . Dado que
m Wo

du — e
—| =0, We—y)?=u2 'y ¢,=arctan | —=>— ).0 sea,
dt t=o0 Yo — Ye

y(t) = acos(wot + ©,) + Ye

Esta solucién nos indica que el movimiento sera similar al que habiamos es-
tudiado cuando el resorte estaba horizontal. Lo Gnico que cambia es el punto
alrededor del cual oscila la solucion. En el caso del resorte horizontal, l1a oscila-
cion es alrededor de 2z = 0 (posicién en la cual el resorte no estd ni comprimido
ni estirado), mientras que en el caso del resorte vertical es alrededor de ., o sea,
alrededor de la posicién que corresponde al estiramiento del resorte en el caso

estatico (en equilibrio).

5.1.1. Resortes en serie y en paralelo

El sistema de la figura consiste en dos resortes de igual longitud /, y constan-

tes k; ¥ k2 que sostienen en equilibrio a un cuerpo de masa m.
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Figura 5.6:

Esta disposicion de los resortes se conoce como “resortes en paralelo”. Enton-

ces, en el equilibrio

mg — klye - kae =mg — (kl + kQ)ye =0

Esto indica que el efecto de los dos resortes puede reemplazarse por un solo
resorte con igual longitud [, pero de constante elastica k., = k; + ko. Esto se
generaliza sin dificultad para n resortes puestos en paralelo. En ese caso, los n

resortes son equivalentes a uno solo de constante elastica,

keg =kt kot .. +ky=) ki

Consideremos ahora el sistema siguiente. El resorte de k; y /; esta fijo al techo
y unido a una pequena masa dm. El resorte de k, y I/ estd con dm y m en sus

extremaos.
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Capitulo 5. Oscilaciones

Figura5.7:
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Entonces, en el equilibrio tendremos

— k1Ay, + dmg + ko Ay, =0

y ademas

Figura5.9:
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mg — ko Ays =0 (5.10)

Entonces, de la Ec. () koAy, = mgy de la Ec. (@) si hacemos om — 0,
koAys = ki1Ay;. O sea, también k1 Ay; = myg. Esto nos dice que el estiramiento

total de ambos resortes sera:

mg —mg 1 1
Ay=A Ay = —2 4+ —2 = - 4 =
y Y2 + Ay k2+k1 mg(k1+k2>
|

Eeq

Esto quiere decir que podemos reemplazar ambos resortes por uno solo, tal
que

1 1 1

= — 4+ —
keq kl k2
Esta configuracion de resortes sellama “resortes en serie” y se generaliza para

n resortes:

11 1 1 &1
E_E+E+”+H_;E

Cuando los resortes son iguales, las expresiones para obtener k., se reducen

keq = nk (en paralelo)

ke = E (en serie)
n

Aqui se ve que a partir de n resortes de constante k, se puede obtener un re-
sorte mas “rigido” si se los dispone en paralelo, y se puede obtener un resorte mas

“blando” si se los dispone en serie.
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5.2. Péenduloideal

Consideremos el sistema de la Fig. (), consistente en un cuerpo puntual de
masa m sujeto a un hilo inextensible de longitud / (o una barra rigida de masa

despreciable) moviéndose en un plano vertical.

Figura 5.10:

Ya hemos estudiado, en parte, este sistema. Recordemos que la gran diferen-
cia entre tener un hilo o tener una barra rigida es que en este Gltimo caso pode-
mos tener la situacién del cuerpo en reposo para o = w, mientras que con un

hilo es imposible. Es decir:

Figura 5.11:

@ 1 . s
Los problemas para a < 5 son idénticos, en cambio para o > 5 € nece-
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sario que el cuerpo tenga alguna velocidad porque, si no, el hilo se afloja. Esto
ya lo discutimos en detalle. Supongamos que tenemos una barra rigida;la inica
fuerza que realiza trabajo es el peso que sabemos que es conservativo. La energia
potencial gravitatoria es V' = mgh, donde h es la altura medida desde el pun-
to mas bajo de la trayectoria (o« = 0). La velocidad solo tiene componente en la

direccién & (no hay velocidad radial, dado que r = [ = 7 = 0), o sea,

7= lad = 12 = 262

Luego,

h
L 2.9 L oo ’ ‘
E = §ml &” +mgh = §ml a” + mg (1 — cos(a))

es una constante de movimiento. Si graficamos V(a) = mgl(1 — cos(«)) vs. a,

tendremos

Figura5.12:

Sila energia total es la indicada en el grafico e inicialmente la particula esta-
ba en una posicién tal que —ay; < a(t = 0) = «a, < ayy, ya hemos discutido que
la particula quedara confinada en esa regién. Tendremos que el movimiento ocu-
rrird en las proximidades de la posicién o = 0, punto de equilibrio estable. Como

yadiscutimos, podemos aproximarla energia potenciala V' («) = mgl(1—cos(«))
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Capitulo 5. Oscilaciones

por una parabola haciendo el desarrollo en serie alrededor de o« = 0 a segundo

1
orden. Para ello, sabemos que cos(a) ~ 1 — 5042, entonces,

1
V(ia) ~ §mgla2

La energia mecénica total la podemos aproximar como:

1 1
E= §ml2d2 + §mgla2

Si comparamos esta energia con la de un oscilador arménico:

1 1
FE = §mx'2 + 5/%2

Vemos que son de la misma forma:

1
-ty (d(coor;l:nada)

2
1
5 ) + §B (coordenada)? (5.11)

En el caso del oscilador arménico, la coordenada es z; en el caso del péndulo,

es «. Para el caso del oscilador vimos que,

z(t) = acos(w,t + ¢,)
(=)

tan(yp,) = wo)

Lo
| k
Wo = A —
m

Sabiendo esto, ya podemos decir cémo va a ser « = «(t), aproximadamente

+

— 2
a=A|x5

/N
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(recordemos que V' («), no es una parabola pero cerca de o = 0 se parece mucho):

a(t) = acos(wet + ¢,)

. 2

Qo
a=4Ala2+ | —

Wo

donde ahora
. — maq Z o \/E
¢ w2 )
Cada vez que nos encontremos con una energia mecanica total de la forma

de la Ec. (), tendremos un movimiento oscilatorio cuyo w, sera

Wo = A —

A
Podemos hallar o« = «(¢) por “otra puerta”, esto es, utilizando la segunda ley

de Newton en coordenadas polares:

&) mlé = —mg sen(a) #) —mlé® = =T + mg cos(a)

Laecuacién en la direccién angular nos permite, en principio, hallar o = «(%).

La reescribimos como:
& + (%) sen(a) =0 (5.12)
Con lo que estudiamos hasta ahora, esta situacién no la sabemos resolver. La

que si sabemos resolver es:

i+ (ﬁ) r=0 (5.13)

m

O sea que, en la Ec. (), si en lugar de sen(«) apareciese a, el mundo se-
ria nuestro. Sabemos por otro lado que sen(a) ~ « si « es cercanoa o = 0

(lim 2@ — 1),

a—0
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Eso es precisamente lo que sucede si la energia mecanica total es como la que
se muestra en el grafico de V(«) vs. o que ya vimos. O sea, podemos decir que si
las condiciones iniciales o, y c, son tales que a;; « 1 (1 significa 1 radian), la Ec.
() resultard, con muy buena aproximacién

d—i—(%)azo

que es idéntica a la del oscilador arménico, como ya mencionamos,

a(t) = acos(wet + ¢,)

. 2

(6%
a=Ala2+ | —

Wo

Esto quiere decir que el movimiento del péndulo para pequenias amplitudes
(u oscilaciones) se comporta como un oscilador arménico: el periodo de las osci-
laciones resulta independiente de la amplitud del movimiento («,,) si esta am-
plitud es pequena. Remarquemos aqui que este periodo en el péndulo y en un
resorte, depende de propiedades diferentes. En el resorte, depende de £ (rigidez
del resorte) y de m (masa del cuerpo oscilante). En el péndulo simple, depende de
g (aceleracion de la gravedad) y de [ (longitud del hilo o de la barra). El periodo
de un oscilador de resorte vale lo mismo aqui que en la Luna, en cambio, un os-

cilador de péndulo oscilara en la Luna mas lentamente que en la Tierra.

Para movimientos de amplitud, los cuales «,; » 1, la aproximacién arméni-

ca serd mala (serd peor cuanto mas grande sea «,). En esos casos hay que hacer
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el calculo exacto. En particular, no es dificil obtener cual es la dependencia del
periodo del péndulo 7 con la amplitud del movimiento «,,. Incluiremos aqui co-
mo cultura general para el lector, esa derivaciéon. Quien no tenga la curiosidad

de leerla, no es necesario que lo haga.

5.2.1. Periodo exacto de un péndulo (optativo)

La energia mecanica del péndulo la podemos escribir como:

1
E = §m12d2 + mgl(1 — cos(a)) = mgl(1 — cos(ay))

donde hemos utilizado que para « = «,,, la energia es solo potencial. Entonces,

Sl 1? = g l(cos(a) — cos(on)) =

2 _ o9
@ z

—4/ \/cos ) — cos(ay) =
=dt =
\/cos — cos(ayy)
a o = J\tz dt/ — Z
+/cos( o/) —cos(ay)  Ji=o 4

pero cos(a’) =1 — 2sen? ( 5 ), entonces,

(cos(a) — cos(ayy)) =

a oar
=
—0 /
\f\/sen2 — sen? (%)

\/7 a=a g
/
sen? <%) — sen? s
2 2
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o o o} :
Ahora, hacemos la sustituciéon sen <5) = sen <7M> sen(y’), esdecir

1 /
~ cos (2) da’ = sen (%\4) cos(y')dy’, entonces,

2 2
o /
- \/7 =1 2sen 5 cos{dy
2 5L0 V1Y T e o
sen {7~ ) / 90_2 cos | 5

cos(y’) D
\/1—sen2 ( %) sen2 (')

T 2\/7]“":3 dy’
2 9 Je=0 \/1 — sen? (21) sen?(y')

Finalmente, la integral para el periodo exacto de un péndulo nos queda:

\/7 =3 dy¢’
T=4 —J
9 Je=0 \/1 — sen? (%) sen?(y')

La integral que figura aqui es una funcién muy conocida y estudiada desde

hace mucho tiempo. En efecto,

p=73 do
K(k) = J ’ Ld (esuna funciébndek: -1 <k < 1)
=0 /1 - k?sen’(y)

recibe el nombre de integral eliptica completa de primera especie. Hay tablas con

sus valores, calculadoras que las evaltan, etcétera. Podemos ver ademas que:

K(k_O)_J2dg0’_g; lim K (k) — oo
0

k—1

O sea,

o también:
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27 . . . - . .
donde 7, = — es el periodo de la aproximacién armoénica. Es decir, el periodo

o

2
exacto es el periodo arménico por un factor (—K (sen <Q7M>>> que depende
m

. . , T .
de la amplitud «,,. Si graficamos — vs. a;, obtendremos algo asi:

o

Figura5.13:

O sea, el periodo crece con la amplitud. Notemos que para «y; — 7, vemos que
7 — 0. Esto corresponde al caso en que la energia mecanica total es justo £ =
2mgl y, sitenemos una barra rigida (no un hilo), el cuerpo se acerca al maximo de
energia potencial cada vez mas despacio hasta que llega alli, con velocidad cero.
Pero cuando llega al maximo, alli la fuerza es cero: no vuelve nunca, se queda

alli. Por eso, 7 — oo. Esto esta ilustrado en el siguiente grafico:
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Figura 5.14:

Ned -0
YO E—-?Ma,ﬁ

5.2.2. Problema de dos cuerpos

Consideremos dos cuerpos interactuando a través de un resorte de longitud

libre [, y constante k.

Figura 5.15:

s

?
F:{

La segunda ley de Newton para cada cuerpo resulta

Para el cuerpo 2

mgi‘g = —k'(l'g — 1 — lo)
Para el cuerpo 1

mlil = k(l’g s M lo)

Sabemos que se conserva la cantidad de movimiento (no hay fuerzas exter-

nas). Si nos avivamos, la suma miembro a miembro de las dos ecuaciones ante-
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riores nos lo recordaria:

d
ML + Moy = d_tT =0 = (my+me)Veou = cte

es decir Xco(t) = Vout + X2y,

M1V, + Moy, mMi%y, + Maly,

donde Vo = , Vo, =
o (mq + ma) oM (my + ma)
Por otro lado, si hacemos
. k
To = — m—Q(Z‘Q — 1 — lo)
) Za(ﬂfz —x1— o)
y restamos, obtendremos:
.. . 1 1
(Tg — 1) = —k <m_2 + E) (22 — 21— 1)

Sillamamos x, = (x5 — 1) (posicion relativa), queda:

i+ S(xr 1) =0 (5.14)

1 1 1 . . . .
donde — = — + — esla masa reducida (ya habia aparecido cuando estudia-
2 ma ma

mos energia cinética del movimiento relativo). Tan solo de lo que sabemos, y de

observar a la Ec. (), concluimos que:
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2, (t) = acos(w,t + ©,)

2
Vor
a = xgr + | —
Wo

tan(p,) = .
i

Wo = A | —

1

Aqui, 2o = Toa — To1 ¥ Vor = Vo2 — U1 €8 1a posicion relativa inicial y la velo-
cidad relativa inicial, respectivamente. Obtenemos entonces que el movimiento
de los cuerpos es la superposiciéon de una traslacion uniforme de su centro de
masa y una oscilacién armoénica de su posicién relativa. Si recordamos que debe

ser.:

2o(t) = Xenr(t) + ﬁxr(t) = Xew(t) + n%xr(t)
21(t) = Xen(t) — ﬁxr@ = Xew(t) — milxr(t)

como ya obtuvimos X¢,(t) y z,(t), ya podemos saber cdmo seran z; = x;(t)

y 9 = x5(t). Remarquemos que si tengo un cuerpo:

Figura 5.16:

..... e Y

y si tengo dos cuerpos:
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Figura5.17:

4‘ ?MZL Mo L—*-P

5.2.3. Energia potencial interna

Hasta ahora prestamos atencion las fuerzas conservativas externas. En pro-
blemas de una dimension vimos que la condicién necesaria y suficiente para que
una fuerza sea conservativa es que la fuerza solo dependiese de la posicién. En-

tonces, para un desplazamiento entre dos posiciones (x4 y xp):

av

W = f F(a) -dr =~ (V{ag) - V(ea) = -aV] | con Fo)=-7

TA
Veremos ahora qué deben cumplir las fuerzas conservativas si son internas.
Consideremos dos cuerpos en interaccién cuyas fuerzas son Fi, y Fy; (por su-

puesto Fip = —Fy).

Figura5.18:
A
— f;z E .
> [l <2 fy (31,
XA‘A" o oo ! '
. Xon
Ti qu-‘; S —
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Calculemos el trabajo que realizan las fuerzas cuando el sistema se desplaza

de la configuraciéon A ala B (es decir 14 — 215 24 — ¥2B)

T1B T2B (x2Bp—1B) Trelp
Wap = J F12'd371+f Fyy-dxy = f F21'd(5172—931) = J Fop-dxye
(

T1A T4 T2A—T14) Trely

ya que (x2 — x1) = x,¢ (posicién relativa). Para poder hacer esta integral sin
necesidad de especificar el camino, es condicién necesaria y suficiente que Fy; =

Fy1(2pe) = Fa1(x9 — x1). En ese caso:

xrﬁlB B
WAB - f F(wrel) : dmrel - - (V;nt(xrelg) - V;nt(xrelA» = _A‘/;nt A

Trel 4

Silas Ginicas fuerzas que realizan trabajo son esta, tendremos:

ATE =Wap = —AVip j = AT+ Vy)=0 y E=cte
En un sistema de dos cuerpos, tendremos en general fuerzas externas e in-
ternas. La condicién para que se conserve la energia mecanica total sera que las
fuerzas externas que realizan trabajo dependan solo de la posicién de los cuer-
pos donde estan aplicadas y que las fuerzas de interacciéon entre dos cuerpos que
realizan trabajo dependan solo de la posicién relativa entre esos dos cuerpos. Po-

demos entonces escribir:

B B B
AT = Wip — —AVl‘A — AVQ\A — AVi| =

AT+WV+Vo+ Vi) =0 = E=cte

de aqui

_% F(ext) o _d‘/2 (int) AVin _ _d‘/znt

o d‘/;nt

F(ext) _ .
1 dz rel dx 2 dz 1

diL’l dl'g
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En las Gltimas igualdades utilizamos que:

d‘/int o d‘/znt dxrel d‘/;nt o d‘/znt dxrel
dre  dr,e diy y dry  dr,e di
N~—— ~——
1 —1
es decir,
(int) dv;nt (int) d‘/znt
Rl — plm — 4t
21 7y VARESY dz,

La interaccion elastica es un ejemplo de fuerza conservativa. En efecto, dado

el siguiente sistema:

Figura5.19:
_hL
Y e
\ x4 ”é,?wb ~
iikw,,ww.‘ S
FQ(int) = _k(xQ — 1 — lo) - _k<xrel - lo)
Fl(;nt) = ]{3(172 — X1 — lo) - k(xrel - lo)
Vi ’ (int) _  p(int) . . (nt)  AVine
emos aqui que Fy, ' = —F,, (). Esto quiere decir que Fy,"”’ = — T
rel

Es facil ver que:

1
th(w - $1) = 51?(902 — T — lo)2

Entonces,

1 1 1
E = T1 + T2 + ‘/int = §m11}% + Emgvg + ék(l'g — T — lo)2

o también,
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1 1 1
E=5(m + ma)Veny + 5#“361 + §k($rel)2

sera una constante de movimiento. Observemos que, en este caso, ademas, al no
haber fuerzas externas (sistema m; —ms»), se conserva la cantidad de movimiento
Pr,y porlo tanto Vi, serd constante. O sea, la energia cinética del centro de ma-

sa (5 (my +ms)VZ,,) se conservara. Entonces, llamando F;,,

1 1
= 5/“}36[ + §k(xrel)2

(energia mecanica interna o relativa), vemos que:

E= TC’M + Eint

y como FE y Ty, son constantes de movimiento, también lo sera F;,;. Si ahora

incluimos las fuerzas externas, como muestra el diagrama siguiente:

Figura 5.20:
e —
0

ﬁ ?QO ——m é wt) ‘0@ ss— ﬁl Q»d\
Yt A MN—~ www
PM_M%W,, —

el — -

. 'Y\I

Fl(ezt) = —ki(z1 —1,), FQ(m) = —ko(D — 25 — 1)
FR™ = —kipa(2 — 21 — 1)
1 1
V1(m) = §/€1(5E1 —1,)?, V(m = EkQ(D —xy— 1)y V=

1
_kznt(LEQ — T — l )

entonces £ = T + V; + V5 + V™ sera una constante de movimiento. Podemos
escribir:

E = Ton + Vi Vot Tra + V™ = Toar + VI + By
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pero ahorani Ty, ni (Tog + V) ni E;,, seran constantes.

5.3. Oscilador armoénico amortiguado

Todos sabemos, porque lo hemos notado, que los cuerpos puestos a oscilar
por medio de resortes o puestos a pendular, lejos de oscilar indefinidamente,
van reduciendo su amplitud de oscilacién hasta que se detienen en su posicién
de equilibrio. Ocurre que las oscilaciones “eternas” son una consecuencia de la
conservacion de la energia mecanica, y en los osciladores que observamos dete-
nerse, la energia no se conserva. En efecto, estos osciladores se encuentran in-
mersos en un medio (aire, por ejemplo) y el cuerpo que oscila interactia con él.
Como consecuencia de esta interaccion, el oscilador va perdiendo energia que
se transfiere al medio por las colisiones del oscilador con las particulas que lo
constituyen (recordar que el aire es una mezcla de gases, y los gases estan cons-
tituidos por particulas) hasta que la energia se agota. De ese modo, las amplitu-
des de las oscilaciones van disminuyendo hasta que “mueren”. Nos proponemos
estudiar entonces este tipo de osciladores, llamados generalmente “osciladores
amortiguados”. Lo primero que haremos sera pensar cémo es la interaccién con
el medio. Es claro que debemos renunciar a este estudio pensando en la interac-

cioén de nuestro cuerpo de masa m con cada particula que forma el medio.

Por cierto, si nos interesara deberiamos “cambiar” nuestro punto de vista: el
nimero de las particulas que forman el medio seria del orden del nimero de
Avogadro (N, = 6.02 x 10?%), y no nos alcanzaria la vida para siquiera escribir
sus condiciones iniciales. Lo que permite estudiar con cierto éxito este tipo de
sistemas son la “termodindmica” y la “mecanica estadistica”, que espero muchos

de ustedes tengan la oportunidad y el placer de estudiar.
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Pensando en como deberia ser la fuerza que aparece sobre nuestro cuerpo de
masa m como consecuencia de la interaccién con el medio (como un todo), sabe-
mos que esa fuerza no deberia depender de la posicién del cuerpo (el medio es
homogéneo, esto es, en cada punto tiene las mismas propiedades) y, en principio,
deberia depender de la velocidad de m (sabemos que si el cuerpo esta detenido,

la fuerza es nula). Llamemos a esa fuerza F'z. Si admitimos que debe ser:
Fr=Fg(v) con Fr(v=0)=0
y la expansion en serie de Taylor para F es

dFg 1d?Fg )
Frv) = &8 -
r(v) dv UZOU 2 dv? v:OU +

vamos a retener solo el primer orden, lo cual nos limitara un poco los resultados

(a que las velocidades no sean muy grandes). Entonces,

dFg
F = —
R(U> dv lv=0
dFg .
| esuna constante. Sabemos que debe ser negativa dado que la fuerza
UV lv=0

Frdisminuyela energia mecanica de nuestro sistema; su trabajo debe ser negati-
voy, por lo tanto, debe oponerse al desplazamiento (y porlo tanto a la velocidad).

Llamando dﬁ
dv

= —v, (y > 0), tendremos

v=0

Fr(v) = —yv

Este tipo de fuerza ya habia aparecido en algunos de los sistemas que estu-
diamos (el paracaidas por ejemplo) en la Parte I de este libro. La constante + (que
llamaremos “coeficiente de resistencia”) va a depender de las propiedades del
medio y de la geometria (o forma) del cuerpo del oscilador. Vamos a estudiar la

solucion de:
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Figura 5.21:
)
7
RO & O ; 2 m -
=0 ‘

dPx de

m— = —kxr —vy—
dt? it

Esto es el oscilador armoénico con el agregado de F'r(v) = —~v.Pararesolver el

problema debemos conocerlas condiciones iniciales z(t = 0) = z,, v(t = 0) = v,.
La ecuacion diferencial

APz dx
mw -+ ")/% + kx =20 (515)

es de la familia que sabemos resolver (ecuaciones diferenciales lineales homo-
’ ﬁ . d . b . At
géneas con coeficientes constantes). Es decir, sabemos que z(t) = ¢, entonces,

reemplazando en la Ec. (), tenemos:

N
N b AA = 0 o Ay = — Ly YO Amk

m 2m

Entonces la solucion general del problema matematico sera
z,(t) = Ape™ + A et

Asumiendo A, # )\_, veremos mas adelante qué ocurre para A, = A_ = \.

Analicemos detenidamente los valores que pueden tomar A, y A_. A\ tendran
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siempre una contribucion a su parte real, _2l (siy # 0). Como —2l tiene uni-
m

m
dades de [tiempo] ", definimos:

v 1

2m T

donde T es un tiempo caracteristico, como veremos mas adelante. La otra con-
tribucién (+ —Hzgfmk) podra ser imaginaria, real o nula en el caso donde \; =
A_ = \. Supongamos primero que la contribucién es imaginaria. Esto va a suce-
der siempre que 72 < 4mk, es decir para constantes de amortiguamiento bajas
(cuando v = 0 recuperamos el resultado \; = iiﬁ = iw, correspondiente al

m
oscilador sin amortiguamiento). Admitiendo 7? < 4mk, resulta:

«/7 — 4mk «/4m/<: 7 +\/>
- m2k‘

=+ 1w, = +iw,
O\/ % O\/ Two

1
Entonces, \; = —7 + 1w, , donde w = wy, /1 — ﬁ ,para 72 < 4mk, o, lo
que es lo mismo, para Tw, > 1.

Luego de tomar la parte real de z,(¢) y repetir las cuentas que hicimos para

el caso de v = 0, obtenemos que:

z(t) = e T (Acos(wt) + Bsen(wt)), Ay Breales.

1
(Two)?

2
y T:—m.Osea,
g

CON W = wys /1 —

v(t) = P fe*% (Acos(wt) + Bsen(wt)) + e T (— Aw sen(wt) + Bw cos(wt))

—e T ((Bw — %) cos(wt) — <Aw + ?) sen(wt)) . Entonces,
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A U, To
x(t=0)=A=uz,y v(t—O)—Bw—T:B_Z+Tw.Entonces,
(t) = e F (wocos(wt) + (2 + 22 ) sen(wt) (5.16)
z(t) =¢€ z, w =TT w .
que también puede ponerse como:
z(t) = ae” T cos(wt + )
donde
— 2 Yo To \? 1
a %w (w + Tw) (5.17)
— (@ 4 &)
t - w  Tw/ = w1 — ;2
R EICEE) R

Notemos quesiy — 0 (I" — 0, w — w,), recuperamos la solucién del oscila-
dor arménico sin amortiguamiento que habiamos obtenido antes. Veamos como

es la solucién para v # 0:

Figura 5.22:

.. . .. , 2
x = z(t) es una funcién oscilatoria simple, de periodo 7 = —. Recordar que
w

k . .
W = wey/1l— ﬁ, donde w, = 4/—, cuya amplitud estd modulada por una
° m
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funcién exponencial decreciente ¢~ 7. Esto significa que el movimiento seré os-
cilatorio, pero su amplitud decrecera en el tiempo hasta desaparecer. El tiempo
T = 2m es una medida del tiempo que duran estas oscilaciones. De hecho, se lo
llamazvida media del oscilador” y corresponde al tiempo en el cual la amplitud
disminuye un factor % ~ é respecto del inicial. Este tipo de oscilador amortigua-
do se conoce como oscilador subamortiguado (u oscilante). Es decir, si v2 > 4mk
el oscilador es subamortiguado.

Por otra parte, si v? > 4mk (o sea, Tw, < 1, para amortiguamientos suficien-

2_
temente grandes), VMK oo real, por lo que:

2m

1 v2 —4dmk 1
- _—_ 4+ =——(14+4/1— OT2>
A T 2m T ( (woT)
O sea,
x(t) = e T (Ae_% VI=@eT)®t | Bery 1_(”"T)2t> (5.18)

2m . .
con Ay BrealesyT = —. Ay B quedan determinados por las condiciones
v
iniciales z, y v, (esto queda como ejercicio). Nosotros obtendremos la soluciéon
a partir de la solucion de la Ec. (). Para ello, notemos que en esa solucion, si

(WT) < 1), w = W, /ﬁ — 1 = iu (donde hemos definido x = ﬁ —1).Si
reemplazamos ahora w = iy en (5.16), obtendremos.

a(t)=e T <x0 cos(iut) + (& + &) sen(imf))

o T
ettt + emHt .
Pero sabemos que cos(iut) = cosh(ut) = — Y sen(iut) = isinh(ut) =
ut _ —ut
¢ 5 c (cosh y sinh, coseno hiperbélico y seno hiperbélico respectivamente),
entonces,

z(t)=eT (:co cosh(ut) + (% + ;;) SiHh(ut)) (5.19)
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2m . . . s
con = 4 /ﬁ —1yT = - Para generalizar este tipo de solucién, notemos
que la forma de la Ec. (), es una combinacion lineal de exponenciales reales

decrecientes (de la forma e=* con A\ > 0). Esto quiere decir que x(¢) no es osci-
lante, sino que decae rapidamente hasta llegar a = = 0. La solucién es algo como

lo que muestra el grafico siguiente:

Figura5.23:

X&)

iEste tipo de oscilador amortiguado no llega a oscilar! Se lo llama oscilador
sobreamortiguado (o no oscilante). Entonces, si 42 > 4mk, el oscilador es sobre-
amortiguado.

Entre ambos casos de amortiguamiento se ubicalo que se conoce como “amor-
tiguamiento critico”, donde v = 4mk (u w,T = 1). Para tal sistema, el discrimi-
nante de la expresion que determinaba )\; se anula (v? — 4mk = 0), y entonces
Ay = A= )\= —%. En este caso, el polinomio que determina los valores de A
para las soluciones de nuestra ecuacién diferencial tiene una raiz doble. Esta si-
tuacion la hemos evitado hasta ahora. Hallegado el momento de hablar del tema.
Habiamos dicho que una ecuaciéon diferencial lineal con coeficientes constantes

de orden n tiene n soluciones independientes de la forma z ~ e*,i =1,2,...,n,
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donde ); sonlas n raices distintas de un polinomio de coeficientes reales de grado
n. Si hay una raiz doble se nos “pierde” una solucion, si es triple se nos “pierden”
dos, etcétera.

Ahora aprenderemos a “encontrarlas”. Para ello consideraremos el caso en
que tenemos n raices diferentes \;(i — 1, ..., n) pero dos de ellas muy préximas,
Ay (A 4+ 0)). Esto quiere decir que 7, (t) = M y z,(t) = e*+*M! son soluciones
de la ecuacién diferencial. Si ahora hacemos una combinacién lineal de estas
dos soluciones, también sera solucién (recordar que la ecuaciéon diferencial es
lineal). Esto es,

pOFONE _ At

x(t) _ ie()\-l-é)\)t . ie)\t _

P A O\

y es solucién. Si ahora tomamos el limite para §\ — 0, A pasa a ser raiz doble, y

pOFONE _ oAt
lim z(¢t) = lim
SA—0 5A—0 oA

sigue siendo solucion. Pero

e COFONE _ At gt e
1 = —
b oA ax

Es decir, hemos demostrado que si hay una raiz doble ), resulta que e y te
son soluciones de la ecuacion diferencial (no es dificil demostrar que si ) tiene
multiplicidad k, e, te?t, t2e, ... tF~1eM seran solucion).

Volviendo al amortiguamiento critico, dijimos que A = —% era raiz doble.

. . t t ~ .2
Esto quiere decir que z;(t) = e~ T y te” T seran solucién. Entonces,

z(t) = Ae”7(1 + Bt)

serd la solucién en este caso (como ejercicio determinar Ay B en términos de z,

Y Vo).
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El amortiguamiento critico corresponde al caso en el cual el sistema va al
equilibrio (z = 0) en el menor tiempo posible. Ciertos dispositivos, como los
amortiguadores de los automéviles y los frenos de las puertas automaticas, utili-
zan osciladores amortiguados y estan, en general, disefiados para estar cerca del
amortiguamiento critico.

Un parametro que suele utilizarse para caracterizar a un oscilador amorti-
guado es el llamado “factor de calidad” del oscilador, @

Tw, T

:ﬂ'—
2 T,

Q=

Para el caso subamortiguado, si 7" » 7, resulta w ~ w, (recordar que w =

Wor /1 — ﬁ). Esto quiere decir que el periodo de las oscilaciones subamorti-

_ 27 . . . T

guadas es, practicamente, 7, = — (el periodo sin amortiguar). En ese caso — es
Wo To

el minimo de oscilaciones que ocurren antes de decaer al equilibrio n, (dado que

T indica el tiempo de duracion de las oscilaciones). Para este tipo de osciladores

(subamortiguados), resulta,

Q ~ 7,

Resumiendo, en términos de :

1 . .
= Q> 5 oscilador subamortiguado.
I . i
" Q= 3 oscilador con amortiguacion critica.

1 . .
m Q< 5 oscilador sobreamortiguado.

Como vimos, en presencia de amortiguamiento, un oscilador (puede o no ser
armoénico: un péndulo, por ejemplo) en movimiento va perdiendo su energia me-
canica hasta que se detiene. Si queremos que el movimiento persista, es necesa-

rio entregarle energia mecanica por medio de alguna fuerza externa no conser-
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vativa (¢por qué debe ser no conservativa?). Ya sabemos lo que ocurre cuando
consideramos al oscilador amortiguado oscilando verticalmente (bajo la acciéon

del peso, que es una fuerza conservativa constante). La segunda ley de Newton

se escribe como:

Figura 5.24:

Q| '
dy £kl .
I Fo (por esplo Tz g |
N \ I
dy  dy
4= +ky—F,=0
T T ar T
k(y=52)
Es decir, teniendo en cuenta que y. = - s el punto de equilibrio estatico, si
llamamos u = y — ¥, , tendremos
d*u du
m—- — 4+ ku=0
a " Ta T

Aqui se ve que u = u(t) se comporta como el = = z(t) que habiamos determi-

nado para el oscilador amortiguado para oscilaciones horizontales, o sea,

y(t) = u(t) + ve
y lo que tendremos son oscilaciones amortiguadas alrededor de y.. Conclusién:
la aplicacién de una fuerza estatica corre el punto alrededor del cual oscila el
sistema que finalmente se detendra en y = .. Si queremos que el movimiento

persista, debe ser entonces F' = F'(t). Estudiaremos entonces el sistema

57



Alejandro José Fendrik

Figura5.25:
X3 T
‘“ OTOWTs E SN ——
e ‘,,"')/'"ﬁ} - ><
d*z dx
m—z +y 5 + ke =F(1) (5.20)

En principio, el problema asi planteado parece muy vago. F'(¢) es alguna fun-
cién del tiempo (de las infinitas que nos podemos imaginar), scon qué criterio
vamos a elegir esta funcién para hacer nuestro estudio? Podemos descartar al-
gunas “familias” de F'(¢) con cierto criterio. Por ejemplo, F(¢) no puede ser un
polinomio en ¢ dado que esto implica /' — +oo para ¢ suficientemente grande,
y sabemos que las fuerzas “infinitas” no existen. Queremos estudiar un proceso
que impida que nuestro sistema se detenga, luego F'(¢) misma debe persistir, ya
que F(t) — 0y alli queda;sabemos que nuestro sistema se detendra. Esto limi-
ta bastante las “familias” de F'(¢) “interesantes”. Las F'(t) periédicas son buenas
candidatas: permanecen acotadas entre dos valores, y si no son nulas en todo el
periodo, seguro que persisten. Asiy todo, el problema sigue siendo bastante vago:

ipodemos elegir infinitas funciones periédicas!. Por ejemplo:

58



Capitulo 5. Oscilaciones

Figura 5.26:

<. &
Fe

Son periédicas y podriamos seguir imaginando. Pero... es aqui cuando recor-
damos el teorema de Fourier. Este teorema nos dice que dada una funcién perié-

dica F' = F(t), cuyo periodo es 7,0 sea, F = F(t) = F(t + 7), entonces,

F(t) =a,+ i lan, cos(nwt) + by, sen(nwt)] (5.21)

n=1

27 . ‘s
conw = —, |a,| — 0, |b,| — 0, paran — co. En suma, cualquier funcién pe-

T
riddica se puede descomponer como una combinacién lineal de senos y cosenos.
Estonos dice que si estudiamos la respuesta de nuestro oscilador ante una fuerza

. . . ™

F = F,cos(wt) (o indistintamente F' = F, sen(wt) yaque cos(«) = sen (5 + a) ),
gracias a que cualquier funcién periédica es de la forma de la Ec. () y la Ec.
(5.20) es lineal, podremos conocer la respuesta a cualquier fuerza periédica. Vale
la pena estudiar entonces la ecuacién

d?x dx
— — =F 22
mos +’ydt + kx , cos(wt) (5.22)

Esta es conocida como la ecuacién del oscilador arménico amortiguado forza-
do. . Recalquemos aqui que la fuerza externa F(¢t) = F, cos(wt), tiene un periodo

2
propio T = “T donde w es la frecuencia angular de la fuerza y puede valer cual-
w
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. . | k .
quier cosa. Este w no debe ser confundido con w, = 4/ —, frecuencia “natural”
m

. . : [k . . .
del oscilador (que no vale cualquier cosa sino w, = 4/—, insisto) ni tampoco
m

CONwW = Wy, /1 — ﬁ, frecuencia de las oscilaciones amortiguadas (que no vale

cualquier cosa: depende de w,, de m y de ).

Desde el punto de vista matematico, la ecuacién diferencial (), es lineal
pero yano es homogénea. La solucién general para estas ecuaciones se construye

como sigue:

24(t) = n(t) + (1)

donde z,(t) es la solucién general de la ecuacién homogénea, o sea, igualada a 0
(y noa F(t)),y z,(t) es la funcién que puesta en la ecuacién, la cumple (una so-
lucién particular de, ()). La soluciéon z,(t) ya la conocemos: es una oscilacion
amortiguada, y en todos los casos (y # 0) sabemos que x,(t) — 0 para ¢ sufi-
cientemente grande (por el factor e~ 7). Esta parte de la solucién dura un tiempo
y luego desaparece. Por eso se la llama “el transitorio”. La parte x,(¢) es la que
persiste, y por eso se la conoce como la soluciéon “en régimen” o la “solucién es-

tacionaria”. Notemos entonces que

1y(t) ~ w4(2)

apartir de cierto tiempo. Es esta la soluciéon que nos va a interesar. Es importante
remarcar que esta solucion (la estacionaria) es independiente de las condiciones
iniciales, ya que la dependencia en ellas est en las constantes indeterminadas
que aparecen en z;(t) y que se ajustan precisamente a que z(t = 0) = z, y v(t =
0) = v,. Nuestra labor ahora sera hallar z,(¢). Observando la forma de la Ec.

(), esperamos que z,(t) resulte una combinacién lineal de senos y cosenos.
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Esta combinacién, en su forma mas general, se puede escribir como:

z,(t) = z,cos(wt + ¢) (conz,y ¢ indeterminados)

Recordar: como cos(wt + ¢) = cos(wt) cos(y) — sen(wt) sen(yp), sillamamos a
A = z,cos(p), B=—x,8en(y), x,(t) = Acos(wt) + B sen(wt). Para determinar

T,V ¢, reemplazamos z,(¢) en la Ec. () y obtenemos:

—mw?z, cos(wt + ¢) — ywz, sen(wt + ) + kz, cos(wt + ¢) = F, cos(wt)
= (—mw’z,cos(p) — ywz, sen(y) + kx, cos(y)) cos(wt)+
2

(mw’z, sen(yp) — ywz, cos(p) — kz, sen(p)) sen(wt) = F, cos(wt)

Esto debe cumplirse para todo ¢ y dada la independencia funcional de sen(wt)

y cos(wt), debe se:r

(mw? — k)gzgsen(p) — ywpgcos(p) = 0 (5.23)
(k — mw?)z, cos(p) — ywz, sen(yp) = F, (5.24)

A partir de la Ec. (5.23) obtenemos:

Osea, sen(yp) =
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y cos(p) =

kx,

Entonces,

Lo que nos lleva a:

zp(t) = J <%>2+ (1— (wi)Q)Q

=&

El movimiento del sistema es oscilatorio en la misma frecuencia (o periodo)
que la fuerza. Esto no es sorprendente: la fuerza lo “obliga” a ir y venir cualquiera
sea la frecuencia natural w, con la que el sistema oscilaria libremente. Lo llama-
tivo de la respuesta del oscilador (asi se puede llamar a z,(t)) es que la amplitud
de oscilacién depende fuertemente de la relacion entre la frecuencia de la fuer-

. . . mw
za w y la frecuencia natural w,. Si recordamos el factor de calidad @ = °

introduciéndolo en la expresiéon de z,, tendremos:
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Entonces,

Figura5.27:

Para @ > 1, <i> = 1 la amplitud de la respuesta es la maxima de las po-
sibles. Esta maxima respuesta, ademas, depende del factor de calidad (). Vemos
que cuando vy — 0, @ — oo y también la respuesta (siempre para > = 1). Este

fenémeno esta relacionado con lo que se conoce como “resonancia”.

o

La respuesta en amplitud ante la fuerza parte del “estiramiento estatico” -

correspondiente a una fuerza constante (recordar: ' = F,cos(wt) ysiw = 0,
F . w

F = F,) crece (para Q > 1) hasta que z, = f@ (correspondientea — = 1)y
Wo

luego disminuye. La respuesta del desfasaje o se puede ver en el siguiente grafico

para tres valores de Q:
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~ Q=10

Figura 5.28:
/a1 Q’» ” &)
Al - 7 S— %Ujo: 4 I

‘l kY
N

Se observa aqui que la maxima amplitud se alcanza en un tiempo diferen-
te al correspondiente a la maxima fuerza. En efecto para la fuerza, como F =

F, cos(wt), los tiempos para maxima fuerza seran

wtyr = —p,21 — @41 — ¢, etcétera.

Como ¢ < 0 (ver la definicién de ¢), resulta que la amplitud alcanz6 su maxi-

mo.

5.3.1. Resonancia

Como ya dijimos, nuestra solucién consta de dos partes

2(t) = n(t) + (1)

La parte x,(t) es transitoria ya que (salvo que v = 0) para algin tiempo ¢ >

2m . . [13 z 2 . ”

T = —, x;, — o0.Cuando esto ocurre, se dice que el oscilador “entré en régimen”,
Y

y x(t) = z,(t). Esta solucion es la llamada “solucion estacionaria”. Como vimos,

tendremos entonces que, en régimen,

x(t) = x,(t) = x, cos(wt + )
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Este movimiento oscilatorio es de amplitud constante. Si calculamos la ener-

gia mecanica en los puntos de maxima amplitud (alli, v(¢) = d—‘: = —r,wsen(wt+

) =0), E = %kx?) Esto, por supuesto, no quiere decir que se conserve la energia.
De hecho, sabemos que no es asi, dado que hay amortiguamiento y la fuerza
F, = —~v realiza un trabajo que extrae energia del oscilador. Entonces, ¢por
qué se “conserva” la amplitud del movimiento? Porque toda la energia que se di-
sipa debido al trabajo de F,, = —vv en una oscilacién, es la energia que entrega
la fuerza F'(t) = F, cos(wt) durante esa misma oscilaciéon. Esto es lo que carac-
teriza y conduce a una amplitud constante. Podemos calcular facilmente cudl es
el trabajo en un ciclo (r = Zw—ﬂ), que realiza la fuerza F(¢) como sigue:

Eltrabajo en un desplazamiento dz es 6W = F'(t)-dx porlo tanto la potencia
P(t) = 5(5—2[/ = F(t)ili—f = F(t)v = —F,x,w cos(wt) sen(wt + ¢)

Esta potencia es una funcién periédica del tiempo (a menudo llamada “po-
tencia instantanea”). No nos dice gran cosa, dado que a veces es positiva y a veces
negativa. Lo que nos interesa es lo que pasa en un ciclo (una oscilacién de nuestro

sistema). Para eso calculamos la potencia media por ciclo:

1 T
<P >= —J P(t).dt

T Jo

Para calcular esta integral, tenemos en cuenta que:

cos(wt) sen(wt + ) = cos(wt)(sen(wt) cos(y) + cos(wt) sen(y))
= cos(wt) sen(wt) cos(yp) + cos?(wt) sen(yp) = % sen(2wt) cos(y) + cos®(wt) sen(y)

:% sen(2wt) cos(y) + %(cos(2wt) +1)

s s 1
donde utilizamos para el Gltimo paso que cos?(wt) = 5 (cos(wt) + 1). Entonces,
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<P>:lfTP()dt

— Forow [— cos(p n(2wt)dt + = sen SQ2wt)dt + = sen dt]
sen(« sen(o F,z,
=—Fx,w ()Jdt —F,x,w 7: stena
T Jo 27 2

Pero vimos que,

r, = ¥ sen(y) = 2
1 w)? w\? 1 w\? w\?
%(J)*(l(w—o)) J@(@)*(W@))
Entonces,
F? w 1 (w)?
I <16 r 7 la)

oo )
27 9~ 2
1 (w)? w2 T11 fw)? w2
2[6(—) +<1<Jo>>] [@—(—) (- ()
w 2
Si graficamos < P > vs. (—) obtenemos el siguiente grafico:
Wo

Figura5.29:

<;>>?Iw

=
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w . L . e
Para (—) = 1lacurva tiene un maximo < P,,,, > que indica cuando la fre-
wO

cuencia de la fuerza F'(t) coincide con la frecuencia propia (o natural) del oscila-
dorw, = \/g En ese caso se obtiene la maxima transferencia de energia posible
hacia el oscilador (y, por ende, la maxima respuesta de este con el fin de disipar-
la). Para frecuencias de la fuerza alejadas de w,, la respuesta del oscilador resulta
muy pequena (de hecho, tiende a cero para (wi) — 0y para <i> — o). El
intervalo de frecuencias para las cuales la respuoesta del sistema es Osignificativa

estd determinado por:

donde wy y w; son las frecuencias correspondientes a un valor de la potencia
igual a la mitad del maximo. Este intervalo se suele conocer con el nombre de
“ancho de la resonancia” o “ancho de banda”. Este ancho resulta directamente

proporcional a v, es decir, A (i) ~ .

o

1 w .

De ese modo, como < P, >~ — VA [ — | ~ vlas curvas de resonancia se
i Wo

angostan y crecen a medida que v disminuye:

Figura 5.30:
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Existen numerosos fenémenos fisicos (mecanicos y no mecanicos) que estan
relacionados con el efecto de la resonancia. Dentro de los mecanicos podemos
mencionar, por ejemplo, la selectividad destructiva de los terremotos ala hora de
derrumbar edificios o casas. Cuando ocurre un terremoto, no todos los edificios
responden del mismo modo. Simplificando un poco las cosas podriamos decir

que las columnas de los edificios tienen dos clases de movimientos:

Figura 5.31:

Enlos movimientos “tipo 17, las columnas se mueven juntas de un lado al otro
conservando la distancia entre ellas. En los movimientos “tipo 2”, las columnas
tienden a moverse cada una por su lado, separandose y acercindose. Estos mo-
vimientos que suceden en cualquier edificio resultan normalmente impercepti-
bles, dado que son de muy pequefia amplitud. Cada uno de estos movimientos
oscilatorios tiene una frecuencia propia (o caracteristica). Cuando sucede un te-
rremoto, este produce un temblor de tierra con cierta frecuencia. Los edificios
mas afectados seran aquellos que tengan sus frecuencias propias mas cercanas
a la frecuencia del terremoto. En particular, si alguna frecuencia propia corres-
pondiente al tipo de movimiento 2 de algiin edificio esta cercana a la frecuencia
del terremoto, ese edificio es un fuerte candidato a la destrucciéon. Esto es por-
que al aumentar la amplitud de las oscilaciones de las columnas, estas podran

separarse lo suficiente como, que la loza mas alta (la del Gltimo piso) se despren-
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da y caiga sobre la de abajo, y esta a su vez caiga sobre la que sigue, etcétera.
La construcciéon “antisismica” consiste en un encadenado superior entre las co-
lumnas, de modo de alejar, aumentandola mucho, la frecuencia de este tipo de

movimiento de las tipicas frecuencias de los terremotos.

Otro ejemplo de resonancia mecanica es la exhibicién que suelen realizar les
cantantes liriques haciendo quebrar copas con la voz. Cualquiera que tome una
copay frote el borde recorriéndola con el dedo notara que luego de un corto tiem-
po la copa comienza a emitir un sonido. También podemos escuchar ese sonido
si la golpeamos suavemente. Ese sonido, es propio de cada copa y corresponde a
las vibraciones del cristal con el que estd hecha. Resulta que si le cantante lirique
canta proxime a la copa una nota cuya frecuencia es muy cercana a la frecuen-
cia propia de la copa, esta entrara en resonancia oscilando con una amplitud tal
que llegara a estallar. Contrariamente a lo que podria pensarse, la muestra de
nuestre cantante lirique no es una muestra de potencia de voz, sino mas bien de
“habilidad” para sintonizar la frecuencia de la copa (esta “habilidad” no es facil

de conseguir).

Como ejemplo de resonancia no mecanica, mencionaremos los circuitos sin-
tonizadores (es una resonancia eléctrica). Las ondas de radiodifusiéon llenan todo
el espacio. Son ondas electromagnéticas con una frecuencia propia de la emiso-
ra que las produce. Sin embargo, cuando encendemos una radio somos capaces
de escuchar por medio de ella la emisora que deseamos “sintonizandola”. Ello
sucede gracias a que el dial modifica un circuito (circuito LC'R) cuya corriente
es oscilante, de modo que su frecuencia coincida con la de la emisora que desea-
mos escuchar. De este modo, de esa “sopa” de frecuencias excitatorias que llegan
ala antena de la radio, el circuito resonante (el LC R) selecciona solo las frecuen-

cias cercanas a la propia. El sintonizador filtra las otras frecuencias, dado que
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caen fuera del ancho de banda alrededor de la frecuencia propia. Si el sintoni-
zador es malo o hay varias frecuencias que caen dentro de su ancho de banda,

escucharemos mas de una estacion de radio.
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5.4. Ejercicios resueltos del capitulo

PROBLEMA 1: Dos cuerpos de masas m; = my my = 2m, respectivamente, se
encuentran unidos por un resorte de constante & y longitud libre /,. El cuerpo
1 se encuentra apoyado sobre una pared. Inicialmente se comprime el resorte y
acerca el cuerpo 2 hacia la pared una distancia D medida desde la longitud libre

l,- Los cuerpos se desplazan sobre la horizontal, libres de rozamiento (ver Fig.

632 ().
a) ¢Cuanto tiempo tardara el cuerpo 1 en despegarse de la pared?

b) Hallar las velocidades de ambos cuerpos luego de 10 oscilaciones relativas

completas a partir de la separacion del cuerpo 1 de la pared.

c) Hallar la posicién en funcién del tiempo para ambos cuerpos z; = z1(t) y

x9 = xo(t) a partir de que el cuerpo 1 abandona la pared.

d) Supongamos ahora que el sistema en lugar de moverse sobre la horizontal
1o hace sobre un plano inclinado de 4ngulo o como muestra la Fig. (5.32 (ii)).
Determinar la posicién de equilibrio para el cuerpo 2, z.,. ¢(Cual es la ma-
xima compresién que se le puede dar al resorte D), (desde la posicién de
equilibrio) de modo que el cuerpo 2 oscile sin que el cuerpo 1 abandone la

pared? ¢;Cual sera la frecuencia de esas oscilaciones?

Datos: m, k, a, l,, D ¥ g.
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Figura 5.32: Problema 1

; | <-- D ->
O S S e >
(i) (i1)
RESOLUCION:
Ponemos el origen en el punto que corresponde a la longitud natural del re-
sorte (/,).
Figura 5.33:

g 2 f—D—f
™ o2m o
oo Lo—p X ¥

a) El cuerpo 1 se despegara cuando el cuerpo 2 pase por el origen. Esto se debe

a que mientras el cuerpo 1 estd en contacto con la pared, debe cumplirse

que

Figura 5.34:
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N—-F,=0= N=F,

donde F, es la fuerza elastica (F, = —kx,). Mientras x5, < 0 (resorte es-
tirado, para que el cuerpo 1 siga en reposo deberia ser N < 0 (cosa que
no puede ser). Luego, para z, = 0, el cuerpo 1 se despega. Pero el tiempo

2m

que tarda el cuerpo 2 parairde xy = —Daxy, = 0 es i (donde 7 = —,
Wo

|k . . L s
con w, = 2—), ya que el movimiento, mientras el cuerpo 1 esta fijo en la
m
pared, es indistinguible del oscilador arménico para el cuerpo 2. O sea, si

fuera un oscilador arménico todo el tiempo, tendriamos:

Figura 5.35:
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Entret = 0yt = i, el movimiento es el mismo, tanto si el cuerpo 1 esta
simplemente apoyado en la pared como “pegado con cola” a ella. Para ¢ >
i, siel cuerpo 1 estaba apoyado a la pared (es decir, NO pegado con cola), se
despegara de ella. Si en cambio hubiera estado “pegado con cola”, el cuerpo

2 completaria la oscilacion.

Cuando el cuerpo 1 se despega, lo que tendremos es la traslacién unifor-
me del centro de masa del sistema superpuesta a una oscilacién relativa

armonica:

my
vo=Vouy +—uv, = Vou + S0,
my + Mo 3
mq 2
v=Voy ———v, = Vou — S0,
my + me 3

Vo es constante y luego de cualquier nimero de oscilaciones relativas
completas, v, es la misma que al principio. Esto quiere decir que v; y vy

seran las mismas que cuando el cuerpo 1 se despega.

Lavelocidad del cuerpo 2 cuando el cuerpo 1 se despega la podemos obtener
de la conservacion de la energia mecanica. Inicialmente, cuando se suelta

. , . . . 1
el sistema desde 2, = — D, la energia es toda potencial elastica, £ = §I<:D2.

. 1
Cuando el cuerpo 2 pasa por x = 0, es toda cinética £ = §m2v§(x2 =0) (ya

que en ese momento el cuerpo se despega de la pared con v; = 0). O sea

1 1
5/.CDQ — Emgvg(mg =0) = mvj(z, =0) =
k
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y tendremos, luego de 10 oscilaciones completas, luego que el cuerpo 1 se

despega:

c¢) Como ya sabemos:

2a(t) = Xem(t) + %xr(t)

21(8) = Xear(t) — ;:vr(t)

Xew = Vout + X5
donde oM oM oM

X, = Acos(wS 't + ¢) + 1,

2 k k
Con p = s —m, \ﬁ = 4/3—, Vo es la velocidad del C'M que
mi + Mo 3 W 2m

permanece constante. Entonces la calculamos inicialmente:

[k
2m | —D
V. _ mivy + Mol _ 2m _ 2 k D
oM 3w 3V 2m

my1 + Mo

La posicién inicial del C'M es:

—mql l
X(o) _ milo _ o
oM mi + Mo 3
k
Por otra parte, como (z,(t =0)—1,) = 0 yv,(t =0) = va(z2 = 0) = 2—D
m

resulta,
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[\
o
—_

1( D 3k T
O e S5 VRt S (et LI
) =3\ 3 "+3<\/§C°S< om 2>+">
2 1 2(D
-2 L2 (2 ([,
3V 2m 3 3\ V3 2m 2

d) Para que el cuerpo 2 esté en equilibrio debe suceder que:

w

2
—2mgsen(a) + k(lo — Teq) =0 = g =1, — % sen(«)

Figura 5.36:

Sabemos que mientras el cuerpo 1 no despega, el cuerpo 2 oscilara alrede-

dor de su posicién de equilibrio z., antes calculada. Para el cuerpo 1 debe

cumplirse que:
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Figura 5.37:

/

—mgsen(a) + N —k(l, —x3) =0

osea, N = k(l, —z3) =0+ mgsen(a) =0

Entonces, para que el cuerpo 1 no se despegue debe cumplirse que

Tg < <l0 + % sen(a))

19 estd medido desde la base del plano inclinado. Para obtener el valor me-

dido desde la posicién de equilibrio, hacemos:

(X9 — Teq) < (lo + % sen(a)) — <lo — 2% sen(a))

3
(g — Teq) <$ sen(«)

Esto quiere decir que la amplitud del movimiento oscilatorio de z, alrede-
dor del punto de equilibrio no debe superar 3% sen(«) (de otro modo el

cuerpo 1 se despega). Entonces,

Dy = 33% sen(«)
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PROBLEMA 2: Un cuerpo de masa m se encuentra unido a un resorte horizon-
tal de constante elastica k cuyo otro extremo esta fijo. La posicién de equilibrio
del sistema es tal que se encuentra justo en la superficie de separacion entre el
aire (v, ~ 0) y un medio cuyo coeficiente de resistencia es v (ver Fig. ()). El
sistema se pone en movimiento a partir de la posicién de equilibrio con una ve-
locidad horizontal hacia la derecha v,. Hallar la posicién en funcién del tiempo
en los casos:
a) 5 > W

b) < w,. Tener en cuenta en este Gltimo caso qué sucede si 2l » 1.¢Cuan-
m

2m
tas oscilaciones completas realizara el sistema para que la amplitud del

movimiento decrezca un factor e~ 1?

Figura 5.38: Problema 2

RESOLUCION:

a) Pondremos el “cero” en la linea que divide los dos medios (recordemos que
coincide con el [, del resorte). Si 21 > w,, el movimiento cuando la parti-

m
cula estd en el medio de la derecha es sobreamortiguado. O sea,desdet = 0,

mientras z > 0, tendremos:
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o . 2 2
x(t) = Y e~ T sinh <l> —wit]; T= il
v\ 2 ) 2m 7y

(am) —48

pero como el seno hiperbélico no cambia de signo, siempre es x > 0, o sea,
esta expresion vale para todo ¢. La particula se aleja inicialmente hacia la
derecha hasta detenerse y luego retorna a la posicién de equilibrio y nunca

pasala regién z < 0.

En este caso, el movimiento en el medio de la derecha sera subamortigua-
do y la particula oscilara alrededor de la posicién de equilibrio pasando
de un medio al otro hasta detenerse en la posicién de equilibrio. Mientras
x > 0, el movimiento sera de oscilador subamortiguado, y cuando z < 0
el movimiento correspondera al del oscilador libre (sin amortiguamiento).

Z &

Esto significa que la funcién = = x(¢) estara “partida”. Veamos:

Al principio (¢ > 0), tendremos:

2 .
donde w = w,, /1 — ﬁ 5y T = —m. Esto va a ocurrir hasta que t = Z.
Wo /Y w
Alli, z(t) = 0, y para tiempos mayores z(t) < 0. O sea,

x(t) = Yoe-+ sen (wt) para 0<t< a
w w

7r : . e .

Para — < t, tendremos un oscilador libre con posicién x = 0y velocidad
w

inicial dada porla velocidad final del movimiento anterior. O sea, v(t) eva-

™ ™ _
luadaent = —. Estoes, v <t = —) = —p,e” »T, entonces:
w w
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Vo _t T m s s
x(t) = ——e Tsen(wo (t——)) para — <t< — + —
Wo w w Wo w

Notar que v (t =+ g) = w,e~or. Siguiendo con la misma idea, luego

tendremos:
v,  (&rE) . T T T 27
x(t) = —e T e wrgsen|(t—|—+—)|;|—+—)<t<|—+—
w W, W Wy W W, W
Notar que v (t =2+ i—”) = —y,e wrewr, Entonces:

Vo _m _ m s T T 27 2w 27
x(t) = —e wTe oTsen|w, (t— | —+ — | —+ =) <t< | —+ —
W Wo W W W Wo W

Notar que v (t =2 4 2—”) =y, wTe oT.

Wo w

Entonces, podemos poner, en general, parala soluciénn—ésima(n = 1,2, .. .):

R E))

n;ol)ﬂ_{_(n—wl)ﬂ} . {(n;_m+ﬂ

L I C )

(n—1)m nr nmwonm
para |————+ — | <t< |—+ —
Wo w Wo W

Siw, » l, w ~ w,. En ese caso, el grafico seria algo asi:
2m
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Figura 5.39:

x6) X#O

La amplitud se reduciri en un factor ¢! cuando

nm nm
e =1, osea n~x

w_TNwOT

donde “[ ]” significa la parte entera. Notar que este n es el doble del corres-

™

wOT]

pondiente al que obtendriamos si no hubiera dos medios (es decir, todo con
el mismo v # 0). Esto se debe a que durante media oscilacién, siy = 0 ala

izquierda, no hay amortiguamiento.
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6.1. Momento angular

Consideremos un cuerpo de masa m que en un instante dado ¢, se encuentra
en la posiciéon 7 y con velocidad o (sea p = muw). Estos dos vectores determinan

un plano. Si en ese instante ¢, hacemos un grafico, tendremos:

Figura 6.1:

{‘i‘\
Tﬁ
X

El vector [ = 7 x p es una magnitud vectorial llamada “momento angular”.
Recordemos aqui que el producto vectorial entre dos vectores @ x b, es otro vector
ctalque|c| = |a||b| sen («), donde « es el &ngulo comprendido entre @ y b, su recta
de accidn es la recta perpendicular al plano definido por @ y by su sentido viene

dado por la regla del “tirabuzén”.

Figura 6.2:

{:‘Y‘ v\\ - V

Imaginemos un tirabuzoén (o, sacacorchos) “pinchando” el plano. Si lo hace-
mos girar en el sentido en el que @ gira hacia b, el tirabuzén evolucionaré hacia

afuera del plano si ese sentido es antihorario, y hacia adentro si su sentido es
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horario: ese es el sentido de ¢. En el grafico, ese sentido es el de la flecha (antiho-
rario), o sea, en ese caso ¢ esta dirigido hacia “afuera” del plano. Si en lugar de
tener a x b, tuviéramos b x a, al girar b hacia @, tendriamos una evolucién “hora-

ria” y el tirabuzoén entraria: ¢ estaria apuntando hacia “adentro” del plano. O sea

axb=—bxa.
Figura 6.3:
C : :E‘
z"f‘#. . =2
P AT ‘ ‘\\’04 o
a / z
Hxlo Cd -
—_— bxo

A medida queel cuerpo evoluciona, r y p cambian en el tiempo, asi que espera-
mos que, en general, como [(t) = 7(t) x p(t), el | también cambie en el tiempo (en
modulo, direccion y sentido). Cabe preguntarse qué condiciéon debe cumplir un

sistema para que, si bien 7 = 7(t) y p = p(t), resulte [ constante. Para responder

o s - . dl

esta pregunta calculemos la variacién de [ en el tiempo, o sea, e
. d, . dr _ _ dp
di =@ TP T g PTG

(laregla de derivacién del producto es consistente con el producto vectorial). Pero

dr . I 1 .
= o,y como p = mu, el primer término de esta Gltima expresién (v x mov)

dt
se anula (el producto vectorial de dos vectores paralelos o antiparalelos es nulo
dp _
(« = 00 a = 7). Ademas, como segln la segunda ley de Newton d_]tj = ma = F,
queda: B
a - _
EZT’XF:T (7 = Torque)

O sea, la variacién de [ en el tiempo se debe al torque 7 = 7 x F de la fuerza
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aplicada sobre el cuerpo. Esto quiere decir que si/ no varia en el tiempo (% = O) ,
el torque de la fuerza debe ser nulo durante todo el movimiento. Aparte del caso
trivial de la particula libre (F' = 0), esto se va a cumplir si 7 x F' = 0. Para ello,
debe suceder que F' = F7, o sea que la fuerza esté en la misma recta de accién
que 7. Este tipo de fuerza ya habia aparecido anteriormente en nuestros estudios:

son las fuerzas conocidas como “fuerzas centrales”.

Antes de continuar con las fuerzas centrales, veamos un poco qué sucede con
el [ de la particula libre. Acabamos de ver que se conserva ya quesi ' = 0, 7 = 0.

Calculemos [ en dos puntos de la trayectoria y verifiquemos que / da lo mismo:

Figura 6.4:

Calculemos [ en el punto A.

Ia=7a x miy, |la] =muozosen(m — a) = muyzosen(a) = muyd

y el sentido de tirabuzon es horario.
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Figura 6.5:

Sillamamos % al versor que apunta hacia arriba (indicado en la Fig. () como
©z), tendremos que I, = —muvyd2.

Calculemos ahora [ en B
Ip =7 x mby, |lg| = muoyosen (B) = mugyo cos(a) = muod

donde hemos utilizado que o+ g = g El sentido del tirabuzén también es hora-

rio

Figura 6.6:

osealp = —muyd2.
Es facil ver que si lo calculamos en cualquier otro punto C (ver figura), como

|T7c| sen () = d, obtendremos:
lc| = mwo|7e| sen (v) = muyd
y el sentido del tirabuzoén horario,

Z_A:l_B:l_C:l_:—mvodi

87



Alejandro José Fendrik

Volvamos a las fuerzas centrales y al problema de la conservacién de /. El
momento angular de una particula se conservard siy solosi7 = 7 x F = 0, el
torque de la fuerza sobre ella es nulo (la fuerza es central, F = F7, particula libre
incluida, ya que en ese caso la fuerza es central, con F' = 0). Las consecuencias
de la conservacién de [ en el movimiento de una particula son inmediatas y nos
dedicaremos a estudiarlas.

Lo primero que podemos decir es que si una particula conserva su momen-
to angular /, el movimiento resultara plano: esto es asi porque al ser [ un vector
constante, también lo seran su recta de accién y direccién perpendicular al plano
definido por 7 y p. Como sabemos, en tres dimensiones, dada una direccién fija
(la de [, por ejemplo), solo existe un plano perpendicular posible, 7 y p deberan
permanecer entonces en dicho plano. Observemos que la propiedad inversa no
es cierta. No es cierto que todo movimiento plano implique la conservacién de /.
En efecto, [ podria variar en médulo y no en direccién, en cuyo caso el movimien-
to serfa plano pero I # cte. Un ejemplo de esto es el movimiento de un proyectil

bajo la aceleracién de la gravedad terrestre g;

Figura 6.7:

Seglin sabemos, la trayectoria es una curva plana (una parabola). Sin embar-
go, [ no se conserva (7 = 7 x (—mgy # 0) debido a que F' = —mgyg (no central). Sin

embargo 7 y p permanecen en el plano z—y.

88



Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

Otro ejemplo que estudiaremos a continuacién es el péndulo cénico. Ademas
de ser un ejemplo de movimiento plano sin que necesariamente / se conserve, es-
te es un ejemplo de cémo la definicién de [ (y su eventual conservacién) depende
del origen. Quela definicién de ! = 7 x p dependa del origen no es sorprendente: el
vector posicion 7 depende del origen. Que la conservacién de / dependa del ori-
gen tampoco deberia sorprendernos: el versor 7 depende del origen, luego una
fuerza central a un origen no lo sera si cambiamos el origen: el / se conserva-
ra para el sistema de coordenadas desde cuyo origen la fuerza resulta central. Si
cambiamos el origen, el / dejara de conservarse. El péndulo cénico consiste en un
cuerpo que pende de un hilo de modo tal que la trayectoria es una circunferencia

horizontal y el hilo genera un cono que forma cierto angulo con la vertical.

Figura 6.8:

Primero nos preguntamos, ¢se conservara [? Por lo que acabamos de ver, es-
ta pregunta es ambigua. Deberiamos preguntarnos si / se conserva desde algin
origen determinado. Por ejemplo, ¢se conservara [ desde el origen O'? Para eso
debemos examinar si la fuerza resulta central hacia O'. El diagrama de cuerpo

libre es:
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Figura 6.9:

En la direccién ¢, como % =0,T cos (o) —mg = 0.

Queda entonces, como fuerza neta, la componente horizontal de la tension
Tsen () (mgtg («)) que es no central desde O'. Existe un torque debido a esta
fuerza luego, desde O’ [ no se conserva (notemos que sin embargo el movimiento

es plano). Veamos cémo varia /. Para ello, calculemos [ en varios puntos:

Figura 6.10:

™
\
\
\

Para el calculo cuando la particula esta en A, la velocidad de la particula vale
vo Y sale de plano (esto se indica como Guy).

4| = muol y el sentido y direccién estd indicado en la figura.

5| = muwyl y el sentido y direccidn esta indicado en la figura.

Es facil observar que con el movimiento, el vector [ no cambia su médulo y si
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unimos las puntas de los diferentes /, tendremos un “plato de sopa”.

Figura 6.11:

La variacién de [ consiste en una rotaci6n. Es interesante calcular el torque
o - dl -
que produce esta variacion de/ : i T x F.

El torque en A vale:

Figura 6.12:

/A

A/
SATLE

Ta=Tax F4 = |Ta] = mglsen ()

y el sentido es hacia afuera de la hoja (esto esta indicado como ©7,).

El torque en B vale:
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Figura 6.13:

7p =T x Fp = || = mgl sen («)

con sentido hacia adentro de la hoja (®7p).
Facilmente podemos graficar, visto desde O’ (mirando el sistema desde arri-
ba, donde esta el “ojito”), como son los torques. Estos torques (de médulo cons-

tante mgl sen (o)) van “pateando” el [ en cada punto de modo de hacerlo rotar.

Figura 6.14:

El vector [ rota porque su variacion es perpendicular a é] mismo. Este es el se-
gundo ejemplo que vemos en el que sucede esto: el primero es el movimiento cir-
cular uniforme. En ese caso, la velocidad v y su variacién (la aceleracion radial)
son perpendiculares, entonces v rota. En general, podemos decir que cuando un
vector varia de manera continua de modo que su variacion es perpendicular a él

mismo, ese vector esta rotando (como puede verse en la siguiente figura):

92



Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

Figura 6.15:

Veamos qué sucede ahora con el [ calculado desde O (que es el centro de la

circunferencia correspondiente a la trayectoria).

Figura 6.16:

En ese caso, la fuerza, de médulo mg tg (), es central. Entonces, el / desde alli

se conservara. Su valor serd || = muvyl sen (o) y apuntara hacia ().

Ahora vamos a expresar el momento angular de una particula en versores
polares. Para eso expresamos al vector posicién como 7 = r7y p = mv = msr7 +

mr¢p (donde v = 77 + r¢@p como ya vimos).
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Figura 6.17:

Entonces,

peror x fyr x ¢ = z, 0 sea,

[ = mr2p3

Silse conserva, el movimiento sera en el plano z—y (dado que [ siempre apun-
tara segin 2) y mr?p = [ = cte. Esto es, la cantidad mr2y, = I, evaluada inicial-
mente, siempre valdra lo mismo. Fisicamente quiere decir que si la particula se
acerca al origen, necesariamente ¢ aumenta (y a la inversa).

Por ejemplo: consideremos una particula atada a un hilo de longitud dy mo-
viéndose sobre un plano horizontal sin rozamiento. Sabemos que el movimiento

. . . _ e Vo
sera circular uniforme con |o| = v, (0 también ¢y = o= wo)-
0

Figura 6.18:
o 92 T 7
T
’I\r S—
v

Entonces, [; = mdo 7= = mdyvy
0
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Si ahora tiramos del hilo (que pasa por un agujerito) de modo que finalmente
d= %, tendremos que:

=
f—m2v

Pero 7" es central desde O, entonces | debe conservase y obtenemos que/; = Iy
m;%vo :m“%{v = v = 20y
o también como
v (% U
cp:w:—:>w:2—:4—oz4w0

T dQ dQ

Como vimos, el momento angular para una particula de masa m resulta, en
coordenadas polares:

Figura 6.19:

—l ——
®\° “
F-4

[=mr?¢2 =12, |=mr’¢

A T = mr? selo suele llamar momento de inercia de la particula, y entonces [ = I .
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6.2. Fuerzas centrales

La magnitud / = mr?¢ ya habia aparecido cuando estudiamos la segunda ley

de Newton descompuesta en coordenadas polares:

m (i —r¢?) = F, (6.1)

m(rg+2r¢) = F, (6.2)

En aquella oportunidad, vimos que si F' = F,7, (es decir, F es central), resulta

que como F,, = 0, si multiplicamos () por r tendremos:
mr?p + 2mrrg = 0

pero

d dl
2 . Wy — — 2.\ 2
mroe + 2rre 7 (mr gp) 7

0 sea, % = 0 ,entonces, | = mr?p = cte. O sea que ya sabiamos que las fuerzas
centrales conservan la cantidad /. Ahora sabemos ademas que esta cantidad esta
relacionada con un vector I = 7 x p = mr?/2, donde la Gltima igualdad esta
expresada en coordenadas polares medidas sobre el plano definido por 7y p en
ese instante. Si/ se conserva, ese plano es el mismo para todo el movimiento (ya
vimos que [ = cte, entonces el movimiento es en el plano).
Supongamos ahora que, ademas de central, F' es conservativa. Esto quiere
decir que F = F,#,donde F, = F(r), de modo que:
5 v
Was = J P(r)dr = — (V (rg) — V (ra)); F(r) =

A dr

A partir de aqui tenemos dos caminos: uno largo y otro corto. Tomaremos el
largo, pero el que sabe lo que hace deberia tomar el corto.

Camino largo: Las ecuaciones () y () quedan como:
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m (i = rg*) = F(r) (6.3)
mrig =1 (6.4)

donde es una constante ! = mrg¢, que evaluamos con las condiciones iniciales.
Notemos que (@) esuna “versién” integrada de () yaque vimos que () queria
decir, si I, = 0, que % = 0.

Podemos utilizar (@) para despejar ¢:

Si esta expresion la reemplazamos en (6.3), obtenemos;

l2 . l2
o = F(r) :>mr:F(r)+%

mr —mr

Llegado este punto, procedemos como haciamos para integrar (cuando es-
tudiamos cinematica) cuando teniamos a = a(x) (6 & = Z(x)). Aqui tenemos
i = #(r). Escribimos entonces:

drdr  dr 12
. drdr dr dr— (7 e
=== mi-dr ( (r)+ mr3) dr

Esto es lo mismo que ya estudiamos cuando teniamos una fuerza conserva-

tiva F'(x) y a partir de midi = F'(x)dx obteniamos la conservaciéon de la energia

mecanica.
. ] r 12
g = it = [ [Fovar+ o]
1 1 . ’ -
—mi? — —mr(Q) == (V(r) =V(ro) - 2mr? 2m’r‘8 -
1, n 12 +V(r) 1 + s +V(ro)
g r)=—mr r
9 2mr2 2 0 2m 8 ’
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2

2mir?

Si ahora llamamos V,;(r) = + V(r) (potencial efectivo), tendremos:

1 . L.
§m7’2 + Veg(r) = Emrg + Ves(rg) = E = cte
. . . r .
Esto quiere decir que la cantidad Smr + V.¢(r) evaluada en cualquier mo-
mento vale lo mismo que inicialmente, o sea, es una constante de movimiento.
Esto es idéntico a lo que habiamos obtenido para la conservacién de la energia

PP S
mecanica: §mx2 +V(z) = E.

Entonces,
L L V() = B, Viglr) = —— + V(1)
—mr r) = r) = T
2 of ’ of 2mr2
Camino corto: tenemos que:
o [ es central entonces mr2¢ = [ = cte.
_ 1
e [’ es conservativa, 5m +V(r)=E.
o v2 =724 r2Q% yaque v = 77 + rod.
Luego, y utilizando que ¢ = :
g0,y que p = mr2’
L2 4 L 207+ V(r) Lo 4 c +V(r)=E
—mr —mr )= =—mr r)=
2 oM"Y 2 omr?

Ya sea por el camino corto o por el largo obtuvimos:

| n 12
—mr
2 amTQ

VEf(T)

+V(r)=FE

—

donde E (energia mecanica) y / (momento angular) son constantes de movimien-
to, esto es, constantes conocidas (y fijadas) porlas condiciones iniciales (rg, 7, o, o)

Misma ecuacion, dos lecturas.
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Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

La ecuacion
Lo, P
—-mnr
2 2mr?

+V(r)=F

es la expresién que indica que la energia mecanica total se conserva. Recorde-

mos:

2 1
El sumando 5,3 due viene de §m7"2gb2, parte de la energia cinética que gra-
mr

cias a la conservaciéon de [ pudimos poner en funcién de r. Esta misma ecuacion

la podemos ver como:

1, P
gm + I + V(:) =FE
-
ch(T)
0}
T’ + Vef(T’) =0

donde 7" = %mi’Q es parte de la energia cinética (la que depende de la velocidad
radial 7) y V.¢(r) es una energia potencial efectiva de un problema unidimen-
sional (de coordenada r y velocidad 7), pero que contiene, ademas de la energia
potencial del problema V (), la otra parte de la energia cinética, que gracias a la
conservacion de /, depende solo de r.

Podemos estudiar el movimiento radial (como evoluciona la coordenada )

tal como estudiamos cualquier problema conservativo unidimensional

%mﬁ +V(z)=E

A continuacién estudiaremos este punto de vista, especialmente para el po-

tencial gravitatorio solar:
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donde M, y m son las masas del Sol y de un cuerpo en interaccién gravitatoria
con el Sol. Remarquemos que se puede hacer con cualquier fuerza central con-
servativa.

Tendremos entonces que la energia de nuestro problema sera:

1, I a
[ _ - _F
2m7“ + 2mr2  r
¥_\/—J
Ver(r)

Figura 6.20:

Interpretamos esto como una particula de velocidad r, moviéndose en un po-
12 o

S 2mr?

Para ! > 0 fijo, vemos que tendremos dos tipos de movimientos posibles. Hay

tencial V,¢(r)

un minimo de energia para el cual el movimiento es posible: £*.

e Para una energia £ < E*, el movimiento no es posible (ya que, para eso,

deberia ser 72 < 0).
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e Si £ = E* resulta que 7* = 0. Esto quiere decir que no hay movimien-
to radial: el radio permanece fijo (en r(), mientras que el cuerpo se mueve

alrededor del Sol. Esto corresponde a una trayectoria (u 6rbita) circular.

e Si F* < E < 0(como FE; en el grafico), el movimiento del cuerpo queda
confinado entre un radio maximo r, y un radio minimo r_. El movimiento

es ligado. La trayectoria podria ser:

Figura 6.21:

2N

o cualquier otra curva comprendida entre dos circunferencias de radios r

y r_. Del estudio energético no podemos ser méas especificos.

e Si0 < F (como E, en el grafico), el movimiento es no ligado. El cuerpo de
masa m se acerca al Sol desde el infinito, llega a una distancia minima y

luego se aleja. La trayectoria podria ser:
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Figura 6.22:

Destaquemos aqui que ambos tipos de movimiento se realizan en el sistema
solar: los planetas y los cometas ciclicos (como el Halley) son ejemplos de movi-
miento ligado. Los cometas ocasionales corresponden al movimiento no ligado.

Los puntos de retorno radiales », y _ pueden determinarse facilmente, ya

que en ellos 7 = 0 y entonces:

Vef(r):E:>

. . ) 1
Para hallar estas raices hacemos el cambio de variables « = -, con lo cual:
T

l2
— W —au—E=0
2m

cuyas soluciones inmediatas son:

2 E
ui:@<1i 14 >

[2 mao?
o sea,
1 2
’}"+ = — _=
U— 2F
am|1—4A/1+ 5
mao
1 ?
Tr_ = — =
Ut 2F
am | 14+4/1+ 3
mao



Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

Estas expresiones nos sirven para determinar la energia minima posible (E*),
correspondiente a la érbita circular, asi como el radio r, de esta orbita.

Para el caso de 6rbita circular,», = r_ = ry. Eso corresponde a una raiz doble

Uy = U_ = U, O Sea,
2012 E* ma?

1 + = 0 = E* = —
mao 202

am
Y Uup = l2 , entonces,

l2 1«

rg = = =———

am 21

Si queremos mas detalles de los que se pueden obtener a partir del estudio
energético, debemos resolver el problema. Los pasos generales para hacerlo ya

los conocemos. De hecho, los hemos empleado ya en las primeras clases de cine-

matica.
A partir de:
%m?'“2 + Vep(r)=FE
obtenemos:
i = 2 (B = V() —+\/ (B = Vis(r)) =
m m

dr

N " dr
£/ 2 (B Vigtr) ' LW%@V#(”)

donde hemos supuesto > r( (caso contrario va el menos delante de la raiz cua-

=1

drada). De este modo se obtiene ¢ = ¢(r). Si invertimos, tendremos r = r(¢). Una

vez conocido r = r(t) a partir de

dop l T
B — = | ——=dt
dt — mr3(t) = (= o) L) mr2(t)

De este modo, terminaremos conociendo 7 = 7(¢) en coordenadas polares. Es
decir, r = r(t) y p = (t).
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Conocidos r = r(t) y ¢ = ¢(t) podemos hallar la ecuacién de la trayectoria

eliminando el ¢ para obtener » = r(¢) 0 ¢ = (r) como lo hicimos para el caso

del movimiento de un proyectil y obtuvimos y = y(x) (la parabola) a partir del

conocimiento de z = x(t) e y = y(¢). Podemos, sin embargo, obtener la ecuaciéon

de la 6rbita sin necesidad de conocer r = r(t) y ¢ = ¢(t). Hay dos maneras de

conseguirlo. La primera es a partir de las relaciones

dr

£/ 2 (B~ Veylr)

2

mr
En efecto, como ngp = dt, entonces:

r

dp
=dty — = —
y dt mr?

ld )
mrz\/ % (E = Viu(r)

de donde obtenemos directamente ¢ = (7).

" Ldr
dp = 5 =¥ = %0
" 2 - E_‘/re !
mity [ 2 (B Vi)

La otra forma es a partir de obtener una ecuacién diferencial parar = r(¢) y

resolverla. Veremos a continuacion este camino.

6.2.1. Ecuacion para la trayectoria (u orbita)

Partiendo de la segunda ley de Newton en la direccion radial 7 y utilizando

la constancia del momento angular, se puede obtener una ecuacién diferencial

parala curvar = r(y).

Sipartimos de

mi —mrg? = F(r)
mr2o = [
entonces,
2
mit =y = F(r)
2
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. . . dr [ dr
Esto quiere decir que7 = — = —— ——, y entonces:
dt  mr?2de

pdi_ L d (1
dt omr2de \mr2dy

s P od(1dr
 om2r2de \r2dyp
1 dr d (1)
pero —-— = ——| — |, entonces:

Lo
a m2r? de? \ r

Entonces, reemplazando en (@):

? & /1 2
- __ () —e—=F
m?2r? dp? (r) mr3 (r)

21 ? /1 1
_ | — | = — | =F
mr2 (dg02 (7’) + r) (r)

. . . 1
Siahora definimos v = — tendremos:
T

? ., (d*u 1
v au A
o () =7 ()

< : 1
que es la ecuacion de la trayectoria, donde u = —.
T

Es decir, si somos capaces de integrar esta ecuacién, conoceremos u = u(¢y),

O Sea,

o sea,

0 sea, % = %(gp) y, por lo tanto, r = r(y).

Antes de utilizar esta ecuacion para estudiar el “problema de Kepler” veamos
una propiedad de esta ecuacion que resultara muy util a la hora de encontrar la
solucion.

Supongamos que las condiciones iniciales son u(¢ = 0) = u; = Ti (recorde-

mos que las orbitas ligadas estan confinadas entre r_(u,) y ry(u_) y que las no
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ligadas siempre tienen un r_ (u)). Al ser u, un valor maximo de u, automatica-

du
mente tendremos — =0.
dple=0

Figura 6.23:

Por otra parte, notemos que si en la ecuacién de la trayectoria hacemos el

cambio de variable ¢ — —¢, la ecuacién no varia, ya que

Pu d du
de?  —dp \ —dyp

Tampoco varian las condiciones iniciales ya que py = 0 = —¢( y ademas
du
—_ =0
—dpl-po=0

Esto quiere decir que, si a partir de ¢ = 0, ¢ crece “hacia arriba” o p va “para
abajo”, la solucién para u dara lo mismo. En otras palabras u (p) = u(—y):jla
solucion es simétrica respecto del eje o = 0 (eje 2)! (ver Fig. ()). Para las tra-
yectorias ligadas podemos hacer el mismo razonamiento pero para la condicién
e 1 . ., du
inicial u(¢ = 0) = u— = — (u_ es un minimo y entonces también — = 0).

Ty dple=0
Esto tiene una importancia practica muy importante. Supongamos que resol-
vimos la ecuacién de la trayectoria entre los valores de u, u, y u_. Tendremos

entonces algo asi:
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Figura 6.24:

iDebido a la propiedad sefialada ya tendremos la trayectoria completa!
En efecto, por reflexiones sucesivas podemos tener la trayectoria hasta donde

queremaos.

Figura 6.25:

Los puntos r, y r_ de la trayectoria son llamados “puntos absidales”. Pode-
mos enunciar la propiedad que acabamos de estudiar como: “las érbitas de los
problemas de fuerzas centrales resultan simétricas por reflexion respecto de los

puntos absidales”.
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Esto, ademas, nos muestra que la 6rbita no resultard necesariamente cerrada.
Notemos que cada vez que r realiza una oscilacién completa (r vader_ar, y
vuelve), ¢ avanza en 2Ayp (ver dibujo). Para que la érbita resulte cerrada debe

suceder que luego de n oscilaciones, ¢ haya dado exactamente m vueltas. O sea,

n2Ap = m2nr = r_nm
Ap n

Esto, en general, dependera de las condiciones iniciales del problema (de E'y

de ). Recordemos que:

l2
Vr(r) = 5— + V(1)

(£ = Ves(r))

A
”W |
m

entonces, no solo el integrando depende de E y [, sino también r, y r_ (que son
raicesde V,;(r) — £ = () dependeran de E' y del.

Sin embargo, en el problema que estudiaremos a continuacioén, las 6rbitas de
los movimientos ligados resultan siempre cerradas (para cualquier F y /). Este es

un caso muy particular.

6.2.2. Elproblema de Kepler

Johannes Kepler (1571 — 1630) fue un astrénomo aleman que estableci6, or
medio de observaciones astronémicas, tres leyes que cumplen los planetas en
su movimiento alrededor del Sol. Afios mas tarde, Newton (1643 — 1727) mostré
que el movimiento planetario, suponiendo que la fuerza gravitatoria entre el Sol
y los planetas era central y conservativa <F = —%f, a=GMgm,,V(r)= —%),
cumplian dichas leyes. Esto constituyé una prueba fundamental para aceptar
como valida la “Teoria de la gravitacién universal”.

A continuaciéon estudiaremos las leyes de Kepler y mostraremos que en efec-

. « o
to, si V(r) = ——, estas se verifican.
T
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1raley de Kepler

“Las orbitas de los planetas alrededor del Sol son elipticas con el Sol situado en uno
de los focos de la elipse”

Una elipse esta formada por el conjunto de los puntos del plano, cuya suma
de las distancias a dos puntos llamados focos permanece constante. Es muy co-
nocida la forma canénica de la elipse en coordenadas cartesianas centrada en el

origen:

Figura 6.26:

Los puntos P, = (a,0)y P, = (0,b) pertenecen a la misma elipse, entonces,

para el punto P;:

di+dy=(a—0)+(a+0)=2a

y para el punto P»:

di+dy= VP2+02 V402 =2V + 02
——

por Pitagoras

Entonces, debe ser,

2
=0V +oc’=b=ua 1_<E> =aVv1—¢e2

a
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. . . . o
donde «a es el semieje mayor, b es el semieje menor, o es la distancia focaly e = —
a

es la excentricidad.

Un punto genérico P = (z,y) pertenecera a la elipse si;
d1 + dg = 2a

o sea,

V=0l +y>+4/(x+0)>+y>=2a

Utilizando las relaciones anteriores, esta Gltima expresion conduce a:

Forma candnica de la ecuacion de la elipse centrada en el origen, en cartesianas
Sin embargo, nuestra elipse no esta centrada en el origen. Ahora encontre-
mos la ecuacion de la elipse, en coordenadas polares, cuando el origen esta en

un foco.

Figura 6.27:

Cualquier punto P para pertenecer a la elipse debe cumplir

dy 4 dy = /12 + 402 — 4or cos (p) +r = 2a

-

por teorema del coseno
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Entonces,
r? +40% —4dorcos(p) = (2a—r)? =
7 +40° —dorcos (p) = 4a® + 77 — dar =
do* — dorcos(p) = 4a® — dar =
o —orcos(p) = a*—ar=
a2—b2
ﬂz—bz—arcos(gp) — A —ar=
1 a o
.= (- peos(e)
o sea,
1 a
u() = () = (1 ccos (¢)

Esta es la ecuacién de la elipse con el origen en un foco (F3) en coordenadas

polares. Notemos que si la centramos en el otro foco (F}), obtendriamos:

a

u(p) 2 (1 +ecos(p))

Figura 6.28:

N

Remarcamos aqui que la elipse es una curva plana (estd contenida en un
plano), por lo cual es perfectamente “admisible” como trayectoria, ya que sabe-

mos que al conservarse el /, el movimiento sera plano.
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sz . (0%
Resolvamos ahora la ecuacion de la trayectoria para F'(r) = ——. Esta ecua-
r
. . 1 1 Q@ )
cién esta planteada para u = —, entonces, F' | — | = — = —au?, 0 sea,
r u 1/u?
Pu? [ d*u N , d*u N ma
— | —=tu)| =" = —tu=—
m  \ dp? dp? 2

Esta ecuacién es del tipo que sabemos resolver con solo verlas. Las condicio-

nes iniciales seran:

mao 2°E
u(lp=0) = u. = e (1— 1+ma2>
d
du 0
dg@ p=0
(A uy yu_ yalos habiamos determinado en nuestro analisis energético).
Llamamos ey como Pz Fu o dz_du tenemos que resolver
Z=u——, S = a2 Y o= o :
IR A2~ de? YV dp  dg E
d*z
d_c,oQ +z = 0
mao mao 21°FE
ZC(;OIO) ST T e e
dz o
dp le=0

Esta ecuacion es idéntica a la del oscilador arménico (reemplazando ¢ por ¢,

claro) de wy = 1. Entonces:

2(t) = Acos(p+ )

;l—; = —Asen(p+ ¢o)
con
dz ma 202F
A == = O 2 R [ 1
\/ Glo=o+ (] ) =Ty
y
_dz
ng =0
(g = arctg =g =T
z(¢ =0)
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O sea,

mao 2PF mao 21F

Z(QO):Z—Q 1+ma2 COS(QO""YT):—Z—Q

y entonces,

mo r

mo 2FE 1
u(go):l—2 (1— 1+ 2C08(<p)> =

. . a4 mo 2F )
Aqui vemos, claramente, quesi — = — ye =4 /1 + obtuvimos que la
b2 2 mao2
orbita es una elipse con el Sol en un foco. Es mas, tenemos los parametros de la

elipse como funcién de las condiciones iniciales que tiene el sistema (£ y I): de

a  ma 2 9 N ,2°F
b_2_l_2 y b—a(l—s)——ama2
obtenemos
Q [
a=—-——, b= ——
2F v —2FEm

iEl semieje mayor solo depende de E!

Recordemos que todas estas expresiones tienen sentido para el movimiento ligado
para el que sabemos que E < 0.

Podemos obtenerlas mismas conclusiones de nuestro analisis energético (que
hicimos en clases previas) a partir del analisis de la excentricidad de la 6rbita. Por

geometria analitica elemental sabemos que:
1. ¢ =0 = ¢ = 0, la curva es una circunferencia.
2. 0 < e < 1,la curva es una elipse.
3. € = 1,la curva es una parabola.
4. £ > 1,la curva es una hipérbola.

Entonces,
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21°F ma? ) . _
= (0= E* = ——, energia correspondiente a érbita
mao? 212

circular (como ya sabiamos).

l.e=0=1/1+

2

2.0<e<1=0<1/1+ < 1= E* < F <0, energias para movimien-

ma?
tos ligados.

3. ¢ = 1, E = 0, 6rbita abierta, movimiento no ligado.

4. ¢ > 1, E > 0, 6rbita abierta, movimiento no ligado.

2daley de Kepler

“El movimiento de los planetas alrededor del Sol es tal que el radio vector barre
dreas iguales en tiempos iguales, no importa donde esté el planeta”.

Esto se entiende mejor en el siguiente diagrama

Figura 6.29:

Supongamos que el planeta estd en A. En un At se traslada a B. El radio vector
barre un area AA;. Cuando el planeta estd en C'y se traslada a D en el mismo
tiempo At, el radio vector barre un area A A,. La segunda ley de Kepler dice que,

entonces, AA; = AAs.
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Si definimos la magnitud:

% =A velocidad areal o areolar.

Otra manera, mas pedante, de enunciar la segunda ley de Kepler es decir: “El
movimiento de los planetas alrededor del Sol es con velocidad areolar constante.”. Esta

ley, como veremos, se cumple para toda fuerza central (no es necesario que la

(0% . .z
fuerza sea I' = ——), ya que solo tiene que ver con la conservacion del momento
T
angular (esta es una diferencia con la primera ley de Kepler, que es propia de la
[0
fuerza ——).
T

Elsiguiente grafico muestra el area barrida por el radio vector en un intervalo

At:

Figura 6.30:

8

N\

\$*v7
C AA
f Th

y,;.f
?

El cuerpo en ese At se traslada de A hacia B. El area barrida A A es la de un

“delgado” triangulo de base r y altura r Ap. Porlo tanto, la velocidad areolar sera:

A= lim 22 ~ 1im

1 2Ap 1 2'_mr2gb
At50 At At o At 27 2m

pero [ = mr?¢, entonces,
l

2m
Luego, si se conserva [, A resulta constante. Notemos que no utilizamos pa-

ra nada la manera en que depende la fuerza de 7: si es central, / se conserva y
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A resulta constante. Como consecuencia de esta ley, vemos claramente que la

velocidad del planeta a lo largo de su érbita cambia de modulo.

Figura 6.31:

Como para un mismo tiempo transcurrido A; = A,, vemos que la longitud
de arco recorrido cuando el planeta esta lejos (Al;), es menor que la longitud
de arco cuando el planeta esta cerca (Aly), es decir Al; < Al,. O sea, cuando el

planeta se aleja del Sol, su velocidad disminuye.

3raley de Kepler

“El cuadrado del periodo de los planetas correspondiente a su movimiento alrede-
dor del Sol es proporcional al cubo del semieje mayor de su 6rbita eliptica y la constante

de proporcionalidad es independiente de la masa del planeta”.

Mostrar que esta ley se cumple para el caso de 6rbitas circulares es particular-
mente simple. En ese caso, el semieje mayor a resulta al radio de la 6rbita circular

ro. Es decir, a = 7.
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Figura 6.32:

.. . . ) 27
En ese caso, el movimiento es circular uniforme, de modo que ¢ = wy = —
-

donde 7 es el periodo. Entonces:

_GMS%:> (27)27,3_ 2

2
—WpTowy = 2 G M 0o=T
) ) (2#)2
donde la constante de proporcionalidad es . para todos los planetas.
s

Para mostrar que se cumple para las 6rbitas elipticas, utilizaremos que:

a  mo L 1
o T et
y ademas que:
Ao Tab Area dela elipse 11
7 tiempo derecorrida dela 6rbita  2m
o sea,
T / a®? = LT
Vmao 2m
pero a = GMgm. O sea,
2
2 32 = = (2m) a3 = 72
Gl G M

Las leyes de Kepler, que como ya dijimos fueron determinadas por observa-
ciones astronémicas, en realidad se cumplen de manera aproximada. Esto es
asi debido a que en realidad un sistema Sol-Planeta es un sistema de dos cuer-

pos, v lo podemos considerar como problema de un cuerpo en la medida en que
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Mg >> m,. Esta condicién se cumple porque Mg ~ 2 x 10*kg y la masa de la
Tierra, mr ~ 6 x 10**kg (casi un millon de veces menor que la Mj), la masa de
Japiter (el planeta mas masivo) es m; = 2 x 10?"kg (mil veces menor que Mg),

etcétera. Ya volveremos sobre este asunto.

6.3. Oscilador armonico is6tropo

Otra fuerza central cuyo estudio también se puede hacer con papel y lapiz
(sin necesidad de ningtn instrumento de calculo) es el oscilador armoénico isé-
tropo. Este sistema consiste en un cuerpo de masa m moviéndose en el espacio

sometido a una fuerza F' = —kr#(k > 0).

Figura 6.33:
Z
— o W\
J ":ai Febe
|/~ &°
|
/ T
* 7

Al ser central la fuerza, el momento angular / se conserva, por lo tanto, el mo-
vimiento es plano. Entonces, dados 7, y muy, elegimos el plano = — y, de manera

que contenga estos dos vectores y el movimiento tendra lugar en ese plano.
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Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

Figura 6.34:
A o
1
¢
oo
@) ped
Z

Ademais de central, 1a fuerza es conservativa

1
V(r) = =kr?
(r) = ghr
av
F=——
dr
entonces,
1 1 1
E= §m7‘2 + §T2<,b2 + 5]{;7‘2, I =mr?p

son constantes de movimiento.

. . l
Como siempre, en estos casos, ¢ = — y entonces,
mr

0 sea, para el movimiento radial tendremos:
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Figura 6.35:

Vemos aqui que hay un minimo de energia para tener movimiento (F = E*).
Para ese caso, la 6rbita sera circular de radio r,. Para £ > E*, el movimiento sera

siempre ligado (r_ < r < r).Parahallarr, y r_ debemos hallar las raices de

e + 1k 2_E=0
—Kkre — —
o2mr? = 2
. . 1
Definimos v = —, entonces,
T
[? 1k [2
entonces,
mkE N mE 12k
Uy = — + —— -
T e mE?

[k l
de donde, inmediatamente, concluimos que E* = 1 | —[y 12 = ——.
q m Y 0 m

Ahora, encontraremos la ecuacién de la trayectoria a partir de la integral:
dr

® T
J dp = f mr? o 12 1
0 4
“(E- ~kr2
\/m ( 2mr? * 2" )
E I’k
Para ello, expresamos uy = @ + Au, conu = WZL—Q VA =1a7/1— g yen la
1

: . 1 1
integral de la derecha hacemos el cambio u = — (recordaru; = - yu_ = =),
r re T
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y asi tendremos:

® v dr
do=| o
0 u_ 2
Fu— l— 1k:
mu 2m 2

La cuadratica del denominador la factorizamos segiin sus raices:

2?1 2
Eu—%—l—§ = _%(U_U"F)(U_U_)
= —Ql—m(u—u—Au)(u—u—i—Au)
- (=) - (Aw?)

2m
= L (aw? )

2m

2 1 1
y como du = ——dr = —2u*?dr, ya que — = u*?, entonces u*/?dr = —§du,
T r

obtenemos:

® 1 1 du
Jd@:_EJ m 2 2 u u
0 U_ 2 _\2 u_ -
I ~ Aur 1 —
\/m v ((Au) (u—u) ) UA | Au
Hacemos ahora v = Y

u-—u  g—Au—i
Au Au

d
condv = 2, y obtenemos (dado que v_ =
u

=—1):

v uU—1U
=arccos (v)| = arccos ( ) -

B dv
1 V1 —? -1 Au

Entonces,

arc cos (uAuu> =2p+71=> % = oS (2¢p + ) = — cos (2¢)

por lo que

u=1u— Aucos (2¢) .
Teniendo en cuenta que cos (2¢) = 2 cos? (¢) — 1, entonces,
u =1 — 2Aucos® (o) + Au
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O Sea,

u= (ot du) (1= 220 o () = (15 cost ()

u+ Ay Ug
1 1
ycomouy = — yu_ = —, queda:
re T
1 1 ( r2 —r?
— = — 1—+—C082(g0)>
rz2 2 r2

Esta es la ecuacion de la 6rbita.Veremos, a continuacién que corresponde a una

elipse centrada en el origen, en coordenadas polares.

Figura 6.36:

d1+dy = 2a,pero utilizando el teorema del coseno, d; = \/ r2 + 0% — 2ro cos (¢)

y dy = +/r2 + 02 + 2ro cos (p), entonces:

2
(\/ﬂ +02 — 2ro cos (p) + /1% + 02 + 2ro cos (go)) = 4a*=

2% 4 20% 4 20/ (r2 + 0?)’ - (Zrocos (¢)’ = da* =
(r* + 02)2 — (2rocos (p))? = (2a® — 1 — 02)2
de donde:
1 2 9

— = 5 1— — cos”(p)
r 9 o a

a (1 - —) ~——

a? e?
T

122



Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

entonces,
1 1
— = — (1 —¢&*cos?
r2 b2 ( (@))
De aqui se ve que la 6rbita del oscilador arménico isétropo es una elipse cen-
trada en el origen tal que su semieje menor es b = r_ y su semieje mayor es

a =Ty,

6.4. Momento angular para cuerpos en interaccion

Como vimos, el momento angular de un cuerpo [ = 7 x p se conserva si la
fuerza sobre él es central. ;Qué ocurre con el momento angular total si conside-

ramos un sistema de mas de un cuerpo?

Figura 6.37:

Consideremos dos cuerpos en interaccion, sometidos ademas, a fuerzas ex-

ternas. El momento angular total es:
lp =1 +1la =71 X p1+ T2 X P2
¢Bajo qué condiciones /7 se conserva? Para averiguarlo, derivamos:
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dlp i dl d d r
dz_ -+ =2 %‘FHXE‘FM%—MX—

=7y X (Fl(ezt) + F12> + 79 X <F2( ext) ‘|—F21>

d —~(exr
api _ Fl( t)

donde utilizamos que — + Fy, donde F*" es la fuerza resultante

de las fuerzas externas sobre el cuerpo 1y F}, es la fuerza sobre 1 debido a la

d exr
interacciéon con 2. Lo mismo para —- T F 2 + Fyy.
Entonces,
dl—T - i~ (ext) — (ext) — — n
%—7’1XF1 +T2XF2 +<7’2—7’1)XF21
aqui utilizamos que Fy; = —Fls.

dlr -
O sea que, para que - = 0, 0 sea, para que I se conserve, las fuerzas exter-
nas deben ser centrales y la fuerza interna debe estar en la recta de accién 7, — 7
(para que (75 — 71) x Fy; = 0).

O sea, las fuerzas deben ser como indica la siguiente figura:

Figura 6.38:
N ¢
T X -
N . & E>
B =

X

En suma, las fuerzas internas deben estar en la direccién de la distancia rela-
tiva entre los dos cuerpos. Las fuerzas de interaccién que, ademas de cumplir con
el principio de accién y reaccion (es decir, aparecen de a pares de igual médulo
y sentido opuesto), cumplen con que su direccion es la de la posicion relativa de

los cuerpos, se dice que cumplen con el principio de acciéon y reacciéon fuerte.
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Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

Esto se puede generalizar sin ninguna dificultad para sistemas con N cuer-
pos en interacciéon. Podemos decir entonces que: el momento angular total de un
sistema de particulas se conservard si las fuerzas externas son centrales y las fuerzas
internas cumplen con el principio de accion y reaccion fuerte.

El momento angular total de un sistema de particulas es:

N
lT = Z 772' X mﬂ_}i
=1

Vamos a presentar ahora una propiedad muy til de /.

Figura 6.39:

Sabemos que un sistema de N cuerpos tiene un centro de masa cuya posiciéon

estd dada por:

Z m;T; e
=1
RCM == Wi (M == ; mz>
y su velocidad es:
N
Z mi@z
VC’M _ i:lM
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La posicién de cada cuerpos 7; la podemos descomponer como sigue:
T, = RCM + f;
como resulta evidente del grafico.

Figura 6.40:

z‘i <
|

Derivando respecto del tiempo tendremos que:
v; = Vou + 1

Recordamos aqui que 7 y v son la posicién y la velocidad del cuerpo i—ésimo
respecto del centro de masa.
De esta forma, resulta:
B N

lr = (RCM + 77;) X my (VCM + 17;)
1

i
N N N

Rewr x miVeu + Z Tl X mv; + Z Reown x miv, + Z 7 ox m;Veur

1 =1 i_1 P

I
=

(]

El primer término es

N N
ZRCM x mVou = Rou < ZmiVCM = Rey x MVp = Rey x Pr

i=1 i=1
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corresponde al momento angular debido al movimiento del centro de masa. Lo

llamaremos L, (la “o” es de “orbital”) y se denomina momento angular orbital.

LO = RCM X MVCM

El segundo término es el momento angular medido desde el CM. Tiene que
ver con el movimiento de los cuerpos vistos desde su CM. Es el momento angular

“interno” y lo llamaremos momento angular de “spin” L,:

El tercer término:

N N
ZR(;M x m;U, = Row X Zmiﬁg
i=1

i=1

2. miv;
DM

N
Z mz-@; =0
i=1

De modo parecido, el cuarto término:

es la velocidad de CM. Luego,

resulta nulo, ya que notemos que

N N
Zf; X m;Vou = Zfim, x Veom
i=1 =1

también se anula, ya que 21T eslaposicion del CM medida desde el CM. Luego,

2. m;

N
i=1

Concluimos entonces que:

N
lT = RCM X MVCM"i_Ef; X mZ-'U;
i=1

= I/o—l_f/s
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Esta descomposicion es independiente de si el I se conserva o no. Por otra
parte, podria suceder que I no se conserve, pero si L, o L.
Veamos un ejemplo: consideremos dos cuerpos de masas m; y m, unidos por

un hilo arrojados de modo que se muevan en un plano vertical.

Figura 6.41:

» I
o et

Sabemos que el centro de masa describira una parabola. Al mismo tiempo,
los cuerpos rotaran alrededor del CM .
¢Se conserva el momento angular de este sistema? La respuesta es no. ;Por

qué? Porque las fuerzas externas P, y P, no son centrales.

Figura 6.42:

ESdeCir,fl Xpl#OYfQXPQ?éO.
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Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

:Se conserva el momento angular orbital L,?

L _ dL, -
Lo:RCMXMVCMjﬁzRCMXM

dVeu
dt

= RCM X F(en)

y claramente R¢y; x F(°®® % 0. En conclusién, el momento angular orbital no se

conserva.

Figura 6.43:

\\
\\\
\\\
AN
AN
-~
D%
¢Y el momento angular de spin?
AL, &
LObs = T
Veamos: i ;ri x Fq
observemos el siguiente diagrama:
Figura 6.44:
Z

T
@ P2§/M23
©2
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Sobre el cuerpo 1 act@a la tensién cuyo torque es nulo (ya que 7" esta en la
recta 7). También el torque de P;: 71 = 7 x Py, 71| = || | P1| sen ().

Sila longitud del hilo es d:

Figura 6.45:
i
d i)
l, d o\
/:}Lﬂ_}__ p— 22 v
o— X
£ 3
9 ddz d IM2 ; d‘l:‘ &Mé
W) T et
_ dms
por lo que resulta || = d; = ————, 0 sea,
mi + Mo
7l = g sen (o)
T = m1+m2m1g i

con el sentido que indica la figura (®7), o sea, hacia afuera del plano de la hoja.

Por otra parte, sobre el cuerpo 2 el torque de la tensién se anula (7" esta en la

recta de 7). El torque de P, es:

— dmq
7| = |75 | | Py| sen con || =dy=—"7"—
7| = |7%] | P2| sen (as) 79| = da o
0 sea,
17 dmims sen (as)
Tyl = ——M=— o
2 m1+mgg 2

con sentido entrante a la hoja (®7;). Pero ademas sen («;) = sen («») (ya que

g = T — ), O Sea,
L+ T =0

y entonces,
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y L, se conserva.
Veamos cémo de la conservacién de L, podemos describir cémo sera el mo-
vimiento del sistema.

Calculemos cuanto vale L:

Figura 6.46:

77 77
ll 12
A A

T - D _r
Ly =7 x mqv] + 175 X Mo,
77 —/ —/ s 2 .
|ll| = |} x myuy| = dymydip = dimy

con sentido hacia afuera de la hoja;

|l5] = [ x math| = dymap
también con sentido hacia afuera de la hoja. Entonces,
L,= (d%ml + d%mg) Pz

donde Z es el versor hacia afuera del plano de la hoja.
El factor d?m, + dm, se conoce con el nombre de momento de inercia del sis-

tema respecto del CM. Utilizando las expresiones para d; y d», a ese factor se lo
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s mims
puede reescribir como pd? donde p = ————:
mi + Mo

I, = dimy + dymy = pd®

o sea,

Observemos que al estar los cuerpos unidos por un hilo inextensible, d no
variard en el tiempo de modo que I, tampoco. Luego, como L, es constante, tam-
bién lo sera (. Dicho de otro modo, el movimiento sera tal que mientras el C M
de los cuerpos describe una parabola, estos rotaran alrededor del C'M con una

velocidad angular constante dada por:

Como L, es una constante de movimiento, si conocemos las condiciones ini-

ciales, podremos calcular |L,| y, por lo tanto, w,.

Veamos ahora qué sucede si en lugar de un hilo inextensible (o una barra
rigida de masa despreciable) que provee una interaccién de vinculo (asociada
a que la distancia entre los cuerpos permanece constante), los cuerpos interac-
tian con cualquier interaccién que cumpla con el principio de acciéon y reaccién

fuerte (un resorte, por ejemplo).
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Figura 6.47:

El movimiento del C'M sera idéntico al caso del hilo: si las condiciones ini-
ciales son las mismas, el C M describird la misma parabola. Del mismo modo,
el momento angular orbital L, = Rca; x MV, no se conservard, ya que 7 =
Roy x P#0(P =P+ DP).

Mientras que L, serd una constante de movimiento. El torque de la interac-
cion elastica respecto del C' M es nulo y ademaés los torques de ambos pesos res-

pecto del C'M se anulan entre si. ;Cuénto vale L,? En este caso,
V) =TT+ 1T9P1 Y Uy = Tafy + Tapdo

En este caso, 7; y U2, ademas de componentes angulares, tienen componentes

radiales, dado que ahora los cuerpos pueden acercarse o alejarse.

Entonces,
E_Z/ 77 I —/ /A —/ /2 /1 2\ 2
s = Uy + 1y = 1rir1y X mqvy + 1572 X MUy = (mlrl + mary ) PpZ.
M2 my _ _ _ . .
Peror) = ————ryrl, = ———rdonder = |f| = |, — 1] es la distancia
my + mo my + Mo

relativa entre los cuerpos.
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Antes (si hay un hilo o barra rigida) » = d, resultaba constante. Ahora, si hay
un resorte r = r(t), entonces:
Ly = pur’ps

La constancia de L, en el caso de r = d = cte implicaba que los cuerpos
estaban alrededor del C'M con velocidad angular w = ¢ constante. Si en cambio

r = r(t) tendremos que cuando los cuerpos se alejan (r crece) ¢ disminuye, y

cuando los cuerpos se acercan » aumenta. O sea:

Ly — pr*(t)p(t) = cte

Figura 6.48:

En el grafico se ilustra lo que acabamos de decir. Comparemos el sistema en
Ay B.Siry > 1, o4 < $pB.

Mas adelante, cuando estudiemos cuerpo rigido, veremos que la relacién en-
tre momento angular de spin y velocidad angular de rotacién alrededor del C' M
que acabamos de encontrar para dos cuerpos, se puede generalizar.

Resolveremos ahora un problema utilizando los principios de conservacion.

Se tienen dos cuerpos de igual masa m unidos por una barra rigida de masa

despreciable y longitud d. Los cuerpos se hallan inicialmente en reposo. Un tercer
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cuerpo, de igual masa m, incide sobre uno de los dos cuerpos con una velocidad
v = vo y queda adherido a él. Los cuerpos pueden deslizar sobre el plano sin
rozamiento. Describamos el movimiento del sistema y encontremos las veloci-

dades de cada cuerpo cuando la barra dio 1/4 de vuelta y cuando dio 1/2 vuelta.

Figura 6.49:

~

D M

Sobre el sistema de los tres cuerpos no hay fuerzas externas. Esto quiere decir
que Pr se conserva. Esto quiere decir que V), antes de la colisién sera igual a

Ve después de ella:

(antes) ml)()fi’ Vo
V(an _ _ s
oM 3m 3
O Sea,
—(despues) V0 .
cM — 37t

Por otra parte, las interacciones cumplen con el principio de accién y reac-
cion fuerte y no hay fuerzas externas. Esto quiere decir que se conservara el mo-

mento angular total. El momento angular inicial respecto de O es:

lT = Tr3muv = 0
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ya que 7 s6lo tiene componente x y v = vy.

O sea, el movimiento posterior a la colision sera:

lpr =0

pero

Calculemos L,

Figura 6.50:
¥
A
X Lo
N —
dl] % Ol
{4
® )
Zz
L, = Reum x MVeu
d
d .
= ——Mmugz
370
_ wdy d. . .
yaqueRCM:?}ﬁyzgyyyxx:—z
Entonces,
_ d R
L, = —muyz
3
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Pero ya vimos que para dos cuerpos (2 y 3 quedan pegados):

Ly = pd*¢3
como 2mm 2
= —— = —m’
y H 3w 3 5
I/s _ = d2 « A
3m Pz
O Ssea,
Emdg-_gimv - p=0

Esto quiere decir que, luego de la colisién el C'M del sistema se traslada con
. = Vo . : :
una velocidad V), = gox y al mismo tiempo los cuerpos rotan alrededor de su

. v . . .
C'M con una velocidad angular constante w, = fl en sentido antihorario.

Figura 6.51:

Cuando la barra dio 1/4 de vuelta, la situacién es la siguiente:

Figura 6.52:

2 7 2
Y] G
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O sea,
Cuerpo 1:
( 7r> vo. 2dvg. vy. V.
v —_ — = —r — —— = —Xr — —
\P739) 7 3% 379¢Y 3
Cuerpo 2—3:
_7T _UOA 1dU0A Vo . Vo
”2(9”_2>_3m+32dy 5t TGy
O sea,
Figura 6.53:
0!

Para la media vuelta,

Figura 6.54:

ij'——&b (23)

(L) 4=
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Cuerpo 1:
L2
ntp == (3 5) e ne
Cuerpo 2—-3:
O sea,
Figura 6.55:
N
\ Vz
( - 4
2l o
C :
VcA\

U\ Vi

Los puntos seflalados como O’ en ambos graficos son lo que se conoce como
un eje instantaneo de rotacién: si bien el movimiento es una composicién de una
traslacion del C'M, y una rotacién alrededor de él, vemos que para cada instante
existe un punto tal que el movimiento, visto desde alli, resulta una rotacién pura
alrededor de él. Dicho punto, en este caso, se encuentra a 2cl en la direccién ¢ de

la posicién del C'M.

Ya volveremos, mas adelante, a los ejes instantaneos de rotaciéon.
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6.5. Elproblemadelasfuerzascentralescondoscuer-
pos

Hemos estudiado el movimiento de un cuerpo bajo la accién de una fuerza
central conservativa. Esto lo aplicamos al movimiento planetario, suponiendo
que el Sol permanecia fijo en el origen de coordenadas y los planetas orbitan
alrededor de él. De este modo obtuvimos las leyes de Kepler. Sabemos que, en
principio, esto lo podemos hacer gracias a que la masa solar Mg es mucho mas
grande que la planetaria. Si todas las masas planetarias fuesen del mismo orden
de la solar estariamos en problemas, ya que tendriamos un sistema de 9 cuerpos
en interaccién, inabordable con solo papel y lapiz.

Lo que si es abordable con papel y 1apiz es el problema de 2 cuerpos. Supon-
gamos que nuestro sistema esta constituido por dos cuerpos en interacciéon con
dos masas comparables, m; y ms. Supongamos que la interaccién entre ellos es
Fy) = F(r)f, ¥ Fia = F(r)#12, donde Fy; es la fuerza sobre 2 debido a 1, Fy, esla
fuerza sobre 1 debido a 2 y 75, es el versor en la direccién 7, — 7, = 7 (posicién de

2 relativa a 1).

Figura 6.56:

. . S . av
Como vimos cuando estudiamos energia, existe una funcién V'(r) tal que — .
T

140



Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

F(r), y entonces esta fuerza resulta conservativa.

También hemos estudiado que la energia cinética de dos cuerpos se puede

poner comao:

1 1
T=Tom+Tra = 5 (m1 +ma) Vi + 5,‘“}72-@1

Entonces, la energia mecanica de nuestro sistema sera:

1 1
E = 5 (m1 +ma) Vi, + 5#”361 +V(r)

Como no hay fuerzas externas V), = cte y entonces al ser Ty, = cte, resulta

que
L o
Era= SHVret + V(r) = cte
d(fy—T dr . i
Recordemos que v, = % = d_Z’ entonces, si escribimos

Erel =rr + TgO@
sabiendo que L, = ur?y = cte, obtendremos:

1 12
Ere =3 -2 > V
L= Shr + S + V(r)

iy todo lo que ya sabemos hacer para el problema de un cuerpo lo podemos volver

a hacer!

Veamos qué consecuencias tiene esto en el caso del problema de Kepler:

(V(r) __GMsmy _ _9>

r r

Ahora 7 no es el vector posicion del Sol al planeta. 7 es la posicion relativa entre los

dos cuerpos. Recordemos la relacién entre (Rcys, 7) ¥ (71, 72).
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Figura 6.57:

Para la primera ley de Kepler tendriamos que decir: “la posicion relativa de

un cuerpo respecto del otro describe una elipse centrada en uno de sus focos”.
_ mqr _ moT

Como7, = ————y7,=———— desdeel CM:

my + Mma my + Mo

Figura 6.58:

El resultado es que ambos cuerpos describen 6rbitas elipticas con el C'M en
uno de los focos. A este movimiento habria que agregarle las traslacion uniforme

del CM con V). La segunda ley de Kepler para la posicién relativa se seguira
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cumpliendo en la forma:

l
A=3,

Queda hallar la relacién que hay entre las velocidades areolares de m4 y mo.

Figura 6.59:

Teniendo en cuenta que cualquiera de las dos areas del grafico describe un
tridngulo, el rea de cada una de ellas sera la multiplicacién del segmento d;d,
por el segmento d;CM sen(f), dividido 2 donde el subindice i hace referencia a
las posiciones (que caracterizan dichos segmentos) y a las velocidades de m; y

ms. Entonces, como

AA, — dldlle;W sen(f) (con dyd, = v, AY)
AA, — d2d2d2C;\4 sen(d) (conc@ N

y ademas, sabemos que por conservaciéon del momento angular

[ = miv; = Mmety = cte
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entonces,

. AA AA
( ! —2> :m1A1 + mQAQ

1 —— 1 ——
:mlﬁdchvl sen(fd) + mgﬁdQCMUQ sen(6)

mivy

== (d1CM + dyC M) sen(d)

1 — [
25 mivq Sen(Q)dl

l

2

V)

Por lo tanto, la suma de las velocidades areolares para m; y ms, es una cons-
tante tal que:

l
m1A1 + TTLQ.AQ == 5

Por altimo, la tercera ley de Kepler deja de ser cierta, ya que obtenemos, en el

caso de dos cuerpos:

a’/? T 2m 3/2
T =—=7= a
VHa  2p G(mq +mo)

solo sim; = Mg >> my = m, 0 my = Mg >> m; = m,, es decir, la proporciona-

lidad entre 7 y a®/? depende sélo de la masa del cuerpo més masivo (el Sol).
Destacamos aqui que el problema de tres cuerpos de masa comparable, en su

formalizaciéon mas general, ya no es un problema soluble con papel y lapiz, de-

biéndose recurrir a algiin dispositivo de calculo numeérico (1éase computadora).

144



Capitulo 6. Momento angular y fuerzas centrales

6.6. Ejercicioresuelto del capitulo

PROBLEMA: Dos cuerpos, 1y 2, de masas m; = m y my = m respectivamente,
se encuentran unidos por un hilo inextensible de longitud /. El cuerpo 1 puede
moverse sobre un plano horizontal sin rozamiento. El hilo pasa por un orificio
(O) de manera que en su otro extremo cuelga el cuerpo 2 de modo que este puede
subir o bajar sobre la vertical. El sistema se pone en movimiento de modo tal que
la velocidad inicial del cuerpo 1 es 7, en direccién perpendicular al hilo cuando

la distancia entre el cuerpo 1y el orificio es r,, como muestra la Fig. (6.60).

a) ¢Qué magnitudes se conservan?

b) Mostrar que el movimiento circular uniforme es posible para valores de-

terminados de v, y r,. ¢Qué condicién deben satisfacer esos valores?

c) Describir el movimiento de ambos cuerpos segtn las diferentes condicio-

nes iniciales v, y r,.

d) De haber un movimiento ligado para el cuerpo 1 (es decir la distancia del
cuerpo 1 al orificio » permanece acotada entre dos valores) hallar el perio-
do de las oscilaciones radiales del cuerpo 1 (las oscilaciones de r = r(t).Si

obtiene una expresion integral para dicho periodo es suficiente).
Datos: m, [, v, 7, Y g.

Figura 6.60: Problema 1
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RESOLUCION:

a) LaGnica fuerza que realiza trabajo es el peso del cuerpo 2 que resulta con-
servativa. La tensién, que es no conservativa, en total no realiza trabajo: El
trabajo de la tension sobre el cuerpo 1 ante un pequerio desplazamiento
radial es W, = Tdr, y el trabajo de la tensién ante un desplazamiento dy
del cuerpo 2 es W, = Ty, pero como r + y = [, resulta o = —dy, por lo

cual

5W1 +5W2 =Tor —Tor = 0

Figura 6.61:

Entonces su trabajo es nulo. Esto quiere decir que la energia mecdnica total se

conserva.

1 1
E=T +Ty+ Va(y) = §mv% + §mv§ —mgy = cte

Por otra parte, desde O, se conserva el momento angular de cada cuerpo,

ya que las fuerzas son centrales. Es decir,
[1:771 xm@lzctey Zngg X muvy = cte

En particular, 7, = yy, o, = ¢ = l; = 0,y entonces,
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ZT:ll—l—lQ:Zl:CtB

Osea, l; = r,muv, = cte

b) La energia mecanica puede describirse como:

1 1
E = 3 (7% +1%¢%) + 592 — mgy

y como I; = mr’p = rymv, = [y ademas y + r = [ (es decir, 7 = —y)),
tenemos:

B bt Lo 2 N |

= =—mr —mr magr —m
2 2 omrz | 9T T

o también,

Esta energia corresponde a la energia mecanica total de un cuerpo de ma-
2

sa 2m que se mueve bajo un potencial V.¢(r) = 5 + mgr. Entonces, si

mr?
graficamos este potencial:
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Figura 6.62:

Este problema unidimensional describe el movimiento radial de la parti-
cula 1. Aqui se ve que existe una energia minima parala cual el movimiento

es posible (£’ = E

min

!

). Para esa energia resultard » = r., y la particula 1 se
movera de modo que su trayectoria sera una circunferencia deradior = r..

Para una energia £’ > E . ,r permanecera acotado entre dos valores: 7,

min

V "maz» raices de la ecuacion:

l2

2mir?

+mgr—E' =0

Para determinar las condiciones iniciales que conducen a un movimiento
circular del cuerpo 2, notemos que para que el movimiento de 2 sea unifor-

me debe ser 7 = 0 ey = 0, y como

m (i —r¢?) = =T Ly
= MToPo — Mg
my = —T + mg

2
: v,
pPero v, = r,pp, = — =g

o
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2
. .U L 1. . .
c) Yavimos quesi 2 = g la 6rbita de 2 sera circular (r, = r.).
TO

2
o

(% s e e e

Supongamos —= > ¢. En ese caso, la tensién inicialmente no alcanza pa-
To

ra proveer la fuerza centripeta suficiente para garantizar el movimiento

circular, y entonces el cuerpo 2 se aleja de O (crece r).

Figura 6.63:

En este caso, a partir de r, = r,,;,, r crece, supera a r. y llega a r,,,,.. Luego
comienza a decrecer hasta r, = 7,4, V asi siguiendo. Al serr + y = [, el

cuerpo 2 sube cuando r crece y baja cuando r decrece.

2
o

v e .
Supongamos —> < g. En este caso, inicialmente la tensién supera el valor
To

necesario para mantener la 6rbita circular. Entonces, a partir de » = r,,,44,

r decreceyla particula 2 seacerca a0, pasaporr = r. ysigue hastar = r,,;,.
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Figura 6.64:

A partir de alli comienza a alejarse nuevamente, y asi siguiendo.

Sabemos que:
l2
E' =mi* + DT + mgr = mi* + Ver(r) (6.7)

1
donde £’ = émvg + mgr, y | = mr,v, son constantes conocidas (ya que
conocemos las condiciones iniciales v, y r,,). Entonces, de la Ec. (@):

1 1 dr

'2:—E'—Ve ':—I—\/— E -V, =dt
= (B = Vi) = 7= [ (B = Viglr)) =

e (Vi)

Sabemos que el periodo radial corresponde al doble del tiempo que corres-

ponde a pasar de r,,;, a 7,q.. ENtonces,

Tmax / Tmax

dt— = T =2

T e Vv

Notar que el signo de la raiz es + debido a que, como el cuerpo 2 va de r,,;,

a T ez T > 0.
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7.1. Sistemas de referencia acelerados

Todas las personas que hayan viajado alguna vez en tren, en barco o en avion
saben perfectamente que, mientras la velocidad de estos medios permanezca
constante, se puede tomar un cafecito en el viaje (y hacer todo lo que desee) tan
placidamente como en el comedor de su propia casa o en el salén de un bar, sobre
tierra firme. Esta experiencia consiste en una vivida manifestacién del Principio
de relatividad de Galileo. Galileo se avivé de que las leyes de la mecdnica son las
mismas para todos los observadores que se mueven uniformemente (esto es, con veloci-
dad constante) entre si. Dicho de otra forma, si estamos sobre el tren, el avién o el
barco (que viajan con velocidad constante respecto de la tierra) no existe ningiin
experimento (encerrados en el avion, tren o barco) que nos permita concluir que
nos estamos moviendo. Por supuesto que si miramos porla ventanilla vemos que
nos estamos moviendo, pero esto no es un experimento que involucre a las leyes

de la mecanica.

La cosa cambia cuando el avidn, el tren o el barco cambian su velocidad. Ima-
ginemos que estamos sentados en un tren tomando nuestra bebida favorita co-
locada en una mesa. Es claro que el vaso esta en reposo respecto de nosotros.
Esto no nos llama la atencién, dado que sabemos que lo que cambia la velocidad
de los cuerpos es la interaccion entre ellos (segunda ley de Newton), y si no hay
interaccion, los cuerpos o estan en reposo o siguen con la velocidad que tienen
(primera ley de Newton). De pronto, el tren comienza a detenerse. Sila detenciéon
es suficientemente brusca, veremos que el vaso (que estaba en reposo respecto de
nosotros) adquiere una velocidad hacia adelante. En ese momento, para nosotros
(pegados al asiento del tren) dejan de cumplirse las dos leyes de Newton antes
mencionadas: el vaso, pese a no interactuar con ningin otro cuerpo, cambia su

velocidad, esto es, se acelera respecto de nosotros. Concluimos entonces, que pa-
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ra observadores acelerados (por ejemplo, nosotros sentados en el tren mientras
este frena), dejan de cumplirse las leyes de Newton. Los sistemas (u observadores)
para los cuales valen las leyes de Newton (es decir las leyes de la dindmica son
las leyes de Newton) se conocen como sistemas inerciales. Por lo que ya dijimos,
un sistema (u observador) que se mueve uniformemente respecto de un sistema
inercial, también sera inercial. Si, en cambio, el sistema (u observador) esta ace-
lerado respecto de un sistema inercial, sera un sistema no inercial. Estudiaremos
ahora cémo son las leyes de la mecanica para observadores no inerciales.
Consideremos dos observadores (0 y o). R, es el vector posicion de un cuer-
po de masa m para un observadoren o,y 7’ es el vector posicién del mismo cuerpo

pero para un observador en o'.

Figura 7.1:

Del grafico, es inmediato que:

7 =7+ Ry
De aqui, obtenemos que:
R _
=17+ d"to =0 + Voy
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Aqui, v es la velocidad que tiene el cuerpo para el observador o, y ¢’ es la velo-
cidad que tiene el cuerpo para un observador en o'. V,y es la velocidad con que el

observador en o’ se mueve respecto del observador en o. Derivando una vez mas:

Vm/

= a A—/
dt a + 00

a=a +

Recalquemos que a es la aceleracién que tiene el cuerpo segiin o y que @’ es
la aceleracion del mismo cuerpo segiin o’. Supongamos que el observador o es

inercial: para él, se cumplen las leyes de Newton, es decir:

ma = F

donde F incluye a todas las fuerzas provenientes de las interacciones del cuerpo
de aceleracién a con otros cuerpos. En particular, si no hay interacciones, F' = 0,
y entoncesa = 0 = v = cte.

¢Cémo se traduce la segunda ley de Newton en términos de la aceleracién que

mide el observador o’? Como @ = @ + Ay, tendremos:

m (@' + Asy) = F = ma' = F — mAgy

Vemos aqui que esta ecuacion se reduce a la segunda ley de Newton si Ay =
0. O sea, si el observador en o’ no esta acelerado respecto de o (observador iner-
cial). Si Az # 0, deja de ser cierto que la masa por la aceleracién que mide el
observador para un cuerpo es igual a las fuerzas de interaccién con otros cuer-
pos. Aparece un término —mAy, cuyo origen no es una interaccién. ;Por qué
decimos que no proviene de una interaccién? Porque si —m A5y fuese una fuerza
que proviene de una interaccién, deberia existir en otro cuerpo la otra compo-
nente de accién y reaccion, y en este caso NO EXISTE. La segunda ley de Newton,

que relaciona la aceleracién a de un cuerpo de masa m medida por un observa-
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dor acelerado con aceleracién A respecto de un sistema inercial con las fuerzas,

se puede escribir como:

ma=F+Fx, F+=—-mA

donde F'+ es una fuerza ficticia (ya que no viene de ninguna interaccién). A este
tipo de fuerzas se las llama fuerzas inerciales (aunque aparecen en los sistemas
NO INERCIALES). Es interesante observar como seria el principio de inercia para
el observador acelerado con A: todo cuerpo que no interactiia con ningin otro
tiene una aceleracién — A.

Veamos un par de ejemplos.

Una persona deja caer dentro de un ascensor una moneda desde una altura
h medida desde el piso del ascensor. En el momento, que suelta la moneda en el

ascensor, que sube con aceleracién constante q, tiene una velocidad v,,.

Figura 7.2:

¢Cuanto tarda la moneda en llegar al piso del ascensor? Resolveremos el pro-

blema desde dos sistemas de referencia diferentes.

a) Desde el ascensor (sistema no inercial)

155



Alejandro José Fendrik

Figura 7.3:

A

/
7’% || o4,
il ¢

o

Py _
m T2 mg —ma

donde mg es la fuerza peso por interacciéon con la Tierra y ma es la fuerza
ficticia debido a que el sistema de referencia tiene una aceleracién « hacia

arriba. Luego, la aceleracién de la moneda es:

d?y

= —(9+a) (osea, constante)

1 . .
Entonces, y(t) = h — §(g + a)t? y el tiempo de caida va a corresponder a:

b) Desde la tierra (sistema inercial)

Para un observador fuera del ascensor, en reposo, es un problema de en-
cuentro entre un cuerpo (la moneda) que tiene inicialmente una velocidad
v, hacia arriba y una aceleraciéon ¢ hacia abajo, con otro moévil (el piso del
ascensor) que inicialmente también tiene una velocidad v, y una acelera-

cioén a hacia arriba.
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Figura 7.4:

1
Ym(t) = h + vt — §gt2

1
Ypiso(t) = Vot + 5&252

donde y = 0 es la posicién inicial del ascensor. Entonces, el ¢, satisface:

1 1 2h
h+uste — —gt2 = vete + —at? = to = | ——
Yofe = 9te = 2ote ¥ 5 (g+a)
Como no puede ser de otra manera, el tiempo que tarda la moneda en tocar
el piso del ascensor es el mismo para ambos observadores.
Otro ejemplo: una carga de masa m descansa sobre el piso de la caja de un

camion. El coeficiente de rozamiento estatico entre la carga y el piso es z..

Figura 7.5:

m\ ™\ o
O —

¢Cudl serad la maxima aceleracién que podra alcanzar el camién tal que la

carga no deslice hacia atras?
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a) Desde el camion.

Figura 7.6:

Para un observador solidario al camién, si la carga no desliza:

O=f,,—ma vy N—-—mg=0

donde f,, eslainteraccion de rozamiento con el piso y ma es la fuerza fic-

ticia, porque el observador tiene una aceleracién a. Entonces:

fre =ma < fre = Npie = mgpie = a < glie = Amaz = Gle
b) Desde un sistema inercial (abajo del camion):

Figura 7.7:

AN

—

7' See.
- M&,

Sila caja no desliza, tiene la misma aceleracién que el camién. Luego:
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ma=yf, y N—mg=0

Pero debe ser:

fre:magNue:mgjaggﬂe

por lo que obtenemos a,,q4x = gte

7.2. Sistemas de referencia rotantes

Otra clase de sistemas no inerciales son los sistemas de referencia rotantes.
Un sistema rotante esta caracterizado por un vector, llamado velocidad angular,
cuya direccién (recta de accidén) indica el eje de rotacién, su sentido indica el sen-
tido de la rotacién y su médulo indica el angulo rotado (medido en el plano per-
pendicular al eje de rotacion) por unidad de tiempo. Por ejemplo, consideremos
dos sistemas de ejes cartesianos, cuyo origen coincide, pero uno rota alrededor

del eje » mientras el otro permanece fijo.

Figura 7.8:

M
¥ *
X
® x
z=2'

Entonces, el vector @ esta contenido en el eje z, su sentido esta definido por

la evolucion del tirabuzén cuando gira como el sistema rotante (en el grafico, un
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tirabuzén girado en el sentido que « crece evoluciona hacia afuera, o seaw = w?)
y su moédulo esta definido por w = Z—?. Osea,w = Cfi—?é (notar que si Z—j < 0, es-
to quiere decir que « decrece, y entonces @ tiene sentido inverso (hacia —2)). Es
evidente que las descripciones del movimiento de los cuerpos desde ambos siste-
mas de referencia resultara bien diferente. Por ejemplo, consideremos un vector
cualquier z que permanece solidario al observador rotante (esto es, que rota con
la misma velocidad angular @ que los ejes rotantes). Para el observador rotante,
este vector permanece fijo (constante) mientras que el observador inercial (soli-
dario alos ejes fijos) lo vera variar en el tiempo dado que esta rotando. Del mismo
modo, si el vector @ es un vector constante para el observador inercial, el obser-
vador rotante con w observara oque « rota en sentido opuesto (o sea, con —). Es

claro entonces que

du du
dt dt
1 Rot
du . _ . . du .
7| s la derivada de @ para el observador inercial y | s la derivada

I Rot
de @ para el observador rotante. En lo que sigue, nos propondremos relacionar

estas dos derivadas.

Figura 7.9:

Como puede verse en el grafico, el vector u se puede escribir como:
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— N N A I
U= Upl + Uyl = Uy T + UyY

Si 2’ e ¢/ rotan, la gran diferencia entre el observador inercial y el observador
rotante es que para este Gltimo 7’ e 3’ son direcciones fijas, dado que rotan igual
que él, mientras que para el observador inercial seran versores dependientes del

tiempo #'(t) e §/'(t). Es decir:

da| _d(ud i) du, duy
ar| - dt “a T Y
En cambio:
da| _d(edO)+uit) dd., de,  di o dY
dt , dt dt dt Tt Y dt

dado que, como acabamos de decir, para el observador inercial los versores ro-

tantes cambian en el tiempo. O sea,

du
dt

_dn
Cdt

I

e
U, —— wu, ——
*dt vt

Rot

Vamos ahora a calcular las derivadas de los versores con ayuda del siguiente

grafico.
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Figura 7.10:

En At,los versores i'(t) e ¢/ (t) pasan a ser &' (¢t + At) e ¢/ (t + At). Lo que debe-

mos calcular es:

m '(t+ At) — 2'(t) _di

At—0 At dt

YA —g(t)  dy
1 _ Y
A At dt

Graficamente;
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Figura 7.11:

Se ve claramente que:

dz’

— lim 2% = wy
dt At—0 At

dy’ A«
-~ = lim v i
dt At—0 At

O sea,

du
dt

da

T dt
1

!/ ~/ / -~
+u,wy —uwr
Rot

Ahora bien, recordemos que @ = @?Z, entonces si hacemos
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=
=
&

o ! Al 1Al
= —WU, T+ Wiy

£
X
|
I
(@)
(@]
&

85~
<~
N~

O sea,

_dn
ot

1

+w X u

Rot

Esta es la relacién entre la derivada de un vector hecha por un observador
inercial (/) y la derivada del mismo vector pero hecha por un observador rotante
(Rot) con velocidad w. Esa deduccién la hemos hecho para el caso particular en
que @ = w?, pero es facilmente generalizable (aunque es mucho mas tedioso)

para el caso en que w = wn, donde 1 = (n,, n,, n.) es un vector arbitrario.

Volvamos a las leyes de la mecanica. Si para un observador (/), valen las leyes

de Newton, en particular

d>r

moz| = F (F = fuerzas debidas a interacciones),

1

no es de extrafiar que para un observante rotante esto no sea cierto. Para ver
cémo percibe la segunda ley de Newton debemos ponerla en términos de lo que

significan las cosas para el observador rotante (Rot). Por lo que acabamos de ver:

- dr

B dF
I

s dt
1

+ o XT =V +wXT
Rot

V7 es la velocidad de un mévil vista por el observador inercial y Vi, es la
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velocidad del mismo mévil pero vista por el observador rotante (Rot). Entonces

er|d d -
C_Z[:d—tz :E(VRot—i_@XF) :E(VRot—i_(DXF) +QX(VRot+wXF)
I I Rot
WVna|  d dr .
_ dfzot d_j xf+@><d—; +@ X Vot + @ x (@ x T)
Rot Rot Rot
——
VRot

ay es la aceleracién para el observador inercial 7.

dv, d’r .
Hot = — = Qg €S la aceleracion para el observador rotante Rot.
dt Rot dt2 Rot
Entonces,

S o ds
af:aRot+2WXVRot+wx(wxr)—i—Exr

Sireemplazamos esto en la segunda ley de Newton, obtenemos:

F = mago + 2ma x Vi + mo x (wir)—i—mE X T
O sea,

e
i

Mage = F — 2mw x Viyy — maw x (w X T)

Esto quiere decir que el observador rotante dird: “La masa por la aceleraciéon
de un cuerpo es igual a la suma de las fuerzas, debido a las interacciones del
cuerpo con otros tres términos MAS que no provienen de ninguna interaccién
(fuerzas ficticias)”. Si damos por sentado que esta ecuacion es valida para un ob-

servador rotante con w, eliminamos el “Rot” de las expresiones, y queda:

ma:F+FCOT+FCGHt+FA
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F., = —2mw x v (fuerza de Coriolis, ficticia, no proviene de interaccién).
Frent = —m x (w x 7)  (fuerza centrifuga, ficticia, no proviene de interaccién).
_ dw . . . .l

F, = _mE x 7 (fuerza de arrastre, ficticia, no proviene de interaccién).

Veamos, ejemplos: sabemos que la Tierra tiene un movimiento de rotaciéon
tal que realiza una revolucién cada 24h. Luego, cualquier sistema de referencia
solidario al movimiento de la Tierra (nosotros, por ejemplo) serd un observador
rotante. La velocidad angular de la Tierra es:

2

— ~

wT:mZ

Figura 7.12:

que es constante, entonces, la fuerza de arrastre sera nula. Veamos qué conse-
cuencias tiene la rotacion terrestre para un cuerpo en reposo, sobre su superficie,
para un observador rotante. El cuerpo esta a una latitud A en reposo respecto de
la Tierra (y del observador rotante), entonces v = 0, o sea, la fuerza de Coriolis
es nula (la fuerza de Coriolis depende de la velocidad y sera nula siempre que el
cuerpo esté en reposo respecto del observador rotante). La Gnica fuerza ficticia
que aparece es:

Fcent = —mwr X (W_T X 77)
Vemos cuanto vale y hacia donde esta dirigida:
| (wr x 7) | = wrRrsen(m — \) = wrRrcos(\) (7 = Rrcos(\)z + Rrsen(\)y)
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Para hallarla direccién y sentido rotamos un tirabuzén desde wy a 7r: sentido

entrante de la hoja (). Ahora hacemos:

—muwr X (Wp X T) = — mwpZ x wr Ry cos(\)y
=mw5 Ry cos(\) (—2 x §)

=mw} Ry cos(\)i

O sea, F.,; = mw2 Ry cos(\)Z. Existe ademas sobre el cuerpo una fuerza de
interaccion: su peso, que apunta hacia el centro de la Tierra. Tendremos enton-

ces:

Figura 7.13:

F = —mgf + mw7. Ry cos(\)&

pero 7 = (cos(\)Z + sen(\)z), es decir:

F = —mcos()\) (g — w}) & — mgsen(\)2

Esto muestra que el efecto de la centrifuga es desviarla “linea de plomada”. En

efecto, sila Tierra no rotara, la fuerza sobre un cuerpo en la superficie terrestre
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apuntaria hacia el centro dela Tierra (el peso). Como consecuencia de la rotacion,
esa fuerza, se desvia ligeramente (en la direccién indicada en la figura).

Para evaluar el desvio podemos calcular:

2T

2

m
——— ) 64 x 10°m ~ 0.034—
24.36003) am 2 <9

wTRT = (

Otra observacion interesante es que solo en los polos, una balanza indicara
el peso verdadero (alli, cos()\) = 0 yla Y F coincide con el peso). En el ecuador
(cos(A) = 1, sen(A) = 0), la linea de la plomada coincide con la direccién del
peso pero segin la balanza “pesariamos” m(g — w2 Rr) (y no mg). Vemos que la
determinacion “experimental” de la gravedad, dependera de la latitud.

La fuerza de Coriolis depende de la velocidad del mévil medida desdela Tierra
y es responsable de ciertos efectos meteorolégicos. Por ejemplo, la del sentido del
movimiento de los vientos alrededor de los centros ciclonicos y anticiclonicos. Los
centros ciclénicos, son regiones de baja presién atmosférica, mientras que los
anticiclonicos, son regiones de alta presion. Debido a la diferencia de presiones,
cuando hay un centro ciclénico se producen vientos en principio radiales hacia
el centro de baja presién. Lo contrario ocurre con los centros anticiclénicos: los

vientos tienden a ir desde el centro hacia afuera.

Figura 7.14:

- //
- X
A

M, /7/% B

~

{clown

Como resultado de la fuerza de Coriolis, estas corrientes de aire no resultan

radiales. El efecto funciona diferente segiin el hemisferio sur o norte. Si estamos

168



Capitulo 7. Sistemas no inerciales

en el norte:

Figura 7.15:

réule t ¢ 0 u I
\Uuna v} Oes

V@[h("& * Vﬁyc{ '7 i~ 0\ TQ

Como resultado de la fuerza radial hacia el centro de baja presion y el desvio
de la velocidad por la fuerza de Coriolis, los vientos convergen hacia el centro
ciclénico en un movimiento espiralado antihorario. Si hacemos lo mismo pero

para el hemisferio sur, tendremos:

Figura 7.16:

O sea, en el hemisferio sur, los vientos alrededor de los ciclones, circulan a
favor de las agujas del reloj. En el caso de los anticiclones, la cosa funciona al re-
vés: en el hemisferio norte, los vientos circulan segiin la agujas del reloj, mientras
que en el sur el movimiento es antihorario.

Otro efecto de la fuerza de Coriolis se ve en el desgaste desparejo de las vias
de los trenes: supongamos un tren que se mueve de sur a norte en el hemisferio

norte.
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Figura 7.17:

Por efecto de la fuerza de Coriolis, el tren tiende a ser separado del riel que

esta mas al oeste (riel 1), y a ser “apretado” sobre el otro (riel 2).

Figura 7.18:

s

4V
TRENY —

Tdt e
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7.3. Ejercicio resuelto del capitulo

PROBLEMA: Una plataforma de radio a rota con velocidad angular w, constante
alrededor de un eje que pasa por su centro. Solidario a la plataforma hay un cafio
hueco de longitud 2b, colocado sobre una secante a la circunferencia de radio
a (ver Fig. ()). Dentro del cafio, puede deslizar un cuerpo de masa m que se
encuentra unido a dos resortes idénticos de constante & y longitud natural £ que
se hallan fijos, por su otro extremo, a los extremos del cafo. Desde el punto de

vista de un observador solidario a la plataforma:

a) Hallar la posicién de equilibrio y la maxima w,, (w....) para la cual dicho

punto existe.

b) Suponiendo w, < wy., hallar la frecuencia de oscilacion del cuerpo alre-

dedor de la posicién de equilibrio.

c) Hallarlafuerzadevinculo entre el cafio y el cuerpo (es decir, la fuerza sobre
el cuerpo debida al contacto con el cafio) durante el movimiento oscilato-

rio.
Datos: m, a, b, w,, k¥ g.

Figura 7.19: Problema 1
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RESOLUCION: el observador es no inercial (rota con velocidad angularw = w,2).

Para que valgan las leyes de Newton, debe trabajar con fuerzas ficticias:

Fcent = —mw X (a) X 77) y Fcor = —2m X v

Es decir, ma = F + Foopt + Foor

Figura 7.20:

Aqui son las fuerzas originadas por las interacciones de m con otros cuerpos.
En este caso, las fuerzas elasticas y las fuerzas de vinculo (contacto) con el cafio.

El diagrama de cuerpo libre es:

Figura 7.21:
Y ©z
'D :T‘%%PN’ Emé‘mwo(
Tez m Tci >
Fez 2morV
Donde:
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2. A 20 . B .
Feent = mwiz s +mwsby ; Foop = —2mw,v 4;

~

P=-mg:y N=N,j+ N,z

Entonces, en la direccion z:

2

mex b b 9
mm k((b—x)—§>x—k<(b+x)—§)x+mwol’

2k
:—2kx+mw§x: — (——wg) mx
m

O sea,

A’z 2k 9
W__(E_%)x 7
En la direccion g:
0 = mw?2b — 2mw,v + N, (7.2)
En la direccion 2:
0=—-mg+ Nz (7.3)

a)yb) Dela Ec. (EJI) es evidente que = = 0 corresponde a una posiciéon de equili-
brio: alli las fuerzas (y por lo tanto la aceleracién) se anulan. La Ec. (EJ]) se

puede escribir como

2

dt?

m

donde w? = <% - wg)
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Siw? > 0, la solucién de la Ec. (@) es la que corresponde a un oscilador

. . 2%
armonico de frecuencia w = | — — w2.
m

Siw? < 0,la solucién deja de ser oscilatoria y, si bien 2 = 0 sigue siendo
un punto de equilibrio, pasa a ser inestable. Por lo tanto para que z = 0 sea

2k . .
estable, debe ser — > w?. Esto quiere decir que:
m

2k

m

wmax

De las Ec. (7.2) y (7.3), vemos que

Ny = 2mw,v — mwgb y N,=mg

Aqui, v = v(t) = @(t) = —wAsen(wt + ¢), donde x = z(t) es la solucién de

la Ec. (@) para alguna condicién inicial.
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8.1. Definicion

Vamos a estudiar ahora el movimiento de un sistema que esta formado por
muchas particulas, es decir, vamos a abandonar los sistemas puntuales. Supon-
gamos un sistema formado por N cuerpos puntuales de masas my, mo,...,my
(m;, i =1,..., N), cuyos vectores posicion son 7y, 7a,...,7n (75, i = 1,..., N).

Supongamos que estos cuerpos estan vinculados por varas rigidas de masa

despreciable.

Figura 8.1:

Esto quiere decir que el movimiento de ellos debe respetarlas siguientes ecua-

ciones de vinculo:
dij = |75 =73l

donde d;; es la longitud de la vara que vincula el cuerpo i-ésimo con el j-ésimo
(en la figura estan dibujadas algunas de estas varillas). Este sistema es un cuerpo
rigido. Podemos definir, entonces, un cuerpo rigido como un conjunto de pun-
tos cuya distancia entre si permanece constante. Esta propiedad (definitoria del
cuerpo rigido) hace que los posibles movimientos de los puntos que forman un

sistema sean bastante limitados. Podemos considerar otra “representacién” de
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un cuerpo rigido: una distribucién continua de masa que permanece indeforma-
ble en el tiempo. Por ejemplo, un dedo, una papa, unallave, etcétera). Si tiramos al
aire cualquiera de estos sistemas, se movera de forma tal que conservara su for-
ma. Estas distribuciones continuas de masa pueden verse como un conjunto de
puntos cuya distancia entre si permanece inalterable. Este recurso nos resultara
muy Util dado que ya sabemos calcular cosas para conjuntos de puntos. Supon-
gamos que tenemos una distribucién de masa indeformable (una papa, digamos)

y la masa total del cuerpo es M.

Figura 8.2:

1%

Lo primero que vamos a aprender es a encontrar es el centro de masa del

sistema. Sabemos calcularlo para N cuerpos:

Para poder utilizar nuestros conocimientos, intentemos pensar a nuestro con-
junto de N puntos de masa ém; (: = 1,..., N). Para eso, hacemos una particiéon

de la papa.
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Figura 8.3:

Cada cubito de papa tiene un volumen ¢V;. La relacion entre la masa de cada

cubo y su volumen define la densidad:

p(Ts)

Es decir, la masa por unidad de volumen de cada cubito. Esta densidad, con to-
da generalidad, no sera constante (es decir, podra haber cubitos mas densos que
otros, pensemos en los “ojos” de las papas, los brotes, etcétera). Si fuese constan-
te, tendriamos lo que se conoce como un cuerpo homogéneo. Ahora aplicamos

nuestra receta para calcular el C M de los sistemas de particulas:
N N

Zfi(smi Zﬂp(ﬂ-)év;

i=1 _ =l

N - N
Z om; Z p(73)0V;
i=1 i=1

Esta aproximacién a la posicién del C'M serd cada vez mejor en la medida

Roy ~

que el tamafio de cada cubito sea cada vez mas chico. Chico significa mucho me-
nor que el tamaro de la papa: si el volumen total de la masa es I/, entonces, en la
medida que 0V; « V, nuestra aproximacion mejorara. Pero si achicamos el vo-

lumen de cada cubito, estamos agrandando N. Pensamos entonces en el limite
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0Vi - 0,y N — oo, tal que §V; N = V. Entonces tendremos:

N

Z Tip(7:)0 Vi
D, . ¢ =1
Fom = 5%/1}20 N

WiZ Y, e(r)oV;
i=1

Pero esta es la definicién de integral de volumen. Es decir:

N
Reayr = 5%1110 Zp(ﬁ)(ﬂfi = JV p(r)dV =M

N—op =1
Ron = 61i_111 Zﬁp(ﬁ)(s‘/} = Jv rp(r)dV

O sea, el centro de masa de un cuerpo rigido (C'R) es

L rp(r)dV

Row = 2

Esta expansion condensa a tres integrales triples:

JV xp(r)dV Jv yp(r)dV

CM M ’ CM M ; CcM

8.2. Campode velocidadesdel CR

Como ya anticipamos, la condicién de rigidez impone un tipo de movimiento
bastante limitado para los puntos que componen el cuerpo rigido. Supongamos

que conocemos la velocidad de algiin punto P del cuerpo rigido (V,) respecto de

algin sistema de referencia inercial.
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Figura 8.4:

Imaginemos ahora un observador, parado en ese punto P, ;como vera este
observador que se mueven todos los otros puntos del rigido? Es evidente que los
puntos no se alejaran ni acercaran entre si (todo esto, debido a la condicién de
rigidez). El inico tipo de movimiento posible, visto desde P es una rotacion. Su-
pongamos que el eje de rotacién en ese instante apunta en la direccién 7. Enton-
ces, un punto cualquiera del rigido P, visto desde P, se puede mover en un At,

como muestra la figura:

Figura 8.5:

Hallemos la velocidad P’ visto desde P, V,,,:
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Agp
‘Vpp | = hm |7pp | SEDL ( At)

y la direccién sera perpendicular a 72y a 7,,,. Si tenemos en cuenta que:

w = lim —gpn = wh
At—0 A

resulta que:

Esto quiere decir que la velocidad de P/, respecto del origen inicial P, sera:

Vy =Vp+ V., 0seaVy=V,+o x iy

Esta Gltima expresién, conocida como campo de velocidades del cuerpo rigi-
do, nos permite determinar la velocidad de cualquier punto del rigido si cono-
cemos la velocidad de otro punto cualquiera y la velocidad angular de rotacién
@. Una propiedad importante del cuerpo rigido, que se desprende del campo de
velocidades, es que @ es una propiedad de todo el rigido. En otras palabras, la ve-
locidad angular de rotacién de un rigido @, es la misma para todos los puntos del
rigido. Es decir, si para un tiempo ¢ visto desde P, todos los otros puntos rotan
con &, desde cualquier otro punto @) del movimiento, también serd una rotaciéon
con la misma w. Mas claramente, @ es Gnica, no depende del punto. Para demos-
trar esto, supongamos que escribimos la velocidad de P’ desde dos puntos del
rigido, Py Q, y que @ depende del punto, o sea que:

‘_/117’:‘71)+@pr1019’ y ‘_/p’:‘_/q"'qufqp’
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Figura 8.6:

Podemos, ademas, poner:

entonces,

)/p—f—wp xrpp,:)/pthp X Tpg + Wq X Tgp

= Wy X (Tpp — Tpg) — W X Tgy =0
pero resulta (7, — 7pq) = 7y, ENLONCES,

(@p — Wg) X Tgpy =0

Osea, (v, — w,) y T, debenser paralelos. Pero ademas, como la direccién de
7,» puede ser cualquiera (esto vale para dos puntos arbitrarios del rigido), con-
cluimos que debe ser (@, — @,) = 00 sea, w, = w, = w.

Otra propiedad importante que se desprende del campo de velocidades es la
siguiente: si multiplicamos escalarmente (producto escalar), ambos miembros

del campo de velocidades por w, resulta:
o Vy =0V,

para cualquier par de puntos Py P’ del rigido. Si en ese instante, resulta que hay
algin punto del rigido cuya velocidad es perpendicular al eje de rotacién (per-

pendiculares a @),en ese instante, y para el observador inercial, el movimiento
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sera una rotacioén pura. Para ubicar el eje de esa rotacion pura, llamado eje ins-

tantdneo de rotacion, en ese instante, basta resolver la ecuacion:

Vp + @ X Tpe
donde 7,. es la posicién del eje respecto del punto P. Es importante notar que
el movimiento general del cuerpo rigido es una traslaciéon compuesta con una
rotacién. De hecho, cualquier movimiento del cuerpo rigido se puede descom-
poner como una rotacién instantanea pura méas una traslacién paralela al eje de

rotacion. Es decir, el movimiento del “tornillo”. Para ver esto, escribiremos:
V;)’ :Vzvl"‘%ll T W X Ty

donde descompusimos V,, = V,; + V. Con respecto a V,, y V,, estas son las
componentes de la velocidad de P, perpendiculares a w y paralelas a @, respec-
tivamente. Es claro que existe aqui un eje instantaneo de rotacién. En efecto, si

queremos resolver

ij_ + +w X fpeVp” =0

veremos que no tiene solucién, todos los posibles 7, conducen a un vector (o x
7pe) perpendicular a . Para algin 7., podremos anular V,,; pero nunca V. Sien-
contramos el 7, que anula a V, |, encontraremos un eje instantaneo de rotacién

que ademas se traslada con V| sobre si mismo.

8.3. Momento angulardel CR

Ya vimos que el momento angular de un sistema de particulas podria escri-

birse como:

N
L=L,+Ls= Rcy x MVCM—FZ@;- x m;V/

i=1
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donde L, es el momento angular de spin, o de rotacién, alrededor del C'M. Si se
trata de un rigido, podemos poner el campo de velocidades tomando como punto

P el centro de masa. Entonces,

%:VCM—F@XF;

Notemos aqui, que sabemos las leyes que gobiernan el movimiento del C'M.

dVeu

_ F(ext)
dt

M

Es decir, el centro de masa responde a la segunda ley de Newton para una
masa puntal en R¢), v a todas las fuerzas aplicadas alli (no importa dénde estén
aplicadas en el cuerpo rigido).

Aqui, (@ x 7}) es la velocidad del punto : del rigido respecto de su C'M. O sea
N
L, = Z (Th x myw x T%)
=1

Vamos a deducir ahora la relacién general entre L, y @ para un cuerpo rigi-
do, como cultura general, dado que en nuestro estudio del movimiento del C'R,
nos vamos a restringir a movimientos mas simples. Comenzamos notando que,

a partir delaidentidada x b x ¢ =b(a-¢) — ¢ (a- b), podemos poner

m; (T, x & X 7)) = m; (&J (7“22) — T (ﬂ@))

Siw = (wy, wy,w,) Y7, = (2,9, 2;), la componente = del doble producto sera

)

m; (wx (mgz + 3/1{2 + 222) — x; (x;wm + yll-wy + z;wz))

=m; [(y} + 27) wy — Tiyiw, — T)2iw;]

Entonces obtenemos:
N N N
=1 i=1 i=1
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Analogamente:

N N a
L,= (Z m; (z7 + z?)) Wy — <2 mﬂ‘;ﬂ:) Wo = (Z mzygzg> we
i=1 =1 =1

Es decir:

LS.’Z‘ wa [:Ey Ixz wZ
Ly | =| L. L, I, Wy otambién L, = I
LSZ ]zx Izy [ZZ Wy

donde I, I,, e I.. son lo que se conoce como momentos de inercia respecto de
los ejes z, y y = respectivamente. Los términos no diagonales de esa matriz (/,,,
I,., etcétera) se conocen como productos de inercia. A la matriz I se la conoce
con el nombre de tensor de inercia, y para encarar el estudio del movimiento
general del C' Ry sus propiedades (es lo que hace falta para estudiar, por ejemplo,
el movimiento del giréscopo, del trompo, etcétera), notemos que el general L, y
@ no son paralelos. Nosotros siempre nos restringiremos al caso en que siempre,
cualquiera sea el movimiento, permaneceran paralelos (mientras no se diga lo
contrario). Para que eso ocurra, debe suceder que & = wn, donde 7 es un vector
fijo en el tiempo que coincide con algin eje (z, § o 2). Por ejemplo, 0 = wz, en
esecaso: L = L.2, 0 = w2, entonces L, = I,.w., considerando adem4s, que el

problemaestalque /., = I, = 0.

Veamos quién es .., al que llamaremos /-, a secas.
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Figura 8.7:
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O sea, la suma de las masas por su distancia al cuadrado al eje 2. En nuestra

version de distribucién continua de masa:

Tons = fv p(F)d(F)dV

Como ya hemos mencionado, el momento angular de spin de un C'R esta re-
lacionado con la velocidad angular por medio de una ecuacién lineal entre vec-
tores de la forma

Li=1w

donde I es lo que se conoce como tensor de inercia. Este tensor es una propie-
dad geométrica del cuerpo y de la distribucion de masa (como esta distribuida la
masa a lo largo del C'R). La representacion de este tensor es una matriz de 3 x 3
simétrica (I, = Iy, Iy = I,. Y L., = I, se puede ver facilmente por cémo estan
definidos). Es conocido que una matriz real simétrica de 3 x 3 es siempre diago-

nalizable, es decir, hay tres ejes ortogonales tales que si son tomados como z, y
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y 2, la matriz resulta diagonal. En el caso particular del tensor de inercia, esas
tres direcciones particulares son llamadas ejes principales de inercia. Entonces,

el tensor de inercia usando estas tres direcciones nos queda

Lx Ixx 0 0 Wy Lx = Ixxwx
y | — 0 Iy, O Wy = Ly = Iyw,
Lz 0 0 Izz Wz Lz - ]zzwz

En esta representacion, los momentos de inercia I,.,, 1,,, e 1., son los momen-
tos principales de inercia. Todo cuerpo rigido tiene tres momentos principales de
inercia. Aqui vemos, que, en general, L y @ no son vectores paralelos. Dos vectores
ay bson paralelossia = aby, en general, I, # I, # I...

Remarquemos algo importante: supongamos que a un tiempo ¢ calculamos
el tensor de inercia del C'R y resulta diagonal. En un tiempo ¢, en general, ya no
lo sera, dado que el cuerpo esta rotando con cierta velocidad angular. Veamos el

siguiente ejemplo:

Figura 8.8:

Ent, los ejes coinciden con los ejes principales de inercia, pero en ¢’ no. O sea,

la relacion es
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Esto es un problema, dado que por calcular I(¢), deberiamos saber como es el
movimiento de relacién alrededor del C'M que es precisamente lo que queremos

determinar. Sabemos que (por lo que estudiamos de momento angular):

dL, _ d(I(t)@(t))

=7

dt dt

donde 7 es el torque de las fuerzas respecto del C'M. Esta ecuacion, asi, no nos
sirve (no sabemos calcular I(¢)). Podriamos calcular todo desde un sistema de
coordenadas que coincida con los ejes principales y rote con la misma veloci-
dad del cuerpo. Esto tiene la ventaja, que, en ese caso, I(¢) seria siempre diagonal
e independiente del tiempo (ya que los ejes rotan con el cuerpo). Si llamamos

(71,2, x3) a estos ejes rotantes, tendremos:

Ly = 11w
Ly = Isws
Ly = I33ws

donde I3, I3, y I33 son los momentos principales de inercia (independientes del

tiempo). Si esto lo calculamos con lo que ya sabemos, tendremos que

dL dL oD or
N [ — X =
at| ~ dt v ’
I Rot
O sea,
dw - dw
T = ]Hd_tl +(@xL), = ]Hd_tl + (I3 — 1) wows
dw - dw
To = [QQd—tz -+ (CZ) X L)2 = [22d_t2 + ([1 — Ig) wW3w1
dw = dw
T3 = ]33d_753 + (@ X L)3 = ]33d_t3 + (I — ) wiws

Estas son las ecuaciones generales que permiten resolver el movimiento de

rotacién del C'R alrededor de su C'M (ecuaciones de Euler). Como ya dijimos,

188



Capitulo 8. Cuerpo rigido (C'R)

nosotros no estudiaremos el caso general y nos restringiremos al caso en que L
y @ son paralelos (o sea, w x L = 0), y & apunta siempre en la direccién de algin

eje principal de inercia. En ese caso:

- =T
‘ dt Rot
y ademas si tomamos I33 = [..,©» = wZ, resulta L, = [,.w., o, directamente,
Ly = Iopw y entonces
dL, 7 dw
_ = —_— = T
dat My

Aqui, Iy, es alguno de los momentos principales de inercia, recordemos que:

Icy = Jv p(F)d*(F)dV

8.4. Calculodealgunos momentosprincipalesdeiner-
cia
1. Barra homogénea de largo L y masa M

Figura 8.9:

M
Definimos \ = - densidad lineal de masa (suponemos que el largo de la
barra es mucho mas grande que su radio). La masa contenida en un peda-

cito de barra de tamano dz, ubicada a una distancia x del eje, sera:
M
MNzr = —dz
L
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O sea,

|~

M2 <L>3_ ML?

T L3\2 12

Nl

2. Aro homogéneo de radio R y masa /. Para este cuerpo vamos a estudiar

los dos momentos principales de inercia.

a)

Figura 8.10:

M
A= R densidad de masa. La masa de cada pedacito de aro de lon-
Y

gitud ds = Rdyp sera:

Figura 8.11:
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Todos los pedacitos de masa estaran a una distancia R del eje. O sea,

=27 R2M MRQ 2
[CM:f dp = J do = M R?

=0 2 2 0

M

b) En este caso, la masa Q—dgo, esta a una distancia Rsen(y) del eje (en
s

realidad son dos pedacitos que podemos juntar: el pedacito A y el pe-

dacito B de la figura).

Figura 8.12:

Entonces,

p=m M 2MR? (™™
low =2 [ R sen(p)dp =25 " | sen()dy
T

=0 2T 0
IR°Mx  MR?
w22

La otra direccion ortogonal a los ejes principales considerados tiene
2

un Iy, igual,

(comprobar).

3. Disco homogéneo de radio R y masa M. Aqui, como en el caso anterior,

tendremos dos valores para los momentos principales de inercia.
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Figura 8.13:

Aqui, si suponemos que el disco es la suma de anillos con radio varia-

ble, podemos poner:

[CM = J(S[a
donde 51, = 6Mr2. 5M esla masadel anillo de r variable (el del dibujo,
por ejemplo). Sila masa por unidad de superficie del disco, es:

M

o= —
T R2

la masa de cada anillo de radio r sera:

M
5M = W27T7"d7’

donde 27rdr, es el area de anillo de radio r y ancho dr. Entonces,

r=R R
M 2M
Iowm :J r?—9xrdr = — r3dr

r=0 /ﬂ/RZ R? 0
TRLT 2

b) Queda como ejercicio encontrar qué pasa con los otros dos ejes prin-

cipales (aqui indicados). Los momentos de inercia valen lo mismo:
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Figura 8.14:

MR?
4

Ion =

Para no aburrirse integrando, en los libros estan calculados los momentos de
inercia de los cuerpos geométricos mas conocidos: esfera, cubo, paralelepipedo,

cono, cono truncado, tetraedro, etcétera.
En resumen, para estudiar la dindmica del C'R, restringiéndonos al tipo de
movimiento que estudiaremos, contamos con la segunda ley de Newton para

analizar la traslacion del C'M:

MAcy = F

y para estudiar la rotacién alrededor de este:

dw .
Ly=Icyw, 7=Icyy, 7= o aceleracién angular.
Insistimos: no es el problema general del movimiento de C'R. A veces, al tipo
de movimiento del C' R que estudiaremos, se lo conoce como movimientos con
“rotaciones planas”. El eje de rotacion esta siempre en una misma direccién per-

pendicular a los planos en los que se mueven todos los puntos del CR.
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Figura 8.15:

Para este tipo de problemas, la ley 7,7 = 7 para las rotaciones, es andloga
a la segunda ley de Newton (insistimos: solo para rotaciones planas). Vemos en-
tonces, que I¢yy, es el “equivalente” a la masa inercial para rotaciones. Es decir,
el momento de inercia /-y, es lo que determina la tendencia que tiene un cuer-
po rigido a mantener su velocidad de rotacién w alrededor de su C'M. Cuanto
mayor es el /), mayor sera esa tendencia. Como vimos, el /¢, no solo depende
de la masa total, sino también de como esa masa esta distribuida alrededor del
eje de rotacioén (que en este caso, al ser una rotacién plana, es un eje principal de

inercia). Vemos algunas consecuencias. Ya sabemos que:

dLs . Cl ([C]V[OJ)

dt dt

Imaginemos un sistema tal que 7 = 0. En ese caso, Ioyyw = Ly = cte. Es
decir, el momento angular de spin se conserva, y si el cuerpo es indeformable
(cuerpo rigido), esto lleva a la conservaciéon de su velocidad angular w. ;Pero qué
sucede si el sistema tiene la posibilidad de deformarse (y por lo tanto cambiar su
Ic)? En ese caso, la constancia de L, impone que al valor 7, también varie @.
Un ejemplo clasico de esto, es lo que hacen los clavadistas cuando se tiran de un

trampolin:
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Figura 8.16:

El clavadista, recibe un impulso J de la tabla del trampolin en los pies. Es-
to impulsa su centro de masa hacia arriba y luego cae siguiendo una parabola.
Pero ademas, recibe una cantidad de movimiento angular L, (que permanece
constante durante toda la caida debido a que 7 = 0 desde su C'M). Mientras el

Ly 3
—- En algin mo-
7O

cM

clavadista permanece estirado, su velocidad angular es w; =

.
183,

Como I}, < I4},, cuando esta hecho una bolita, gira mas rapido. Hagamos

mento, se hace un ovillo (una bolita) y entonces w, =

algunos nimeros. Supongamos que cuando esta estirado, el / (01}4 es aproximada-
mente el de una barra de longitud 2m. Entonces:

[(1) . M4m2 M 2

eM= T Ty
Cuando se hace bolita, el I}, es aproximadamente el de una esfera (I, =

2 .
EM R?) de 0.8m de diametro. O sea,
2 M
12, = gz\4(().4)2m2 = ?0.327712,
llegamos a la relacion:
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M
1 glinl
@ 9
1w %[032% 30.3

Entonces, w, ~ 5wy, jcuando esta en forma de bolita, rota 5 veces méas rapido!

El mismo efecto lo utilizan los bailarines para girar mas rapido sobre si mismos:

Figura 8.17:

Como Ig}w < Ig]fﬂ = Wy > Wy

8.5. Ejemplosde movimientosde C'R

= Supongamos un disco con una soga enrollada sobre una superficie hori-

zontal sin rozamiento. La masa del disco es M y el radio es a.

Figura 8.18:

r“" . T
@ 7

Si tiramos de la soga, ¢como sera el movimiento?
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Figura 8.19:

N

\ Acw

po————
",

La aceleracién del C'M viene dado por la segunda ley de Newton:

T
MACM:TjACM:M

La rotacién alrededor del C'M estd dada por la ecuacion:

Iemy =1

Antes que nada, debemos definir un sentido positivo para la rotacion. Esto

esta indicado por la flecha curva en el dibujo. Entonces:

Iemy = al’

Ma’ . . Mad? o7
% (es un disco de radio a): y=aT = v= 7

ycomo oy =

= Ahora, el mismo disco del problema anterior, esta unido por la cuerda que

pasa por una polea (de masa despreciable) a un cilindro que cuelga.
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Figura 8.20:

Hacemos los diagramas de cuerpo libre:

Figura 8.21:

MiAcy, =T (traslacién)

Icyy = aT  (rotacion)
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Figura 8.22:

MyAcy, = Mag — T (traslacién)

Hasta aqui, tenemos tres ecuaciones y cuatro incégnitas (Acas,, Ao, ¥
y 7). Nos falta una ecuacién. Resulta que 7" es una fuerza de vinculo (aso-
ciada al hilo). Mientras el hilo esté tenso (7" > 0), va a existir una relacién
entre Acyy,, Ao, Y- En efecto, supongamos que transcurre un A¢. En ese

instante el cilindro desciende un Ay.
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Figura 8.23:

Este Ay esigual ala cantidad de hilo que aparece del lado de la polea donde
cuelga el cilindro. Esa cantidad de hilo, proviene de dos contribuciones: lo
quesse traslada el C'M del disco en ese tiempo Az, y el hilo que se desenrosca

del disco en ese tiempo (aAy). O sea,
Ay = Az + aAp

Esto quiere decir que:

Acwm, = Aom, + ay

Esta esla ecuacion que faltaba. Esta ecuacion, junto con las otras tres, cons-
tituyen un sistema lineal de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que

resuelven el problema.

= Los dos discos son iguales (de misma masa M y mismo radio a, por ende
idéntico Iy,). Determinar las aceleraciones angulares de cada disco (y; y

v2) v la aceleracién del C'M del disco 2.
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Figura 8.24:

Eldisco 1 esta fijo (no se traslada y puede rotar). El disco 2 cae a medida que

el hilo se va desenrollando de ambos discos.

Figura 8.25:

Icyyn = a1 (rotacion del disco 1)
MAy = Mg—T (traslacion del disco 2)

Icyye = aT  (rotacion del disco 2)

Ecuacion de vinculo: lo que desciende el C'M del disco 2 enun At (Ay), tiene

dos contribuciones: el hilo que se desenrolla de 1 en At (aAyp;), mas lo que
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se desenrolla de 2 en At (aAyps). O sea,

Ay = alp; +alpy = Ay =ay +ay

Esta ecuacién permite completar el sistema de cuatro ecuaciones con cua-

tro incégnitas que resuelven el sistema.

Podemos establecer el procedimiento tipico para determinar y construir las
ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido libre (esto es, sin vinculos) para

el caso en que su rotacién es plana.

Figura 8.26:

La aceleracién del C'M esta definida por:

MAcy =Fi+ Fo+ Fs=R

donde R = F} + F, + F; es la resultante de todas las fuerzas externas, no importa

dénde estén aplicadas. O sea,

MACMz:F1x+F2x+F3x:Rx

M Aoy, = Fiy + Foy + Fyy = R,
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La aceleracién angular alrededor del C'M, con eje de rotacién en la direccion

Z, estd determinada por:
[CM’Y =T +7T3 = ‘Fl‘dl — |F13’d3 =TT (torque total).

71y 73 son los torques de F, y I} (d; y ds son las distancias de las respectivas
rectas de accién de las fuerzas al C'M; en este caso, [, no interviene porque su
torque es nulo). El signo de los torques se corresponde con el sentido de giro que
favorecen, de acuerdo con el que indicamos en el diagrama del problema. En
este caso, elegimos signo + al antihorario. Vemos aqui, que lo que determina
el movimiento es R y 7. Si definimos ahora una “cupla” (o un par de fuerzas),
como dos fuerzas de igual médulo pero opuestas, cuyas rectas de accién estan
separadas por una distancia d, notamos que la misma dindmica que planteamos

antes se obtiene si:

Figura 8.27:

donde R = F, + F, + Fs. Aqui el vector F es una fuerza y d es una distancia

arbitraria tal que la cupla (o el par) es:
|[Fld = [rr|
y cuyo sentido de giro (el signo) es el de:

Fidy — Fsds = 17
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8.6. Movimientode C R vinculados

Consideremos ahora el movimiento de un C'R con un punto fijo. El ejemplo
mas simple de esto es el caso de péndulo fisico, llamado asi, para diferenciarlo
del sistema de péndulo ideal que ya estudiamos. Un péndulo fisico es un C R que

cuelga de algiin punto diferente a su C' M.

Figura 8.28:

Las fuerzas aplicadas en este sistema son, el peso del CR (P = Mg aplicada
en el C M)y Fy (fuerza de vinculo aplicada en el punto fijo de suspension o). Por

lo tanto, para el movimiento del C')M, tendremos:
Esta ecuacién la podemos escribir en componentes polares:

Mdy = —Mgsen(yp) + Fy, (8.1)
—Mdp?* = Mgcos(p) — Fy, (8.2)
donde Fy, y Fy, son las componentes angular y radial de la fuerza de vinculo.

Conviene remarcar aqui que en el péndulo ideal la fuerza de vinculo, la tension,

no tiene componente angular, ya que siempre apunta en la direccién del hilo. En
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el caso del péndulo fisico, no sabemos apriori para dénde va a apuntar Fy.

Respecto de la rotaciéon alrededor del C'M:

Figura 8.29:

El Gnico torque que actia es el de la componente angular de la fuerza de
vinculo (el peso esta aplicado en el C'M, o sea, no tiene torque). Entonces ten-
dremos

Ioyy = —Fy,d

donde, como w = ¢y v = ¢, tenemos

Ion$ = —Fy,d (8.3)

Notemos aqui que el angulo ¢, que corresponde a la coordenada angular del
C'M, es el mismo que describe la rotacién del cuerpo alrededor del C'M. Esto es,
en realidad, la ecuacion de vinculo asociada a la existencia de Fy,. Si utilizamos

la Ec. (@), para reemplazar Fy, en la Ec. (@), obtendremos:
I
Mdp = —Mgsen(yp) — %@ = (Iom + Md*) $+ Mdsen(p) =0

Esta ecuacién, nos permite determinar ¢ = (). Podemos escribir la altima

ecuacioén como:
Mgd

g25+ msen(gp) =0
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y ya sabemos resolver esta ecuacién para sen(p) ~ ¢

SR ——
(Iem + Md?)(p N

Sila comparamos con la ecuacién para el péndulo ideal:

$+wip=0 con w,= %

inmediatamente concluimos que la solucién es igual salvo que ahora:

Mgd

TN Tow + ME2

Una de las cosas remarcables del péndulo ideal es que su periodo no depende
de la masa. Aqui vemos, que en el caso del péndulo fisico, aparentemente si de-
pende de M. Veremos que en realidad, no depende de la masa, sino de la “forma”.

Para ello, definiremos una magnitud llamada radio de giro (R,) como:

lom
MR;ZICM = Rg: W

El radio de giro, es la distancia a la que hay que concentrar toda la masa del
C'M para tener el mismo momento de inercia del C'R. Claramente, dependera de
la “forma” del cuerpo. Por ejemplo:

Para disco homogéneo:

M R? 1 . M R? 1
5 :>Rg:7§R SIICM:

Iy =

Para aro homogéneo:

. M R? 1
Icny = MR?> = R,=R. Silcy= :>Rg:\/—§R
Para una esfera:
2 2
[CM = EMRZ = Rg = SR
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y asi siguiendo. Podemos entonces reescribir w en funcién de R,:

" M gd B M gd B gd
TN Iow + M2 MR2+ Md*> '\ R2 + d?

iy es independiente de la masa!

La ecuacién de movimiento que obtuvimos tiene ademas otra lectura. Escri-
bamosla como

(Iem + Md?) ¢ = —Mgdsen(y)

Sabemos, por otra parte, que el movimiento que hemos descripto como una
traslacion del C'M mas una rotacioén alrededor de este, desde el punto de suspen-
sién o, es una rotacion pura (ya que al ser un punto fijo, con velocidad nula, todos

los puntos del C'R rotan alrededor de o con aceleracién angular v = ).

Figura 8.30:

La llamamos (I, + Md?) = I, la ecuacién de movimiento resulta:
I,y = —Mgdsen(p)

Pero — M gd sen(y) es precisamente el torque del peso respecto de o. Es decir, si
definimos el momento de inercia del C'R pero que pasa por o como (/¢ + Md?) =

I,, podemos plantear el movimiento como una rotacién pura (notar que desde o
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el torque de £, es nulo). Esto es un caso particular de lo que se conoce como teo-
rema de Steiner. Este teorema relaciona el momento de inercia respecto de un
eje principal de inercia de un cuerpo (que pasa por su C'M) con otro paralelo a él

a una distancia d (que pasa por o).

Figura 8.31:
Ten

/” oo no W 40 “

y R © Visto desde w2 @’

{ CWH’? ) \ C ~

{ \ |
-~ Y

N \kw\‘”///

Pensemos el C'R formado por un montén de masitas puntuales m;, cada una

en r;, entonces:

I, —Zmz x; —|—yZ

Figura 8.32:
Y1 1y
/ VAN
( P X!
6 {
—_—— —— — - | — xs.,
an »
. yd

Seveenla figura que (7 —d) = 7. Osea (z;—d,) = 2} e (y;—d,) = y.. Entonces:
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Lo =Y mi (i —dp)* + ) mi (i — d)*
= ma? = 2d, Y mam + Y md?
+ O Tmay? = 2d, > may + > myd:
:Zm (22 +y?2+2mi (a2 +d§2 = Iop + Md?

Iem dz2

> mz; v >, m;y; se anulan, ya que son las coordenadas = e y de C'M medidas,

precisamente, desde el C'M.

8.7. Rodadura

Ademas de los puntos fijos, otro vinculo que acopla el movimiento del C'M
con la rotacion alrededor de él, es la rodadura. Consideremos un cilindro de ra-
dio a, cuyo centro de masa se traslada con velocidad V;; en una direccién (la
x supongamos). Adema3s, el cilindro rota alrededor del C'M con una velocidad

@ = wZ. El cilindro se mueve sobre una superficie.

Figura 8.33:

*

Si utilizamos el campo de velocidades del C'R para calcular la velocidad del

punto del cilindro que esta en contacto con la superficie (punto o), resulta:

Vo=Venu+w xa
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Como w = w2, a = aj Y Vear = Veud, se obtiene:

‘70 == VCMJA? —wat = (VCM - wa):i‘

SiVeoy > wa, el punto o deslizara respecto del piso hacia adelante. Si, en cam-
bio, Vo < wa, el punto deslizara hacia atras. ;Qué ocurre si Vo), = wa? En ese
caso, el punto o no deslizara, esta en reposo respecto de la superficie. Decimos
entonces, que el cilindro “rueda sin deslizar”. Todos los puntos de contacto del
cilindro con la superficie, constituyen lo que se conoce como “eje instantaneo de
rotaciéon”. En ese instante, todos los puntos del cilindro, estdn rotando alrededor

de ese eje. De hecho, podemos dibujar el campo de velocidades:

Figura 8.34:

Vistos desde o, el médulo de la velocidad de cada punto es wd, siendo d la
distancia desde o al punto. Su direccién es perpendicular al vector posicién desde
oal punto, cuyo médulo es precisamente d. Por ejemplo, el médulo dela velocidad
del punto A es Vg, (igual que el C'M), dado que estd a la misma distancia de
o que el C'M, pero apunta en otra direccién. Todos los puntos que estan sobre
la circunferencia de radio «, trazada desde el centro o, tienen velocidad con ese
mismo moédulo Vi, pero apuntan en la direccién tangente a la circunferencia.
La diferencia entre un punto fijo y el punto de contacto del cilindro cando este

rueda sin deslizar es que el punto fijo esti en un eje de rotaciéon “permanente”.
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En el caso del punto de contacto, es un “eje instantaneo”. Eso quiere decir que,
un instante después, ese punto del cilindro, al dejar de estar en contacto con el
piso, dejo de ser parte del eje de rotacion y fue reemplazado por otro punto. El

vinculo de rodadura puede verse como una relacién geométrica:

Figura 8.35:

VC )
ety
‘ - B G N
X (¢) 4
X ) o) KfEebe)
tawne T4+AE

Lo que avanza el CM, (z(t + At) — z(t)), en un tiempo At es la longitud del

arco subtendido por el angulo Ay que rota el cilindro en ese tiempo. Luego,
AXCM = CLAQO
Si dividimos por At, y tomamos el limite At — 0, resulta:

. AXeow %
AT TAE T Ay T Vew =

Si hacemos girar el cilindro con cierta w y lo apoyamos sobre una superficie,
dandole al C'M una velocidad Vi, tal que Vioy, = aw, el cilindro rodara sin desli-
zar sobre la superficie y no se detendra. Este movimiento serd independiente de
la existencia de un coeficiente de rozamiento entre la superficie del cilindro y el
plano. En efecto, no aparecerd rozamiento dindmico (dado que este rozamiento
se opone al deslizamiento, y en rodadura, precisamente, no lo hay) y tampoco
estatico porque no hay fuerzas externas (recordar que el rozamiento estatico se

“acomoda” a las fuerzas externas).
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Figura 8.36:

S

O sea, si Voyr = aw y no hay fuerzas externas, el cilindro seguira rodando
sin deslizar con Vi), = cte y w = cte. De hecho, va deteniéndose si se mueve en
el aire, por ejemplo, por el rozamiento con el medio. La condicién de rodadura,
Veu = aw, podria parecer singular (o sea, muy poco usual). Sin embargo, se pue-
de ver que es el movimiento terminal de cualquier cuerpo que pueda rodar (un
cilindro, un aro, una esfera, etcétera), cualesquiera sean las condiciones iniciales
de Ve, Y wo, Si el plano sobre el que se mueve el cuerpo tiene un coeficiente de

rozamiento dinamico .

= Primero, supongamos que lanzamos el cilindro sobre la superficie con Viy, #

0, pero con w = 0.

Figura 8.37:

En este caso, inicialmente, el punto de contacto desliza hacia adelante res-

pecto de la superficie. Entonces aparece una fuerza de rozamiento dinami-
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ca F,, = —uqaMg. Las ecuaciones de movimiento son:
MAcy = —pugMg  (traslacion)
Ioyy = apgMg (rotacion)
Entonces,
dVe
Acym = dtM = —pag = Vour = —pagt + Vo,
dw  apgMyg apaM g
’}/ = — = t = = t+ Wo
we=0

Esta Gltima ecuacién la podemos escribir como:

a’paMg, < a )2 .
aw = ———t=( = pag
MR? R,

Si graficamos Vi), v aw vs. ¢, tendremos:

Figura 8.38:

OZ el
oingwmaco

Condciom de vodadua Vo= 0w

Como Vi = aw, se llega a la rodadura, ), desaparece y el cilindro con-
tinGia rodando. El tiempo t* es el tiempo en el que se alcanza la rodadura
(notar que este tiempo dependera de R,, es decir, si es un aro, un disco, una

esfera, etcétera).
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= Otra condicién inicial posible seria Voy,, = 0y w, # 0. En ese caso, el punto

de contacto deslizara hacia atras inicialmente. Entonces tendremos:

Figura 8.39:

MAcy = mugMg (traslacion)

Icyy = —apgMg (rotacion)

a 2
Entonces, Vo = pagt y aw = — o iqgt + aw,. En este caso
9

Figura 8.40:
) ¥oelien e
@ 0\afco \ deslizv”
NG
(m%q Condativn da vodadupy Veu: AW
damrweo ! A1, ;
¢ ((Uesspver el
¢ Rl
f ansuuce |

L
£

Vemos entonces, que cualquiera sea la condicién inicial, si no hay otras fuer-

zas distintas al rozamiento dinimico, el movimiento terminal es la rodadura.
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Veamos qué sucede si hay otras fuerzas externas en presencia de la rodadura.

Supongamos ahora que el cilindro tiene una polea de la cual se puede desenrollar

un hilo:

Figura 8.41:

En este caso, si hay rodadura, podria aparecer una fuerza de rozamiento es-

tatica (cuyo valor maximo, sabemos que es F, = .M g). Las ecuaciones en

€max

este caso son:

MAcy = F + F,, (traslacién)

Icyy = —aF,, +dF (rotacién)

Si se mantiene la rodadura: Acy, = avy (dado que si Vi, = aw, derivando
respecto del tiempo obtenemos esa condicién). Entonces, la ecuacién para la ro-

tacién se puede poner como:

A
CM _ _4F, +dF = Aoy = —— (—aF,, + dF)
Iem

Iem

1
y como Acy = i (F,., + F), resulta que

a®F,, adF F F,. adF F _F,_ d°F,

- — 4 = =
Ievey  Ienw M M Iey M M Icy

(e (7)) )
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Si|F,.| < F..,. = pu.Mg,el movimiento, acelerado en este caso, sera de ro-

dadura. Notemos que el sentido de F,., depende del signo de (a—d - 1).
e R‘g

Si (% — 1> > 0, F,, apuntara como esté indicado en el grafico.
g

. [ ad , . .

Si (% — 1) < 0, F,, apuntara en sentido contrario. El caso del aro (R, = a),
g

resulta interesante: si d = 1 (la fuerza esta en el borde del aro), no hace falta el

rozamiento estatico para mantener la rodadura.

Figura 8.42: Esta es la situacion para el aro

2

€

=0

Otro caso interesante, es lo que sucede si en lugar de una fuerza externa, so-

bre el cuerpo hay un par externo 7.

Figura 8.43:
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En este caso, las ecuaciones son:

MAcy = F,, (traslacion)

Icyy =7 —aF,, (rotacién)

a F a
ero si A = = A =—(1—aF, ) = == =
P cM = ay CcCM To (7' a e) Vi Tor

<5 (1 (&) ) 5 = - 1 +m(1)2>

En este caso, F,, siempre resulta en la direccién del diagrama: el cuerpo se
traslada gracias a la fuerza de rozamiento estatica. En el caso de las ruedas mo-
trices de bicicletas, motos, etcétera, el “motor” le imprime una cupla a la rueda y
es el rozamiento lo que “empuja” el movil. Por cierto, si la cupla es muy grande,
la F,, necesaria podria superar el valor maximo posible (1. M ¢g) y la rueda “pati-
na”. Es lo que pasa cuando aceleramos demasiado cuando el seméforo se pone

en verde.

8.8. Energiadel CR

Como todo sistema formado por muchas particulas, la energia cinética resul-
ta, la suma de las energias cinéticas de las particulas que lo componen. Es decir,

la energia total de un sistema con N cuerpos es:

N
)
=1

Como ya vimos, la velocidad de cada cuerpo puede escribirse como

mﬂ)?

N | —

V; :@;—I—VCM
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donde Vi, es la velocidad del centro de masa y V; es la velocidad del cuerpo

i-ésimo respecto del C'M. Entonces:

1N 1N N
T == V2 - A+ iy
zlzlm CMJinZ;mUZ * CMZZlﬁfL
0

1
:§M Véu + Tinr

Esdecir, T"es la suma de dos contribuciones. %M V2, eslaenergia cinética del
C'M, mientras Tyyr = >, m;v/?, es la energia cinética asociada al movimiento de
los cuerpos alrededor del C'M (habitualmente conocida como energia cinética
interna). Esta expresion, aplicada al cuerpo rigido, tiene una forma particular.

En efecto, como
v = Vou +@ x 7

resulta que v, = @ x 7, (recordemos que en un C'R, el tnico movimiento posible

de todos los puntos respecto del C'M es una rotacién) y entonces:
1 N
T = 5MVC%M + ) mi (@ x 1)
=1

Esta Gltima energia interna, como corresponde a la rotacién de los puntos
alrededor del C'M, se la llama energia cinética de rotaciéon. Para un movimiento

general del C'R, esta energia se puede escribir como:

Trot = = (Low?2 + Iyyw? + Low? + 2Lywowy + 2L wew, + 21wyw.,)

N | —

Para llegar a esta expresion hay que seguir los mismos pasos que llevan a
L, = 1o, como ya lo hicimos anteriormente. Esta energia cinética de rotacién,
se simplifica mucho para el caso de “rotaciones planas”. En efecto, en ese caso:
[vi| = diw]
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Figura 8.44:
¥ oo
\/
A7 Jo [’
( M
\\
Entonces,

1
2 2
Thot 3 Z._El m;d;w

N
ycomo O mid} = Icy

i=1

(en su version continua /oy = f p(7)d*(7)dV), resulta
v

i

Tt'ras Trot

1 1
T = Tyes +Tror = §MVC2M + _[C’MW2
—
donde T}, eslaenergia cinética de traslaciony T,.; es la energia cinética de rotacion.

8.8.1. Teorema delas fuerzas vivas parael CR

Como vimos, para el caso de “rotaciones planas”

MAcy =F y Ieyy =71
—_— —_—
(traslacion del C M) (rotacién alrededor del C' M)

Entonces, escribimos las ecuaciones de traslacion del C'M en coordenadas

intrinsecas. Resulta, para la direccién tangencial:
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dVCM dVCM ds
dt ds dt '

MVCMdVCM = FtdS = E : d_S =

5 Rew
Vem Rowm

Ft'd_S:WF

Rew,

MVeydVeon = f

Vem 5
° Rewm,

1 1 Rem
EMVC%M - §MVCQMO = Wrp = A,T;fras

Rewv,

O sea, aligual que sucede con una particula, la variacién de la energia cinética
de traslacién, entre dos posiciones, es igual al trabajo que realizan las fuerzas
externas.

Por otra parte, para la rotacion:

I dw 7 dw dyp
e —_— _— p— =
CM dt CM dp dt T
—

w

w @
leywdw = 1dp = J Ioywdw = J Tdp =
Wo Po

® ®

1 1
—Ioyw® — ZIoyw? =W,

9 9 = AT‘rot - WT

Po Po

donde Szo Tdy, es el trabajo que realiza la cupla. En suma, mostramos que:

RCM ¥

AT =A (Erus + Trot> - WF + W’T

Rc, ®o
Del mismo modo que ocurre para el caso de una particula, existen fuerzas que

tienen la propiedad de que su trabajo entre dos posiciones del C'M/, solo depende

de estas dos posiciones. Estas son las fuerzas conservativas. En ese caso:

RC]\J

Rem
A f  F-dRoy = — (V(Reas) - V(Ron,))

Rewm,
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Con F' = —VV(Rcu). En problemas de CR en que el C M se mueve en una di-

mension (digamos la x, por ejemplo), resulta:

Xem Xou Xeom
We = J F o Xon = — (V(Xear) — V(Xens,)) = —AV
Xou, Xowo Xom,
dV (X,
con F = _M_
dXcum
Si todas las fuerzas que realizan trabajo son conservativas y no hay cuplas
Xem Xem
que realicen trabajo, entonces, como Wr =—AV , resulta:

XcoMm, XeMm,

AT = —-AV = A(T+V)=0
E

Enesecaso, E =T +V = Tyus + Trot + V v 1a energia mecdnica total del CR,

Se conserva.

8.8.2. Ejemplosde fuerzas conservativas

1. Fuerza elastica.

Figura 8.45:

0o, b

¢

_ _ 1

2. Fuerza peso.
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Figura 8.46:

F=-Mgy 'y V(y)=Mgy

8.8.3. Ejemplos de fuerzas no conservativas

1. Rozamiento dinamico

2. Fuerza de rozamiento estatica.
El caso del trabajo realizado por la fuerza de rozamiento estatico, en con-
diciones de rodadura, resulta interesante. Consideremos un CR en condi-

ciones de rodadura.

Figura 8.47:

~
X

Cuando el C'R se traslada un d Xy, el trabajo que realiza el rozamiento en

la traslacion es:

SWr = —F,,dXcu

222



Capitulo 8. Cuerpo rigido (C'R)

y el trabajo que realiza la cupla del rozamiento es:
oW, = 1dp
pero sirueda sin deslizar:

adp = dXcy = Wgp+ W, = —F,. dXcy + Fr.dXeoy =0

Es decir, en rodadura, la fuerza de rozamiento estdtica, si bien es no conserva-
tiva, no realiza trabajo. El trabajo que realiza en la traslacion es de signo

opuesto al correspondiente a la rotacién. En otras palabras:
AT =A (T;fras + Trot) =0

pero como ATy,.qs # 0y Trot # 0,10 que sucede es que hay conversion entre

la energia cinética de traslacion a la de rotacién, o al revés.

8.8.4. Analisis de ejemplos varios

2

e . a ..
s Tenemos un cilindroderadioa | Ioy = ), cuyo C'M esta sujeto a un

resorte. El otro extremo del resorte, esta sujeto a una pared. ;Cual es la ma-
xima velocidad que podra alcanzar el C'M del cilindro sin que el cilindro

deslice? El coeficiente estatico entre la superficie y el cilindro es z..

Figura 8.48:
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La tnica fuerza que realiza trabajo es la elastica (recordemos que la fuerza
de rozamiento estatico no realiza trabajo neto en la rodadura). Entonces,

la energia mecanica se conserva:
1 2 1 2 1 2

Si estamos en rodadura, Vg, = aw, entonces

1 1 1

E :§MVC%M + EICM& + §kX5M
1 1ICM 1

:EMVCM + 2 2 + 2kXCM
1 I 1

=3 <M + CM) V2, + §ngM

M/

Aqui vemos que el efecto de la rodadura puede pensarse como un “cambio”
en la masa del sistema. La energia mecanica que obtuvimos, es la equiva-

lente a la de un oscilador armoénico puntual (una particula, no un CR) de
1,
masa M’ = (M+ ﬂ)

Esto quiere decir que la solucién para X¢,(t), sera:

k
Xom(t) = Acos(wot + ), w, = I

entonces

Veu(r) = —Aw,sen(w,t +a) , Acu(z) = —Aw? cos(w,t + a)

Notemos aqui, que la amplitud A la podemos poner como X,,.., 0 sea, el
punto de estiramiento maximo del resorte. Por otra parte, en +X¢yy, la

energia es toda potencial, y el médulo de la aceleracién resulta maxima:

|Amax| - Xma:c—]
(%)
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En esos puntos, por el vinculo de rodadura:

|Amam| - ah/max|

y ademas, sabemos que:

ICM‘P)/’ = a/FT'e

O sea, en esos puntos:

Ieyv|VYmaz| = aFa
donde £}, es la maxima fuerza de rozamiento estatica para garantizar la
rodadura, y debe ser:

F* _ ICM‘P)/max’

Te a < Fremax = MeMg

O sea,

_ peMg (a*M + Icar) Mg L+ Ma?
]{? ICM o k’ ICM
Este es el maximo valor que puede tomar X,,,., de modo que todo el movi-

miento sea con rodadura. Esto corresponde a una energia mecanica maxi-

1. [peMg Ma2\ 1’
E=-k 1
A )]

ma.

] . . 1 ]
Aqui toda la energia potencial es £ = EkX 2 .- Esta energia, cuando pasa

max*

por Xcys = 0, se convierte todo en energia cinética:

1 1 I
MV, == (M + ﬂ) V2

2 max 2 a2 max

Ion\ |2 _/]E/ peMg Ma*\1’
%(M—i— aQ)VmM_ k ? 1—|—ICM =
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,112]\42g2 (Iom + MCLQ)? a?
I S P T
MG (o + Ma?)

I Ma?
= Vipaw = fteMga Loy + Ma”
kElcw

Todavia no especificamos que se trata de un cilindro ( 7oy =

M 2
a .Sien

lugar de reemplazar por un /¢, especifico, lo hacemos en términos del ra-

dio de giro (Icy = MR?), obtendremos:

uMga a M a\”
maz— R2 2 = e = —A [l a5
MRz \ V 0% g Rg>\/k \&,

Vemos aqui que la velocidad resultara mayor cuanto menor sea el radio de
giro. O sea, entre una esfera, un cilindro y un aro (de igual radio a y masa

M), tenemos:

V(esfera >V (cilindro) = V(aro)

max max max

= Tenemos una esfera, un cilindro y un aro, todos ellos de igual masa M y
radio a, a una misma altura sobre un plano inclinado. El rozamiento esta-
tico garantiza que los tres cuerpos lleguen al final del plano rodando sin
deslizar. Si los soltamos juntos, ¢llegaran a la base juntos? Si no es asi, c¢en

qué orden llegan?
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Figura 8.49:

N
\‘\
~
y N

La energia mecanica se conserva (la Gnica fuerza que realiza trabajo es el

peso), entonces, la energia inicial de todos ellos es potencial:

E :Mgh = Eras + Trot + ng
1

1
:2VCZM + —]CMLU2 + ng

2
y como rueda sin deslizar: V), = aw, entonces:

1 I
E:Mgh:§<M+%) V2, + Mgy =

V2 () = 2Moh - y)a® _ 2Mg(h — y)a®
‘ Ma?+Ieyr M (a® + R2)

\/29(h —y)a

Notar que la velocidad es en funcién de la altura y no depende de la masa

Veu(y) =

M, sino de la forma del cuerpo (R,). Vemos aqui, que a igual altura y, la
velocidad del cuerpo de menor radio de giro es mayor. Por consiguiente, la

carrera la gana la esfera, segundo cae el cilindro y el aro queda cola.
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8.9. Ejercicios resueltos del capitulo

PROBLEMA 1: El eje que pasa por el centro de masa de un cilindro homogéneo

demasa M y radio a esta unido a dos resortes idénticos de constante  y longitud

natural /, cada uno (ver Fig ()). Los otros extremos de los resortes estan unidos

a una pared. La superficie sobre la que se mueve el cilindro es tal que hasta una

distancia /, de la pared es lisa (no hay rozamiento), mientras que a una distancia

mayor es aspera y tiene un coeficiente de rozamiento y.. Inicialmente se separa

el cilindro de modo tal que los resortes se estiran, cada uno, una distancia A y se

suelta desde el reposo.

¢Cudl sera el maximo estiramiento A,,,, tal que el cilindro ruede sin desli-

zar en la parte rugosa?

Suponiendo que el estiramiento inicial resulta menor que el determinado
en el punto anterior, hallar el tiempo que tarda el cilindro en llegar a la

compresion maxima de los resortes.

Hallar X, (centro de masa del cilindro) en funcién del tiempo desde que
se lo suelta hasta llegar a la compresién maxima. Hacer un grafico para la

posicién del centro de masa entre esos dos tiempos.

¢Cémo cambia el resultado del primer item si en lugar de un cilindro ma-
cizo de radio a tenemos un cilindro de igual masa M pero hueco, de radio
exterior a e interior b de igual masa M unido al eje por medio de rayos de

masa despreciable (como las bicicletas)?
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Figura 8.50: Problema 1

AAASAANANAANANSIAN
l £ u=0 | He
“:0 E MS - 10—————>:k——A—
- k o M l
. /\N\N\/\N\/\/\N\'(\/\/W@ /V\NVV\Mi\/
e 10______>:<__A__;IL v NAAN
(Vista lateral) (Vista desde arriba)
RESOLUCION:

Figura 8.51:

Para x > 0
MXey = —2kXew + F,
Iy =akF,,
La condicién de rodadura es:

XCM = —wa

Entonces, de la Ec. (@)z
Xowr

a

XCM:_/Ya:}’)/:_

y reemplazando esto en @), obtenemos:

IXcum

F., =
a2

e

wa
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IXom

Reemplazando en (@), obtenemos M Xy = —2kX s — —,— 0 sea:
a

I\ .
<M + ;) Xom +2kXcy =0

o también:

XCM+onM—O con w, = 4/
a?

Para que ruede sin deslizar deberia ser (por Ec. ( ):

I
F, == (XCM) < peMyg
CL

Ahora bien, <XCM) = —w?(4A), . »entonces:
1 4k
M —AX e < tteM
2 3M Hell9 =
3 M
AX e < He kg ,0s€ea, =
3 Mg
Amax SMe 7
2l %
Parax <0
MXcy = —2kX o, reacomodando, tenemos:
.. , , 2k
Xew + (w,) Xear = 0, donde w, = 7
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b) Luego, el tiempo que transcurre entre el maximo estiramiento (X¢oy, = A)

y la maxima compresién es:

c)

La solucién para Xcy > 0 es:
Xeum(t) = Acos(wot)

X (t) = —woA sen(w,t)

3M

T
Estoesvalidopara 0 <t < —/—.
valido p < N &

La solucién para Xcy < 0 es:

WOA ’ ™ 3M
XCM(t) = — " sen (WO (t — Z 7))

N
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Figura 8.52:

ttP’M'

AR

Wo p P .
Notar que — < 1por lo tanto la compresién maxima es menor que el esti-
w
o

ramiento maximo.

d) Primero, cambia w,, como w, = M(a? + b?).
]\/[ —i— 2
a

2
resulta w, = . Ademas — = §M (1 + (é) ) .

entonces:

Lo que implica:
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[+3())
()

cilindro macizo.

y como

PROBLEMA 2: Se desea trasladar un contenedor de masa M aplicando una fuer-
za F tal como muestra la Fig. (). Para ello se dispone de dos cilindros idénticos
de radio a. Los cilindros se pueden disponer de dos formas. La forma (a) es uti-
lizarlos como rodillos, es decir apoyar el contenedor sobre ellos de modo que la
superficie de los cilindros quede en contacto con la superficie y el contenedor. La
forma (b) es utilizarlos como ruedas, es decir, los cilindros estan fijos a ejes soli-
darios al contenedor, pero no en contacto con la superficie de este. El coeficiente
de rozamiento entre todas las superficies vale lo mismo (u.). Considerando que
en ambas disposiciones los cilindros ruedan sin deslizar en ninguna superficie

de contacto, determinar:

a) Laaceleracion del C'M del contenedor y de los rodillos y las aceleraciones

angulares de estos Gltimos para cada disposicién ((a) y (b))

b) ¢Cual serala maxima fuerza aplicable en cada caso, tal que los cilindros no

deslicen, y cual sera la aceleracién del contenedor en esos casos limite?
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Figura 8.53: Problema 2

- F
M —> M —>
o M,
Q Q C&D (LP
u €
Mo (S
RESOLUCION:

a) Para la configuracion de “rodillos” (a).

El diagrama de cuerpo libre es

Figura 8.54:
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Para la traslacion del C' M del contenedor, entonces:

M A(chw =F—F,, —F, (seginx)

0=—-Mg+ Ny + Ny (seginy)

Para la rotacion del contenedor:

h
0 = (Frg + Frl) 5 + Nldl - N2d2

Para la traslacion del C'M del rodillo 1 ,entonces:

M A(CRA}) = F,, — F,, (seginux)

0=—-mg— Ny + N3 (segln y)
Para la rotacion del rodillo 1:
]R'Yl = (Fm + F?”:;) a

Para la traslacion del C' M del rodillo 2:

MAY) — F, —F,, (seginuz)

0=-mg— No+ N, (seginy)

Para la rotacion del rodillo 2:

Irye = (FT2 +FT‘4>CL

(8.8)

(8.10)

(8.11)

(8.12)

A estas ecuaciones hay que agregarles las correspondientes a los vinculos

de rodadura:

A(CRz\lz[) =an
A(CRJ\Q/[) =av2

(8.13)
(8.14)
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y ademas:
AL = 2ay, (8.15)
AL = 2a7, (8.16)

Estas dos Gltimas ecuaciones expresan el hecho de que los puntos de con-
tacto de los rodillos con el contenedor no deslizan respecto de este. Es decir,

se mueven con una velocidad igual a la del C'M del contenedor.

Combinando la Ec. (8.13) con la Ec. (8.19) y la Ec. (8.14) con la Ec. (8.16), obte-

nemos A(CCEW = 2A(CRA14) = 2A(CR]\24) Y M= =".
2
Entonces, considerando que Iz = % ,utilizamos las Ec. (@), (@), (8.10),

() y () que se pueden escribir, utilizando las ecuaciones de vinculo

como:

MAY), =F—F, —F,

m (e
EA(C%V[ = Fh _FT3

m
_A(C) — Frl +Fr
4 CM 3 (8,17)

m(c
EA(C?\/[:FTQ_FM

m C
ZA(C;\/[:FW—FFM

\

Estas cinco ecuaciones con cinco incognitas (A(cfgw, F,,F.,, F,., vy F,,) resuel-
ven el problema. Multiplicamos miembro a miembro la primera ecuacién

por dos y le sumamos las otras cuatro. Asi, obtenemos:

3 oF
o+ 3N 49 g a0 2F
2 <2M+ —3m)
5
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y como
A

R
AR — afm) - A

AL = A% =

b) Para la configuracion de “rodillos” (b)

El diagrama de cuerpo libre es:

Figura 8.55:

BN ON

—

T —
ﬂ o | mf‘:‘*’

,_di — e —
= ﬁr‘%rza
® "9? R O (=
-F‘-.t N“.i E_‘ N-

Ahora, para el contenedor:

M Ag}w =F-F,—F, (seginuz)
0=—Mg+ N, + N, (seginy)

h
MA(C?\/[ = (Fy, + Fy,) <§ + a) + (N7 — N)d  (rotacién)
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para 1:
M Ag&} =F, — F, (seginx)
0=—-mg— Ny + N3 (segln y)
Iry, = F,,a (rotacién)
para 2:

M A(C%) =F,, — F,, (seginx)
0=-mg— No+ N, (seginy)

Irvs = F,,a (rotaci6n)
Las ecuaciones de vinculo correspondientes a la rodadura son:
R R
AGY = am , ALY = ay

A lo que hay que agregar que como las ruedas estan unidas al contenedor
por el eje. Entonces,

R c)

y por lo tanto obtenemos:
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Sumamos las cinco ecuaciones miembro a miembro y obtenemos:

C c F
Yy como
R1 R c
ALY = A~ A5
S F
71_72—7_a<M+3m)

c) Para los “rodillos”.

Primero encontramos las fuerzas de rozamiento a partir del sistema de
ecuaciones (8.17) De alli obtenemos:

1 /3m 1
Fo=-(22)4q 2 N2/
" 2(4) oM 2( 3m>
+_

nETRT O am
M -
(r+77)
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(1)
Fo,=c7—5—< <l = HN2
2 M+3_m max
4
N1 y N, salen de:
N1+N2:Mg
h 3m F h
Nidy — Nody = —(Fp, + E) (=) - (=) ——n (=
s (3)-(5) 1 )
M

d1 y d» cambian con el tiempo, ya que el C M de los cilindros es mas lento

que el C'M del contenedor. Asumimos que d; = ds d inicialmente y

hacemos el cilculo con ese valor, entonces:

o

1

N

N —

Ny

o sea, debe ser:

(

3m F
4 3m
M

+ 4

1

F

3m

4

3m

)@T

3m

4

—_)gMg(_

4

)(MT

3m
4

-

2d

F
3m
4

3m

4

(e

h

7

F

)m

4

e
2d

h
2d

)
)

)éMg:

7

(de la condicién de F;,)



Capitulo 8. Cuerpo rigido (C'R)

Mg (M + S_m)
F < 1 (

NEAYARD

4 2d

h s

Es claro que para 27 < 1,la condicién es:

Mg (M + 3Tm)
F

() (3)

Para el caso de las rueditas hay que hacer algo analogo solo que alli d; =

de la condiciéon de F.,)

dy = d paratodot.
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Apéndice A
Resumen de nameros complejos

En este apéndice haremos un resumen de algunos conceptos basicos de nu-

meros complejos.

A.1. Unidad imaginaria

La unidad imaginaria i es una de las soluciones de la ecuacién 2% + 1 = 0.
Como sabemos, no existe un niumero real que sea solucién de esa ecuacion.

La unidad imaginaria verifica que:
= -1

Incorporar esta unidad nos permite extender al cuerpo de los nimeros reales

y, de esta manera, por ejemplo, los polinomios de grado n tienen n raices.

A.2. Definicion

Se llama ntimero complejo a toda expresion de la forma z = a + b - i, donde a

y b son nimeros reales e i es la unidad imaginaria.
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Alvalor a selollama parte real del nGmero complejo y selo denota Re(z) = a.
En cambio, al valor b selo denomina parte imaginaria y se escribe como I'm(z) =
b.

A la expresion z = a + bi (por comodidad se omite el -) se la llama forma
binémica del nimero complejo.

Sia = 0, queda 0 + bi = bi, que es un nimero imaginario puro.

Sib =0, queda a + 0i = a, que es un numero real.

Un nimero complejo es igual acerosia = 0y b = 0.

Diremos que dos nimeros complejos son iguales si sus partes reales e imagi-

narias son iguales.

A.2.1. Representacion grafica

Existe un isomorfismo entre C y R?*, por lo que podemos representar a un

nimero complejo z = a + bi como un par ordenado de la forma z = (a, b).

Figura A.1:

Im(z)

z=a+bi

A cada nimero complejo (a,b) le corresponde un punto P que se llama su
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afijo y, reciprocamente, a cada punto corresponde un nimero complejo.

A.2.2, Operaciones

La suma de nimeros complejos en su forma binémica se resume a sumar las

partes reales, por un lado, y las partes imaginarias, por el otro.
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+ d)i

El producto de dos nimeros complejos en su forma binémica se realiza apli-

cando la propiedad distributiva y considerando que i* = —1:
(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi*> = (ac — bd) + (ad + be)i
Para realizar el cociente entre dos nimeros complejos debemos usar el con-

jugado del denominador (siempre y cuando w # 0 + 0i):

z a+bi a+bic—di (ac+db)+ (bc—ad)i ac+db bc—ad,

— = = - = = +
w c+di c+dic—di 2 + d? 2 + d? CQ—i-dZZ

A.2.3. Numero complejo conjugado

El conjugado de un nimero complejo z = a + bi es otro nimero complejo de
la forma a — bi. Es decir, tienen la misma parte real, pero cambia el signo de la

parte imaginaria.
Selodenota z = a + bi = a — bu.

2y Z son simétricos respecto del eje real (eje de abscisas).
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Figura A.2:

Im(z)  F———

v

Propiedades

Sean z,w e C

e Z=1zsiysolosizeR.

A.2.4. Modulo del nimero complejo

Si consideramos el vector O P podemos calcular su longitud, que llamaremos

mddulo o valor absoluto de nimero complejo z y se denota |z|. Se calcula como:

Siz = a + bi, entonces |z| = Va? + b?
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Figura A.3:

Im(z)

Propiedades

Sea z = a + bi un nimero complejo, entonces:
e |z| = 0.Cuando |z| = 0siysolosiz =0+ 0i.
o |z[ = |z].

o 2| =2z

Inverso multiplicativo

Teniendo en cuenta el médulo del nimero complejo z, se puede definir el

inverso multiplicativo de z (siempre y cuando z s 0 + 0i):

L Z
P

De aqui se puede calcular el cociente de dos nimeros complejos z y w # 0+ 0i

de la siguiente manera:

z 1 w
w [wl®
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A.3. Forma trigonométrica de un namero complejo

Si tenemos el nimero complejo z = a + bi, podemos obtener las coordenadas
polares del punto P, tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar

el semieje positivo real.

Figura A.4:

Im(z)
z=a+b

W

Re(z)

Al angulo «a € [0, 27) se lo denomina argumento principal de z.

a = |z| cos ()
b=|z|sen («)

podemos escribir el nimero complejo z en su forma trigonométrica:

Sabiendo que:

z =r(cos (a) +isen(w))

donde r = |z| y a es el argumento principal de z. Es decir, todo nimero complejo

z # 0 queda determinado por su médulo y su argumento.
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A3.1. Operaciones

El producto y cociente son mas facilmente realizables en forma trigonométri-
ca: sitenemos dos nimeros complejos z = r, (cos («) + i sen (a)) yw = r,, (cos () + 1

entonces:

m 2w =r,1ry[cos(a+ [)+isen(a+ F)].

2

. Siw¢0+0i,5: cos (o — ) +isen(a — ()]

w

A.4. Forma exponencial de un nimero complejo
Si consideramos la férmula de Euler:
' = cos (o) +isen (a)

y si tenemos la forma trigonomeétrica del complejo z = r (cos () + i sen («)) po-

demos escribir a todo niimero complejo en forma exponencial:

A.4.1. Operaciones
Si tenemos dos nimeros complejos z = r.e® y w = r,,¢%, entonces:
o 2w =r,r,yeleth),

. - Tz ita—
o Siw#0+0i, — = Zeil@h)
W Ty

A.4.2. Forma exponencial compleja de senoy coseno

Si consideremos un nimero imaginario de médulo 1, las formulas de Euler

expresan la relacion entre la funcién exponencial de exponente imaginario y las
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funciones trigonométricas, de las que podemos deducir las expresiones de seno

y coseno en funcién de ellas y recordando que cos (—a) = cos («) y sen (—a) =

—sen («):
. eia + e—ia
e = cos (o) +isen (a) cos (a) = 5
. = o o
e~ = cos (a) — i sen (a) sen(a)= ¢
21
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