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Esta serie retine aportes del campo de la ensefianza de distintas
ciencias. Enfocada principalmente en la educacién matemdtica, con-
tribuye con la comunidad académica brindando textos ttiles, claros
en su presentacion y accesibles para un publico de estudiantes que
se estan formando como profesores, para docentes de nivel medio y
superior y para formadores de formadores e investigadores. La serie
se articula en dos subseries: “Ideas para la clase de matemadtica” e
“Investigaciones en educacién matemadtica”.

Ideas para la clase de matematica

Cada libro de esta subserie presenta un tema de ensefianza de la
matemdtica de nivel secundario o superior. Primero se presenta una
discusién sobre cuestiones referidas a la ensenanza de algin contenido
matemdtico, que pueden incluir consignas para trabajar en el aula,
con anticipacién de posibles resoluciones y errores esperables, modos
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de aplicacién y su adecuacién a distintos grupos de estudiantes. Estos
materiales también pueden sumar la consideracién de los aportes de
la educacién matemdtica para su diseno y andlisis, entre otros temas
de interés. Se pueden incluir distintas resoluciones de consignas que
contemplen el uso de recursos tecnoldgicos —si es pertinente—y pre-
sentar una discusion acerca de en qué contextos, con qué modalidad
de trabajo y para qué objetivos podrian ser apropiados esos recursos.

La concepcién de profesor que subyace es la de un profesional
que debe tomar decisiones sobre contenidos, objetivos, recursos,
etcétera, por eso no se incluyen secuencias ni planificaciones cerradas
que marquen un camino a seguir. Tomando cuestiones tedricas de
la educacién matemdtica, pueden incluirse las fundamentaciones de
algunas de las propuestas o aportes para encarar ciertos temas. Se
espera que los libros de esta subserie contribuyan a fortalecer el rol
docente por medio de una discusién académica, en la que el lector
se encontrard involucrado e invitado a sumar herramientas para su
quehacer cotidiano.
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Introduccién

La resolucién de ecuaciones del tipo x* = a, con a € R*, es un
asunto privilegiado por la ensefianza en las primeras clases de cursos
iniciales de matemdtica en el nivel superior. Suele partirse del
supuesto de que los estudiantes tienen arraigado un procedimiento
que contiene dos errores tipicos: los cuadrados pasan como raices
cuadradas y la radicacién de indice par y radicando positivo tiene
dos resultados. Un ejemplo tipico es el siguiente:

x? =16
=416
x==14

Todo este libro estd destinado a desentrafiar la complejidad de este
asunto, el cual no identificamos con la ausencia de conocimientos
en los estudiantes, sino que lo entendemos como sumamente fértil
en lo didéctico-matemdtico, pues da pie para hablar de un conte-
nido matemdtico escolar, reflexionar acerca de su ensenanza y su
aprendizaje y proponer ideas para mejorar su tratamiento en las
aulas.

Antes de iniciar esta discusién, presentamos una ecuacién de
otro tipo cuya resolucién también incurre en un procedimiento
erréneo que, como veremos, es analogo al anterior:

senx =<
2

1
X = arcsen >
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PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

1 5
x=gn+2k7r \% x=€n+2kn(kEZ)

Los procedimientos anteriores son ambos incorrectos pese a que los
resultados obtenidos son correctos, lo que determina una dificultad
para superarlos, ya que se muestran eficaces. La resolucién incurre
en dos errores que se compensan, lo que permite obtener todos los
valores buscados. En ambos casos, podemos enmarcarlos en lo que
llamamos la reversibilidad de procesos no inyectivos. Como aspecto
central de este tema, tenemos las ecuaciones del tipo f(x) = b,
siendo f una funcién que no es inyectiva y b un elemento del
conjunto imagen de f. A lo largo de este trabajo, tomaremos como
ejemplos de estas funciones la cuadritica, cuya expresién es f(x) =
x?, y las trigonométricas de expresiones f(x) =senx y f(x) =
cosx.!

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el primer
capitulo, desarrollamos una discusién sobre el contenido mate-
matico de referencia; en el segundo capitulo, llevamos la discusién
al plano diddctico-matemdtico, y en el dltimo capitulo, presen-
tamos algunas ideas para el abordaje de esta problemdtica en las
clases de matemdtica.

Una precisién: a lo largo de todo el libro, trabajaremos como
universo con el conjunto de los nimeros reales, por lo que solo
tendremos en cuenta las soluciones reales de las ecuaciones.

"' Tomaremos a las trigonométricas como funciones de variable real, sin interesarnos
por el caso de la variable angular.
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Capitulo 1

Las funciones no inyectivas

La nocién de funcion inversa

Dada una funcién f: A - B, sabemos que para cualquier a € 4, el
valor f(a) existe y es tnico, pero para cualquier b € B no siempre
hay un a € A tal que f(a) = by, si lo hay, puede no ser tnico. Esto
tltimo estd asociado directamente a la resolucién de ecuacionesy a
la nocién de funcién inversa.

Toda funcién tiene asociada una relacién inversa, pero esta no
necesariamente es una funcidn, es decir que no todas las funciones
son inversibles; justamente lo serdn cuando las ecuaciones de la
forma f(x) = b tengan solucién tdnica para cada b € B. Veamos
algunos ejemplos:

fiR-> R, f(x) =5x—1 es una funcién inversible, ya que su

s - - x+1 .y
relacién inversa f LR > R, f1(x) = —-csuna funcién.

gR-{1} >R gx) = ﬁ +3 es una funcién no inversible,
porque su relacién inversa g”': R -» R — {1}, g7 (x) = % +1 no

es una funcién (porque 3 no tiene imagen).

En cambio, : R — {1} > R — {3}, h(x) = % + 3 es una funcién

inversible, pues su relacién inversa h TR —-{3} > R-—
_ 5 L

{1}, 1(x) = — +t1lesuna funcién.

Precisemos la nocién de funcién inversa. Una posible definicién es

la siguiente: dada una funcién f: A - B, llamamos funcién inversa

f~tasurelacién inversasiy solo s{ f 71: B — A es una funcién. Otra
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PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

posible definicién es la siguiente: dada una funcién f: A - B, que
cumple que las ecuaciones de la forma f(x) = b tienen solucién
tinica para cada b € B, llamamos funcidn inversa f = a su relacién
inversa. Estas dos definiciones se basan en el conocimiento de la
nocién de relacién inversa.

Por su parte, la definicién mdas aceptada en el dmbito
matemdtico no usa la nocién de relacién inversa, y es la siguiente:
dada una funcién f:A > B, una funcién g:B - A es la funcién
inversa de f siy solo s{ cumple que gof = id, y fog = idp (siendo
idg:A— Aidy(x) =x y idg:B - B,idg(x) =x las funciones
identidad definidas en cada uno de los dos conjuntos).

Como sabemos, la relacién inversa puede ser una funcién o no.
Si lo es, decimos que f es inversible. Para que una funcién sea
inversible, debe tener dos propiedades: todos los elementos del
dominio deben tener imdgenes distintas (inyectividad), y todos los
elementos del codominio deben tener preimagen (suryectividad).

Analicemos la inversibilidad de las llamadas funciones
elementales. Tengamos presente que cuando no explicitamos el
dominio y el codominio al definir una funcién, estos son el
dominio natural (el subconjunto mds amplio de los reales en el que
la funcién puede definirse), y el codominio es R. Por ejemplo:
cuando hablamos de las funciones homogréficas, estamos
suponiendo que estdn definidas de R — {a} en R, siendo a el valor
que anula su denominador. A continuacién se brinda una lista de
funciones elementales, la cual es arbitraria, ya que podria incluir
otras o tener menos.

e Las funciones lineales que no son constantes son
inversibles.
e  Las funciones cuadriticas no son inversibles (ninguna lo es).

e Las funciones potenciales son inversibles solo si el
exponente es impar.

e Las funciones homograficas no son inversibles (ninguna lo es).
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Capitulo 1. Las funciones no inyectivas

e Las funciones polinémicas no son inversibles (aunque
algunas si lo son).

e Las funciones racionales no son inversibles (aunque algunas
si lo son).

e Las funciones exponenciales no son inversibles (ninguna lo es).
e Las funciones logaritmicas son inversibles.

e Las funciones trigonométricas no son inversibles (ninguna
de las seis usuales lo es).

e La funcién médulo no es inversible.

Cuando una funcién no es inversible, podemos redefinirla me-
diante cambios en su dominio y/o codominio que la transformen
en una nueva funcién, ahora si inversible. Ejemplifiquemos con
uno de los casos que nos interesan particularmente aqui.

f:R - R, f(x) = x? no es una funcién inversible, y tiene los dos
problemas que puede tener una funcién al analizar su inversibilidad:
a) no todos los elementos del dominio tienen imdgenes distintas (no
es inyectiva), ya que, por ejemplo, f(3) = f(=3) = 9; y b) no todos
los elementos del codominio tienen preimagen (no es suryectiva), ya
que, por ejemplo, —6 estd en el codominio, pero no hay ningin
elemento del dominio cuya imagen sea ese ndmero.

En los esquemas siguientes se ilustra de modo simplificado la
no inyectividad de la funcién cuadrado f. Se ve esta caracteristica
de 2 a I que tiene y el problema de la relacién inversa, que deberia
volver por uno solo de los caminos para ser funcién. En esto estd
encerrada la complejidad del tema que desarrollamos en este libro.

15



PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

Esta funcién cuadritica, la mds sencilla, no es inversible. Sin
embargo, todos conocemos la raiz cuadrada y sabemos de su relacién
de inversibilidad con el cuadrado. Claro, si bien la funcién asi
definida no es inversible, podemos redefinirla de modo que lo sea.

La funcién f*:[0,+00) = [0, +), f*(x) = x? es inversible.
Esta nueva funcién comparte con f la férmula, pero no tiene el
mismo dominio ni el mismo codominio. Veamos que estas son las
restricciones minimas que podiamos hacerle a f para hacerla inver-
sible. El grifico de f* no es una pardbola, sino que nos hemos
quedado con una de sus ramas. También podriamos habernos que-
dado con la otra rama, si tomdbamos como dominio los ndmeros
reales no positivos. Siempre hablamos de restricciones minimas, ya
que nuestra intencién es rescatar la mayor cantidad de pares ordena-
dos de la funcién original. Si no, podriamos haberla redefinido asi:
f*:{4} - {16}, f *(x) = x?, pero luego solo podrfamos hablar de la
rafz cuadrada de 16.

Conviene precisar que esta actividad de redefinir funciones no
inversibles para lograr otra que si lo sea no siempre tiene sentido.
La funcién signo (que podria haberse incluido en la lista de las
elementales)

1, six>0
fIR->R f(x)=1 0, six=0
-1, six<O0

no es inyectiva ni suryectiva, y redefinirla para que sea inversible
requeriria realizarle tantos cambios que poco y nada quedaria de la
funcién original.

Funciones no invetrsibles

Sabemos que si una funcién f: A = B es inversible, cada ecuacién
del tipo f(x) = b, con b € B, tiene solucién tnica. Esto se ve, por
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Capitulo 1. Las funciones no inyectivas

ejemplo, en la funcién que aparece graficada debajo. La cantidad de
puntos de interseccién de la curva con cada recta horizontal es la
cantidad de soluciones de la ecuacién correspondiente.

Pero no es esta situacién la que nos interesa aqui. Si una funcién
f:A = B no es inversible, esto significa que no es inyectiva o que
no es suryectiva (o que no es ninguna de las dos). A los efectos de
estudiar los procesos inversos, esto es, la resolucién de ecuaciones
del tipo f(x) = b, con b € B, son distintas las situaciones que se
presentan segun falle la inyectividad o la suryectividad.

Si la funcién no es suryectiva, habrd al menos un valor de b €
B para el cual la ecuacién f(x) = b no tenga solucién. Esto se ve,
por ejemplo, en la funcién que aparece graficada debajo: de los tres
valores mostrados, hay dos para los que la ecuacién no tiene
solucién.

17



PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

Pero tampoco es este el caso que pretendemos desarrollar en este
libro. Sila funcién no es inyectiva, habrd al menos un valorde b € B
para el cual la ecuacién f(x) = b tenga mds de una solucién. En la
funcién que aparece graficada debajo se indican dos valores para los
cuales la ecuacién tiene dos y cuatro soluciones, respectivamente.

3
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Capitulo 1. Las funciones no inyectivas

Esta si es la situacién en la que nos interesa ahondar. En general, al
no ser f:A = B inversible por no ser inyectiva (vamos a suponer
que si es suryectiva), podemos pensar en redefinirla de modo que la
nueva funcidn sea inyectiva y se parezca lo mds posible a f, esto es,
que tenga la mayor cantidad posible de pares ordenados de la
relacién cuya primera componente pertenece a A y cuya segunda
componente pertenece a B. Para ello, tomemos todos los valores de
b € B para los cuales la ecuacién asociada f(x) = b tiene mis de
una solucién y quedémonos con una sola de esas soluciones. ;Cudl
de ellas? Cualquiera, o la que nos convenga por algiin motivo. Esto
significa que la restriccién la tenemos que hacer en el conjunto 4,
ya que las soluciones de esas ecuaciones son elementos de A.

Llamemos C a un conjunto formado por todos los elementos
k € A para los cuales las ecuaciones del tipo f (k) = b tienen como
méximo una solucién (si la f original es suryectiva, no ocurrird el
caso de que no tengan solucién). Luego, definimos una nueva
funcién g: € = B, g(x) = f(x), para todo x € C. Esta funcién g y
la funcién f inicial tienen las siguientes particularidades:

e Domg c Domf (la inclusidn es estricta porque estamos
suponiendo que f no es inyectiva).

e Codom g = Codom f (porque estamos suponiendo que f
es suryectiva).

e Si f viene dada por su expresién analitica, la comparte con g;
si f viene dada por su representacién grafica en R?, todos los
puntos de la representacién grifica de g pertenecen a lade f,
pero habrd al menos un punto de la de f que no pertenece a
la de g. En otros términos, podemos decir que gr(g) c
gr(f) (también es una inclusién estricta), entendiendo por
grdfica de una funcién al conjunto de todos los pares ordenados
pertenecientes a la relacién cuya primera componente
pertenece al dominio y su segunda componente pertenece al
codominio de la funcién.
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PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

Veamos algunos ejemplos de funciones elementales que no son
inyectivas. Aclaramos que en todos los ejemplos que analicemos,
definimos las funciones de modo que sean suryectivas para que la
no inversibilidad se deba a la no inyectividad, asunto que nos
interesa aqui.

La funcién f:R = [0,+), f(x) = x* no es inyectiva porque
las ecuaciones del tipo f(x) = b tienen dos soluciones distintas (y
opuestas) para todo b € B, excepto para b = 0, que tiene una sola:

f)=b-x2=beox=Vb 6x=—-Vb

¢Cémo podemos redefinir esta funcién? De varias formas: una es
dejando todos los pares ordenados de la forma (\/E : b), esto es, C =
[0,4). Asi, resulta g:[0,+) — [0,+),g(x) = x2. También
podrfamos quedarnos con los pares de la forma (—vb;b), es decir,
tomar C =(—,0]; la funcién resultaria  g;:(—o0,0] >
[0, +0), g (x) = x%. O también podriamos tomar un conjunto C que
tome algunos pares de la forma (Vb; b) y otros de la forma (—vb; b),
como podria ser € = (—o0,—10] U (3,10) U [—3,0], una eleccién quizds
sin utilidad, pero posible.

Es usual tomar la primera opcién porque es la que contiene
todos ndmeros positivos. Asi, la funcién g: [0, +0) - [0, +=), g(x) =
x? es inyectiva. Al haberla tomado suryectiva, es biyectiva y, por lo
tanto, inversible. Ahora estamos en condiciones de definir la inversa
de esta funcién. La llamamos —como es sabido— radicacion de indice
2 o raiz cuadrada, y la simbolizamos V.

97 [0,+00) > [0,+), g7 (x) = Vx

1

Por ser gy g~
identidad.

inversas, vale que gog™" y g~'og son la funcién

20



Capitulo 1. Las funciones no inyectivas

g70g:[0,400) - [0,+) ,g7log(x) = g7 (9(x)) = g (x?) = Vx2 =x

Dom g Codom g—1 @
2
g0g™":[0,4+%) — [0,+),gog™ (x) = g(g7'(0) = g(Vx) = (Vx) =«
Dom g1 Codom g (2)

(1) Podemos afirmar que Vx2 =x porque x = 0.
(2) Podemos afirmar que (\/3?)2 = x porque X = 0.

El andlisis realizado es similar para cualquier funcién potencial par,
es decir, fiR > R, f(x) =x?" (n € N). Las potenciales impares,
entendidas como f:R - R, f(x) = x**! (n € N) son biyectivas,
por lo que no presentan complejidades al pensar en su inversa.

Este trabajo combina aspectos funcionales y numéricos del
tema. Asf, podemos presentar la definicién de radicacién para
cualquier indice aceptada por la comunidad matemdtica,
compatible con el enfoque funcional que hemos dado.

Definicion de radicacién

Dados a € Ryg yn = 2k, k € N: Va=be (b

v

OAD™ =a)

Dadosae Ryn=2k—1,k€eN: Va=beb"=a

Vayamos ahora a las trigonométricas. También se necesita disponer
de una definicién de arco seno de un ndmero real (y del resto de las
trigonométricas inversas).

Definicion de arco seno

Dado a € [-1,1]: arcsenazb@(be [—g,g] A senb=a)

21



PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

Definicion de arco coseno

Dadoa€e[-1,1]: arcosa=b < (b€[0,n] A cosb =a)

Siguiendo la misma idea, se definen el resto de las trigonométricas
inversas. Tomemos el caso de la funcién seno para analizar su funcién
inversa. La tomamos definida como f:R - [—1,1],f(x) = senx
para asumir la suryectividad. Es importante tener presente que esta
funcién es periédica, de perfodo 2m, lo que significa que 27 es el
menor nimero positivo, tal que Vx € R:sen x = sen (x + 2m), lo
que implica que sen x = sen (x + k.2m) para cualquier k € Z. De
esto se desprende inmediatamente que esta funcién no es inyectiva y
que las ecuaciones de la forma senx = b, con b € [-1,1], tienen
infinitas soluciones para cada b. Esto puede interpretarse en el
siguiente grafico, en el que se muestra la representacién grafica de la
funcién seno y dos representantes de la familia de rectas de ecuacién
y = b que intersecan la curva infinitas veces.

22



Capitulo 1. Las funciones no inyectivas

Las soluciones de las ecuaciones de la forma sen x = b, con b € [-1,1],
son:

fx)=b->senx=b o

si0<b<1l:x=(arcsen b+ 2kn) vV (x = — arcsen b + 2km),conk € Z
si—1<b<0:x=Q2m—arcsenb +2kn)V (x =n+ arcsenb + 2km) conk € Z
sib=0vb=1:x = (arcsen b + 2kn) conk € Z
sib=—1:(x =m+arcsenb + 2kn) conk €Z

Para redefinir la funcién y transformarla en otra que sea inversible
con modificaciones minimas, debemos restringir ¢l dominio.
Teniendo en cuenta las soluciones de la ecuacién, podemos tomar
como dominio alguno de los siguientes conjuntos:

T T w 31 3 T ’ .
C, = [——,—], C, = [—,—], C; = [——,——] , etcétera. Las posibles
2’2 2’ 2 2 2

funciones asociadas a esos ejemplos son:

fi: [—g,%] > R, fi(x) =senx fy: E,%n] - R, fo(x) =senx

31 ™ .
Y fi [— ~ ;] - R, f3(x) = sen x, cuyas representaciones

graficas se muestran a continuacién.
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PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

m T . ’
Tomaremos C = [—;,;], pues es el que contiene el 0. Asi,

redefinimos la funcién seno de la siguiente manera:

T
g [_E'E] - [-1,1],g(x) = senx

Esta funcién es inyectiva y biyectiva, y, por lo tanto, inversible. Una
observacién: en concordancia con lo dicho anteriormente, cuando
decimos la funcién seno, ella estd definida de R en R. La que hemos
definido recién es una restriccion de la funcién seno.

Ahora podemos definir la inversa de esta funcién. Como es
conocido, la llamamos arco seno y la simbolizamos arcsen.

g h[-11] > [—g,g],g_l(x) = arcsenx (1)

Por ser g y g~* inversas, vale que gog™' y g~'og son la funcién

identidad.

T T

g7%0g:[-3.5] = [-5.3] 97 0g(0) = g7 (9() = g (sen x)
= arcsen (senx) = x
@
gog™:[-1,1] - [-1,1], gog*(x) = g(97*(x)) = g(arcsen x)

= sen (arcsen x) =x
)

(1) Esta eleccién de dominio es compatible con lo que consideran

las calculadoras cuando se usa la tecla sen™?.

(2) Podemos decir que arcsen (sen x) = x porque —g <x<

SR
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Capitulo 1. Las funciones no inyectivas

Tomemos un nimero que no pertenezca al intervalo y veamos que
no se cumple la igualdad. Por ejemplo: si x =m, vemos que
arcsen (senm) = arcsen(0) = 0 # m.

(3) Podemos afirmar que sen (arcsen x) = x porque —1 < x < 1.

Tomemos un niimero que no pertenezca al intervalo y veamos que
no se cumple la igualdad. Por ejemplo: si x =2, vemos que
sen (arcsen2) no es un numero real. En el grifico siguiente
representamos el seno (g), el arco seno (g7*) y la recta de ecuacién

y =x.

niz I e

Un punto cualquiera del grifico de g es de la forma (a; sen a) y su
punto asociado en g~t es (sen a; arcsen (sen a)) = (sen a; a).

. . . a—sena
La recta r que los contiene tiene pendiente —— = -1
sena—a
y su ecuacién es 11y = —1(x — a) + sen a. Observemos que:
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PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

e 1 es perpendicular a la recta de ecuacién h(x) = x, pues sus
pendientes son inversas y opuestas.

e El punto medio entre cualquier punto de g y su punto

a+sena sena+a
2 2

asociado en g les P = ( ), lo que significa

que pertenece a la recta h.

Estas dos condiciones determinan que el grifico de g™ es simétrico
al grifico de g mediante una simetrfa de eje en la recta de ecuacién
h(x) = x. Esto que acabamos de probar es aplicable a cualquier
funcién inversible: el gréfico de una funcién y el de su inversa son
simétricos respecto de la recta de ecuacién y = x.

Una observacién: la definicién usual que se toma en dmbitos
escolares del seno de un nimero real estd dada a partir de la
circunferencia trigonométrica (centro en el origen de coordenadas
y radio unitario). Cada punto P = (a;b) de la circunferencia
determina en ella un arco QP de medida x, con origen en el punto
Q = (1;0) y extremo en P. Llamamos seno de x a la ordenada de P.
Simbélicamente, senx =b. Si el arco es medido en sentido
antihorario, x > 0; si es medido en sentido horario, x < 0.

'5.{‘.
b F=e.p

De esta manera, para cada nimero real X queda determinado su
seno, por lo que también queda definida la funcién de variable real
f:R = R, f(x) = senx. Luego, el arco seno es la funcién inversa
del seno.
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La resolucion de ecuaciones

Vamos a discutir ahora sobre ecuaciones que involucran funciones
elementales que no son inyectivas. Tomaremos ejemplos con
cuadridticas y trigonométricas del mismo tipo que las ya usadas.
También hablaremos de la funcién médulo.

Vamos a ver ahora resoluciones formales de estas ecuaciones,
esto es, aplicando un procedimiento ajustado a lo matemdticamente
instituido. Suponemos que x € R, en todos los casos.

Ejemplo 1: resolver x2 = 49.

Como la operacién en la que estd involucrada la incégnita es una
potencia de grado 2, debemos aplicar raiz cuadrada miembro a
miembro, basada en la propiedad Va € Ry, Vb € Ryp: a = b &

N
x?> =49

Jx? = V49

Segundo miembro: V49 = 7, por definicién de radicacién; 7 es el
tnico real no negativo que elevado al cuadrado da 49. Primer
miembro: usamos la propiedad Vx € R: Vx2 = |x|. Entonces:

lx| =7
Como consecuencia de la definicién de médulo, los valores que
verifican la ecuacién son x = 7 y x = —7. Luego:

x=7Vx=-7
S={7,-7}
Este procedimiento es aplicable a cualquier ecuacién del tipo x?™ =

a (con a € Ryp,n € N). Una observacién importante: la ecuacién
tiene dos soluciones; la rafz cuadrada tiene una sola.
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Ejemplo 2: resolver cosx = 0,5.

Para obtener el valor de x, debemos aplicar arco coseno miembro a
miembro, basado en la propiedad va € [-1,1],Vb € [-1,1]:a =
b — arcos a = arcos b.

cosx =0,5
arcos (cosx) = arcos 0,5

. 1 1 .
Segundo miembro: arcos 0,5 = S, porque ;7 es el tnico real
perteneciente a [0,7] cuyo coseno vale 0,5, por definicién de
arco coseno. Primer miembro: arcos (cosx) =x + 2km v

arcos (cosx) = 2m — x + 2km, con k € Z.
1 1
x+2kn=§rt \Y 2n—x+2kﬂ=§7r

Despejando:

1 5
x=§n—2krth=§rt+2k7r

Cambiamos, por comodidad, —2km por 2km, ya que representan
los mismos valores por ser k € Z.

1 5
x==m+2kn V x==m+ 2km
3 3
1 5
S={x/x= §1T+2kﬂ Vx=§7r+2krr,conk€Z}

Una observacién similar a la anterior: la ecuacién tiene infinitas
soluciones (dos familias de soluciones); el arco coseno tiene una
sola. Este procedimiento es aplicable a cualquier ecuacién del tipo
cosx=adésenx =a,cona € [—1,1].
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Inyectividad

Dada una funcién, sabemos que tiene interés ver si ocurre que a
valores distintos asigna imdgenes distintas. Esto estd fundamentado
en el sentido de este libro. Si esto no ocurre se dan situaciones de
una complejidad significativa al pensar en su proceso inverso.
Cuando ocurre, decimos que la funcién es inyectiva, y quedaria
expresado asi:

f1A - B es inyectiva & Vx; € 4,Vx, € A: (x, # x, = f(x;) # f(x3))

Pero esta definicién no utiliza igualdades, por lo que no resulta
prictico para probar la inyectividad de una funcién, pues las
propiedades se aplican a igualdades. Entonces, recordando que para
dos proposiciones cualesquiera vale que p—»q & ~q - ~p,
podemos tomar su expresién contrarreciproca:

f:A - B esinyectiva & Vx; € A, Vx, € A: (f(xq) = f(xp) = x; = x3)

En lenguaje natural dirfamos que si dos imagenes son iguales es que
provienen de valores iguales (forma mucho menos intuitiva que la
otra). Veamos la siguiente situacién: consideremos el andlisis de la
inyectividad de la funcién f:R->R,f(x) =2.(x +1)*-3. Lo
mds razonable es que si uno sospecha que no es inyectiva explore
numéricamente hasta encontrar algin par de elementos del
dominio con la misma imagen, o que, si se conjetura que es
inyectiva, intente probarlo con la definicién. Veamos esta otra
forma: sin una conjetura previa acerca de su veracidad, tomemos el
antecedente de la definicién y tratemos de llegar a su consecuente;
si lo logramos, la funcién es inyectiva.

Vx; ER VX, ER: f(x)) = f(x) > 2.(x; +1)2 =3 =2.(x, +1)2 -3

Realizamos los despejes con vistas a llegar a x; = x;:

29



PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

> 2.0 +1)?=2.(x, + 1)

- (xg + 1)2 =(x; + 1)2

Ahora, tenemos que aplicar raiz cuadrada miembro a miembro para
despejar el cuadrado:

-0 + D2 = (x; + 1)?

Pero de esta igualdad no se infiere que x; +1 = x, + 1, ya que no
vale que /(x; + 1)2 = x; + 1 para cualquier x; € R. Por ejemplo,

six; =—=2,x0,=0:/(-2+1)2=,/(0+1)2, pero—2+1+#0+1.
1 1

Queda claro que no podemos llegar al consecuente. Entonces, la
funcién no es inyectiva, pues hay valores del dominio que no tienen
imdgenes distintas, esto es, que tienen imdgenes iguales. Esto dltimo
nos permite precisar que una funcién no es inyectiva cuando existen
un par de valores del dominio (alcanza un par) que tengan imdgenes
iguales. Simbdlicamente:

f:A - B noesinyectivac 3x; € A,3x, € A: (x; # x; A f(x;) = f(x3))

Esto se corresponde con lo que obtendrfamos con un andlisis légico.
La definicién de inyectividad tiene la forma:

Va,vb:(p - q)

Su negacién consiste en cambiar los cuantificadores (universales por
existenciales) y usar la ley légica ~(p = q) <& p A ~q. Entonces:

~ [Va,vb:(p - q)] © 3a,3b:(p A~q)
En nuestro ejemplo:

H—ZERAHOER:(—Z¢0)/\<2.(—2+1)2—3=2.(0+1)2—3>
1 1
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Capitulo 2
La ensefanza de los procesos inversos
de las funciones no inyectivas

Definiciones de radicacion en distintos textos

Como dijimos al comienzo, el tema que desarrollamos en este libro
suele ser destacado en cursos iniciales de nivel superior. En este
apartado presentamos una serie de definiciones de radicacién
tomadas de materiales que se utilizan en cursos de ingreso a distintas
universidades nacionales. Para ello, hicimos una buasqueda en
Google colocando en el buscador “matemdtica ingreso ndmeros
reales” y seleccionamos tnicamente aquellos materiales destinados
a cursos de ingreso que dieran algin tratamiento tedrico a la
radicacién. En la primera pdgina, encontramos los resultados 1, 2,
4y 7; en la segunda pdgina, los resultados 4 y 7; en la tercera pagina
no encontramos ninguno, y en la cuarta pdgina, los resultados 1, 2
y 7, y alli decidimos finalizar la bL'lsqueda.1

Vale precisar, primero, que cuando hablamos de radicacion en
el conjunto de los niimeros reales, acorde con la nocién matemdtica-
mente instituida, entendemos lo siguiente:

1) Dado un nimero natural impar n, llamamos raz enésima de un
niimero real a al nimero real b que elevado a la enésima potencia
da por resultado b. Notamos %/a a ese ndmero. Simbélicamente:

dadosnENeimparyaER:b=%@b"=a

2) Dado un ntimero natural positivo par n, llamamos raiz enésima
de un niimero real a al inico nimero real b no negativo que elevado

! La btisqueda se realizé el 11 de enero de 2020.
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PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

a la enésima potencia da por resultado b. También notamos Ya a
ese numero. Simbdlicamente:

dadosn € Nygyparya€R: (b>=0 Ab=Ya)sb"=a
Podemos presentar ambos casos, de un modo resumido, asi:
= b =a sin € N e impar
‘/E_b‘_){bzo A b"=a sin€N,yypar

A continuacidn, presentamos una sintesis de cada uno de los
tratamientos encontrados para la definicién de radicacién. Nos
limitaremos a presentar y a analizar el aspecto medular de la
definicidn, esto es, la relacién entre los tres ndmeros involucrados.

Ejemplo 1:

Dados a € Qs¢,n € N,,, el racional bes Va=b<b" = a

Observaciones:

e No muestra ejemplos, pero se infiere que considera un
unico resultado.

e  Sin embargo, con la definicién dada, las raices de indice par
tendrian dos resultados, ya que vale, por ejemplo, que
V9 =363%2=9,yambién que V9 = -3 & (-3)2 = 9.

e Se presenta la definicién cuando se estudian los racionales
y no se extiende luego a los reales.

e Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asi:
solo toma una de las soluciones (para el caso de indice par y
radicando negativo) y no reconoce que de la definicion se
infiere que hay dos.
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Ejemplo 2:

Dadosa ERn€Nyy: Va=bob™=a

Exhibe un ejemplo: V16 tendria dos resultados: 2 y =2, ya que
2* =16 y (—2)* = 16. Pero, “por definicién, la radicacién admite
un unico resultado, queddndonos entonces con el mayor de los
resultados posibles”.

Observaciones:

La aclaracién invoca a una supuesta definicién no
explicitada que se contradice con la definicién que se da,
que pasa a ser provisoria.

Podriamos hablar de raices de indice 1. Por ejemplo:
%=3pues31=3.

Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asi:
reconoce que de la definicion se infiere que hay dos soluciones
(para el caso de indice par y radicando negativo), pero explicita
quie decide tomar solo la positiva.

Ejemplo 3:

DadosaER,n€N>1:sinesimpar:T{/_=b<:>b"= a

sinespar:'v_=bc> "= a,cona=0

Observaciones:

A pesar de que se reconoce la necesidad de considerar casos
segun la paridad del indice, también ocurre que las raices
de indice par y radicando positivo tienen dos resultados.

Exhibe ejemplos en los que solo toma un tnico resultado.

Incurre en la misma inconsistencia que el ejemplo 1.
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Ejemplo 4:

DadoneN:Ya=b<ob"=a

Se muestra el ejemplo: V16 = 4 si y solo si 4% = 16

Observaciones:

No se establecen restricciones al valor de a. Se deja
planteado el interrogante: V=16 = jes posible?

Las raices de indice par y radicando negativo tendrian dos
resultados y no uno como se muestra en ¢l ejemplo.

e  También en este caso podriamos hablar de raices de indice 1.
e Incurre en la misma inconsistencia que el ejemplo 1.
Ejemplo 5:

Raiz cuadrada: dados a € Ryg:va=b < b>0yb?=a

Raiz ctibica: dadosa e R:Ya=b <= b3 =a

Rafz cuarta: dadosa E Ryg: Va=b <= b>0yb*=a

Luego:
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Se muestra por qué V25 =5 y por qué no vale que
V25 = -5, a pesar de que (—5)% = 25.

Se hace hincapié en que hay dos niimeros que elevados al
cuadrado dan 25, pero solo uno de ellos es su raiz cuadrada.

Se muestra que las raices cuadradas de niimeros negativos
no tienen solucién.
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Observaciones:

e  Se define solo la radicacién para indices 2, 3 y 4, aunque
queda sugerida la forma de hacerlo para cualquier indice.

e La dnica imprecisién en que se incurre es en no incluir el
casoa = 0.

e Las explicaciones que se dan luego de la definicién resultan
muy pertinentes.

Ejemplo 6:

Dados a € R,n € Ny, Va es el ntimero b que cumple que b™ = a:
Va=bsb"=a

Exhibe un ejemplo: V16 = 4, ya que 4% = 16.

Pero luego explica con detalle la propiedad a™ = (—a)™, con m par,
y sefiala que esto tiene dos consecuencias: una, que si a < 0 no hay
solucién para la radicacién; y la otra, que “si a > 0, Va admitiria
dos soluciones: b y —b, lo que obliga a definir cudl valor vamos a con-
siderar que es la raiz”. Propone sumar lo siguiente: a € Ryg,m € N,
m par, "Va es el ntimero positivo b que cumple que b" = a.

Exhibe un ejemplo, en el que muestra que V16 = 4 y no
V16 = +4.

Observaciones:

e Con la definicién dada inicialmente hay dos soluciones y
no solo una, como dice en el ejemplo que muestra, aunque
luego reconoce que hay dos.

e Propone un agregado a la definicién para el caso de raices
de indice par, a pesar de que no se planteé como provisoria;
ademds, lo agregado se contradice con esa definicién inicial.
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En el agregado no se incluye el caso a = 0, pero puede
considerarse incluido en la definicién inicial.

Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asi: de
la definicion se infiere que hay dos soluciones (para el caso de
indice par y radicando negativo), pero solo toma una en los
ejemplos, aunque luego explica que hay dos; para decidir cudl
elegir, redefine el caso de manera correcta.

Ejemplo 7:

DadoneN: YVa=bsi b"=a

Exhibe un ejemplo: Y81 =3, pues 3* =81

Observaciones:

No se establecen restricciones al valor de a.

Esta definicién tene la particularidad de que no estd
planteada como una equivalencia, sino como un condicio-
nal, por lo que no podria tratarse de una definicién, salvo
. . 4
aceptando abuso de lenguaje. Sin embargo, con esto: V81,
también tomarfa el valor —3: si (—3)* = 81 (lo que no es
. . oy .y 4
cierto), entonces dirfamos también que V81 = —3.

Incurre en la misma inconsistencia que el ejemplo 1.

Ejemplo 8:

DadoneN:Ya=b<b"=a

Luego se enuncia que 1/ (@)™ = a, si a es impar, y que 1/ (&)™ = |al,

si a es par.

36



Capitulo 2. La ensefanza de los procesos inversos de las funciones...

Observaciones:
e No se establecen restricciones al valor de a.

e No se dan ejemplos, pero con esta definicién tenemos
raices con dos resultados.

e La propiedad que se enuncia entra en contradiccién con la
definicién dada, pues V16 = + 4 segtn la definicién dada,
y V16 = |4| = 4 segin la propiedad enunciada.

e Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asi: de
la definicion dada se infiere que hay dos soluciones (para el
caso de indice par y radicando negativo), pero no puede saberse
si los considera a ambos o solo a uno; luego, enuncia la relacion
del médulo con la raiz cuadrada del cuadrado, que entra en
contradiccion con la definicion dada.

Ejemplo 9:
Dadosa € RneN: YVa=bob"=qa

Se agrega aparte el caso de indice 1: Va=a para todo a real, y el
casoa=1ya=0:w=1y%=0.

Luego se indica que “en la definicién vamos a considerar dos casos:
raices de indice impar y raices de indice par”. La nueva definicién
para el caso de indice impar es la misma que antes, pero se explicita
la unicidad del resultado (que ya lo era en la definicién inicial). En
el caso de indice par se dice que “la definicién no es univoca”. Se
divide la situacién en dos casos. Uno, cuando el radicando es
negativo, en el que se dice que el resultado es un nimero complejo.
El otro, cuando el radicando es positivo (el caso de radicando nulo
no se contempla), en el que se dice que hay dos soluciones y se
ejemplifica con V4. Se agrega que “para tener unicidad en el caso de
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raices pares de numeros positivos vamos a considerar como
resultado solo el resultado de signo positivo”.

Observaciones:

Los casos de la base 1 y 0 no necesitan ser definidos aparte,
pues quedan contemplados en la definicién dada, que
nuevamente tiene dos resultados para el caso que nos
interesa, y asf la definicién adicional de 1 y Va=aes
contradictoria.

En todo el desarrollo no presenta ningin ejemplo de las
distintas situaciones, excepto el indicado.

Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asi:
reconoce que de la definicion se infiere que hay dos soluciones
(para el caso de indice par y radicando negativo), pero explicita
que decide tomar solo la positiva, fundamentado en la
necesidad de unicidad en el resultado.

Completamos este listado con cuatro ejemplos de manuales
escolares utilizados durante la década del ochenta que incorporan

clementos de interés. El primero de ellos fue un texto de baja
circulacién, los dos que siguen tuvieron un alcance masivo, y el
ultimo —también con formato de libro—, de una universidad

nacional, se utilizé6 a comienzos de la década, cuando habia

exdmenes de ingreso.

Ejemplo 10:

YVa=boeb'=a

En un ejemplo resuelto, propone que los ejercicios combinados se
bifurquen considerando los dos resultados de las raices.
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Observaciones:

No hay consideracién sobre restricciones a los literales.

Es el tnico caso en que se explicita que los dos resultados
se sostienen también en la operatoria numérica combinada.

e Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asi:
reconoce que de la definicion se infiere que hay dos soluciones
(para el caso de indice par y radicando negativo) y las considera
para todas las situaciones.
Ejemplo 11:

Ya=bob"=a

Si el indice es par y el radicando negativo, hay dos soluciones, que
son escritas como: +V4 = +2. Ademds, considera que +V4 =2 es
el valor aritmético de la raiz.

Observaciones:

No hay consideracién sobre restricciones a los literales.

Presenta una simbologia contradictoria. Cuando define
radicacién utiliza V. y cuando ejemplifica lo hace como

+ .

Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asf:
reconoce que de la definicion se infiere que hay dos soluciones
(para el caso de indice par y radicando negativo), pero explicita
que decide tomar solo la positiva, a la que llama valor
aritmético (o expresion similar) utilizando notacion que no es
compatible.
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Ejemplo 12:
Dadosa € Rn€N,;:Va=x si x"=a

Luego se explica cada uno de los casos seguin la paridad del indice y
el signo del radicando. Si el indice es par y el radicando es positivo,
dice que existen dos raices de igual valor absoluto pero distinto
signo. A la rafz positiva la llama raiz o valor aritmético del radical.
Agrega que “en general, al escribir un radical de indice par se
considera que representa su rafz aritmética’. Lo ejemplifica con
“V16 representa al nimero 4; cuando se quiere indicar las dos
raices, se utiliza +V16, que es igual a +£4”. Agrega una precisién:
“en el caso de indice impar, como la rafz es dnica, no se presenta
esta ambigiiedad”.

Observaciones:

e También en este caso podriamos hablar de raices de indice 1.

e Incurre en la misma inconsistencia que el del ejemplo 11,
aunque otorga un lugar mds destacado al valor aritmético.

Ejemplo 13:
Dadosa € RRne€N,;:Va=x & x"=a

Define la nocién de rafz principal: si el ndmero tiene una raiz
positiva o cero, esa es la principal; si no tiene una rafz positiva o
cero pero tiene una negativa, esa es la principal.

Muestra como ejemplo: V25 = +5 (la raiz principal es +5).

Hace hincapié en que “e/ simbolo N a tiene significado bien definido”.
A continuacién explica que
2 { xsix=0
Jx2z = ;
—xsix<0
precisando que acd se considera la rafz principal.
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Observaciones:

e  Nuevamente hay dos soluciones para las raices de indice par
y radicando positivo.

e También podrfamos hablar de raices de indice 1.

e Incurre en una inconsistencia que podemos enunciar asf:
reconoce que de la definicion se infiere que hay dos soluciones
(para el caso de indice par y radicando negativo), pero explicita
que decide tomar solo la positiva, a la que llama valor
aritmético (o expresion similar), y luego da la relacion entre el
médulo y la raiz cuadrada del cuadrado, que es incompatible
con la definicion dada.

Anilisis de definiciones propuestas de radicacion

Puede resultar sorprendente que en la bisqueda realizada solo una
de las nueve propuestas presenta una definicidén correcta (aunque
con una imprecisién menor). Este es otro elemento que pone en
evidencia la complejidad del asunto, en apariencia sencillo, y deja
mis claro lo inconveniente de responsabilizar a los estudiantes por
no disponer de estos conocimientos en un nivel satisfactorio.
Ademds, queda planteada otra cuestién, que analizaremos después:
sen qué momento conviene presentar las definiciones de los objetos
matemadticos trabajados?

A continuacién detallamos una serie de inconvenientes que
surgen a partir de aceptar lo que podemos llamar una supuesta
definicién de radicacién, que dice que ¥a = b & b™ = a. Con esto,
la radicacién de indice par admite dos resultados cuando el
radicando es positivo. Por ejemplo: si queremos calcular V100, el
niimero 10 es un resultado posible, ya que 102 = 100, pero también
—10 es un resultado posible, ya que (=10 )* = 100. La exigencia al
resultado de que al ser elevado al cuadrado permita obtener el
radicando hace que las raices de indice par con radicando mayor
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que cero tengan dos resultados. ;Cémo suele escribirse esto que se
obtiene? V100 = 10 y V100 = —10, o también, en forma
simplificada: V100 = £10. Més adelante haremos una considera-
cién acerca del uso del simbolo +.

Esto se apoya en una idea ingenua (y errénea) sobre la relacién

de inversibilidad entre potencia y rafz, y acarrea un abanico de

dificultades que desarrollamos a continuacién:

42

Uso del simbolo. Se utiliza el mismo simbolo (V') para

designar un tnico nimero (cuando el indice es impar, como
en V8 = 2) o también dos (como el caso de V100 = +10).

Contradiccién con otras propiedades aceptadas. 1) Una de
las propiedades de la relacién de igualdad es la siguiente:
a€RbPERcER:(a=b Aa=c)—>b=c. Usando la
supuesta definicién: V100 = 10 y V100 = —10, pero
10 = — 10. 2) si bien la nocién de médulo o valor absoluto
de un ndmero real no es de fuerte presencia en la
escolaridad secundaria, hay textos que lo incluyen. Una
relacién que vincula el médulo con la rafz cuadrada es la
siguiente: Va € R: Va? = |a|. Esta propiedad entra en
contradiccién con la supuesta definicién de radicacién, ya
que, por ejemplo, segin la propiedad V5% =|5]| =5,
mientras que con la definicién alternativa de radicacién

V52 = /25 = #5.

Contradiccién con el concepto de funcién. La radicacién
puede pensarse como una funcién en la que cada elemento
del dominio (los reales no negativos) debe tener una tnica
imagen en el codominio. Por ejemplo: para la funcién rafz
cuadrada, f:[0,4%) > R,f(x) =+vx, f(4) no puede
admitir como resultados el 2 y el —2, aunque ambos
pertenezcan al codominio.

Contradiccién con el concepto de funcién inversa. Ya
hemos tratado esto. Llamando g a la inversa de la funcién
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redefinida, por ejemplo, hay dos ndmeros reales que
elevados al cuadrado dan 64, que son 8 y —8, y, por esto, la
ecuacién x? = 64 tiene dos soluciones, pero g~1(64) =
V64 =8 y no 8.

Analisis de resoluciones de las ecuaciones

Las ecuaciones cuadrdticas

De todos los procedimientos incorrectos para resolver ecuaciones,
como x* =49, el que mostramos al comienzo del libro es, con
seguridad, el mds observado. Recordémoslo: x% =49, paso el
cuadrado como raiz cuadrada: x = V49, resuelvo la raiz cuadrada:
x=706x= —7.

Pero esta resolucién no solo se ve en estudiantes, sino también
en algunas clases de matemdtica, en materiales que circulan por la
web e incluso en alguna bibliografia escolar y del nivel superior.
Esto pone en evidencia la complejidad del asunto, pese a que
aparece en un contenido elemental. Un elemento que obstaculiza la
superacién de estos errores es que el procedimiento es eficaz, pues
devuelve las soluciones correctas.

Discutamos este procedimiento. El segundo paso consiste en
tomar el valor de la rafz cuadrada de un ndmero positivo con dos
resultados. Ya hemos discutido sobre este error. El primer paso
podria describirse dentro de las técnicas de los despejes por pasajes.
Aqui se estaria usando que los cuadrados pasan como raiz cuadrada y
que el seno pasa como arco seno, expresiones muy utilizadas en la jerga
escolar (especialmente, la primera).

No pretendemos aqui impugnar el uso de la técnica de los
pasajes (en lugar de realizar operaciones en ambos miembros de la
igualdad), sino expresar que estas técnicas presentan insuficiencias
que deben trabajarse en el aula. El pasaje de cuadrado a rafz se apoya
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en el siguiente supuesto: Va € R,Vb € R:a? = b?> - a = b, quees
un enunciado falso, ya que 4?2 = (—4)? y, sin embargo, 4 # — 4.

El enunciado anterior puede transformarse en uno verdadero
de esta manera: Va € R, Vb € R: a? = b? - |a| = |b|. Por esto, un
procedimiento correcto para la resolucién de la ecuacién es el que
hemos mostrado en el primer capitulo: x* = 16 & Vx2 =16 &
x| =4 x=4 vx=—4

Sin embargo, este procedimiento requicre del manejo de la
nocién de médulo de un ndmero real y de alguna de sus
propiedades. Entendemos que no es acertado desarrollar este tema
con la sola finalidad de tener un procedimiento correcto para
resolver estas ecuaciones. Ademds, la incorporacién del médulo
resuelve el problema de la incorreccién, pero probablemente no
resuelva las dificultades en su comprensién, ya que la funcién
médulo tiene un comportamiento similar a la funcién cuadrado (en
el sentido de su no inyectividad), como puede verse en el grifico
siguiente, en el que vemos la representacién de la funcién médulo
fiR >R, f(x) = |x| ydelafuncién cuadriticag: R - R, g(x) = x2.
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Pensamos que es poco probable que un estudiante que no
comprende el proceso inverso de la cuadrdtica logre hacerlo a partir
de la funcién médulo, que tiene el mismo comportamiento y que,
ademds, es una nocién nueva cuya notacién no explicita que
corresponde a una funcién partida.

Consideramos que para resolver este tipo de ecuaciones no se
necesita recurrir al médulo ni a los pasajes de términos, sino que
alcanza con la nocién de solucién de una ecuacién. En otros
términos, no consideramos imprescindible que deba aplicarse un
procedimiento en el que cada paso estd basado en propiedades.

Cuando se nos plantea resolver la ecuacién x* =49, nos
preguntamos: ;cudles son todos los niimeros reales que elevados al
cuadrado dan 49? Es ficil ver que esos nimeros son dos: 7 y —7,
sin hablar de pasajes de cuadrados a rafz ni de médulo. Esto lo
presentamos asi:

x? =49
x=70x=-=7
S=1{7,-7}

Queda expresada la diferencia entre buscar una imagen mediante una
funcién inversa como V49, que exige un resultado tnico por ser la rafz
cuadrada de una funcién, y resolver una ecuacién como x? = 49, que
tiene dos soluciones. Ademds, entendemos que también quedan
expresadas las dificultades esperables en el aprendizaje y la evidencia de
la necesidad de un tratamiento especifico por parte de la ensefianza.

El método también es aplicable si no tuviéramos un cuadrado
perfecto. Por ejemplo: si queremos resolver x? =11, nos
preguntamos cudles son todos los niimeros reales que al cuadrado
dan 11: son V11 y —/11. Lo presentamos asi:

x?2 =11
x=vV116x = —-V11
s = {VIT, Vi)
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Volvamos a la supuesta definicién de radicacién que acepta dos
resultados. Observemos que la consideracién de dos resultados es
tinicamente para el caso de estar vinculado con la resolucién de las
ecuaciones. Cuando la radicacién estd involucrada en cdlculos
combinados, no se propone que estos se bifurquen (excepto en el
material diddctico del ejemplo 10). En el siguiente cdlculo
combinado no se espera obtener ocho resultados distintos:

3 1
1—Z+§—\/E.\/@

Para sortear la contradiccién de sostener que la rafz tiene dos
resultados cuando se trata de una ecuacién y uno solo cuando estd
involucrada en una operatoria numérica, algunos —como el caso del
material diddctico del ejemplo 11— proponen la nocién de valor
aritmético de la raiz, esto es, considerar en ciertas ocasiones, como
la operatoria numérica combinada, solo la solucién positiva. Pero
¢qué simbolo se debe utilizar para diferenciar aquella raiz cuadrada
que proporciona dos resultados, de la otra, que solo proporciona
uno? Para esto hay dos respuestas: la primera es el uso del mismo
simbolo. En este caso, queda delegado al sentido comin cudndo
corresponde usar uno u otro. Bajo esta légica, pareceria que cuando
se pide calcular V64 se deben dar los dos resultados, mientras que
en el cdlculo combinado de mds arriba se usaria el valor aritmético.
La segunda respuesta le otorga un simbolo propio al valor
aritmético: +V (como lo hace el material del ejemplo 11). En este
caso, la imprecisién es tal que no puede apelarse ni siquiera al
sentido comun para saber cudndo corresponde uno u otro, ya que
se suma una nueva contradiccién: +a y a no siempre representan
al mismo ntimero.
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Las ecuaciones trigonométricas

El procedimiento erréneo que hemos visto aplicado en x? = 49 se
puede aplicar, de manera andloga, en las ecuaciones trigonomé-

. . 1
tricas. Veamos un CJCITIPIOZ Cos X = E, paso el coseno a arco coseno:

1 1 5
x = arcos =, resuelvo el arco coseno: x = ST+ 2knm Vx = 3T+
2km, conk € Z.

En estas funciones se expresa el mismo problema que en la

7. . 1 1 5 1 1
cuadrdtica analizada: cos () =y cos (J7) = 7. Pero arcos — =

1 . . sz
ETE. Hay 1nﬁn1tos V&lOI‘CS CUyo Coseno c¢s E, por esto, 19. ccuacion

cosx = % tiene infinitas soluciones, pero solo una de ellas es el arco
coseno de 0,5, que es el tinico valor del dominio en el cual la funcién
coseno redefinida es inversible.

Una observacién: hemos usado el recurso de los pasajes para
realizar los despejes. Tomamos esta opcién porque estd muy difun-
dida en el nivel secundario y en el superior inicial y porque es eficaz,
si se usa correctamente. Algunos creen que utilizando los proce-
dimientos formales se subsanan estos errores, pero veamos cémo

puede incurrirse en el mismo error usando la operatoria en ambos

. 1 . . .
miembros: cosx = > Aplico arco coseno miembro a miembro:

1 1
arcos (cos x) = arcos P resuelvo: x = arcos P resuelvo el

arco coseno: X = én + 2km Vx = grt + 2km,con k € Z. Se usa
que arcos(cosx) = x, lo que no es vilido para cualquier nimero
real.

Podemos pensar en resolver la ecuacién dada usando el método
correcto que propusimos mds arriba para x? = 49. Si se nos plantea
resolver la ecuacién cosx = %, estamos buscando todos los nimeros
reales Cuyo coseno es % Su interpretacién en la circunferencia

trigonométrica es un buen recurso para encontrarlas. Para ello:
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como el coseno de un numero es la abscisa del punto
asociado en la circunferencia, ubicamos 0,5 en el eje de las
abscisas;

buscamos todos los puntos de la circunferencia que tienen
esa abscisa (son dos: 4 y B);

para dar los valores de x hay que hallar la medida del arco
de circunferencia con origen en el punto (1;0) y extremo
en A, medido en sentido antihorario (en este caso, por

. T .,
tratarse de valores estandarizados, es ;), y también hay que

hallar la medida del arco de circunferencia con origen en el
punto (1;0) y exwremo en B, medido en sentido
antihorario (en este caso, usando el valor ya obtenido y las
caracterfsticas de la situacién que se visualiza en el gréfico,

51 , .
es ?) Ademds, sumando o restando giros completos,

obtenemos otros niimeros quc tienen Cl mismo punto Ao

B asociado. Presentamos esto del siguiente modo:
cosx = 0,5

x=1/3nm+2kn6x =5/3m+ 2km,conk € Z

S={x/x=1/3n+2kn Vvx =5/3n+ 2kr,con k € 7}

y &
A
|
|
|
| -
| >
05| x
| 1 .
| X =S, asociado a A
| 5 .
B X =T, asociado a B
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Creemos que lo desarrollado hasta acd, en cuanto a procedimientos
de resolucién para estos dos tipos de ecuaciones, es suficiente para
el nivel secundario e incluso para ciertos cursos de nivel superior.
En sintesis, la idea es no poner en juego explicitamente en la reso-
lucién las funciones inversas. Sin embargo, pensar en la bisqueda
de un procedimiento formal o, también, de algin procedimiento
que se explique en propiedades aplicables en cada paso es un tema
de interés. Su uso en el aula de matemadtica es una decisién que de-
ben tomar los docentes.

Reglas de los despejes por pasajes

Los despejes mediante reglas de pasajes estdn instalados de modo
generalizado en la escolaridad media. Algunos docentes son reacios
a utilizarlos debido a su informalidad y falta de rigor, y a que
sostienen que explican los errores de los estudiantes. Asi, instalan
los procedimientos formales que consisten en realizar operaciones
en ambos miembros de las igualdades. Vamos a comentar algunos
escollos de esta eleccién diddctica.

En primer lugar, es tal la difusién de los despejes por pasajes
que casi con seguridad los estudiantes los conozcan con antelacién
a nuestra intervencién. En este caso, como siempre, es recomen-
dable tomar lo que los estudiantes conocen para seguir constru-
yendo conocimiento. Y en el caso en que nuestra intervencién sea
el primer encuentro de los estudiantes con las ecuaciones,
deberfamos tener presente que es muy posible que en las préximas
experiencias estos métodos se den por conocidos y que adn no estén
suficientemente estabilizados como para adaptarse a estos cambios.

En segundo lugar, los despejes por pasajes son eficaces en la
mayoria de los casos y presentan insuficiencias en casos como los
que estamos tratando aqui; esto es, que la regla de que los cuadrados
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pasan como raices cuadradas no es eficaz, excepto que le sumemos
un error compensatorio, como ya hemos visto. Pero si reformula-
mos la regla y decimos que los cuadrados pasan como raiz cuadrada y
como menos raiz cuadrada, si resulta eficaz.

Esta situacién, resuelta por mecanismos rigurosos, requiere
aplicar sucesivamente las propiedades Va € Ry, Vb € Rypia =
b->+va=+VbyVx€R: Vx2 = |x|. Nos preguntamos, en el caso de
elegir recorrer este camino, si los estudiantes tienen en cuenta la
hipétesis de la primera propiedad cuando extraen rafz cuadrada en
ambos miembros de la igualdad, y si podrian dar una explicacién
de por qué vale la segunda propiedad cuando la utilizan. Pensamos
que no estd generalizada una respuesta afirmativa a estas dos
preguntas. Entonces, los estudiantes estarfan presentando una
resolucién que luce correcta —ya que es fdcilmente reproducible—,
pero posiblemente no comprendan lo que realizan.

A propésito, si se plantea la ecuacién x? = —1, queremos que
los estudiantes digan que la ecuacién no tiene solucién sin realizar
ni pasajes ni operaciones. Sin embargo, sabemos que es muy posible
que involucren la rafz cuadrada de —1, ya sea mediante un pasaje o
una operacién en ambos miembros. No creemos que aquellos que
se manejan con los procedimientos formales tengan mds chances de
resolver de la manera que quisiéramos.

Sea uno u otro el camino, en general, es lo mismo lo que hay
que pensar. ;Cudl es la operacién principal en la que estd
involucrada la incégnita? Esa es la operacién que se debe deshacer.

Los despejes por pasajes pueden ser una buena opcién en el
aprendizaje de la resolucién de este tipo de ecuaciones. También
pensamos que es necesario que en algin momento de la escolaridad
se discuta en forma integral esta prictica no rigurosa ni formal de
resolver ecuaciones. Ese momento deberfa ser con estudiantes ya
avanzados, como un trabajo de reflexién sobre un conocimiento
que es de anclaje escolar, pero que lo trasciende, ya que es tomado
por distintos usuarios de la matemdtica fuera del 4mbito escolar.
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En sintesis, no nos parece inaceptable que convivamos con que
los niimeros pasan. Habrd tiempo para discutirlo en algin momento
de la formacién. Esto pone en juego una discusién diddctica que
podemos sintetizar en esta pregunta: jse deben parecer mucho, poco
o nada la matemdtica que se hace en la escuela y la que se hace en
el campo cientifico? No desarrollaré esto ahora. Para el lector
interesado, Krichesky, Rodriguez, Petrucci, Guindi, De Amézola y
Cerletti (2004) ofrecen una respuesta.

De todos modos, cualquiera sea la eleccién diddctica que
realicen los docentes, lo central es asumir que habrd dificultades en
su aprendizaje. Por lo tanto, deberd ser retomado una y otra vez.

Los procesos inversos de funciones no inyectivas: un obstaculo

Entre los aportes del didacta francés Guy Brousseau estd la nocién
de obstdculos, que entendemos que se ajusta a lo que estudiamos
aqui. Tomemos, para simplificar, el caso de la resolucién incorrecta
de la ecuacién cuadrdtica, pasando el cuadrado a rafz cuadrada y
considerando dos resultados para la raiz.

Segin Brousseau (1983), un obstdculo es un conocimiento que
tiene las siguientes caracteristicas:

e  Se expresa a través de un error, pero no €s un error azaroso
(es claro que nuestro ejemplo tiene esta caracteristica).

e Eseficaz en un cierto dominio (da los resultados esperados;
y si consideramos solo el pasaje de cuadrado a rafz, es eficaz
en R,0).

e Es fugaz, errdtico, persistente, reaparece aun cuando el
sujeto lo reconocié y lo rechazé (cualquier docente con
experiencia puede comprobar su veracidad en nuestro

ejemplo).

Para Brousseau, franquear un obstdculo requiere un trabajo similar
al del establecimiento de un conocimiento. Es necesario proponer
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un conjunto de situaciones nuevas tendientes a desestabilizarlo, a
mostrarlo ineficaz y que requieran rechazarlo. Por esto, en el
préximo capitulo presentamos una serie de ideas para pensar su
tratamiento en las clases de matematica.

Brousseau considera tres origenes para los obsticulos: el
epistemoldgico, el diddctico y el ontogenético; este tltimo tiene que
ver con las limitaciones del sujeto que aprende, producto de su
desarrollo cognitivo. No nos ocuparemos de esto ahora. Los
obstdculos de origen epistemolégico son aquellos que se explican en
el propio conocimiento disciplinar, en su complejidad, y pueden ser
constitutivos del conocimiento. Los obstdculos de origen didéctico
son aquellos que estdn relacionados con decisiones de la ensenanza.

Los errores asociados a los procesos inversos de funciones no
inyectivas en la resolucién de ecuaciones son:

e  Pasar las potencias pares como raices del mismo indice.

e Considerar que las rafces de indice par tienen dos
resultados.

e Pasar el seno (u otra trigonométrica) como arco seno (o la
inversa que corresponda).

e Considerar que el arco seno (o la trigonométrica que
corresponda) tiene infinitas soluciones.

Estamos convencidos de que estos errores tienen origen en la
complejidad del contenido y que lo hemos fundamentado en este
trabajo, por lo que podria tratarse de un obstéculo de origen
epistemolégico. Este tipo de obstdculos no deben ser ignorados,
sino tratados intencionalmente por la ensefanza. Por supuesto que
también ocurre que estos obsticulos pueden tener un origen
didactico. Prueba de ello son los materiales did4cticos que hemos
comentado mds arriba.
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Algunas observaciones

Como hemos visto, la definicién de radicacién de indice par se
presenta como un problema complejo para la ensenanza. Pero miés
alld del caso de la radicacién, pensamos que hay un problema de
enfoque que genera una encerrona en algunas propuestas de
ensefianza. Este problema es comenzar por definir, cuando, en rigor,
en el trabajo matemdtico, la definicién surge al final del trabajo. Si
se abandonara esta légica de iniciar los temas con definiciones, no
habria que dar otras para corregir las anteriores, u otras que después
se ve que no dicen lo que se quiere decir. Por ejemplo, sabemos que
5% = 25 y que (=5)% = 25, ;qué queremos que dé por resultado
V25?2 Queremos que dé 5, entonces, proponemos una definicién
que diga esto.

Pensamos que la enscfianza sucle estar caracterizada por una
obsesién por definirlo todo y al comienzo. Serfa bueno reflexionar
acerca de si en el nivel secundario es necesario incluir cada una de
las definiciones que se dan.

Por tltimo, una mencién sobre el simbolo +. El uso de este
simbolo presenta una dificultad en su interpretacién, que se usa
para resumir dos igualdades: una igualdad que representa dos
igualdades. Quizds donde mds uso tiene es en la férmula resolvente
de las cuadriticas:

. —b+vb2%—-4ac —b—y/b2-4ac
para escribrx=————— 0 x = ———,
2a 2a
—b+Vb2Z-4ac
usamos x = T.

Pero si, por ejemplo, una ecuacién tiene por solucién x =3 o0 x =
—3, escribir x = 43 puede dificultar la interpretacién del resultado.
Por ejemplo: podria pensarse que x = 3y que x = =3, lo cual no es
cierto, ya que la incdgnita no puede tomar dos valores en forma
simultdnea. Por lo tanto, pensamos que deberiamos evitar su uso o
limitarlo a situaciones especificas.

53






Capitulo 3
Ideas para el tratamiento
en las clases

Muchas veces hemos observado que el tema que tratamos en este
libro se utiliza en el 4mbito superior inicial con la intencién de
comenzar una nueva forma de acceso a la matemdtica (bajo el
supuesto de que el anterior acceso no fue virtuoso). Asi, suele
exhibirse el desconocimiento del correcto valor de la raiz cuadrada
de ndmeros positivos como un fundamento de esto. Mds alld de las
buenas intenciones que se persigan, expresamos nuestro desacuerdo
con esta eleccién diddctica. Seguramente debe resultar desalentador
para muchos estudiantes que aprobaron el nivel secundario que en
las primeras clases del nivel superior se les muestre que no saben
algo que se ve tan elemental. Por lo tanto, la forma en que este
asunto sea presentado resulta fundamental para que el estudiante
pueda tomarlo como una instancia de aprendizaje y no de
frustracién.

Nuestra posicién es que este tema es uno de los muchos que
tiene la matemdtica que, siendo bdsicos y simples en apariencia,
encierran una significativa complejidad que hace muy motivante
disefiar su ensenanza. Pensamos que estos asuntos, de los que se sabe
que presentan dificultades en su aprendizaje, deben ser abordados
de un modo intencional e integral por parte de la ensefianza,
incluyendo el tratamiento en diferentes registros de representacién
y en diferentes contextos. Esto es compatible con lo que afirma
Duval (2004) sobre la conceptualizacién de una nocién que
requiere la coordinacién de al menos dos registros de representa-
cién. Como es conocido, estos obstdculos reaparecen en distintos
momentos, por lo que se requiere que los docentes estén receptivos
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a su deteccién y tengan planificadas intervenciones para presentar-
las en la clase.

En este capitulo final proponemos ejercicios que tratan sobre
distintos aspectos de la temdtica desarrollada. Acompafiamos sus
enunciados con algunas explicaciones acerca de sus resoluciones y
con el interés que consideramos que tiene su uso en la clase. La
formulacién de los ejercicios deberfa ser adaptada por cada docente
a sus propdsitos y a su contexto.

Idea 1: distintas resoluciones (correctas e incorrectas)
de ecuaciones

Las siguientes son cinco resoluciones de la ecuacién x? = 36.
Analicen si son correctas o no y justifiquen adecuadamente.

1)x2=36 2)x2 =36 3)x2 =36
x =36 x=V366x=—/36 \/x_zx/%
XxX=606x=-6 XxX=60x=—6 x| =6
XxX=60x=—6
4) x* =36 5) x2 =36 6)x2 =36
x =36 x = +V36 x2-36=0
xX=6 x =26 (x—6).(x+6)=0
x—6=06x+6=0
xX=60x=—6
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Las siguientes resoluciones corresponden a la ecuacién sen x = —

~lé

Analicen si son correctas y justifiquen.

1) x = arcsen (— \/2—5) 2) x = arcsen (— ‘/2—5)
5 1
x=§rc x:—§rc+2krt(kEZ)

3) x = arcsen (—\/2—5) 4)x:§n+2kn6x:§n+2kn(kEZ)

x:§n+2kn éx:§n+2krt(kEZ)

Analicen si las resoluciones que se proponen para las siguientes
ecuaciones son correctas o no 'y justiﬁquen.

x3=8 x* =81 x5 =-32
Yx3 =18 Vxt = V81 Vx5 =3=32

x| = x| = x=-2
x=26x=-2 x=36x=-3 S={-2}

S=1{2,-2} §=1{3,-3}
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En los dos primeros ejercicios se proponen una serie de resoluciones

usuales de la misma ecuacién, algunas correctas y otras incorrectas.
En el caso de la cuadritica:

La resolucién 1 es errénea y ya la hemos analizado
ampliamente.

La resolucién 2 es la que hemos sugerido para su aplicacién
en las aulas del nivel secundario y universitario inicial.

La resolucién 3 es la que hemos mostrado como resolucién
formal usual.

La resolucién 4 supera uno de los dos errores de la
resolucién 1. Consideramos que tiene interés para la clase.
Al no dar los resultados esperados (se pierde uno), es
evidente que el procedimiento no es correcto; por lo tanto,
si estd aceptada una definicién (correcta) de radicacidn,
permite centrarse en que hay que corregir la regla de que ¢/
cuadrado pasa como raiz cuadrada.

La resolucién 5 es la misma que la 2 con el uso del simbolo +.

La resolucién 6 es correcta y tiene como interés ver un
procedimiento que no es el mds tipico.

En el caso de la trigonométrica:
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La resolucién 1 es errénea, pues pasa el seno a arco seno y,
de esta manera, solo contempla una solucién para la
ecuaciéon.

La resolucién 2 es errénea, pues pasa el seno a arco seno ¢
incurre en otro error: asignar infinitos valores al arco seno.

La resolucién 3 da resultados correctos, pero es la tipica
resolucién errénea ya analizada.

La resolucién 4 es correcta y es la que hemos sugerido aqui.
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La intencién del tercer ejercicio es salir del caso del ejemplo de las
ecuaciones cuadriticas analizadas ampliamente aqui y estudiar
situaciones que involucran ecuaciones potenciales con otros
exponentes ¢ {ndices. De esta forma pueden compararse y detectarse
similitudes y diferencias. Pueden llegar a conjeturarse procedimien-
tos correctos segun las caracteristicas de los exponentes e indices.

Idea 2: inversibilidad del cuadrado y la raiz cuadrada

. . . 2
Dados los siguientes pares de expresiones: Va2 y a: (Va)y a,
establezcan para cada caso A € R el mds amplio posible, de
modo que cada par de expresiones sean equivalentes en A.

El ejercicio pone en juego la importancia de la consideracién del
campo de definicién de una expresién algebraica. La expresién Va2
estd definida para todo a € Ry es equivalente a la expresién a solo
cuando a € Ryg; ademds, vale que Va € R: Va? = |al. Por lo tanto,
las expresiones Va? y a son equivalentes en Ry,. Esto pone en
evidencia la incorreccién de simplificar cuadrado y raiz, a menos
que se sepa que el ndmero no es negativo.

En el segundo par de expresiones se invierte el orden de las
operaciones. Aqui si es posible simplificar cuadrado y raiz, solo que
la expresién estd definida dnicamente para ndmeros no negativos.
Pese a que es por motivos diferentes al primer caso, las expresiones
(Va)’y a también son equivalentes en Rs,.

En este ejercicio queda particularmente expresada la compleji-
dad de la relacién de inversibilidad entre el cuadrado y la raiz
cuadrada. Se podria cerrar la actividad preguntando para qué

valores reales a de VaZ = (va)”.
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Idea 3: simplificacion de expresiones del tipo Va"

Analicen si las siguientes simplificaciones son correctas.

(a) VaZ =a siendo a € R
b)Va?=a siendo @ € R
Va2 =a siendo a € R*
(d)Ya® =a siendo a € R

Este ejercicio se propone accionar sobre la simplificacién de potencias
y raices y su campo de validez. Podrfan formularse conjeturas acerca
de propiedades generales, como la validez de la simplificacién para
indices impares cualquiera sea el valor de la base, y la validez de la
simplificacién para indices pares solo cuando la base no es negativa.

Idea 4: interpretacion grafica de las ecuaciones cuadraticas
y trigonométricas

El gréfico siguiente corresponde a

fIR-R,f(x) = %xz. Hallen los valores de a y b.

A=(a;5)
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A continuacién se muestra el grifico de una funcién f:R - R,
cuya expresién es de la forma f(x) = a.x?, para algin a € R, y
la recta horizontal de ecuacién y =4. Den distintas
aproximaciones de las abscisas de los puntos A y B.
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El gréfico siguiente corresponde a f:R > R, f(x) = 3cos(2x) y a la
recta de ecuacién y = % Hallen las coordenadas de los puntos 4, By
C.

ani2 ™ 2 [} w2 n anrz 2 smi2

Estos tres ejercicios contienen situaciones dadas en el registro
grafico. En el primero, es posible suponer, por la lectura grifica, que
a = 5, pero esto requiere una verificacién analitica:

£5) =%.52 =5

Por otra parte, para hallar b debe reconocerse que es necesario
plantear una ecuacién para buscar los valores pedidos. Luego, de las
dos soluciones que tiene cada ecuacién, debe elegirse la solucién
que corresponde. Es claro que este método también es aplicable
para hallar a.

En el segundo e¢jercicio, los puntos A y Bson simétricos respecto
del ¢je de las ordenadas, pues tienen la misma ordenada y f es una
funcién par. Por lo tanto, sus abscisas son opuestas.
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Una primera aproximacién es la que podemos obtener de la
lectura del grifico. La abscisa de A es aproximadamente 3, y esta es
una aproximacién por exceso, ya que el valor exacto es
evidentemente menor.

Para obtener otras aproximaciones es necesario obtener primero
el valor exacto, lo que requiere conocer la férmula de la funcién.
Para ello hay que suponer la pertenencia de algiin otro punto al
grafico de f. Solo podemos asegurar que el origen de coordenadas
pertenece al gréfico de f, pues verifica su férmula cualquiera sea a.
Podemos suponer que un punto del grifico podria ser (4; 8). Asi,

f(x)=a.x2—>8=a.42<—>a=%
A partir de esta suposicién, hallamos el valor exacto de la abscisa de A:

f(x) =%.x2 -4 =%.x2 ox =422

Luego, A = (2\/7; 4) yB = (—2\/5; 4). Con esto podemos dar una
aproximacién con cualquier cantidad de cifras decimales de la
abscisa de A.

En el tercer ejercicio, debe reconocerse que los puntos pedidos
son las soluciones de una determinada ecuacién. Esas soluciones
son infinitas, de las cuales algunas de ellas son las que interesan.

Idea 5: otras funciones trigonométricas inversas

Definan la funcién arco tangente. Para ello, muestren todo el
proceso necesario a partir de disponer de la funcién tangente,
definida de su dominio natural en R.
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Este ejercicio contiene varios pasos:

1) Definir la funcién tangente. La funcién tangente es la funcién

cociente entre el seno y el coseno, por lo que no estd definida para

1
los valores que anulan el coseno; esto es, x = P +2kn,k €Z,y

también x = %TE + 2km,k €Z, que podemos  escribir

. s s
sintéticamente como X = + km,k € Z. Estoes, f: R — {x —x =

% + km, k € Z} - R, f(x) = tg x. Su representacién gréfica es la

siguiente:

|
|
|
1
|
|
1
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
4
-5m/2 o -3
|
t
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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2) Ver si la funcién tangente es inversible. Esta funcién no es
inversible por no ser inyectiva, ya que es periédica de periodo m.

3) Si no es inversible, hay que redefinirla para que lo sea. La forma
convenida de redefinirla es g: (—%,g) - R,gkx) =tgx,
tomando el intervalo mds amplio que contenga el 0.

4) Definir la funcién inversa. Asi, la inversa, el arco tangente, resulta
g LR-> (— g, %) ,g(x) = arctg x, cuya representacién grifica
se muestra a continuacién.

-5m/2 -2m -3mi2 -n -m/2 w2 n any2 2n sn/2 3n
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Idea 6: conjunto soluciéon de ecuaciones

Vean si numeros reales de la familia de x = km, k € Z son
soluciones de la ecuacién sen x = 0.

¢Cudles de los siguientes conjuntos contienen todas las soluciones

V3

de la ecuacién senx = -2 ?

Sa

2

T 41
x—x=—§+2krt Vx=?+2krt,conkEZ
4
x—x=?+kn,conkEZ
T 5
x—x=—§+2kn Vx=?+2kn,conkEZ

13n 8r
x—x=T+2k7r Vx= —?+ 2kn,conkEZ}

Para cada una de las siguientes ecuaciones, indiquen cudntos

elementos tiene su conjunto solucién.

(a) x* = —4 (b) cosx =+/3
(c) cosx = g d)x7 = -4
x®=4 Fx=0

(g) x2.senx = 0 (h) cos x = senx

Estos ejercicios operan sobre la nocién de solucién de una ecuacién.

El primero puede ser resuelto de diferentes maneras: resolviendo la

ecuacién con los procedimientos usuales, como hemos realizado
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aqui, o con las propiedades de la funcién seno. Para esta segunda
forma, sabemos que sen x = sen (x + k. 2m), para cualquier k € Z,
porque el seno tiene periodo 27.

Como sen 0 = 0, entonces sen (0 + k.2m) =0
Como sen m = 0, entonces sen (m + k.2m) = 0
Sintetizando: sen (km) = 0

Vale destacar que con este procedimiento probamos que todos los
nameros de la familia son soluciones de la ecuacién, pero no
podemos asegurar que la ecuacién no tenga otras (la consigna no
exige ver eso). En realidad, esto estaria resuelto si justificamos que
0y 7 son los tnicos valores en los que se anula el seno en el intervalo
[0, 2m).

De esto se infiere que en la primera forma estarfamos haciendo
miés de lo que nos piden, porque con ese procedimiento no solo
probamos que todos los nimeros de la familia son soluciones, sino,
ademds, que son las dnicas.

El segundo ¢jercicio apunta a reconocer distintas formas de
expresar las soluciones de una ecuacién trigonométrica, tomando
distintos representantes de cada familia de soluciones.

En el tercer ejercicio se propone reconocer la cantidad de
soluciones de una ecuacién. Estdn planteadas de modo que puedan
responderse sin necesidad de realizar su completa resolucién.
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Idea 7: soluciones particulares de ecuaciones
trigonométricas

. . . 1
Den, si es posible, un x € R que verifique que senx = —- 'y

pertenezca al intervalo dado. Analicen si es tnico.

7
X E - - 74n£x57§n

]
IA
r
IN
o

|
E]
A
=
A
o

S|
IN
r
IN
Bl

IS
E]
A
®
A
{

n cada uno de los siguientes casos, den un ue cumpla lo
En cad de los siguient d x€ERgq plal
pedido, con una aproximacién de una cifra decimal:

(a)OSxS%ysenx=0,8

(b)—ESngysenxz—OB

3
2

(d)—%nggycosxzo,S

(n<x<—ysenx=-0,8

e)m <x S%"ycosx =-0,8

(f) —4mr < x < —2mycosx — 0,8

En todos los casos, vean si el valor es dnico.

Decidan si los nimeros x =5m y x =10 son dos raices
consecutivas (es decir que no hay otra raiz entre ellas) de la funcién

ffR-oR f(x)= 2.cos(’3—c—%n)+\/§.
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. ., x 1
Den todas las soluciones de la ecuacién 2. cos (; — ET[) ++/3 =

0 que veriﬂquen que =20 < x < —107.

En los dos primeros ejercicios se propone encontrar valores cuyo
seno es dato y que cumpla una determinada condicién. En
particular, el segundo apunta a distinguir el arco seno (o arco
coseno), cuyo valor devuelve la calculadora cientifica, de otros
ndameros cuyo seno (o coseno) es ese valor. En el tercero se pretende
desarrollar alguna estrategia para decidir si dos raices son
consecutivas. En primer lugar, podriamos probar que los valores
dados son raices de la funcién (no es imprescindible):

f(5n) = 2.cos(5§—%n)+\/§= 2.cos(§n)+\/§= 2.(—§)+\/§= 0

y

10 1 17 5
f(10m) = 2.cos (TH_ET[> +/3 = 2.cos (En) ++/3 = 2.cos (gﬂ) +

\/§2.(—§)+\/§=0

Efectivamente, lo son, pero falta ver que son consecutivas. La
siguiente es la representacion grafica de la funcién dada, en donde
puede verse que las dos raices son consecutivas (una vez probadas
que lo son).
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AN

Ruf -ten -ten K/ -izn ton A/ -en 4n 2n A e g ) tem

Veamos una resolucién analitica. La funcién tiene perfodo

p=2—”=6n.

1/3

Las soluciones de la ecuacién son:

(x )_ V3

COS3 ZT[ = 2
S
3 27T—67T T 3 271'—67'[ s

kv = b sk (ke D)
3—37‘[ T 3—371' T

x =4m + 6kn V x = 51 + 6kn (k € Z)
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También podriamos haber planteado las soluciones en una vuelta,
despejar x y luego dar todas las soluciones. Esto seria asi:

Soluciones en una vuelta:

x=4w V x =57

Todas las soluciones:

x=4m+ 6kn V x =51 + 6kn (k € Z)

A partir de cualquiera de las dos formas, vemos que x = 57 ¢s una
solucién que surge de la segunda familia de soluciones cuando k =
0. Por las caracteristicas de la funcién coseno, para un cierto k € Z,
los valores obtenidos en cada familia de soluciones son consecutivas,
siendo menor la obtenida en x =4m+ 6kn. Como hay dos
soluciones por vuelta, a la segunda solucién de una vuelta le sigue
la primera de la vuelea siguiente. Por lo tanto, como con k =1 se
obtiene x =107 en la primera familia de soluciones, queda
probado que las dos soluciones dadas son consecutivas.

En el cuarto ejercicio hay que obtener el conjunto de soluciones
en un intervalo, lo que requiere saber cudles son valores de k (del
2km) necesarios. Ya sabemos que las soluciones son: x = 4m +
6km vV x = 5m + 6km (k € Z). Entonces, tenemos que:

—20m < 4m + 6k < —10m y —20m < 57 + 6k < —10m
—24rm < 6k < —14m y —25m < 6k < =157
4<k< 7 25 <k< >
3 ’ 6 2"
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Por lo tanto, en la primera familia de soluciones solo se obtiene
alguna de las pedidas con k=-3, y en la segunda familia de
soluciones, con k = —4 y con k = —3. Las soluciones obtenidas son:
X =4n+6(=3)r = —14n, x, =5m+6(—-)nr=-191 y x3=>5m+
6(—3)r = —13m.

Idea 8: ecuaciones que involucran otras funciones no
inyectivas

Resuelvan las siguientes ecuaciones:

a) |x| =10
b)tgx =+/3
c) xzx—z =3

Ahora se apunta a resolver ecuaciones que involucran funciones que
no son inyectivas, pero que son distintas a las utilizadas como
ejemplo en este trabajo.

Idea 9: ecuaciones trigonométricas en otro contexto

Analicen la veracidad del siguiente enunciado: dado un vector no
nulo v=(a;b), su argumento se¢ obtiene como arg(v) =

arctg (Z)

Un valor que tiene este ejercicio es presentar al asunto que nos interesa
en un contexto distinto: el de los vectores geométricos en el plano. Se
apunta a errores tipicos cuando se busca el argumento de un vector
utilizando el arco tangente del cociente de las componentes. Un error
consiste en plantear arctg (§)> pero asignarle como resultado el
correcto valor del argumento en cualquier caso, por ejemplo: para

v = (=3;-3): arctg (:—2) =arctgl= % (posiblemente, a partir del uso
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de la calculadora cientifica); entonces arg(v) = %, lo cual es
incorrecto, ya que el argumento es otro de valores cuya tangente
vale 1 Gn). Otro error posible es el planteo de arctg (g) y la
asignacién de su resultado al argumento; con el mismo vector
¢jemplificado es arctg (:—2) =arctgl= ST", entonces arg(v) = STE,
que tiene un resultado correcto de argumento, pero no del arco
tangente: %’T cumple que su tangente vale 1, pero no es el valor
convenido para arctg 1.

Si bien el enunciado podria ser justificado con un
contraejemplo, queda abierta la posibilidad de preguntarse para qué
vectores vale lo enunciado. Veamos los distintos casos:

Si(a>0Ab>0)Vv(a>0 A b<0):arg(v) = arctg (Z)
Si(a<0Ab>0V(@a<O0ADb<O0):arg(v) =n+ arctg (S)
Sia=0Ab>0: arg(v) =

o

Sia=0 A b<0: arg(v) =
Sia>0 A b=0: arg(v) = arctyg (Z):o
Sia<0 A b=0: arg(v) =m + arctg (Z)zn

Como una actividad general ante planteos de enunciados para
analizar su veracidad, puede resultar interesante analizar alguna de
las dos opciones siguientes: obtener todos los ejemplos que verifican
el enunciado y, de este modo, reformularlo de manera que sea uno
verdadero; o también obtener todos los contraejemplos y asf saber
cudles son todos los casos en que no se verifica lo afirmado. En este
caso, es mds apropiado lo primero. Podemos formular el siguiente
enunciado verdadero: dado un vector v = (a;b), si a>0, el

arctg (b)A Teniendo

a

argumento del vector se obtiene como arg(v)

en cuenta parte de los contracjemplos, también podria enunciarse
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que dado un vector v = (a; b), si a <0, el argumento del vector se

obtiene como arg(v) =  + arctg (Z)

Idea 10: ecuaciones dadas en lenguaje natural

Respondan:

a) ¢Hay algiin nimero real negativo que elevado a la sexta da por
resultado 1002

b) ;Es cierto que la tangente toma cualquier valor real?

c) Se sabe que en un cierto intervalo abierto la tangente es
inyectiva. ;Cudl puede ser un intervalo de maxima longitud en
el que esto ocurra?

d) En un cierto intervalo abierto se sabe que ¢l seno toma el valor
0,2 solo una vez. ;Cudl es la mayor longitud que puede tener
ese intervalo? ;Es tnico? Si no lo fuera, ;cudl puede ser uno de
ellos?

Dentro de la variedad de registros sugerida para abordar los
obstéculos, ahora se dan enunciados en lenguaje coloquial.

El item (a) puede expresarse simbdlicamente como la ecuacién
x® =100, con x <0. Hay dos ntmeros reales que verifican la
ecuacién y solo uno que es negativo: es —3/100, que podria ser
obtenido sin necesidad de trabajar en el lenguaje simbdlico.

El {tem (b) puede plantearse como si la familia de ecuaciones
tg x = a tuviera solucién cualquiera sea a € R. O puede pensarse a
partir de ver el conjunto imagen de la funcién tangente. De
cualquier forma, la respuesta al {tem es afirmativa.

En (c), la tangente es una funcién de perfodo =, tiene asintotas
verticales en cada una de las rectas cuya ecuacién es de la forma x =
§+ km, k € Z, la distancia entre dos asintotas consecutivas es 7 y es

estrictamente creciente en cada intervalo determinado por dos de
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esas asintotas, por lo que un intervalo de méxima longitud en el que

sea inyectiva es cualquiera de esos intervalos, por ejemplo: (— %g)

Para (d), sabemos que en [0,27] (un intervalo de longitud igual a
un periodo) la ecuacién tiene dos soluciones. Por lo tanto, en un
intervalo abierto de longitud 2m con extremos en dos soluciones que
difieran en 27, hay una sola solucién. Las soluciones en [0,27] son x =
arc sen 0,2 yx = m — arc sen 0,2, y la menor solucién en [2m, 47r] es x =
arc sen 0,2 + 2m. El intervalo es, entonces, (arc sen 0,2; arc sen 0,2 +

2m), y la tnica solucién que hay en él es  — arc sen 0,2.

Idea 11: el pasaje de raiz a potencia

Resuelvan las siguientes ecuaciones:
) Vx =4
b) Vx = -2
o Vx=-2
dVx =x

Dada la familia de ecuaciones ¥x = a, establezcan condiciones de
los pardmetros a y n para los cuales su solucién es x = a™.

Con estos ¢jercicios se pretende discutir el pasaje de rafz a potencia,
que no es igual que el de potencia a raiz, ya que acd se parte de un
dominio de definicién restringido en el caso de indices pares. La
regla de pasajes las raices de indice par pasan a potencia de ese
exponente funciona siempre que se planteen las restricciones al
radicando y también al resultado de la raiz. En el caso de trabajar
con operaciones miembro a miembro, debe aplicarse una de las
siguientes propiedades, segtin la paridad del indice:

75




PROCESOS INVERSOS DE FUNCIONES NO INYECTIVAS

Sin=2k—1,neN:VaeRVbER:a=b > a™=b"

Sin=2k,neN:Va€e R, Vb ER,p:a=b—a™=>h"

Resolviendo el primer ¢jercicio mediante pasajes:

En (a), bajo la condicién de x > 0, es posible pasar la rafz
cuadrada a cuadrado x = 4% = 16.

En (b) no hay ninguna restriccién para pasar la raiz quinta
a potencia quinta: x = (-2)° = -32.

En (), bajo la condicién de x >0, el primer miembro es
un real no negativo, mientras que el segundo es un real
negativo, por lo que ningin x € R puede verificar la
ecuacidn (y no es posible realizar el pasaje).

Y mediante operatoria en ambos miembros:

En (a), el dominio de definicién es [0, +00). Se eleva al cuadrado
miembro a miembro: Vx = 4 & (Vx)* = 4% o x = 16.

En (b), el dominio de definicién es R:¥x = —2 o (¥x)° =
(=2)% & x =-32.

En (c), el dominio de definicién es [0,+). El primer
miembro es un real no negativo, mientras que el segundo
es un real negativo, por lo que la ecuacién no puede tener
solucién. Ademds, al no cumplirse la hipétesis de la
propiedad, no puede realizarse el pasaje.

En el segundo ejercicio deben formularse las condiciones bajo las

cuales vale el pasaje de raiz a potencia, que son las siguientes:
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Estudiar las dificultades que manifiestan los estudiantes en el
aprendizaje de la matematica es uno de los temas que capta el
interés de quienes ensefiamos esta disciplina.

En la resolucién de ecuaciones como x2=9 aparecen dificultades
muy conocidas por los docentes. jCuantas veces hemos escuchado:
paso el cuadrado como raiz cuadrada y y/9=+3. Esta es la tipica
resolucion errénea.

Ecuaciones como esta, de apariencia sencilla, encierran compleji-
dades que nos interesa desmenuzar, discutir y compartir.

Ademas de analizar lo relativo al cuadrado y a la raiz cuadrada,
pensamos este asunto como parte de otro mas amplio: Los procesos
inversos de funciones que no son inyectivas.
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